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Casopis pro péstovani matematiky, ro¥. 98 (1973), Praha

K ZOBECNENi POJMU PROJEKTOR

JAN HAVRDA, Praha
(Doslo dne 17. ledna 1972)

Ukolem &lanku je jisté zobecnéni znamého pojmu projektor na linearnim prostoru
se skalarnim soucinem, pfiemZ mnoZinou, na kterou se promitd, je zde neprazdna
konvexni uzaviena mnozina. V &lanku jsou téZ uvedeny né&které zakladni vlastnosti
tohoto zobecnéného projektoru.

Symbolem Lbudeme znagit linearni prostor se skalarnim souginem (.,.), symbol | . |
bude znadit jim indukovanou normu. Velka pismena A4, I, S apod. oznaduji operatory
definované na Ls oborem hodnot v L; pfitom I znaéi identicky operator. Symbolem L,
apod. budeme oznadovat obor hodnot operatoru A.

1. Lemma. 1. Je-li A idempotentni operdtor, pak mnoZina L, je rovna mnoZiné
samodruznych bodil operdtoru A.

2. Je-li A spojity idempotentni operdtor, pak L, je uzavfend mnoZina.

Dikaz je zfejmy.

2. Véta. Bud A idempotentni operdtor takovy, Ze pro vSechna x,, x, € L plati
(1) [Ax, — Ax,[|* < Re(x; — x,, Ax; — Ax,).
Potom L, je neprdzdnd konvexni uzaviend mnofina a pro kaZdé x, € L pFi vSech
ze L, plati
@ o — Aol < 0 — 2] .
Pritom Ax, je jediny bod mnoZiny L,, pro ktery pfi viech z € L, plati nerovnost (2).

Diikaz. Z nerovnosti (1) vyplyva, Ze pfi viech x,, x, € L plati |Ax; — Ax,| <
< |x1 — x,|, operator 4 je tedy spojity a podle 2) lemmatu 1 je L, uzavieni mnoZi-
na. Okolnost, Zze L, + 0 je zfejma. '

Z nerovnosti (1) a 1) lemmatu 1 déle plyne, Ze pro viechna x, € La z € L, plati
|Ax, — z|* < Re(x; — z, Ax, — z) ¢&ili

(3) Re(z — Ax,, x; — Ax;) £ 0.
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Nyni dokédZeme, Ze L, je konvexni mnoZina. Bud z,,z,eL,, 4, =20, 4, 20,
Ay + A, = 1. Oznadme y = A(A,z, + 4,2,), Az, + 4,2, — y = v. Podle (3) plati
Re (z;, v) £ Re(y, v), Re(z,, v) < Re(y, v), tedy téZ Re (1,2, + 4,2,,v) < Re(y,v)
&li Re (y + v, v) < Re(y, v), takZe |[v]|* < 0. Odtud v = 0 a A,z, + A,z,€ L,

Budxy € L,z € L,. Potom ||z — xo? — [|[Axo — xo[* = ||z — Axc||* — 2 Re (z —
— Axg, Xo — AX,) Z 0 v disledku platnosti vztahu (3). Tedy plati (2). Jestlize pro
zeL, plati |z, — xo|| = |Axo — Xof, Pak 0 = ||z, — xo|* — [|[Axo — xo[? =
= ||z, — Axo||* — 2 Re(z;, — Axo, xo — Ax,) = 0 0opét v diisledku platnosti vztahu
(3), tedy |z — Ax,| = 0. Véta je dokézana.

3. Oznaceni. Systém viech operatori spliiujicich pfedpoklady véty 2 oznaéme /.

4. Disledek. Bud A € o/ ,. Potom kaZdy bod x € L lze vyjddFit ve tvaru
4 X=X9+ Yo, Xp€Ly, yo€L
tak, Ze pro vSechna z € L, plati
(5) Re (z — Xo, y9) £ 0.
VyjddFeni bodu x ve tvaru (4) s vlastnosti (5) je jediné, pFicem? x, = Ax.

Dukaz. PoloZime-li x, = Ax, yo = x — Ax, plati (4) a (5) v disledku platnosti
nerovnosti (3). Zbyva tedy dokazat jen jednoznalnost. Kdyby navic platilo x =
= X; + 1, X; € L, y, € L, a kdyby pfi viech z € L, bylo Re (z — x,, y,) < 0, pak
Xy — Xo = Yo — Y1, Re(xy — X, ) £ 0, Re(xo — x4, ,) S0, tudiz 0>
2 Re (x; — Xo, Yo — ¥1) = Re (x; — Xo, X; — Xo) = [|x; — xo[? Proto x, = x,
a tedy téZ y, = y,.

5. Lemma. Bud 4 € &/,

1) Jestlife xe L, x = Ax + y, 2 2 0, potom A(Ax + Ay) = Ax.

2) Jestlize x{,x,€L, x; = Ak, + Y X =Axy, + y,, A, 20, 1,20, A, +
+ A, = 1, pak existuje x; € L tak, Ze Axy = A(Ax3 + A1y; + A,),).

Diukaz. 1) JestliZze x = Ax + y, podle nerovnosti (3) pro viechna z € L, plati
Re(z — Ax,y) <0, tedy pfi A 20 téZ Re(z — Ax, Ay) < 0. Oznadime-li v =
= Ax + Ay, podle disledku 4 dostdvime Ax = Av = A(Ax + Ay).

2) Jestlize x, = Ax, + y;, X, = Ax, + y,, pak pfi viech ze L, plati Re(z —
— Axy,y,) £ 0, Re(z — Ax,, y,) £ 0. Nasobenim prvé z t&chto nerovnosti A2
a druhé 13 a sedtenim dostaneme, Ze pro viechna z € L, je Re (z — A;Ax; — A,4x,,
A1yy + A;9;) £ 0. Podle vdty 2 je z; = A;Ax; + A,A4x, € L,. Existuje tedy x; €L
tak, %e z; = Ax,. Pfitom pfi viech ze L, plati Re(z — Ax;, A;y; + 4,5;) S 0.
Oznadime-li v = Ax; + Ay, + 4,y,, vidime, Ze podle diisledku 4 je Ax; = Av =
= A(Ax; + 41y, + A,,).
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6. Véta. Bud Ae o, S =1 — A. Potom Lg je konvexni kuZel.

Dikaz. a) Bud y e Ly, A 2 0. Existuje x € Ltak, Ze y = Sx = x — Ax. Podle 1)
lemmatu 5 plati 1y = Ax + Ay — Ax = Ax + Ay — A(Ax + Ay) = S(4x + Ay),
tedy Ay € Lg.

b) Budte y;, y,€Ls, 4;, 20, 4, 20, 4, + 4, = 1. Existuji x;,x,eL tak, Ze
Y1 = Sxy, y, = Sx,. Podle 2) lemmatu 5 existuje x; € L tak, Ze A,y, + A,y, =
= Ax3 + A1yy + Ay, — A(Ax;y + A1y, + A2y3) = S(Ax3 + Ayyy + A2y,), tedy

Ay1 + A2y, € Lg. Odtud y; + y, = 2(%)’1 + 1y,)e L.

7. Véta. Bud Ae oy, S =1 — A. Je-li mnoZina L, kompaktni, pak Lg = L.

Dukaz. Bud yeL, xoeL, a oznatme A(xo + ny) = x,, S(xo + ny) = y,.
n =1,2,... Na zaklad€ véty 2 pfi n = 1, 2, ... tedy plati x, + ny = x, + y, a pfi
viech ze L, je Re(z — x,, y,) £0. PonévadZ x,e L, pfi n = 1,2,..., existuje
vybrana posloupnost {x,, }, kterd ma limitu x°e L,. Pfi k = 1,2, ... plati

h:————xo—xm‘—{—y

ny ny
takZe lim y,, [n, = y. Navic pfi viech z € L, plati Re (z — x,,, y,/m) < 0 a pfecho-
k

dem k limit& pfi k » oo dostaneme Re (z — x°% y) < 0. Oznadime-li v = x° + y
podle dusledku 4 je Sv = y, tedy y € Lg.

8. Oznaleni. Symbolem ;" oznadime systém viech operatori 4 € &/,, pro n&Z
plati, Ze pfi véech x € La viech 1 = 0 je AAx = 1Ax.

9. Véta. Jestlife Ae o, pak S =1 — Ae A,.

Dikaz. Bud Ade o/, S =1 — A. Podle disledku 4 pfi xe L, x = Ax + Sx
a pfi viech z € L, je Re (z — Ax, Sx) < 0, tedy pfi viech 4 = 0 plati 0 > Re (14x —
— Ax, Sx) = (4 — 1) Re (4x, Sx), takZe Re (Ax, Sx) = 0. TudiZ pro viechna ze L,
a viechna y € L, mame

(6) Re(z,y) 0.

a) Bud xeL, x = Ax + Sx, tedy x — Ax = 0 + Sx a pfi viech ze L, plati
Re(z — 0, Sx) £ 0. Podle disledku 4 tudiz A(x — Ax) = 0 &ili AS = 0. Nyni
S?x = Sx — ASx = Sx pfi viech x € L. )

b) Pro x, x, €L je x;, = Ax, + Sx;, x, = Ax, + Sx, a podle nerovnosti (1)
Plati (Ax; — Ax,, Ax; — Ax,;) < Re(x; — x,, Ax; — Ax,) &li 0 < Re(Sx; — Sx,,
Ax, — Ax,) &ili |Sx; — Sx,[* < Re(x; — x,, Sx; — Sx,).

¢) Bud xe L, A 2 0. Pak SAx = Ax — AAx = A(x — Ax) = ASx.
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