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&asopis pro péstovani matematiky, ro¥. 98 (1973), Praha

ELIPTICKE PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE
S DEGENEROVANYMI KOEFICIENTY

Jiki CErRHA, Praha
(Doslo dne 21. ¢ervna 1971)

Préce se sklada ze dvou &asti. V prvni z nich se dokazuji véty o vnofeni pro Sobo-
levovy prostory s nezapornou spojitou vahou, ktera je nulova nejvyse v jednom bodé¢.
Téchto vét se ve druhé &asti pouziva k diikazu existence zobecnénych feseni, ve smyslu
distribuci, parcialnich diferencidlnich rovnic eliptického typu s degenerovanymi
koeficienty.

VETY O VNORENI{

Budiz dano pfirozené ¢islo N, omezena oblast Q = Ry s hranici 00, realné &islo
p =1 acelé &islo k 2 0. Je-li dana funkce w definované, spojitd a nezaporna na
uzavéru Q oblasti Q, kladna uvniti Q, pak symbolem &(2) oznagime mnoZinu
funkci definovanych v @, které tam mayji spojité vSechny derivace v8ech ¥adu a které
je mozno i s témito derivacemi spojit€ roz§ifit na uzavér oblasti Q. Banachuv prostor,
ktery vznikne jako uzavér mnoZiny &(&) v normg

k . 1/p
(1) ”“”Wp.w('ﬂ(n) ~— (J wry % IDtu| dQ) , ueé(Q),
2

i=0 lil=j
oznadime
W),
piipadné

L, (@) = W;() -

Prvky tohoto prostoru je moZno ztotoZnit s funkcemi u definovanymi skoro viude
v ©, které tam maji zobecnéné derivace (ve smyslu distribuci) D'u az do fadu k
veetn& takové, Ze funkce |wD'ul? jsou integrovatelné v @, |i| = 0, 1, ..., k. Dale bud a
funkce definovand na @, s > t > 0 reéln4 &isla. Oznalime: |x| Eukleidovskou normu
bodu xeRy, T,={x:|x|<r}, K, =T,nQ, L ,={x:|x|=r}, S,=LnK,
pror>0; U, ={z:z=4x,1 <A< sr '}, pro xeL, 0 <r <s. Pro funkce u
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s defini¢nim oborem v Ry budeme psat u(x) = u(S, r), kde S = x/r, r = |x|. Pisme-
no c, ¢, bude znacit kladnou konstantu, nezavislou na funkcich u, f. V riznych vyra-
zech muZe znadit rtizné konstanty. Zavedeme je$té tyto pfedpoklady

(2 0€dQ; U, cQ, jestlize 0<r<t, xe€8,;

a bude spojitd konetna nezaporna funkce v @, a(S, r) neklesajici kladna funkce r
pro r > 0 a kazdé S.

Lemma. Existuje ¢ nezdvislé na r tak, %e pro u € §(2), 0 < r < t plati

e

Dikaz. Zvolme funkci ¢ € 9(T;) takovou, 7e ¢(x) = 1 pro xe T,, 0 < ¢ £ 1,
oznatme Y = 1 — ¢. Budue £(Q), v = up, w = uy. Je

fsra(S, A [u(s, [ ds, < ¢ f a"(")

Ks—

o (lu(x)l )

(S, ) d

*|0v(S, o)
do do

a(S, r) |u(S, r)| = a(s, r)J

de £ Ja(S, 0)

Odtud integraci pfes S, dostaneme

L'a(S, r) [o(S, r)| dS, < CJ‘ a( )Z av(x)

s

kde ¢ nezavisi na v, r. Obdobné nerovnost pro w je ziejma. Jejich uZitim dostavame
tvrzeni.

Véta 1. Bud b, spojitd nezdpornd neklesajici funkce v intervalu <0, ), kladnd
v (0, ), b(x) = by(|x|), w bud spojitd nezdpornd v Q funkce, kladnd pro x * 0,

t -(p—-1)/p
Q= J. bo () (f w"’/("‘”dﬂ) dr< oo, jeli p>1,
(V] Ks— K, 5

Q='rbo(r)'1dr<oo, w=1, jeli p=1.
o .

Pak
|z, uey < c]u] Wm,,,w»..(g)s ue Wy w(Q) -

Dikaz. Podle lemmatu je pro u € (%)

du

n=1|0x,

j s'a(S, 7) |u(S, )| dS, < cbg'(r) . x,w labw (u + Z

)dQ.
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Odtud, pfipadnym uZzitim Holderovy nerovnosti (pfi p > 1) a integraci dle r,
dostavame

"“”L:.a(xg) = CQ””"WW,,«MR.)'

Odtud a z nerovnosti
]z, w0-xo = cluwe, wmua-xo
plyne tvrzeni véty pro u € &(Q) a limitnim pfechodem i pro ostatni u.
Véta 2. Za predpokladii véty 1 budte b, neklesajici spojité nezdporné funkce

na intervalu 0, ), a,(x) = b,(|x|), [6 bu(r) 'dr < oo, m=1,2,.., k-1, v=
= aalaz cen ak_lbw. Pak

lull, ooy = clllwoo, @, ue W ().

Dikaz. Véta se dokdZe postupnym uZitim véty 1 na derivace D'u.

DIFERENCIALN{ ROVNICE

Podobné jako v [1] nebo [2] lze dokazat

Véta 3. BudiZ L Banachiwv prostor, M modul husty v L, B sesquilinedrni forma
na M, B(u,u) = c”u],z_; ue M. UvtoFme a oznac¢me Hy Hilbertiv prostor, ktery
vznikne jako uzdvér mnoZiny M v normé urcené skaldrnim soucinem (u,v)p =

vrwr

= B(u, v); u, ve M. Formu B tak spojité roz$ifime na prostor Hy a plati

(i) existuje jediné linedrni spojité zobrazeni Z : Hg — L tak, ¥e Z(u) = u pro
ueM.

(i) Je-li feL* (hvézdicka znaci dudlni prostor), existuje jediny prvek ue Hp
tak, Ze pro (roz§ifenou) formu B plati B(v, u) = f(v), ve M. Pfitom

|Zule = clullw, < erl 71 -

Bud M modul spliiujici 2(Q) =« M < &(2), P, mnoZina polynomiti stupng nejvyse
k — 1, a; ; omezené méfitelné funkce v Q; |i|, |j| = 1,2,..., k; a;; = a;; pfi |i| =
= |j| (pruh zna&i komplexn¥ sdruZenou funkci). Zavedeme formélni diferencidlni
operator

k
A=) (-)" Y D'y a;;D
m=0 lil=m |j|l=m
a sesquilinearni formu
k —_—

(3) B(u,v)=| Y Y. a;;DuDlvdQ; u,veM.

am=0 |i|=[j|=m
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