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DEGENEROVANA n-ROZMERNA CENTRALNi AXONOMETRIE

VAcLAV PECINA, Liberec
(Doslo dne 2. dubna 1971)

Budeme se zabyvat nékterymi vlastnostmi degenerované centrilni axonometrie,
zejména pak tim, zda pro degenerovanou axonometrii plati existen¢ni véty obdobné
znamym existenénim vétam centralni axonometrie nedegenerované. Nékteré zakladni -
uvahy tykajici se uvedené problematiky jsou provedeny L. DRSEM v préci [1].

Oznaéme E* k-rozmérny rozsifeny eukleidovsky prostor a L(oy, oy, ..., &) linearni
obal linearnich prostori ay, a5, ..., .. Konfiguraci navzijem riiznych bodt O, 4;, B;
i=12,.., n) nazveme n-ramennd, k-rozmérnd polyedrickd konfigurace a ozna-
&me Kt = {0, A;, B}, jestlize kazda trojice O, A;, B; (i = 1,2,...,n) je tvofena
kolinearnimi body, jestlize body O, A4; jsou vlastni a jestliZe pro pfimky x; = 0A,
plati L(x,, x,, ..., x,) = E*(k, n, r jsou pfirozena &isla, 2 < k < n).

Konfiguraci K} = {0, 4;, B;} nazveme kartézskd, jestlize body B; (i = 1,2, ..., n)
jsou nevlastni a soustava vektorl (_).A>i (i =1,2,..., n) je ortonormalni.

Konfiguraci bodit 0, 4;, B; (i = 1, 2,..., n) nazveme degenerovand n-ramennd,
k-rozmérnd konfigurace (k < n) a oznagime D} = {0, 4,, B;}, jestliZe O = 4, = B,
a body O, A;, B; (i = 2,3, ..., n) tvofi (n — 1)-ramennou, k-rozmémou polyedric-
kou konfiguraci.

Analogicky jako v pfipadé nedegenerované centralni axonometrie budeme dale
zkoumat, zda lze danou degenerovanou konfiguraci °D] (podrobenou eventueln&
n&jaké linearni transformaci) uvést do perspektivni polohy s danou polyedrickou
konfiguraci K.

Véta 1. Nechf je ddna polyedrickd konfigurace K, = {0, A;, B;} = E" a degene-
rovand konfigurace °D}~' = {°0, °4,, °B;} = °E"™* (n = 3). Necht S * O je libo-
volny bod primky x, = OA, a E""! < E" libovolnd nadrovina neprochdzejici
bodem S. Pak existuje centrdlni projekce 2 s basi [S, 'E"~1] a projektivni transfor-
mace & : °E"~1 - 1E""1 tak, e PKT = #°D} 1.

Dukaz. Necht IT : °E"~! —» E"~! = L(x,, X3, ..., X,) je projektivni transformace,
pro kterou °4; - A4;, °B; - B; (i = 2,3, ..., n); pak je O = IT°0. V kaZdé centralni
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projekci 2 s basi [S, 'E""!], kde Sex, = 04, je vlastni bod (S + 0) a 'E"™!
libovolna vlastni nadrovina (S ¢ 'E"""), je 2K = 211°D;™", tj. 2K, = 2°D;7,

kde # = 21T : °E*~! - 'E""! je projektivni transformace,

Véta 2. Necht je ddna polyedrickd konfigurace K, = {0, 4;, B;} = E" a degene-
rovand konfigurace °D} ™! = {°0, °4,,°B;} = °E"~! (n = 3). Pak existuje centrdl-
ni projekce 2 s basi [S,'E""'] (Sex, = OA, je vlastni bod, S + 0) a afinita
o :°E""1 o E""1 5 libovolnym kladnym modulem tak, e K% = o°Di™".

Dukaz. Pfifazenim °0 —» 0, °4;, > 4;, °B, > B, (i =2,3,...,n) je stano-
vena projektivni transformace IT : °E""! - E"™! = L(x,, X3, ..., X,), kde x; = OA,.
Je-li °V;” nevlastni bod ptimky °x; = °0°4,(i = 2,3,...,n)aV, = 0%, (i = 2,3, ...
..o n), pak je L(V,, Vs, ..., V,) = E*"2 Zvolime-li libovoln& vlastni bod Sex; =
= 0A,(S # 0), pak v disledku S ¢ E*"2 je L(S, E""%) = 'E"~!. V centralni projek-
ci 2 s basi [S, 'E""!], kde 'E""! je libovolna nadrovina rovnob¥&Zna s nadrovinou

'E"(S ¢ 'E"Y), je (podle véty 1) 2K = #°D, ", kde # : °E"~' — 'E"~! je projek-
" tivni transformace. Z rovnob&Znosti 'E*~! | *E"~* nadrovin 'E"~!, 'E"~! plyne, Ze
podprostor 'E"~2 = #E"~? je nevlastnim podprostorem nadroviny 'E""! a po-
névadz 'E""% = R°E""2, kde °E""2 = L(°V;", O3S, ..., °F,°) je nevlastni podprostor
nadroviny °E""1, je # afinita. Bude-li pfi pevném S priim&tna 'E"~! nabyvat viech
moznych poloh rovnob&Znych s 'E"~* (S ¢ 'E*~') budou si centralni projekce konfi-
gurace K? odpovidat v homotetii # : E* — E", a tedy 2K} = ##°D.~'. PonévadZ
koeficient homotetie s nabyva vSech nenulovych hodnot, nabyvd modul afinity
o = H R viech kladnych hodnot.

Véta 3. Necht je ddna polyedrickd konfigurace K = {0, 4;, B}} < E" (n 2 3)
a degenerovand konfigurace °D}~' = {°0,°4,,°B;} = °E"~'. Nechr (OA;B) *
#+ (°0°4,°B), i = 2,3,...,n, a necht V(°W)) je ubénik pFimky x(°x;) v projek-
tivnosti bodovych Fad x(0, A;, B;, ...) A °x(°0,°4,,°B;,..), i =2,3,...,n.

Nutnd a postaéujici podminka pro existenct centrdIni projekce 2 s basi [ S, 'E"™1],
v ni PK; = °D;", je existence vlastniho bodu Sex, = 0A, (S + O) takového,
Ze simplexy S""Y(S, V,, Vs, ..., V), °S" (%0, °W,, °Ws, ..., °W,) jsou podobné.

Diikaz. (obr. 1 pro n = 3; v obr. nejsou vyznageny viechny body A4;, B; a neni
vyznaCena dana °E"~'). Nejprve ukéaZeme, 7¢ podminka je postadujici. Necht tedy
existuje vlastni bod Sex, (S % 0) tak, ze S""! ~ °5""! Pfifazenim °0 - S,
'W,-V, (i=2,3,...,n) je stanovena podobnost IT:°E"~! - 'E*~! ('E""! =
= U(S,V,, Vs, ..., V,)). Sestrojme konfiguraci 'D}~* =.{0’, 4}, B} tak, aby 'D}~! =
= I°D:~!. UvaZujme nyni translaci 7 : E" —» E", uréenou vektorem 5_-5, ozname
"D~ = {0”, A}, B} degenerovanou konfiguraci 7'D}~" a zvolme centrélni pro-
jekci 2 s basi [S, 'E*'], kde 'E"~! je nadrovina rovnob&na s nadrovinou 'E*~!
(LEn—l * lEn—l). ’
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Ukézeme nejprve, ze je 2K} = 2'D;~!. Oznatme 2K} = 'D}™! = {'0, '4,, 'B}.
Je PO" = PO = PA, = PB, = 10. Px, = ‘W V", kde ‘W, = PW>, V& = PV,
i=23..,nJeli W/ =9V, (i=23,...,n), je W/S=Ix, atedy W/S | x;
odtud plyne ZW° = W, ='W, (i = 2,3,...,n). Je-li dale V;*(V/®) nevlastni

Obr. 1.

bod ptimky x; = 0"A] (x; = SAj)), i =2,3,..., n, pak v disledku O"W; = TSV,
a’E"" || 'E"! je 2V, = V{® = 'V{°, kde 'V° je nevlastni bod piimky 'x; = 10" 4,
(i=23,..,n); je tedy Px; =Px;='x;, (i=23,...,n). Qzmatme 'A7 =
=24 (i=23,..,n). V disledku 20" = 10, PW, ='W, PV/= V2 (i =
=2,3,...,n)plati

(1) (O"WVI2A)) = (10'WIVEIAY), i=23,...,n.

Pondvadz 0" = FI1°0, W/ = TII°W,, V{® = TO> a A} =JII°4, i=

=2,3,...,,n,je (vdisledku S'W, || x;, i = 2,3,...,n)
() (0"WV=A;) = (CO°WOV°4,), i=2,3,...,n.

PongvadZ body °W(V;) jsou wb&niky v projektivnosti bodovych fad °x; & x;
" (i=2,3,.., n) a centrélni projekci 2 se zachova dvojpomér, plati

(3) (OOOWiOV‘woAl) = (OWiniAi) = (101 WiIV‘CDlA') s i= 2, 3, e (3
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Z (1), (2) a (3) plyne (10' WV 4) = (10'WV14Y), a odtud 4, = 'A%, i =
=2,3,..,n Je tedy 24, = PA] (i =2,3,...,n). Analogicky ukaZeme, Ze téZ
PB; = #B (i = 2,3, ..., n). Pak je oviem 2K} = #'D;"".

Pon&vad? konfigurace "D}~ a 'D2™! le#i v rovnob&’nych nadrovinach, jsou po-
dobné. Bude-li primétna 'E"~! nabyvat pfi pevném S viech moZnych poloh (S ¢
¢ 'E"" 1) rovnob&Znych s 'E"~*, pak centralni projekce !D}~! konfigurace K" ze stfe-
du S do nadrovin 'E"~! budou homotetické (koeficient homotetie bude nabyvat
viech nenulovych hodnot), a ponévadz "D}~ ~ °Di™', lze vybrat 'E""! tak, Ze
1=t = Opp=t,

Nyni dokaZeme nutnost podminky. Nechf existuje projekce 2 s basi [S, 'E""!]
tak, ze 2K} ='D,"' = {'0,'4,,'B;}, D)~ = °D}~'. Pak nutné Sex, = 04,
(S + 0). Nadrovina 'E""! je rovnobézna s nadrovinou 'E*~! = I(S, V,, Vs, ..., V,)
a nevlastni body W;° ptimek x; = OA; se promitaji pfimkami S'W; | x; (i =
= 2,3,..., n), pti¢emz 'W, = PW, (V}) je Gb&Znik pfimky 'x; = 2x, (x;) v projek-
tivnosti bodovych fad 'x('0,'4,'B,,...) A x(0, 4;,B;,...), i = 2,3, ..., n. Po-
névadz simplexy 'S"71(*0, 'W,, ‘W3, ..., 'W,), S"7X(S, Vo, Va, ..., V,) jsou fezy trsi
ptimek S(x, S'W,, S'W;, ..., S'W,), O(x,, x,, ..., x,) rovnob&Znymi nadrovinami
BB, e (v dbisledku S'W; | x)) STt ~ S"TE Z 1S~ 9" pak plyne
Sn—l ~ Osn-l'

Véta 4. Necht je ddna kartézskd konfigurace K, = {0, A;, BY} = E" a degenero-
vand konfigurace °D;"! = {°0,°4,,°B;} = °E"" ' (n = 3), a necht°B; (i = 2,3,...
..., n) jsou vlastni body. Oznaéme A; = 1 — (°0°4,°B)), i = 2,3, ..., n.

Nutnd a postacujici podminka pro existenci takového bodu Sex; = OA,
(S + 0) a takové nadroviny 'E"~! < E", %e v centrdlni projekci 2 s basi [S, *E'™ ']
plati PK: = °D:™1 je: existuji redlnd cisla p >0, k > 0 takovd, %e °0°B; =
= k(1 + (1/42)),°BB; = k J((1/2?) + (1/A3)), i * j; i,j = 2,3,...,n.

Dukaz. Nejprve ukaZeme nutnost podminky. Necht v centralni projekci £ s basi
[S,'E""1] je K] ~ °D;~'. Pak v disledku véty 3 je S vlastni bod takovy, Ze S e
€x, = 0A, (S + 0) a simplexy $"~'(S,V, V3, ..., V,), °""*(°0, °B,, °B,, ..., °B,)
jsou podobné, pfi¢emZ V; (°B;) je tib&znik piimky x; (°x;) v projektivnosti bodovych
fad x(0, A;, BY,V,,..) & °x(°0,°4,,°B;, V>, ...), i=2,3,...,n. Z rovnosti
dvojpomérii (04;BV;) = (°0°4,°B,°V{°) pak plyne

1. 0poy0 1 _
| I =(°0°4°B) =1 — 4,,
a odtud . . . .
1-p=20 W04, 04
ov, ov, ov,

i =2,3,...,n. Z pfedchozi rovnosti pak plyne 4; = (74}/617, a odtud v dusledku
IOA,I = 1lje |0V = 1/]A| pro i = 2,3, ..., n. Pon&vadz K] je kartézsk4 konfigurace,
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musi byt V,¥; = /((1/A?) + (1/27)) a z podobnosti simplexi §""! ~ "~ plyne
existence &isla k > 0 takového, %e °B°B; = k. /((1/4}) + (1/A})), i *j; i,j =
= 2,3,..., n. Oznadime-li |_0_§| =pu>0,je SV, =1+ (1/A}), i =2,3,...,n,
a v disledku S""! ~ °5"~! je tedy °0°B; = k. /(u* + (1/A})), i = 2,3,...,n.

Nyni dokaZeme, Ze podminka je postalujici. Necht existuji redlna &isla u > 0,
k > 0 tak, Ze

©) °0°B; = k/(u* + (1/47))
(2) °B°B; = k. J(1/A}) + (1/23)), i+j; 4j=23,..,n.

Zvolme bod S ex, = 04, tak, aby |6‘S_’| = p a sestrojme ub&Zniky V, pfimek x,
v projektivnostech bodovych fad x40, 4;, BY,...) & °x,(°0, °4,,°B,,...), i =
=2,3,...,n (zfejm& je pfitom °B; ub&Znikem pfimky °x, v téZe projektivnosti).
PongvadZ K} je podle pfedpokladu kartézska konfigurace, nalezneme (analogicky
jako v prvé &asti diikazu) ViV; = /((1/A}) + (1/43)), SV; = J(p* + (1/4})), i j;
i,j =2,3,...,n Pak v disledku (1) a (2) plati °0°B, = k SV, °B,°B; = k V¥,
(k>0, i%+j;ij=23,...,n) a simplexy S"" (S, V,,Va,..., %), °(°0, °B,,
°Bs, ..., °B,) sou podobné. Pak v disledku v&ty 3 existuje centrilni projekce 2
(s basi [S, *E""1]) tak, Ze 2K} ~ °D;™ 1.

Véta 5. Necht je ddna polyedrickd konfigurace K = {0,4,,B;} = E* a degenero-
vand konfigurace °D} = {°0, °4;, °B;} = °E™ (2 £ m < n). Pak existuje centrdlni
projekce 2 v E* s basi [E*™™"', 'E™] a afinita o : °E™ > 'E™ 5 libovolnym kladnym
modulem tak, Ye K] = o/°D].

Dikaz. a) Necht n > m + 1. Vzhledem k rozm&ru konfigurace °D}} musi existo-
vat takové &islo i z posloupnosti 2, 3, ..., n — m + 1, Ze L(®x;, ®%;0 45 ooy OXppyioy) =
= %E", kde °x; = °0°4;. Bez ujmy na obecnosti miZeme predpoklidat i = 2,
a tedy °E™ = L(°x,, °x3, ..., ®X,+,). UvaZujme konfiguraci K] 1] = {0, 4,, B;}, ktera
je &asti') konfigurace K a konfiguraci °Dj,; = {°0, °4,, °B,}, ktera je Casti konfi-
gurace °D}’. Podle vty 2 existuje v prostoru E™*! = L(xy, X,, ..., X+ 1) (i = 04))
centralni projekce & s basi [S, 'E™] (Se x, = 04,, S + 0) a afinita & : °E™ — 'E™
s libovolnym kladnym modulem tak, %e¢ ZKGi = #°Dh,., = 'Dph., = {10,
14,, 1Bi}.

Sestrojme nejprve v 'E™ konfiguraci &#°D] = D} = {*0, '4,, 'B;} (obsahuje
zfejm& 'DJ,,, jako svoji &st), zvolme 'E™ za primé&tnu centralni projekce 2 v E"
a hledejme stfed projekce 2 tak, aby 2K = DT. Dvojice pfimek . I -
'BpiaBpiw @ =2,3,..,n —m, jsou tvofeny mimob&inymi pfimkami, leZicimi

') Konfigurace K = {0, 4,, B;} je sti konfigurace ki = {0,4,B;} w<gq, r<3),
jestlize ob& konfigurace maji spole¢né body O, 4 » By i=1,2, ..., v; analogicky pro degenero-
vané konfigurace. .
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