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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 98 (1973), Praha

DIE LOSUNG DER PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNG
Urers = A(t, %) uy, + B(1, x) u,, MIT GEWISSEN NEBENBEDINGUNGEN

VERA RADpOCHOVA, Brno

(Eingegangen am 19. April 1972)

Wenn wir bei dem Ableiten der partiellen Differentialgleichung der Langsschwin-
gungen von Stiben die energetische Methode beniitzen und dabei die Deformation
des Querschnittes in seiner Ebene in Erwégung ziehen, erhalten wir die Differential-
gleichung der Schwingungen mit einem Korrektionsglied vierter Ordnung

Uy + a(t, X) Upryr + b(t, x) uy, =0,

welche von A. E. Love stammt [1].
Ist a(t, x) % 0, so konnen wir diese Differentialgleichung in der Form

(6)) Uprrr = A(t, x) iy + B(t, X) 1,y
oder noch allgemeiner in der Form

(2) Uextt = f(t, Xy Uxxs utr)

schreiben.

Der Losung und den Eigenschaften dieser Differentialgleichung fiir gewisse An-
fangs- und Randbedingungen, sind die folgenden Absitze gewidmet.

Wir beschiftigen uns mit der Losung der Differentialgleichung (2), die den folgen-
den Nebendingungen geniigt:

Die Integralfiiche soll zwei sich schneidende Raumkurven enthalten, die iiber
zwei Charakteristiken liegen, die in ihrem Schnittpunkte verschiedene Richtungen
haben. Lings einer dieser Raumkurven werden noch die Tangenten in der Richtung
gegeben, deren Projektion auf die tx-Ebene mit der Richtung der zweiten Charakte-
ristikenschar tibereinstimmt. Lings einer dritten Charakteristik, die zu demselben
System gehort wie die, liber welcher wir nur die Funktionenwerte kennen, ist noch die
Richtung der Tangenten gegeben und zwar so, dass ihre Projektion auf die tx-Ebene
mit der Richtung des zweiten Charakteristikensystems iibereinstimmt. Diese dritte

389



Charakteristik kann entweder von den ersten zwei Charakteristiken verschieden
sein, oder kann mit der libereinstimmen, iiber welcher wir nur die Funktionenwerte
kennen. .

Die physikalische Bedeutung dieser Nebenbedingungen liegt darin, dass wir fiir
einen Stab, dessen Achse mit der x-Achse ilibereinstimmt, den Anfangszustand und
die Anfangsgeschwindigkeit kennen und an einem Ende des Stabes die Verschiebung
und entweder an dem zweiten Ende, wenn die drei Charakteristiken verschieden sind,
oder an demselben Ende, wenn zwei von ihnen zusammenfliessen, die nichtkorrigierte
Spannung vorgeschrieben haben.

Satz 1. Es sei die Differentialgleichung (2) gegeben. Die Funktion f(t, x, v, w)
sei in dem Gebiete D = {a¢ < x < B, y <t < 8}, und fiir beliebige v, w stetig und
erfiille in jedem kompakten Teilgebiete D, = D in Bezug auf v, w die Lipschitz-
Bedingung

(3) |£(t, %, v2, wo) — (8, x, 04, wi)| £ M(Jo, — v| + |wy — wy).

Ferner seien ¢o(x), ¢,(x) Funktionen der Klasse C*(I,), wobei I, = {a < x <
< B} ist, Yo(t), ¥y(t) Funktionen der Klasse C*(I,), wobei I, = {y <t < 8} ist,
und die Zahlen ¢, < &, €l,, t€l, so gegeben, dass fiir diese Funktionen die
Beziehungen

(4) ‘Po(fo) = ‘po(f) > (01(50) ‘1’0(7) 99(')(51) = ‘/’1(“7) > (0’1(51) = ‘/’i(“)

gelten. Dann hat die Differentialgleichung (2) in dem Gebiete D mindestens eine
Lisung u = u(t, x), die ldngs der Charakteristiken x = &y, x = &,, t = © die Be-
dingungen

(5) u(t, x) = @o(x), ul1,x) = @s(x), u(t, &) = Vo(t), ut; &1) = ¥u(t)
erfillt.

Beweis. Wir werden diesen Satz mittels des Iterationsverfahrens beweisen.

Als erste Annaherung nehmen wir die Funktion
©) uo(t, x) = @o(x) + Yo(t) — ¥o(7) +
+(t = 1) [04(x) — 04(Z0)] + (x = &o) [¥4() — ¥1(9)] — (x — &o) (t — 7) ¥1() -
Sie erfiillt die Bedingungen (5) und gehért der Klasse C?(D).

Wenn u,_,(t,x) die (n — 1)-te Naherungsfunktion ist, die der Klasse C*(D)
gehort, so gehdrt der Klasse C2(D) auch die n-te Annéherung

(7) u,(t, x) = ug(t, x) + F,_4(t, %),
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wobei die Bezeichnung

2u, 0%u
(8) F,‘(t x) J‘ J. J-g J‘ (tz’ 2 P zk, azk)dxz dx, dt, dt,
o 31

beniitzt wurde.

Es soll nun gezeigt werden, dass die Folge der Naherungsfunktionen u,(t, x) in
Jedem kompakten Teilgebiete D, = D, Dy = {0ty < x < By, 7o < t < 8}, Wobei

L & £ &1 £ Bos Yo S T S 0, ist, gleichmaissig konvergiert.

Die Funktion f(t, x, 8%u,/0x2, 0%ue[0t?) ist in D, stetig, so dass |f| < 4 ist und
fiir n = 1 die folgenden Beziehungen gelten:

A
it ) = ol ) 5 2 s = o 5 = ol b =l

uy(t,x) _ uo(t, x)| _ 5
ox? x| 2 Fle=.
O%u,(t, x)  0uy(t, x
i e

Wird 2K = max {2; [(Bo — %) + (60 — 70)]*} gesetzt, gelten die Beziechungen

(8) |us(t, x) — uo(t, x)| < 3AK(|t — 2| + |x — &| + |x — &)?,

62ul _ 6 uo
ox? 0x?

<{-AK(|t—r]+[x—€0|+|x—§|)

*u;  0%ug

ar? ot? < JAK(|t = 7| + |x = &o| + |[x = &])*.

Wir nehmen nun an, dass fiir n = m die Beziechungen

A (2MK m

©)  [tnlts ¥) = tnos(t, %)| < ZM((z )? (It = | + |x = &o| + x — &)™,
o*u,  *u,_ A (2MK)™ -
et S O =]+ b = &l + b= ™
%u, u,_,| _ A (MK)" | .
o~ |5 e gy bl -

gelten, wo M die Lipschitz-Konstante ist. Fiir m = 1 sind die Beziehungen (9) erfiillt,
da sie mit den Bezichungen (8) iibereinstimmen.

391



Wegen der Giiltigkeit der Lipschitz-Bedingung (3) ist fir n = m + 1

|um+1 - uml é
192 2
<Mjf ff ( L 'a";’—a“ )dxzdxldtzdt,=
B de 3"2 3xz latz a2
A (2MK)" *1
< = oM x5 = &o| + |x2 = & + [tz — 1)
= KOS RS L)
A (2MK)™*!
Ldx,dx,dt,dt, £ — 2 (|t —1| + |x — + |x — &])2m+2
2 152 F0 2 (2m + 2)' (I Tl I éol I 51')
2.: 2 t rYy 2 2
Uy _ Oy, <M Pu, ]a dt, dt, <
ox* ox? ox? ax |8t2 ot 2
A (MK) S 2m+2
S —_— t — 1 4+ |x — + |x — m .
2 2 2
a_ulﬂ_ < Um—1 aum_aum—l dxzdx1,<=
or? atz o de ax2 ax2 or? or?

m+
<i£mi)_ lt

= 2M (2m + 2)! =+ x - é°| + = éll)zm”'

Daraus folgt, dass die Folge der Funktionen

u,(t, x) = ug(t, x) + [uy(t, x) — uo(t, x)] + ... + [u(t, x) — u,_4(t, x)]

und die Folgen ihrer partiellen Ableitungen zweiter Ordnung nach x und % fiir n - o
in jedem kompakten Rechteck D, gleichmissig gegen die Funktion u(t, x) und
gegen ihre zweiten partiellen Ableitungen nach x und t konvergieren.

Die Funktion u(t, x) und ihre zweiten partiellen Ableitungen nach x und ¢ sind also
in dem ganzen Gebiete D vorhanden.

Aus der Beziehung (7) erhalten wir fiir n — oo die Funktion u(t, x) in der Form

t 1y x X1
(10)  u(t, x) = uo(t, x) + J‘ J .[ f(tgs Xa, tyy, uy) dx, dxg dt, dt
' tdt Jood &

woraus folgt, dass auch die vierte Ableitung u,_,,, existiert und stetig ist, so dass die
Funktion u(t, x) der Differentialgleichung (2) geniigt. Aus der Beziehung (10) ersicht
man auch, dass die Funktion u(t, x) die vorgeschriecbenen Bedingungen (5) erfiillt.

. Aus der Giiltigkeit der Lipschitz-Bedingung folgt nicht nur die Existenz der Lésung
des Problems (2), (5), sondern auch die Eindeutigkeit dieser Lésung.
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Satz 2. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 gibt es in D genau eine Losung
der Differentialgleichung (2), die die Nebenbedingungen (5) erfiillt.

Beweis. Wir nehmen an, dass es zwei solche Losungen u(t, x) und #(r, x) gibt,
die den Nebenbedingungen (5) und den anderen Voraussetzungen des Satzes 1.
geniigen.

Fiir diese Losungen muss also gelten:

t t x X1
(A1)  u(t, x) = uoft, x) + J J J f(ty, X3, s, uy,) dx, dx, dt, dey
TJdt SodJ &1

t t1 x X1
a(t, x) = uolt, %) + j f J Ptz %o B ) G5z dxy Aty iy
TJt So ¥ &1

(12) u(t, x) = @z, %), wut, %) =, x),
u(t’ éo) = l—l.(t, éo) s u,(t, 60) = ﬁt(t’ 50) s
ut, x) = i1, x), ut, &) =t &).

Es geniigt nun zu zeigen, dass die beiden Funktionen u(t, x) und (¢, x) in jedem
kompakten Teilrechteck D, = D, das die drei Charakteristiken t = 7, x = &,
x = &, enthélt, ibereinstimmen. Der Lipschitz-Bedingung gemass ist:

(13) £t %, s wge) = S, X, gy Ugg)| S M|ty — | + [ty — 4e]) -

Es sei fir ap < x < B, entweder & = &, wenn |x — &| = |x — &| gilt, oder
&= ¢, wenn |x — &| < |x — &,] gilt. Wir fiihren die Funktion

(14) oft, x) = (Ju — @] + |ug, = | + |4y — #,]) e "

ein, wobei E = K(|x — ¢| + |t — 1]) und K = ((J2M)/(J/(1 + 2M) — /(2M)))*/
ist, wobei M die Lipschitz-Konstante darstellt.

Wenn wir ferner die Bezeichnung

t ty
(15) Fult, x)=j f Pt %, s 1) dty dy
T T

x X1
Fult, %) = J 7108, 5 1 1 il 51
o d &1

einfiihren und mit dem Querstrich dieselben Werte fiir die Funktion i(t, x) bezeichnen,
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gilt fiir die Funktion o(t, x) wegen (8), (11), (12), (13), (14) und (15) die Beziehung

o(t, x) = e E{|F(t, x) — F(t, x)| + |Foult, x) — Foelt, )| +
’ + |Fn(t’ x) - Fn(t: x)l} =

x (x1 LN 31
< MeE {f J~ o(t, x,) e dx, dx; + J. f o(ty, x) eF dt, dt; +
go J &1 tJdr
t 1 51 x X1
+ J. J J. f w(ty, x,) €f dx, dx, dt, dtl} .
tJdt JEoJ&

Wenn wir = max o(t, x) bezeichnen, folgt:
(t,x)eD,

o(t, x) < Me™% [j J. J j‘ ef dx, dx, dt, dt, + J' j eFdx, dx; +
g0 ¥ &1 god &1
efdt,dt, | M 2 +— = —
2 diy 4 k2 pry 2/‘

Fiir jeden Punkt von D, gilt w(t, x) < %u, also auch u < 4u, woraus folgt, dass
p = 0 ist und damit auch w(t, x) = 0 in jedem Teilgebiete D, ist.

Wenn die rechte Seite der Differentialgleichung (1) die Voraussetzungen des
Satzes 1 erfiillt, gibt es in dem Gebiete D genau eine Losung des Problems (1), (5).

Wir befassen uns nun mit der Differentialgleichung (1), in welche

B(t, x) = L

CZ
~=

(16) Aty x) = —

Q

eingesetzt wird, wobei a? # 0, c? gegebene Konstanten sind. Die Funktion

1 c?
f(ts Xy Uxxs uu) == Uy — 2 Uyx
- a a

erfiillt die Lipschitz-Bedingung in der ganzen tx-Ebene.
Wir wihlen 7 = 0, &, = 0, £; = L, so dass die Nebenbedingungen (5) die Form

(17) u(0, x) = @o(x), uf0,x) = @y(x), u(t,0) =o(t), ult,L) = y,(r)

erhalten, wobei @o(0) = ¥/o(0), ¢;(0) = ¥5(0), 95(0) = ¥4(0), ¢1(0) = ¥;(0) ist.
Wir nehmen ferner an, dass die Funktionen ¢y(x), ¢,(x), ¥o(?), ¥/,(f) die Voraus-
setzungen des Satzes 1 erfiillen, sodass die partielle Differentialgleichung

é2

(18) Usxee = ;'5 Uy — P Uxx
genau eine Losung in dem Gebiete D hat.
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Als erste Annidherung nehmen wir die Funktion

(19) uo(t, x) = @o(x) + Yolt) — ¥o(0) + t[os(x) — ¢4(0)] +
+ x[Yy(1) — ¥1(0)] — 2x 9i(L).

Aus der Beziehung (7) erhalten wir die k-te Naherungsfunktion in der Form

u(t, x) = uy(t, x) + [Yo(t) — ¥o(0) — 1 ¢5(0)] Z Pz,,(L x) +

+ a[y,(t) — ¥,4(0) - t‘ﬁlx(o)]ngl F’ P2n+1(Ls x) + [@o(x) — @o(0) —

—xoyp] y &Y (‘) + 2[00 - 0:(0) -

n=1 (2 )!
—xolD] 3, (2( +1)1) ( )2"“+mé1 {aTl... Uzm%(x) dx —
— Py 90(0) — Pyt (pf,(L)] 2 (zn))' (n + Z - 1) (%t)z..+

1 a :
+ o [j q)l(x) dx — sz q)l(()) —
a c 2m

- Parti®] 3, ("*'"“1)(1‘)’"“+

n=1 (2n + 1)! m a

+{- 1)'"() [ wtra 3 ),wo()—

(2t2": 11)' alf ): ki }'{12— <n ! Z ) 1) Fully )+
#=7 (8)e[ [ wipar- o ) 0 (0) -
TS A ).

wobei die Bezeichnungen

x X1 X2m=-2 X2m-1
J. @fx)dx = J‘ J. I J @d(*2m) dXgp ... dx, dx,, i=0,1,
‘2m 0JL (1] L

395



j vi(t) dt = IJ I Vitan) dtam .. dty dty, =01,

L2m 2k—-1

(2m)' k=0 (2m -2k — 1)!

Pi L, ) Pyii(L,x), m=1,2,...

x2m+1 m—1 L2m-2k

@m + 1)1 Z, (2m — 2k)!

P2m+1(L»x)= P2k+1(L,x)’ m=12,...

Po(L,x)=1, PI(L,x)=x
beniitzt wurden.

Durch den Grenziibergang k — co erhalten wir die Losung des Problems (18), (17)
in der Form

u(t, x) = Yo(t) — ¥o(0) — @o(0) + x ¥,(1) +

+ [@o(x) — ©0(0) — x @o(L)] cos%t + g [o:(x) — ¢,(0) — x 03(L)] sin-'“;—t +
+ [Wo(t) — ¥o(0) — £ 5(0)] Z P2n + a[yy(1) — ¥4(0) —
~ YOS, s Paues + 3 { ‘ U 90o(x) dx —

— Py 00(0) — Pansy ¢(,(L)] n{z ﬂ(n +m — 1) <§)2n+

=1 (2n)! m

+ L : [J-zmq)l(x) dx = Py 0:(0) = Pame s ¢;(L)] 5 U

(2n + 1)'

()@ e () [ o - -
B (2:"'“) Vol )] 2 ; (n i :: - 1) P,, + (—1)"'(%)2'" a[mel(t) dt —

t2m+l

O O L () e

Wenn die zwei Charakteristiken x = 0 und - x = L zusammenfliessen, wenn also
die Nebenbedingungen die Form

(20) (0, 1) = 0ox); u(0,) = u(x); u(t0) =o(t); ut0) = yu(t)
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