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Casopis pro p&stovini matematiky, ro. 98 (1973), Praha

ESTE O NIEKTORYCH DALSICH VLASTNOSTIACH KRIVIEK TRIEDY
P A PP

Jozer OBONA, NIKOLAJ PODTJAGIN, Bratislava

(Doslo diia 20. jina 1970, prepracovane diia 19. augusta 1971)

V tejto préci sa odvozujii rovnice algebraickych kriviek triedy P (definovanych
v préci [1]) v ortogonalnych a polarnych suradniciach. Dalej sa uvadzaju niektoré
vyznamné vlastnosti dotyénic ku krivkadm triedy PP (definovanych v préci [2]),
ktoré sa odvozuji z rovnic doty¢nic ku tymto krivkdm v ich niektorych vyznamnych
bodoch.

V préci [1] krivky triedy P boli definované parametrickymi rovnicami

(1) x=acosqow + bcos(p + q) w,
y = asin qb+bsin P+ 9o,

kde konstanty p, q st nesudeliteIné ¢isla, ani jedna z kon$tant a, b, p, g nie je rovna
nule, priom a, b, g su &sla kladné. Parameter o sa meni v intervale [O,21r).

V menovanej praci bolo dalej dokdzané, Ze rovnice (1) pre a=b, p+ g >0
uréuji epicykloidy a hypocykloidy (presnejSie triedenie pozri [1]), pre a = b,
P + 29 #+ OruZiceaprea = b, p + 2g = 0 usecku na osi OX, ktora sa nepovaZuje
za krivku triedy P.

KRIVKY TRIEDY P V ORTOGONALNYCH SURADNICIACH

Rovnice kriviek triedy P sme Iahko stanovili parametrickymi rovnicami (1).
Aby sme ziskali ich rovnice v ortogonélnych suradniciach, musime z rovnic (1)
vyludit parameter w. AvSak priama eliminicia parametra nie je vZdy moZn4, pretoZe
tento postup vedie &asto k rieSeniu algebraickych rovnic vyssieho stupiia. UkéZeme
jeden spdsob rieSenia tejto lohy, ktory teoreticky vZdy vedie k ZelateInému vysledku,
hoci prakticky vyZaduje elementarne, ale veImi zdfhavé vypocty.

PoloZme

@ x +iy=¢,

x—iy=mn,

357



kde i = \/(—1). Z rovnic (1) po tprave dostdvame
. x+ iy =ae?® 4 beProe,
x —iy=ae % 4 b iPtIe,
odkial po dosadeni rovnic (2) a po prave bude

E=at! +b.P%,

n=at%4+b.t" "D,
kde t = ¢'®,

Zapisme posledné dve rovnice v tvare
(3) ' E=t(a+b.1),
n=t%a+b.177).
Po vzajomnom prenasobeni dostavame

En=@+b.1").(a+b.t7?),

alebo
abt®® + (a> + b? — &) 1* +ab =0,
odkial
(4) p_8on—a? = b2 E J(E.n=a? — b — dah?)

2ab

Vidime, Ze t? je funkcia premennych &, # a nezavisi od parametru w.
PoloZme teda

(5) P =w
a rovnice (3) nadobudnu tvar
(6) & = wia + bw)?,
nPwP*e = (aw + b)?.
Tieto rovnice predstavuji krivky triedy P ete v dvoch réznych tvaroch: v strad-
niciach ¢ a n a odtial teda aj v redlnych suradniciach x a y. PretoZe krivky triedy P

st realne, rovnice (6) po dosazeni za ¢ a 5 zo vzfahov (2), nemézu obsahovat kom-
pexné veli¢iny.

Ak vydelime prvii rovnicu rovnic (6) druhou, dostaneme este jeden tvar rovnice
kriviek triedy P v pravouhlych stiradniciach

; bw\?
7 P =P, wPt2a i .
() ¢ * (aw+b
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Tato rovnica mu velmi jednoduchy tvar pre a = b, teda
f" — ,,p L wPt2e,

Ako priklad uvaZujeme pripad, ked v rovniciach (1) poloZime p = 3, ¢ = 1.
Krivka triedy P je potom krivkou 8-stupiia. Prva z rovnic (6) nadobudne tvar

(8) & = w(a + bw)*.
Ak pre zjednodusenie vypoctov poloZzime

) u=¢&.q—a%—b?,
v = +./(4a?b? — u?),

potom na zéklade vzfahov (4) a (5) mame

u+v
10 w=- :
( ) 2ab

Ak tito hodnotu funkcie w dosadime do rovnice (8), potom po jednoduchych
upravach dostavame

2a*bE3 — u* — 3a%u’® — a?(3a? — 4b%) u? — a*(a? — 9b?) u + 2a*b?*(3a’ — b?) =
= [u® + 3a%u? + a’(3a® — 2b%) u + a*(a® — 3b?)]v.

Po dosadeni za v, umocneni tejto rovnice na druhi a elementarnych, ale dost dlhych
vypo¢toch dostaneme rovnicu tvaru

a*be® — [u* + 3a%u® + a?(3a? — 4b%) u? + a*(a? — 9b?)u — 2a*b?(3a% — b?)] &3 +
+a*b(u +a? +b?)* =0

a po dosazeni za u z rovnic (9) a potom za ¢ a n z rovnic (2), zdfhavym vypodtom
dostaneme koneény tvar krivky v ortogonalnych suradniciach

(1) (x2 + y2)* = (@2 + 4b?) (x* + »?)° — b?a® — 6b%) (x* + »*)* —
— 2a%bx(x? — 3y?) + b*(5a%b? — a* — 4b¥) (x? + »?) —
— bz(az — b2)3 =0.

Priklad ndm potvrdil, Ze na vyjadrenie kriviek triedy P v ortogonélnych surad-
niciach treba vykonat velké mnoZstvo elementarnych operacii.
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KRIVKY TRIEDY P V POLARNYCH SURADNICIACH

Vyjadrenie kriviek triedy P v polarnych stradniciach budeme hladat cez diferen-
cialnu rovnicu tychto kriviek.

Vychadzajme zo vzfahov pre polarne stiradnice g, ¢
2 _ 2 2 - y
o° = x“+ y°, ¢ = arctg
X
a potom

xdy — ydx
12 dop = "—"—————,
(12) 0= iy,

za predpokladu, Ze stidasne x a y nenadobtidaji nulové hodnoty.
Z rovnic (1) dostavame

(13) 0? = a% + b? + 2abcos pw,
xdy — ydx = [a%q + b*(p + g) + ab(p + 2q) cos po] dw .

Z rovnice (12) potom dostavame
1
do = o [a%g + b*(p + q) + ab(p + 2g) cos pw] dw.

Derivovanim rovnice (13) budeme mat

—abp sin pw
e

do = do

a z poslednych dvoch rovnic teda méame

(14) d_g _ abp sin pw
do a’q + b%(p + q) + ab(p + 2g) cos pw
Z rovnice (13) mdZeme dostat
Qz — a'2 _ bz
COs pw =
2ab

a potom teda
4a2b2 — (QZ _ a2 - b2)2

sfn W =
P 2ab

Diferencidlnu rovnicu (14) méZeme teda napisat vo tvare

dQ _ PQ \/(4a2b2 - (Q2 - az - b2)2)
do 2a’q + 2b%(p + q) + (p + 29) (¢* — 2% — bz)’
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alebo vo tvare
(15) (p +29)0* — p(a® —b*)  de
JVIe* — (@ - b)*][(@ + b)* - ¢’] ¢

Tato rovnica je teda aj diferencidlnou rovnicou algebraickych kriviek triedy P.

= —pde.

Pre a = b (teda pre p + 2g + 0, pozri [1]), tj. pre ruZice, diferencidlna rovnica
(15) ma veImi jednoduchy tvar

p+2
J(4a* - o?)

a teda tato diferencialna rovnica je diferencidlnou rovnicou vietkych ruzic.

(16)

d¢ = —pde

Integral, vyhovujuci diferencidlnej rovnici (16) a spliiujici podiatoénii podmienku
(pre ¢ = 0 musi byt ¢ = 2a) je

p
17 @ = 2a cos @
(17) ot %
a tato rovnica stifasne definuje aj rovnice ruZic v polarnych suradniciach.
V pripade, ked a + b (epicykloidy a hypocykloidy) vieobecnym integrdlom
rovnice (15) je rovnica

—=—p¢+C.

—(@-b][(@a+b)’—0o"] e

Oznaéme integral na Tavej strane tejto rovnice ako I a polozme z = g% — a? — b?
a potom budeme mat

< L[(p+29)(@% +b* +2) — pla® — b%)
2 (a® + b? + z) /(4a%b? — z?) ’

(18) ‘[\/[Qz(p +29)¢* — pla® = b%)  do

alebo po Ciasto€nej integracii

2 _ 12
(19) I= — Marcoog_z_ -— E(_E—b.)Il,
2 2ab 2

kde

[ = dz
") (a2 + b* + 2) J(4a%b? — 27)’
Tento integral vypoditame opéaf substiticiou 1fv = a? + b? + z a po dosazeni,
vypoéte integralu dostavame v pévodnych premennych

2 _ h2)2 _ (42 28 2
I, = ! arccos(al b%) (2 +b)g'
a? — b? 2abg?
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Pre integral I na zéklade vztahu (19) potom budeme mat vyraz

2 _ 02 _ K2 2 _ Hw2\2 __ 2 2 2
I = _p+:2q arccosg——a——b——zarccos(al b%) (a +b)g .
2 ; 2ab 2 2abp?

VSeobecné rieenie (18) diferencilnej rovnice (15) mdZeme teda napisat vo tvare

2 __ a2 _ 12 2 _ RK2\2 _ 2 2 2
(p+2q)arccosg—a—b+parccos(a B — (" + b)e
2ab 2abp?

=2pp + C.

LubovoIni kon§tantu C uréime z pociatonej podmienky: pre ¢ = 0 musi byt
¢ = a + b. Ak dosadime tieto hodnoty g a ¢ do poslednej rovnice, lahko vypod&itame
C = pn.

Rovnica krivky triedy P v polarnych stradniciach nadobtida koneény tvar

0? — a% — b? (az _ b2)2 _ (a2 + b2) 0? B

20 + 2q) arc coOs ————— + p arc cos
(20) (p + 29) o p 2abg?

= p(2¢p + 7).

Poznamenavame, Ze tato rovnica plati aj pre a = b. Skutoc¢ne, v tom pripade nado-

bada tvar
2

— 2a
2a2 - = 2P(P,

2
(p + 2q) arc cos 2

odkial dostdvame

0% =2a%(1 + cos 2p (p),
P+2q

a tedy aj
14

= 2a cos ®,
i p+2q

&o sa zhoduje so vztahom (17) pre ruZice.

Podobne ako v préci [3] mdZeme skumat vlastnosti doty&énic ku krivkam triedy P,
vyjadrenych v ortogondlnych stradniciach, kedy je vhodné pouzit tvaru (10), pre
funkciu w. Analogicky je moZné sktimat vlastnosti dotyénic aj v polarnych sirad-
niciach. ;

Niektoré vyznamné vlastnosti dotyénic kriviek triedy PP.

V praci [2] krivky triedy PP boli definované rovnicami

(21) x=acosqgq'w + bceos(p+ q)q'w + ccos(p'q + pg’ + q9) @

y =asin gq'w + bsin (p + g) g’w + csin (p'q + pg’ + qq') »,
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kde w je parameter, meniaci sa v intervale [0, 2n/7); p, q, p’, g’ su nestideliteIné
Cisla, priom g, q' su &isla kladné; g je nejvacsi spolo&ny delitel &isel g a ¢; a, b, c,
st TubovoIné kladné &isla.

V spomenutej praci bolo dalej doké4zané, Ze pre

agq’ —b(p +q) ¢ +c(p'q + pq’ + qq’) =0
rovnice (21) uréujui prostu epiepicykloidu, pre

agq' + b(p + q)q' — c(p'q + pg' + qq') = 0
prostu epihypocykloidu, pre

agq’ —b(p + q) g’ — ¢(p'qa + pq’ + qq') = 0
prostu hypoepicykloidu a pre

agq’ + b(p+ q)q +c(p'q + pg’ + q9') =0

prostu hypohypocykloidu.
V praci [2] bolo tieZ dokézané, Ze pre p=p.p,, p'=P.p2, 4=7.4;

q = G . q,, kde p je najvacsi spoloény delitel &isel p a p’, potom:
1. Na ka¥dej krivke triedy PP existuje prave p bodov, vzdialenych od pogiatku
suradnicovej sustavy na vzdialenost ¢ = a 4+ b + ¢, urenych vztahom

(22) w'=—%ﬁt~, =0,1,2,...,p—1.

p-q

2. Pre | le g, parne na kazdej krivke triedy PP existuje p r6znych bodov, vzdia-
lenych od pociatku suradnicovej sistavy na vzdialenost ¢ = |a — b — ¢| > 0,
uréenych vztahom

(23) w=(2Lf_1ﬁ, k=0,1,2..5—1.
pq

3. Pre |py|, |p2|> 41, g2 neparne na kazdej krivke triedy PP existuje p roznych
bodov, ktorych vzdialenost od podiatku suradnicovej sustavy je ¢ = |a -b+ c| >0
a ktoré st definované vztahom (23).

4. Pre |py| . q, parne na kaZdej krivke triedy PP existuje p réznych bodov, ktorych
vzdialenost od pociatku stradnicovej sustavy jé ¢ = |a + b — ¢| > 0 a ktoré si
opat uréené vztahom (23).

Z rovnic (21) vyplyva, Ze vietky krivky triedy PP st simerné vzhladom na os OX.
Ak p je parne &islo, tieto krivky su simerné aj vzhladom na os OY.
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2. Pre smernicu doty&nice ku krivke triedy PP v jej lubovoInom bode (x, y) mame

agq’ cos gq'w + b(p + q) q' cos (p + q) g +
dy~  +c(p'q+pg +4qq)cos(p'q + pg' +qq)
dx aqq’ singq'w + b(p + q) ¢’sin(p + q) g'w +

+c(p'q + pq' + qq’)cos(p'q + pq’ + qq)) ©

-

(24)

Smernica doty&nice v bode w = 0 méZe byt koneéna len pre

aqq + b(p + q)q’ + c(p'q + pg' + qq') =0,

z toho vyplyva, Ze dotyénica ku kaZdej krivke triedy PP v jej pociatoénom bode
o = 0, s vynimkou prostych hypohypocykloid, je vidy kolméa na os OX.

Podiatoény bod w = 0 prostej hypohypocykloidy je singularny bod zvratu, v kto-
rom dotyénicou je os OX. Ak p je Cislo parne, aj dotyénica v bode simernom
s bodom @ = 0 vzhladom na os OY, je tieZ os OX.

1° Body, vzdialené od poéiatku stiradnicovej sustavy na vzdialenostg = a + b + ¢,
st uréené hodnotami (22) parametra , pre ktoré mame

cos p'gqw =cospgw = 1.
Vztah (24) v nich nadobuda tvar

dy _[2dq’ +b(p + ) g + c(p'q + g’ + qq')] cos qg'w
dx [agq’ +b(p + q)q +c(p'q + pa’ + q4')]sin qq'w

a nemA zmysel pre prosté hypohypocykloidy. Pre vietky ostatné krivky triedy PP
v uvedenych bodoch plati

d ’
(25) S
dx singqow

Pre rovnice dotyénic v tychto bodoch potom mame
(26) Xcosqqw+Ysingqw=xcosqqw+ ysingqo,

kde x, y su stiradnice dotykového bodu krivky PP, vzdialeného od poéiatku O na
¢ = a + b + c; X, Ysi premenné stiradnice bodov dotyénice. Ak dosadime hodnoty
(22) parametra w, potom pre vietky krivky triedy PP, s vynimkou prostych hypohy-
pocykloid, dostaneme rovnice doty&énic

(27) Xcosqqzy?-+Ysinqq22—lfn=a+b.-|—c, k=0,1,..,p—1.
p p

Pre p nepérne ani jedna z tychto dotyénic, okrem dotyénice v pociatoénom bode
o = 0, nemdZe byf kolma ani na jednu zo suradnicovych osi.
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Pretoze &isla qq,, § nemaju spolognych delitelov, pre p parne (p = 2k,) doty&nica
v uvazovanych bodoch je kolmé na os OX len v tom pripade, ked &islo t = kfk, je
celé. Pretoze k < p — 1, musi byt t < (2k; — 1)[k; =2 — 1]k, < 2 a teda t mdZe
nadobudat len dve hodnoty 0 a 1. To znamena, Ze pre p parne kazda krivka triedy PP,
s vynimkou prostych hypohypocykloid, ma len dva body, vzdialené od pociatku
suradnicovej ststavy na ¢ = a + b + ¢, v ktorych dotyénice st kolmé na os OX.
Tieto doty&nice st dané rovnicami (25). PretoZe &islo gq, je nepérne, st teda dané
rovnicami X = +(a + b + ¢).

Ak aj p[2 je &islo parne (p = 4k,), dotyénica v bode, vzdialenom od pociatku
suradnicovej slistavy ma ¢ = a + b + ¢ je kolma na os QY vtedy a len vtedy, ked
t = k[k, je celé neparne &islo. PretoZe k < p — 1 musime mat ¢t < (4k, — 1)k, =
=4 — 1k, < 4 a teda t mdZe mat len hodnoty 1 a 3. V pripade, ked p/2 je &islo
parne, kazd4 krivka triedy PP, s vynimkou prostych hypohypocykloid, ma dva body,
vzdialené od pod&iatku stiradnicovej sustavy na ¢ = a + b + ¢, v ktorych doty&nice
st kolmé na os QY. Su dané rovnicami (25) pre k = k, a k = 3k,, teda Y =
=+(@+b+c).

2°. V bodoch, vzdialenych od pociatku stiradnicovej ststavy na ¢ = Ia - b - cl,
tj. pre |p| . ¢, parne, urfenych vzfahom (23) mame

cospgw=—1, cosp'qw = 1.
Vztah (24) pre tieto body nadobuda tvar

dy _ [agq’ —b(p+q)q —c(p'q + pq’ + qq')] cos gq'w

dx [agq’ — b(p + 9) ¢’ — c(p'q + pq’ + g94)]sin qq'w
a nema zmysel pre prosté hypoepicykloidy. Pre vSetky ostatné krivky triedy PP pre
uvedené body plati vztah (25).

Pre doty&nice v tychto bodoch potom plati rovnica (26). Ak do nej dosadime hod-
noty (23) parametra w pre dotyénice v bodoch, vzdialenych od poéiatku suradnicovej
sustavy na ¢ = |a — b — c| u vietkych kriviek triedy PP, s vynimkou prostych
hypoepicykloid, dostaneme koneCne rovnice

2k + )=

(2k4:1)1t=a

(28) X cos qq, + Ysin qq, -b-c,

k=01,..,p—1.

3°. Pre |p4|, |p2)s 41> 42 neparne, mame v bodoch, vzdialenych od podiatku strad-
nicovej sustavy na ¢ = [a — b — c|, ur€enych vztahom (21)

_ cospgw = ~1, cosp'qw = —1.
Vztah (24) pre tieto body nadobiida tvar

dy _ _ [299 - b(p+ q)q + c(p'q + pq’ + qq')] cos gq'w
dx [agq’ — b(p + q9) ¢’ + c(p'q + pd’ + q4')] singq'w
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a nem4a zmysel pre prosté epiepicykloidy. Pre ostatné krivky triedy PP v uvedenych
bodoch znovu plati vzfah (25).

Pre rovnice doty&nic v tychto bodoch plati zase rovnica (25) a po dosadeni do nej
hodnét (23) pré doty¢nice v bodoch, vzdialenych od pociatku stiradnicovej sustavy
na ¢ =|a — b —c| >0, pre vietky krivky triedy PP, s vynimkou prostych epiepi-
cykloid dostaneme teraz rovnice

Ck+ )= (2k+1)1r=a

(29) X cos qq, + Ysin qq, —b+ec,

k=012,.,p—-1.

4°. Pre |p| . q, parne v bodoch, vzdialenjch od po&iatku siradnicovej sistavy
na g =.|a + b — c|, ur€enych vzfahom (23), mame

cos pg'w =1, cosp'qw = —1.
Vztah (24) potom nadobida tvar

dy _ _[294 +b(p +49)q" — o(p'q + pq' + qq')] cos 99’
dx [agq’ + b(p + 9) ¢’ — c(p'q + pa’ + qq')] sin qq'w

Nema zmysel pre prosté epihypocykloidy. Pre ostatné krivky triedy PP, pre uvedené
body platia znovu vzfahy (25) a (26). Ak dosadime do rovnice (26) hodnoty (23)
parametra w, pre dotyénice v bodoch, vzdialenych od pociatku stiradnicovej ststavy
na ¢ =|a+b—c|>0, pre vietky krivky triedy PP, s vynimkou prostych epi-
hypocykloid, dostaneme rovnice

2k + 1) = (2k+ )=

(30) X cos qq, + Ysin gq, =a+b-c,

k=01,2..,5—1.

Ak porovname rovnice (28), (29) a (30) vidime, Ze sa Ii$ia len ich pravymi stranami.
Mobzeme ich teda zapisat v spoloénom tvare

(2k+1)n (2k+1)=

+ Ysingg,——=m, k=0,1,2,...,p— 1.

(31) X cos qq,

kde u kriviek triedy PP v pripade 2°m =a — b — ¢, vpripade 3m =a — b + c,
v pripade 4°m =a + b —c.

Rovnice (31) platia pre vietky krivky triedy PP, s vynimkou prostych hypoepi-
cykloid v pripade 2°, prostych epiepicykloid v pripade 3° a prostych epihypocykloid
v pripade 4°.

Pre a — b —c =0 v pripade 3°, pre a — b + ¢ =0 v pripade 3° a pre a +
+ b — ¢ = 0 v pripade 4° mame tedy m = 0. Krivka prechadza po&iatkom stiradni-
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