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In applications of the theory of partial differential equations the following problem
may rise up: The existence and uniqueness of classical (twice continuously differen-
tiable) solutions are to be investigated for the wave equation

il (1, X) — i, X) = g4(7, x) + & F,(i, ej (z, x)

considered in the domain {(z, x) | r € (— o0, + ), x € €0, n)} under the periodicity
condition #i(tr + 2nw, x) — #(t, x) = 0 and boundary conditions of various types
at the points x = 0 and x = =, where g, and F, are 2nw-periodic in the variable 7.
The problem with @ = 1 is solved in [1], the special case of boundary conditions
of Dirichlet type for an arbitrary w in [2]. While the both papers utilize the Poincaré
method, in this paper a different method is used — solutions are sought in the form
of Fourier series with respect to t, which guarantees the periodicity of the solutions.

Performing the transformation t = wt and putting u(t, x) = ii(r, x), the above
equation assumes the form

(0.1) u(t, x) — 0® u(t, x) = g(t, x) + e F(u, &) (¢, x) ,

where g and F are 2n-periodic in the variable ¢, and the periodicity condition men-
tioned above reads

0.2) u(t + 2m,x) — u(t,x) =0, te(—o0, +), x€0, 7).

As for the boundary conditions the paper deals with the following three types:

(0.3) u(t, 0) = °h(1) + & °X(u, €) (1),
u(t, m) = 'h(t) + e 'X(u, &) (1) ;
(0.4) u(t, 0) + ao u(t, 0) = °h(f) + & °X(u, &) (1),

u(t, m) + ay u(t, n) = 'h(t) + ¢ 'X(u, ¢) (t) ;
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(0.5) u(t, 0) = Oh(f) + ¢ °X(u, ¢) (1),
u(t, 7) + ou(t, ) = *h(t) + & *X(u, £) (¢) .

The paper is divided into three paragraphs. The first, preparatory paragraph
contains definitions and lemmas, the second one deals with the linear problem,
i.e. with the case where ¢ = 0. The results obtained are used in the final paragraph
to solve the weakly nonlinear problem.

The author’s gratitude and acknowledgement is due to O. Vejvoda for his valuable
advice and help.

1. SOME DEFINITIONS AND AUXILIARY LEMMAS

R, & and A are the symbols for the sets of reals, positive integers and integers,
respectively. ¥®[a, b] (or *[a, b], if need be) denotes the space of real-valued
(or complex-valued) functions the k-th derivative of which is continuous on (a, b,
the letter # stands for the closed interval <0, n). Finally, let us write e t) = ™,
teR, ke A.

With respect to the method used it is convenient to introduce some functional
spaces, derived from Sobolev spaces #75(0, 2r).

Definition 1.1. Let us denote by 5, (r € 4#") the subspace of real-valued functions
f € #%5(0, 2) fulfilling the relation

fin(m) =f(0), 0sk<r, ked,

where f,,, € €7~ 1[0, 2n] is the absolute continuous representant of f (i.e. fyps = f
almost everywhere in (0, 2n)). The norm in 7, is defined by

r 2n 1/2
m,=[z j o) dt] -
_ k=0 Jo

I

Remark 1.1. A function f € 55, will usually be identified with the corresponding
furs € €~ V[0, 27].
The following lemma may be easily verified:

Lemma 1.1. )¢, (re &) is a Banach space.
Definition 1.2. Let us denote by ¢*(#; #%,) (re &, ke #, k = 0) the space
of mappings u : S — 7%, which are, together with their derivatives 4™, 0 < n < k,

continuous transformations on  into #,. (We shall often write ¢(#; 5#,) instead
of €°)(#; 5#%,).) The norm in this space is defined by

k
||“"v"‘)(.!=x'z..> = max [ }, ||u("’(x)||f,.,, 12,
xef n=0
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Also the next lemma can be proved easily:

Lemma 1.2. ¢®(#; #%,) (re &, ke M, k 2 0) is a Banach space.

Remark 1.2. Analogously to Remark 1.1, the mapping u € ¢¥(#; #7%,) may
be identified with the function u(x, t) (of two real variables) defined on the rectangle
J x (0,2n), whose derivatives &"**u[0x" 0, n =0,1,...,k, s=0,1,...,r — 1,
are continuous and fulfil the condition

= (x,0) =

ox" ot ox" ot

an+s

(x,27t) xeSf.

Remark 1.3. Any function he #%, (re4) can be extended onto (—co, + o)
2n-periodically preserving its smoothness (the function extended in this way will
be denoted by h as well). This fact enables us to define the “translation of the argu-
ment” (. + t,) : H#5, — H#Y, for an arbitrary t, € # by

h(.+1to) (t) = h(t + to), te<0,2n), he H#%,.

Since #, (r € A') is a subspace of Z,(0, 2x), any function h € 3#, can be ex-
pressed in the form of a Fourier series h = Z h,e,, where h, = (1/2m) [3" k() e_,(2) dt.

Analogously, each u e 4%(5; #7,) can be written as u(x) = 2 %) € x€ 5.

On the other hand, provided that the coefficients h, (n € #) or'u (x) (ned,xe)
satisfy certain conditions, the corresponding series converges in the space 5, or
&W(s; H#Y,), respectively.

Definition 1.1°. Let us denote by §" (r € A") the space of sequences h = {h,}2
of complex numbers satisfying the conditions:
() hoy=h,, ne.t,
(i) Y n*|h|* < + 0.
neM
The norm is defined (putting 0° = 1) by

v =JELE T

Definition 1.2’. Let us denote by ¢®(#;§") (k2 0, ke #, re #) the space
of sequences u = {u,}%, of complex-valued functions defined on # with the fol-
lowing properties:

[

(1) u_n(x) =m, ne#,xef,
(i) u,e @¥(F), ne s,

(iii) the series Y n*[u$(x)]*, s=0,1,..., k, converge uniformly on 5.
neM
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The norm is defined by
k r
Nulewisgn = V@R max [3, ¥ ¥ n® ud(x)|*]"2 .
xef s=0m=0 ne#

The following important lemma can be proved quite analogously as Lemima 1.3
in [3].

Lemma 1.3. The spaces #, and Y (r € A") are isomorphic and isometric. This
relation also holds between €*(S; #%,) and €¢*(I; V") (re N, ke M, k = 0).

Let us introduce the space % = %(S; #3,) N €(S; H#3,) 0 €D(S; #3,)
with the norm

"“||4: = max {"“"wu;x’zn» ”””wl)u;rlzn)’ l“”«’mu;x*z“)} .

Analogously: u = €(4; b*) n €(#; h%) N €(#; bY),
lulla = max {[ullecsgo [ulewrisisny [ulemrisn} -

Then the spaces % and u are isomorphic and isometric as well.

Let & be a subset of .# and r € A". Let us denote b, = {h = {h,}*_ €b"| h, =0
for all ne # \ &} and [b,]* = b7, 5. Then the decomposition h" = b}, + [b5]*
is valid. Analogously: #%, = [#5,]s + [#5e)ss U = Uy + Us.

The two following lemmas, quite analogous to Lemmas 5.3 and 5.4 in [1], enable
us to transfer the results obtained in the linear case to the weakly nonlinear problem.
First the notation used: [97’1 - 9’2] denotes the space of all linear continuous
transformations from £, into 2, (#; and 2, being normed linear spaces),
B(po; 6; ) = {pe 2| ||p — po| < 6} is an open ball in the normed linear space 2.

Lemma 1.4. Let the operator W= W(u,d)(e) map 2 x D x {0, ¢, into P
(2, 2 being Banach spaces), let it be continuous and have continuous Gateaux’s
derivatives (further only “G-derivatives”) W,, W; on the domain %(0; o; #) x
x B(d; 60; D) x 0, &5). Let Ve[D — P). Then there exist numbers 5* and
e* (0 < 6* < 8y, 0 < &* < g9) such that the equation

u=V(d) + e W(u, d) ()
has a unique solution u = U(d)(¢) € 2 for each de %(d; 5*; 2) and ee 0, e*)

continuous in &. This solution has the G-derivative U} continuous in both variables d
and e.

Lemma 1.5. Let the operator P = P(d) (g) map for every e e <0, &) an open set
¥ < 9, into 9, (2,, D, being Banach spaces), let the followmg assumptions
be fulfilled:
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(i) The equation P(d,) (0) = O has a solution dg € %.

(ii) The operator P is continuous and has the G-derivative P; = Py(d) (¢) con-
tinuous on the set #(dy; 0; %) x <0, &) (¢ > 0 being a suitably chosen
number).

(iii) There exists Q = [Py(dg) (0)] '€ [2, » 2,].
Then there exists &, € (0, &y) such that the equation

P(d) (¢) = 0

has for ¢ € €0, &, a unique solution d* = d*(¢) € 4 continuous on {0, &,) and such
that d*(0) = dg.

2. THE LINEAR PROBLEM AND ITS SOLUTIONS

2.1. The formulation of the problem. Before solving the weakly nonlinear problem
it is convenient to solve the linear one. In accordance with the previous paragraph
we shall formulate this problem as follows:

Let functions g € €(S; #3,) v €(F; #),), 'he #3.(i = 0, 1) and real numbers
o > 0, oy, o, o« be given. Every function u € % that satisfies the equation

(2.1.1) —0? u'(x) + 4, u(x) = g(x), xeSI

in sense of 4(S; #},) (where 4, = d*/dt* means the Laplace operator) and the
boundary conditions

(2.1.2) u(0) = °h,
u(n) = 'h
(2.1.3) u'(0) + o u(0) = °h,
w'(m) + ay u(n) = 'h
(2.1.4) u(0) = %,

u'(m) + o u(m) = h

in sense of #2, will be called a solution of the problem (29), (#3) or (£9), respectively.

The solvability of our problem depends essentially on the number-theoretical
character of the parameter . With respect to this fact two cases will be investigated
separately:

(i) @ = p[g, where p, q are relatively prime natural numbers,
(ii) the number o satisfies the following assumption with a natural ¢ = 2.
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[Ze]: there exists a constant C, > 0 such that

1 m

w n

-

= Con™® forall mnes .

Remark 2.1. According to Liouville’s theorem (see [4]) the assumption [Zg]
is fulfilled e.g. when w is an algebraic number of the degree g.

Expanding the functions g, °h, 'h into Fourier series
g(x) = zgk(x) ek ’ ih = Z ihkek » i == 0’ 1
ket ket

and assuming the existence of a solution u € %,

(2.1.5) u(x) = Y u(x) e, xes,

ke#

the equation (2.1.1) yields the system of differential equations
—0? uy(x) — k* u(x) = gi(x), xe S ke k.
General solutions of these equations are

(21.6)  u(x) = uy(x) + a, cos (kx/) + byfk sin (kx/w), k+0,
uo(x) = %uo(x) + ap + box, xes,

where the particular solutions

1]

Q17)  ufx) = °ug) (x)

—(wk)~? j o) sin (kx — o) .

*uo(x) = °uolg) (x)

—w“’rgo(é) (x - é) d¢

are chosen to fulfil the relation °u,(0) = %u,(0) = 0. Using Schwarz inequality

(if g € €Y)(F; #3,), then also integrating by parts in (2.1.7)), it is easy to verify

that the function %u(x) = Y %u;(x) e, x € £, lies in %. Hence, the function u given
kek

by the series (2.1.5) belongs to % if and only if the coefficients a,, b, in (2.1.6) satisfy
the condition

(2.1.8) a={a}2,€bh®, b={p}2, eh?.

Now let us look far such couples (a, b) € h*> x h? that the corresponding u € %
fulfil the boundary conditions required.

338



2.2. Problem (£9). Substituting (2.1.5) and (2.1.6) for u, the boundary condition
(2.1.2,) assumes the form

(2.2.1) a,=°h,, ke k.

In this way, the sequence a = {a,}%, €h® is determined by °he #3, uniquely
and the condition (2.1.2,) gives

(222) by sin (kn/w)
bo

k Bi(g, °h, *h), ke.# \ {0},
n—l BO(ga oh9 lh) ’

I

where
(2.23)  By(g, °h, *h) = *hy — °hy cos (knjw) — ®u(g)(n), ke .

First, let us investigate the rational case with w = p/q, where p, g are relatively
prime natural numbers. Then sin (kn/w) = 0 if and only if ke #(1) =
= {ke # | k|p € #}. Therefore, equations (2.2.2) are equivalent to the system

(2.2.4) bo = n~' By(g, °h, 'h),
b, = k(sin (knq/p))~* By(g, °h, 'h), ke # \ ¥(1),
(2.2.5) B(g,%°h,'h) =0, ke(2) = £(1) \ {0}.

Here the relations (2.2.4) define the coefficients by, ke # \ &(2), whereas (2.2.5)
represents a solvability condition.

To fulfil (2.1.8) let us assume that g € 4(S; #3,) v €(S; #3,) and ‘he #3,,
i = 0, 1. Then, if the condition (2.2.5) is satisfied, all solutions of our problem are
given by

(2.2.6) u = Vy(d) + Wy(g, °h, *h),

where the sequence d = {d,}Z,, ranges over b, and the operators V;, W, are
defined by

(2.2.7) Vi(d) (x) = ke;'z)k_ldk sin (kx|w) ¢, x€S,
(2.2.8) Wi(g, °h, 'h) (x) =k§‘[°u,‘(g) (x) + °hy cos (kx[w)] e, +
o1 1 Sin (kx/w) .
+u.4;y(an(g’ hH) sin (knjw) *

+ n~1 By(g, °h, 'h) xeq, x€.5.
It is easy to verify that V; e [}, » %] and
W, € [6(F; #3,) x (#3.)* = U] 0 [€9XS; H#3,) % (3, = X].
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Defining an operator Z, = Z,(g, °h, *h), Z, :(4(F; #3,) v €(S; #3,)) ¥
X (#30)* = H#3, by

(2.2.9) Z,(g,%h, *h) = *h(. + nq[p) — °h +
+ [ [l + caln) + o) ~ ) 00 e
and integrating by parts, the condition (2.2.5) may be modified into the form
J 240 O ) (1) ea(i) dt = 0, ke F(2).
]

Hence, denoting by R, = R(g, °h, *h) the operator given by
(22.10)  Ry(g, °h, 'h) (1) ="§ 9 2.0, °h, 'H) (1 + 21jJp), te(0,2n),

Ry €[6(F; H7,) x (#3:)7 = H35,] 0 [0S H1) x (H32)° = H2a)

and performing the following arrangements

Ry(g, °h, h) (1) =k§‘(2n)'1 fanl(g, Oh, *h) () e ™ dr gt) =

ke.ll 2n jz J‘ 1(9, °h, lh) (t + 2”]/1’) e— k(‘f) dz ek(t) =

= Z 1(9, ®h, 'h) (n) e-x(n) dn Z e?" I gt) =
ke.ll j=0
ik
%2 (%'2,(g, %, ) (n) e_u(n) dn e,(s)
key(z) 2n

we obtain the solvability condition (2.2.5) in‘a more closed form
(2.2.11) Ry(g,°h,'h) = 0.

Theorem 2.2.1. Let the problem (#3) with w = p[q be given, where p, q are
relatively prime natural numbers. Let g € 4(F; #3,) U €(F; #3,), ‘he H3,,
i =0, 1. Then the problem has a solution if and only if

Ry(g, °h, *h) = 0 (equality in the space #3,).
In the affirmative case every solution of (P3) is given by
u = Vy(d) + Wy(g, °h,'h),

where d is an arbitrary element of I)}(z).
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Further, let w be an irrational number satisfying the assumption [ Z¢] for a natural
¢ = 2. Then equations (2.2.2) determine the coefficients b, k € ., uniquely and so
the uniqueness of the solution of (2%) is proved. Supposing g e 4(S; #%: ') U
v €N(S; #Y,) and ‘he #9412, i =0, 1, the requirement (2.1.8) is fulfilled as the
assumption [ #] gives the estimate

(2.2.12) |sin (knjw)| = 2Cok' ™2, ke A .

(Tdeed, Jsin (ol = \BEUH@ = 08| ey nik] s 20,7
|kn|w — nx|

In this case, our problem has a solution
(22.13) u = Wyg, °h, 'h),
where the operator
Wy e [6(5: #35) x (#5277 — U] [60(S; #8,) x (#5177 > ¥]
is defined by
(2.2.14) Wa(g, °h, *h) (x) =k§«[°uk(g) (x) + °hy cos (kx| )] e, +

T z Bk(g’ Op, lh) M

e, +
ke M={0} sin (kr/w) ,

+ n71 By(g, °h, 'h) xeo, x€5.

Theorem 2.2.2. Let the problem (2#9) with w satisfying the assumption [Z¢]
for a natural ¢ 2 2 be given. Let g € 4(F; #%:1) U € SF; H#%,) and ‘he H5;2,
i = 0, 1. Then the problem has a unique solution

u = Wy(g, °h, *h).
2.3. Problem (#9). Inserting (2.1.5) and (2.1.6) into (2.1.3,) we obtain
(2.3.1) by = o(°h, — apa), ke # \ {0},

bo = oho - aoao .

Considering these equations as definitions of coefficients b,, the boundary condition
(2.1.3,) gives

(23.2) aofay — ay — aoaym] = Ay(g, °h, 'h),

2 2
a |:(oc1 — p) cos (kn[w) — k—-l-:)-—c—‘ﬁl sin (kn/w)] = Ag,°h,*h), ke.# \ {0},
)
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where
(23.3) Ao(g, °h, 'h) = ho — ®ho(l + aym) + C‘)—ZJ‘"!lo(ﬂ -1+ «f)ds,
- 0
Ai(g, °h, h) = *h, — °hy[cos (knjw) + aywk™! sin (kn/w)] +
+ w"zrg,‘(n — §) [cos (k¢|w) +
0

+ a0k~ sin (kE[w)] dE, ke # \ {0}.

Firstly, let us investigate the particular case when oy = «; and o = p/q, p, ¢ —
natural, relatively prime. Consequently, equations (2.3.2) reduce to

(234) aoa(z) = _n_l AO(g! Oh’ lh) )
ay sin (krjw) = _=h Alg, °h,h), ket \ {0}.
k* + oo

(A): Let ap = a; = 0. Then the equations (2.3.4) are fulfilled if and only if

-

2.3.5 =———— A(g,°h, 'h), ke# \ F(1),
( ) = k sin (kn/w) o ) )
(2.3.6) Adg,°h,h) = 0, ke(1).

(Here (1) is the same set as in Section 2.2.)
The solvability condition (2.3.6) can be written after certain arrangements

(analogous with those used to derive (2.2.11)) as
p—1

(2.3.6) Ry(g, °h, *h) = Y Zy(g, °h, *h) (. + 2mj[p) = 0,
i=o

where the operator Z,: (4(f; #3,) U €9(F; #3,)) x (#3,)* — H#3, is defined by

+ 5l [T (.~ axlp) + o). + axfp)] ox.

Provided that the condition (2.3.6) is fulfilled, every solution of our problem has
the form

(239) u = Vy(d) + Wi(g, °h, '), d = {d}®e €63ty
where '
(2.3.9) Vi(d)(x) = Y, dycos(kx|w)e,, xeS,

ke (1)
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(2310) Wilg, °h,'W)(x) = ¥

% o) [°uk(g) (x) + °h,,k_f; sin (kx/w)] o &

+ [*uo(9) () + °hox] eo —

— ¥ A9, °h,'h) Ecua{lga) e, xXe€F.

ke NP (1) kq sin (kn|w) ke
Obviously:

| Vi€ [byu) > %], Wse[€(F; #3,) x (#3,)* > %] n
N [09(F; H3,) x (5. = U], Rye[6(F; #3,) x (#3,)* > #3.] 0
N [ F; #3,) % (F3)* = #3,].

(B): Let ap = ay #* 0. Then conditions (2.3.5), (2.3.6) from the case (A) are to be
replaced by

(23.11) aq, = szz— [sin (kn/w)] ™! Ai(g, °h, 'h), ke ~ &L(1),
%o

kK + o
ap = —n tag? 4y(g, °h, *h),
(2.3.12) Afg, °h, 'h) = 0, ke#(2) = (1) \ {0}.
Defining the operator Z,: (€(5; #3,) L €*(F; #3,) % (#3,)* = H3,
by

(23.13) Z4(g, °h, h) (i) = a‘itz,(g, O, h) (£) +

+ (20 20)[ [6(2) (¢ = 2alp) - a(0) (¢ + calp)} .
the solvability condition (2.3.12) is equivalent to
(23.12) Ru(g, °h, 'h) E;\j: Z4(g, °h, h) (. + 2jjp) = 0.

If this condition is fulfilled, every solution of (#3) has the form

(2.3.14) u = Vy(d) + Wilg, °h, '), d = {4}, €ble,.

where

@315 vdE =Y 4 [cos (exfo) — %2 sin (kx/co)] -
keS(2) kq
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(2.3.16) W,(g, °h, *h)(x) =k§‘°uk(g) (x) e + ®hoxeo +

+ Y °mp/(kq)sin (kx/w) e, +

keMN{0}

+ 2 {—kpq Alg, °h, *h) [sin (kn|w) (kzqi +

ke#NF(1)
2 2\1-1 %P . :
+ agp?)] [cos (kx|w) — = sin (kx/co)] ek} -
q

— nlag? Ag(g, °h, *h) (1 — aox) ey, x€ 5.
Obviously:
Vi€ by > %], Wie[6(F; #3,) x (#3,)" > U]
N [0S H3) x (H3) > U], Rae[€(S; H#3,) % (H#3,) > H2a] 0
N [€D(F; H3p) x (H3,)* > #3,] -
Theorem 2.3.1. Let the problem (#3) with a, = , and » = p|q be given, where p,
q are relatively prime natural numbers. Let g € 6(F; #3,) U €¢*(F; #3,) and

theo#?,i=0,1.
(A): Let 2y = oy = 0. Then the problem has a solution if and only if

Ry(g, °h, *h) = 0 (equality in the space #73,) .
In the affirmative case every solution of (#3) is given by
u = Vs(d) + W3(g, °h, lh) s

where d is an arbitrary element of by,
(B): Let oy = ay * 0. Then the problem has a solution if and only if

R4(g, °h, *h) = 0 (equality in the space #},) .
If this condition is satisfied, every solution of the problem is given by
u= V4(d) + W4(g, oh, lh) >

where d is an arbitrary element of bl

Further, let a, = a; and let w be an irrational number satisfying the assumption
[#e] for a natural ¢ = 2. Since in this case sin (kz/w) = 0 for all ke .# \ {0},
the coefficients a;, k € # \ {0}, are determined by (2.3.4) uniquely.

(A): Let ap = a; = 0. Then equations (2.3.4) give the solvability condition

(2.3.17) Rs(g, °h, 'h) = Aq(g, °h, 'h) = 0
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and every solution of the problem can be written as

(2.3.18) u = Vs(d) + Ws(g, °h,h), de®,

where the operators V5 and W are given by

(2.3.19) Vs(d)(x) = dey, x€5,

(2.3.20) Wi(g, °h, *h) (x) = .}\:(o){ouk(g) (x) + °mowk™! sin (kx|w) —
— [k sin (kn[w)]~* A4(g, °h, *h) cos (kx|w)} e, +
+ [Puo(g) (x) + ®hox] &g, x€ .

Using the estimate (2.2.12), it is easy to verify that

Wse[€(F; #5:") x (#5:") » %] 0 [0S #%,) x (#5:7)" > 2]

(B): Let oy = &; = 0. Then equations (2.3.4) determine all coefficients a, and the
problems has a unique solution (provided that the functions g, °h and *h are smooth
enough):

(2.3.21) u = We(g, °h, 'h),

where

(2.3.22) Wy(g, °h, *h) (x) = ,«Z\(o {®u(g) (x) + k™" sin (kx[w) —
- kw[}(k2 + oad) sin (knjw)] ™! A(g, °h, 'h) x
% [cos (kx|w) — apwk™! sin (kx/w)]} e —
— ntag? Ao(g, °h, *h) (1 — aox) o +

+ [Cuo(g) (x) + %hox] e, x€.£.
Obviously:

We e [€(F; #55Y) x (551 = U] o [€9(F; o#8,) x (#551)? - 2]
Theorem 2.3.2. Let the problem (9"2’) with ay = a, and with o satisfying the

assumption [ £¢] for a natural ¢ 2 2 be given. Let g € €(5; #5L") v €V(F; #3,)
and ‘he #%',i =0, 1.

(A): Let @y = «y = 0. Then the problem has a solution if and only if
Rs(g, °h, 'h) = 0 (equality in ®).
In the affirmative case every solution of (#3) is given by
u = Vy(d) + Ws(g, °h, 'h),

where d is an arbitrary real number.
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(B): If @y = «; * O, the problem has a unique solution

u = W(g, °h, 'h).

-

Finally, let oy % a; and o = p/q, where p, q are relatively prime natural numbers.
Let us denote

(2.3.23) S4(k) = (2, — ao) cos (knjw) — k% + w?ay,

sin (kn/w), ke # \ {0},
S3(0) = oy — otg — oty .

Then |S,(k)| = |y — op| > Ofor all k € #(2) and the relation (2.3.23,) can be written
forke # \ #(1)as

Sa(k) = (o, — ao) sin (kng/p) [cotg (kng|p) — Mﬁ].

k oy — o)

The first term in the square brackets acquires only p — 1 values on the set of ke
€ M \ ¥(1), the second one can assume the same value for at most two different
k € #, the whole expression in the brackets is equal to k/(w(x — a,)) asymptotically.
Hence, the set &(3) = {k e # | S3(k) = 0} contains at most 2p — 1 numbers and,
moreover, the following relations hold:

[S3(k)| = Clk|, ke # ~ £(1) \ £(3), C beinga constant,
8,0 = [as — aof, ke Q).
Obviously, conditions (2.3.2) are equivalent to
(2.3.29) a, = (S3(k))~* Alg, °h, *h), ke# ~ £(3),
(2.3.25) A9, °h,'h) =0, keF(3).
Then, to guarantee that a = {a,}Z, € h?, a higher smoothness of the functions g,
°h and 'h must be assumed, e.g. g € €(S; #3,) U €(SF; #3,), the H3,, i =0,1

or ge4(£; [#3.]5a) v €S [#iow) 'he[H#inlowy i = 0,1 (in this case
Aig, °h, *h) = 0 for ke £(2)).

Defining the operator R,: (€(#; #3,) U €N F; #3,)) x (#3,)? = by, by

or 1 £ _ [Adg, °h, k), ke (3),
(2.3.26) R4(g,°h, 'h) = {n}2,, n = {0, ke # \ £(3),

the solvability condition (2.3.25) can be written as
(2.3.25) R,(g, °h, 'h) = 0.
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If this condition is fulfilled, every solution of (#9) is given by

(2.3.27) u= V7(d) + W7(g, Oh’ lh) ’ d= {dk}‘fw (S I).ly(s) 0

where

(2328) V@) (x)= Y dfcos(kx|w) — apw k™! sin (kx[w)] & +
ke (3N (0)

+ do(1 — aox) eg, x€F,

Wi(g, °h, 'h) (x), if 0e&(3),
(2.3.29) Wy(g, °h, *h) (x) = {W,(g, °h, *R) (x) + (S5(0))~* A(g, °h, *h) x
x (1 —o0gx) ey, if 0¢£(3),

(2330) Wy(g,%, 'h)(x) = Y (Ss(k)~* Ayg, °h, *h) x

ke AN\ F(3)\{0}

x [cos (kx|w) — apwk™? sin (kx/w)] e +

+ Y [°ulg) (x) + °hewk™" sin (kx[w)] e, +
ke#\(0}

+ (Puo(g) (x) + °hox) €5, x€£.

(As to (2.3.27) let us remind that the sequence d = {d,}Z,, € b, has only a finite
number of non-vanishing terms which may assume arbitrary complex values such
that d_, = d,, k € #.) Obviously:

Vye [I);f(‘!;) a4, W,e[4(s; %gu) X (#3.)? = U] 0

n,[%(”(.ﬁ; .9?%,,) X (.#i,, 2 %]
and as well

W, e [%(J s [W %n];’(z)) X ([3‘0 gu];m)z —* %5(2)] .

Theorem 2.3.3. Let the problem (#3) with oy + o, and ® = p[q be given, where p,
q are relatively prime natural numbers. Let ge4(F; #3,) v €9(S; #3,),
the #3, i=0,1 or geb(S; [Hi)ow) © €SI [#2nlp2) he[H5loay
i = 0, 1. Then the following assertions hold:

(A): If £(3) is a void set, the problem has a unique solution
u = Wy(g, °h, *h).
(B): If the set #(3) is non-void, the problem has a solution if and only if
Ry(g, °h, *h) = 0 (equality in the space by s,) .
In the affirmative case every solution of (#3) is given by
u = Vy(d) + Wy(g, °h, 'h),

where d is an arbitrary element of I)},(3).
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Remark 2.2. In the case when o, + o, and w is an irrational number the investi-
gation of existence of solutions in integers of the equation S;(k) = O represents
a fairly difficult pumber-theoretical problem. Therefore this case is omitted in this

paper.

2.4. Problem (29). Identically with the problem (29), the boundary condition
(2.1.4,) gives

(2.41) a, = Ohk s k € ‘/” .
Then the relations (2.1.5) and (2.1.6) inserted into (2.1.4,) yield
(242) b o~ cos (kn/w) + ak™! sin (knjw)] = Di(g, °h, *h), ke .# \ {0},

bo(1 + am) = Dy(g, °h, *h),
where

(243)  Do(g, °h, *h) = *ho — a%ho + w'zrgo(n _ (1 + ad) de,
0
D,(g, °h, 'h) = h; + °h [k~ sin (kn/w) — « cos (krn|w)] +

+ o™t J.ngk(n — &) [o~* cos (ké[w) +

0
+ ak™!sin (kéjw)]dE, ke.# N\ {0}.

Firstly, let us investigate the simpler case, whena = Oand w = p/q, p, q — natural,
relatively prime. Then expression in the brackets in (2.4.2) reduce to w™* cos (kng/p).

(A): Let p be an odd number. Then cos (kng/p) # O for all k € # and so equations
(2.4.2) give

(24.9) b, = w[cos (kn|w)]~* Dy(g,°h,*h), ke.# \ {0},
by = DO(gs %h, lh) .

Thus, if g € €(F; #3,) U ¢V(F; #},), he #3, and *he H#2,, the problem (23)
has a unique solution

(2.4.5) O u= Wig. '),
where

W€ [€(SF; H#3,) X Hip X Hip > U] O [€UNI; H3,) X Hap X K3y~ U]
is defined by
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(2.4.6) Wy(g, °h, *h)(x) =ke"z\(o){°uk(g) (x) + °hy cos (kx|w) +
+ [k cos (knfw)]™* Dy(g, °h, 'h) sin (kx[w)} e, +
+ [Puo(g) (x) + °ho + Do(g, °h, *h) x) ey, x€F.

(B): Let p =2m be an even number. Then cos(kng[/p) =0 if and only if
ke #(4) = {ke .# | klm = odd number} and so conditions (2.4.2) give the system

(24.7) by = w[cos (kng[p)]”" Di(g, °h,'h), ke # \ F(4) \ {0},
bO = Do(g’ oh, lh) s
(2.4.5) D9, °h,*h) =0, keF(4).

The solvability condition (2.4.8) can be written after certain arrangements in the

form
2m—-1

(2.4.8) Ry(g, °h, 'h) = j;O (=1)! Zo(g, °h, *h) (. + mjjm) =0,

where the operator Zg: (€(SF; #3,) U €N F; H#3,)) X K3, X Hp > Ky is
defined by

(2.49) Zo(g, °h, 'K) (i) = h{t + nafp) + (a/p) Z?} Oh(i) +

+ 3(alp)? j Ta(@) (¢ + alp) —

— g(&)(t — &a/p)] d&, te(0,2n).

Hence, Ry € [6(F; H3,) X H3p X Hip— H5.] 0 [6UNF; Hy,) X H3p x K>
~ #1]

Thus, supposing that the functions g e 4(f; #3,) U ¢ S; #),), ®he 3,
and 'h € #3, fulfil the condition (2.4.8"), every solution of our problem has the form

(2.4.10) u = Vo(d) + Wo(g, °h, '), d ={d}>, €blu,,

where

(2.4.11) Vo(d)(x) = Y dik™!sin(kx|w)e,, xe S,
kes(4)

(2.4.12) Wy(g, °h, *h)(x) =k§‘[°uk(g) (x) + °hy cos (kx|w)] e, +
 sin (kx[w)

+ Dy(g, °h, 'h e +
ks.,a\(oz)\y(-t) o ) k cos (kn|w) *

+ Do(g, °h, *h) xeq, x€F.
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Obviously:
Vo€ [bow = %], Woe[8(F; H#3,) x Hip X K3 > U] O
N [0S H#3,) X H3e x K3~ U].
Theorem 2.4.1. Let the problem (2#3) with « = 0 and w = p[q be given, where p,

q are relatively prime natural numbers. Let ge4(S; #3,) L €SF; #3,),s
®he o#3, and *he %, Then the following assertions hold:

(A): If p is an odd number, the problem has a unique solution
u = Ws(g, °h, 'h).

(B): Let p = 2m be an even number. Then the problem has a solution if and

only if
Ry(g, °h, *h) = 0 (equality in the space #3,) .

In the affirmative case every solution of (Q’g) is given by
u= Vg(d) + Wg(g, Oh, 1h) )

where d is an arbitrary element of b,

Further, let « = 0 and let @ be an irrantional number satisfying the assumption
[Ze] for a natural ¢ > 2. Hence the estimate

(2.4.13) |cos (kr|w)| = 2'7°Cok' "¢, ke NV

follows and so
Wee[6(F; #%:1) x #5:% x #5:' — U] o
N [€D(F; #5,) x #3552 x HE > U] .
Since cos (kn/w) % O for all ke 4, equations (2.4.2) give again (2.4.4) and the

function u = Wy(g, °h, 'h) is the unique solution of the problem.

Theorem 2.4.2. Let the problem (#3) with a = 0 and with w satisfying the assump-
tion [£g] for a natural ¢ 2 2 be given. Let ge4(S; #%:") U ¢S5 H#%,),
%he H#%t? and *he H#5:". Then the problem has a unique solution

u= Wﬂ(g’ oh: 1h) .

Finally, let « # 0 and w = p[q, where p, g are relatively prime natural numbers.
Let us introduce the set #(5) = {ke # | Ss(k) = 0}, where

(24.14)  S4(k) = ko~ cos (kn|w) + asin (knjw), ke.# \ {0},
S5(0) =1+ an.
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Thus, if cos (kng[p) = 0, then |S5(k)| = |¢| > 0, if not, we can write

Ss(k) = cos (kng[p) [ka[p + atg(kng/p)], k+0.

Since tg (kng/p) assumes only p values on the set of k € #, the set &(5) contains
at most p numbers. Moreover, for all ke.# \ &(5) such that cos (kng/p) + O the
estimate [S5(k)| = C|k| is valid, where C is a suitable positive constant.

Thus, conditions (2.4.2) are equivalent to

(2.4.15) b, = k[Ss(k)]™* Di(g, °h, 'h), ke ~ F(5) \ {0},
bo = [S5(0)]~* Do(g, °h, 'h), when 0¢ #(5),

(2.4.16) Dy(g,°h, 'h) =0, ke(5).
The solvability condition (2.4.16) may be also written as
(2.4.16)) Ryo(g, °h, 1h) = 0,
where the operator Ryo: (%(F; #3,) U (L5 #3,) X Hip X Hie = bisy
is defined by

Di(g, °h, *h), if ke (5),
1] 1 - -] _ k
(2.4.17) Ryo(g, °h, 'h) = {r}%. , rk—{o’ i hed © (3)

If this condition is satisfied, every solution of the problem has the form
(2.4.18) u = Vyo(d) + Wio(g, °h, 'h), d = {d}, eb;(s) ,

where

Wio(g, °h, 1) (x), if Oe(5),
(2.4.19) Wyo(g, °h, *h) (x) = < Wio(g, °h, *h) (x) + (S5(0))™* x

x Do(g, °h, 'h) xe, if 0¢(5),
(2.4.20) Wy0(g, °h, h) (x) = k;["uk(g) (x) + °hy cos (kx|w)] e +

+ Y. (Ss(k))~* Dy(g, °h, *h)sin (kx|w) e, x € F

ke HN{0}\(5)
and
(2.4.21) Vio(d)(x) = Y dysin (kx|w) e + doxey, x€S.
. ke (5N (0) _

Obviously: Vi € [hys, > %].

Properties of the operator W, , are rather complicated for the equality |Ss(k)| = |«|
(when cos (kn/w) = 0) leads to the requirement of a higher smoothness of g, °h
and 'h. It is necessary to distinguish two cases:
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(i): The number p is odd. Then W,oe[€(SF; H#3,) X H3, X H3 = U] N
A [6(F; #3,) x K3, x K3, > U]

(ii): The number p is even, p = 2m. Then Wy, € [4(SF; H#3,) X K3, x H3, —
= U] N [€N(S; H3,) X He X K~ U] as well as Wo € [6(SF; [#3:)5) ¥
x [#2)ow % [#idow = Usw]

Theorem 2.4.3. Let the problem (#3) with « # 0 and w = p|q be given, where p,

q are relatively prime natural numbers. Let one of the following assumptions
be fulfilled:

(i) pis an odd number, g € €(F; #3,) U € N(SF; #},), °he #3, and *he H3,;

(ii) p = 2m is an even number and g e 4(F; #3,) U €(F; #3,), he #3,,
‘heH3, or ge (s [xin]j'(«;)) v %(1)("‘? [W;n];m))’ ®he [”gn] ;(4)’
‘he [‘#gu];(«c)'

Then the following assertions hold:
(A): If &(5) is a void set, the problem has a unique solution
‘ u = Wyo(g, °h, 'h).
(B): If the set #(5) is non-void, the problem has a solution if and only if
Ryo(g, °h, 'h) = 0 (equality in the space bl s)) .
In the affirmative case every solution of (9"3’) is given by
u = V,o(d) + Wyo(g, °h, 'h),

where d is an arbitrary element of bs).

Remark 2.3. The problem with « & 0 and an irrational w leads to difficulties
analogous to those met with in the irrational case of (#3) with «, + «; and so this
problem is omitted as well.

3. THE WEAKLY NONLINEAR PROBLEM

3.1. General considerations. Taking into account that the linear problem was
solved in the previous paragraph, the linear parts g, °h and 'h of the right-hand
sides in (0.1) and (0.3)—(0.5) may be omitted without loss of generality. Therefore
we can formulate the weakly nonlinear problem as follows:

Let the operators F = F(u,e), F: % x 0,8,y - €(F; #3,)s ‘X = X(u,e),
X : % x 0,60y - H3, i =0,1 and real numbers w > 0, «y, ®;, @ be given.
The mapping u* = u*(e), continuous on an interval <0, e*) <= <0, ¢,) into %,
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is called a solution of the problem (2,), (#,) or (2,), if for each &€ <0, &*) the
function u = u*(e) € % satisfies the equation

(3.1.1) —0?u"(x) + 4,u(x) = e F(u,e) (x), xeSf
and the boundary conditions

(3.1.2) u(0) = ¢ °X(u,€), u(n) = & 'X(u, &)

or

(3.1.3) w'(0) + o u(0) = e °X(u, &), '(m) + oy u(m) = & 'X(u, &)
(3.1.4) u(0) = ¢°X(u, &), u'(n) + au(n) = e¢'X(u,¢),

respectively.

Remark 3.1. The most frequent case is that F, °X and 'X are Njemyckij-operators,
i.e.
F(u, &) (x) (1) = f(t, x, u(x, 1), u(x, 1), u(x, 1), &),
IX(u, &) (t) = 7x(t, u(0, t), u0, t), u (0, 1), u(m, 1), u(m, 1), u(m, t), &),

j=0,1, xesf, te0,2n).

Then the continuity of the operators F, °X, !X and their G-derivatives F,, °X/, 'X
is guaranteed by a sufficient smoothness of the functions f = f(t, x, o, uy, u,, £),
Iy = x(t, By B2s Bas Bas Bss'Be-€), j =0,1. For example: if the derivatives
o"f|ot’ du du ouy, n =i+ j+ k 4+ m £ 3, i <3 exist, are 2z-periodic in t and
continuous on the domain

{(ta X, Ug, Uy, Uy, s)l te <0, 27t>a X € <05 7t>, Ug, Uy, U3 € (— 0, + w)y EE <03 80)} ]

then the operators F and F, are continuous from % x 0, ¢,> into €(F; #3,).
However, if e.g. F,: % x 0, &) — 4(5; H#3,) is required, it is already necessary
to assume that df[ou; = 0, i = 1, 2, which means that f = f(t, x, uo, €). Similarly
the requirement F, : % x <0, &, — (£; #3,) can be fulfilled only if of [ou; = 0,
i=0,1,2, i.e. when f = f(1, x, ¢). Properties of the operators °X, 'X are quite
analogous. _

The weakly nonlinear problems will be solved by the following standard procedure,
based on the application of Lemmas 1.4 and 1.5 to the results obtained in the linear
case.

Let us denote the weakly nonlinear problems (2,), (#,), (#;) by a common
symbol (#), the linear problem corresponding to (%) (and having the same para-
meters , o, ;, ) by (#°). In accordance with the previous paragraph we shall
distinguish the two following cases.
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[#1]: There exist Banach spaces &, #,, F,, 2;, 2, and linear continuous
operators Re[F x Fo x F; > D,], Ve[D, > U], We[F x F, x F, > U]
such that it holds: :

The problem (£°) given by the right-hand sides g e #, °he #, and 'he F,

has a solution if and only if R(g, °h, *h) = 0. A

If this condition is satisfied, every solution of \90) is given by the relation u =

= V(d) + W(g, °h, 'h), where d is an arbitrary element of 9,.

[#2]: There exist Banach spaces #, #,, #, and a linear continuous operator
We[F x F, x F, - U] such that the problem (#°) given by g€ #, *he £,
and 'h e #, has a unique solution u = W(g, °h, 'h).

The two following assertions, corresponding to the cases [#1] and [#2], respec-
tively, can be easily obtained by the succesive application of Lemmas 1.4 and 1.5.

Assertion [#/1]. Let F, F, F,, D, D, and R, V, W be the Banach spaces and
the operators from the case [¢1]. Let the operators F = F(u, ), F: U x <0, gy) —
> F, 'X =X(u,e), ‘X:U % 0,e,) > F;, i =0,1, be continuous and have
continuous G-derivatives F,, °X., *X!. Let °d be an element of the space 9, and let
U =U(d,¢), U:B(°d;d0;2,) x 0,8y > % be a continuous operator having
the G-derivative U; continuous (in d and €) and such that the function u = U(d, ¢)
solves the equation

u = V(d) + & W(F(u, €), °X(u, ¢), 'X(u, ¢))

for arbitrarily chosen d € B(°d; 6y; 2,) and ¢ € <0, &). (According to Lemma 1.4
such operator U exists and it is unique.) Defining the operator P : #(°d; 6o; 2,) x
x €0, &> —» 2, by

P(d, &) = R(F(U(d, ), ¢), °X(U(d, ¢), ¢), *X(U(d, s), £)),

let the following assumptions be fulfilled:

() P(°d,0) =0,

(ii) there exists an operator Q = [Pj(°d,0)] ' e[2, —» 2,].
Then there exist a number &, > 0 and a continuous mapping d* = d*(g), d*:
<0, &> - B(°d; 89; D,) such that d*(0) = °d and the equality P(d*(e),¢) =0
holds for all ¢ € €0, &,). The transformation u* = u*(e), defined on <0, &, into %
by the relation u*(e) = U(d*(e), ¢), is a unique solution of the problem () con-
tinuous on <0, &, and such that u*(0) = V(°d).

Assertion [/2]. Let #, #, and F, be the Banach spaces from the case [2].
Let the operators F = F(u,e), F: % x 0,80y » F, ‘X = X(u,¢), 'X: U x
x €0, = F,;, i = 0,1, be continuous and have continuous G-derivatives F,,
°X., 'X,. Then there exist a number g¢; > 0 and a unique mapping u* = u*(e)
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continuous on {0, &, into % such that u*(0) = 0 and u* solves the weakly nonlinear
problem (%).

Using these general assertions, we can reduce the following sections to the for-
mulations of theorems holding in concrete problems (2, ), (#,) and (25).

3.2. Problem (2,). Theorem 3.2.1. Let the problem (2,) with o = p|q be given,
where p, q are relatively prime natural numbers. Let ¥(2) denote the set
{ke M |klpe # \ {0}}. Then the assertion [#1] is valid, where F = €(F; H#73,)
or F=%SH5,), Fi=H, i=0,1, 9, =0,, D,=5#3, V=V,
W= W, and R = R,.

Theorem 3.2.2. Let the problem (2,) be given, where the number w satisfies the
assumption [£g] for a natural ¢ = 2. Then the assertion [ 2] is valid, where
F =4S H5Y) or F = 6(I; #Y,) and F, = #5;%, i =0, 1.

Remark 3.2. If F, °X and X are Njemyckij-operators, the above theorem is useful
only with ¢ = 2. According to Remark 3.1, our problem with ¢ = 3 must inevitably
be a linear problem.

3.3. Problem (2,). Theorem 3.3.1. Let the problem (2,) with oy = «, and @ = p[q
be given, where p, q are relatively prime natural numbers. Let .S’(l) =
={ke s |klpe M} and ¥(2) = (1) \ {0}. .

(A): If o = a;, = 0, the assertion [1] is valid, where F = €(F; #3,) or F =
=GS;H],), Fi=H3, i=0,1, D, =034y, D9, =H3,, V=V,, W=W,
and R = R;. .

(B): If ap = a; * 0, the assertion [1] is valid, where #, F, and F, are the
same spaces as above and 2, = I)}(z), Dy, = H3,, V=V, W= W, and R = R,.

Theorem 3.3.2. Let the problem (2,) with ay = «, be given, where the number ®
satisfies the assumption [ £¢] for a natural g 2 2.

(A): Let ay = ay = 0. Then the assertion [/1] is valid, where F = €(F; #%:*
or F=FNI; H%), Fi=H5, i=0,1, D,=9,=R, V=V5, W= Ws
and R = R;.

(B): If ag = & = O, then the assertion [ 2] holds, where &, #, and ¥, are
the same spaces as above.

Theorem 3.3.3. Let the problem (2,) with ay % ay and @ = p|q be given, where p,
q are relatively prime natural numbers. Let #(3) denote the set {k € .# | S;(k) = 0},
where S;(k) is defined by (2.3.23). Putting either F = €(5; #3,) (or F =
= ¢S H#2), Fi=H3, i=0,1, or F =95 [H#2]50) (or F=
= ¢U)(s; [.9?’2,,]5,(2))) Fi=[#3]o0)y i=0,1, where #(2) ={ke M |klpe
€ M ~\ {0}}, the following propositions hold:
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(A): If &(3) is a void set, the assertion [s#2] holds.
(B): If the set #(3) is non-void, the assertion [1] is valid, where 2, = 9, =
=By V="V, W= W, and R = R,.

3.4. Problem (2,). Theorem 3.4.1. Let the problem (2;) with a = 0 and w = p[q
be given, where p, q are relatively prime natural numbers.

(A): If p is an odd number, the assertion [42] holds, where F = €(F; #3,)
or F = ¢WNS; H},), Fo = H;, and F = K3, N _

(B): Let p = 2m be an even number and let #(4) denote the set {k € M | kjm =
= odd number}. Then the assertion [s/1] is valid, where F, ¥, and &, are the
same spaces as above and D = b4y, D, = H3,,V=V,, W= W, and R = R,.

Theorem 3.4.2. Let the problem (2;) with o = 0 be given, where the number @
satisfies the assumption [ £¢] for a natural ¢ 2 2. Then the assertion [ 2] is valid,
where F = G(F; #5;") or F = €I HS,), Fo = #5172 and F, = #5:.

Theorem 3.4.3. Let the problem (2,) with a + 0 and @ = p|q be given, where p,
q are relatively prime natural numbers. Let &(5) be the set {ke # | Ss(k) = 0},
where Ss(k) is defined by (2.4.14), and let the spaces F, F o, ¥, have one of the
following meanings:

(i) If p is an odd number, F = €(F; #3,) or F = €(F; #},), Fo = H3n
and F, = #32..

(ii) If p = 2m is an even number, either F = €(S; #3,) (or F = ¢ (F; #3,)),
Fo=H30F1=H3,0r F =6(F;[#2:]o) (or F = V(S5 [#2:]o))s
Fo = [#3:)5wy F1 = [#32)5a) where S (4) means the set {k € M | kjm =
= odd number}.

Then the following propositions hold:

(A): If #(5) is a void set, the assertion [ 2] is valid.

(B): If the set &(5) is non-void, the assertion [ /1] holds, where 9, = 2, =
= Dy(sy V = Vio, W= Wy and R = Ry,.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro. 98 (1973), Praha

ESTE O NIEKTORYCH DALSICH VLASTNOSTIACH KRIVIEK TRIEDY
P A PP

Jozer OBONA, NIKOLAJ PODTJAGIN, Bratislava

(Doslo diia 20. jina 1970, prepracovane diia 19. augusta 1971)

V tejto préci sa odvozujii rovnice algebraickych kriviek triedy P (definovanych
v préci [1]) v ortogonalnych a polarnych suradniciach. Dalej sa uvadzaju niektoré
vyznamné vlastnosti dotyénic ku krivkadm triedy PP (definovanych v préci [2]),
ktoré sa odvozuji z rovnic doty¢nic ku tymto krivkdm v ich niektorych vyznamnych
bodoch.

V préci [1] krivky triedy P boli definované parametrickymi rovnicami

(1) x=acosqow + bcos(p + q) w,
y = asin qb+bsin P+ 9o,

kde konstanty p, q st nesudeliteIné ¢isla, ani jedna z kon$tant a, b, p, g nie je rovna
nule, priom a, b, g su &sla kladné. Parameter o sa meni v intervale [O,21r).

V menovanej praci bolo dalej dokdzané, Ze rovnice (1) pre a=b, p+ g >0
uréuji epicykloidy a hypocykloidy (presnejSie triedenie pozri [1]), pre a = b,
P + 29 #+ OruZiceaprea = b, p + 2g = 0 usecku na osi OX, ktora sa nepovaZuje
za krivku triedy P.

KRIVKY TRIEDY P V ORTOGONALNYCH SURADNICIACH

Rovnice kriviek triedy P sme Iahko stanovili parametrickymi rovnicami (1).
Aby sme ziskali ich rovnice v ortogonélnych suradniciach, musime z rovnic (1)
vyludit parameter w. AvSak priama eliminicia parametra nie je vZdy moZn4, pretoZe
tento postup vedie &asto k rieSeniu algebraickych rovnic vyssieho stupiia. UkéZeme
jeden spdsob rieSenia tejto lohy, ktory teoreticky vZdy vedie k ZelateInému vysledku,
hoci prakticky vyZaduje elementarne, ale veImi zdfhavé vypocty.

PoloZme

@ x +iy=¢,

x—iy=mn,
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kde i = \/(—1). Z rovnic (1) po tprave dostdvame
. x+ iy =ae?® 4 beProe,
x —iy=ae % 4 b iPtIe,
odkial po dosadeni rovnic (2) a po prave bude

E=at! +b.P%,

n=at%4+b.t" "D,
kde t = ¢'®,

Zapisme posledné dve rovnice v tvare
(3) ' E=t(a+b.1),
n=t%a+b.177).
Po vzajomnom prenasobeni dostavame

En=@+b.1").(a+b.t7?),

alebo
abt®® + (a> + b? — &) 1* +ab =0,
odkial
(4) p_8on—a? = b2 E J(E.n=a? — b — dah?)

2ab

Vidime, Ze t? je funkcia premennych &, # a nezavisi od parametru w.
PoloZme teda

(5) P =w
a rovnice (3) nadobudnu tvar
(6) & = wia + bw)?,
nPwP*e = (aw + b)?.
Tieto rovnice predstavuji krivky triedy P ete v dvoch réznych tvaroch: v strad-
niciach ¢ a n a odtial teda aj v redlnych suradniciach x a y. PretoZe krivky triedy P

st realne, rovnice (6) po dosazeni za ¢ a 5 zo vzfahov (2), nemézu obsahovat kom-
pexné veli¢iny.

Ak vydelime prvii rovnicu rovnic (6) druhou, dostaneme este jeden tvar rovnice
kriviek triedy P v pravouhlych stiradniciach

; bw\?
7 P =P, wPt2a i .
() ¢ * (aw+b
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Tato rovnica mu velmi jednoduchy tvar pre a = b, teda
f" — ,,p L wPt2e,

Ako priklad uvaZujeme pripad, ked v rovniciach (1) poloZime p = 3, ¢ = 1.
Krivka triedy P je potom krivkou 8-stupiia. Prva z rovnic (6) nadobudne tvar

(8) & = w(a + bw)*.
Ak pre zjednodusenie vypoctov poloZzime

) u=¢&.q—a%—b?,
v = +./(4a?b? — u?),

potom na zéklade vzfahov (4) a (5) mame

u+v
10 w=- :
( ) 2ab

Ak tito hodnotu funkcie w dosadime do rovnice (8), potom po jednoduchych
upravach dostavame

2a*bE3 — u* — 3a%u’® — a?(3a? — 4b%) u? — a*(a? — 9b?) u + 2a*b?*(3a’ — b?) =
= [u® + 3a%u? + a’(3a® — 2b%) u + a*(a® — 3b?)]v.

Po dosadeni za v, umocneni tejto rovnice na druhi a elementarnych, ale dost dlhych
vypo¢toch dostaneme rovnicu tvaru

a*be® — [u* + 3a%u® + a?(3a? — 4b%) u? + a*(a? — 9b?)u — 2a*b?(3a% — b?)] &3 +
+a*b(u +a? +b?)* =0

a po dosazeni za u z rovnic (9) a potom za ¢ a n z rovnic (2), zdfhavym vypodtom
dostaneme koneény tvar krivky v ortogonalnych suradniciach

(1) (x2 + y2)* = (@2 + 4b?) (x* + »?)° — b?a® — 6b%) (x* + »*)* —
— 2a%bx(x? — 3y?) + b*(5a%b? — a* — 4b¥) (x? + »?) —
— bz(az — b2)3 =0.

Priklad ndm potvrdil, Ze na vyjadrenie kriviek triedy P v ortogonélnych surad-
niciach treba vykonat velké mnoZstvo elementarnych operacii.
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KRIVKY TRIEDY P V POLARNYCH SURADNICIACH

Vyjadrenie kriviek triedy P v polarnych stradniciach budeme hladat cez diferen-
cialnu rovnicu tychto kriviek.

Vychadzajme zo vzfahov pre polarne stiradnice g, ¢
2 _ 2 2 - y
o° = x“+ y°, ¢ = arctg
X
a potom

xdy — ydx
12 dop = "—"—————,
(12) 0= iy,

za predpokladu, Ze stidasne x a y nenadobtidaji nulové hodnoty.
Z rovnic (1) dostavame

(13) 0? = a% + b? + 2abcos pw,
xdy — ydx = [a%q + b*(p + g) + ab(p + 2q) cos po] dw .

Z rovnice (12) potom dostavame
1
do = o [a%g + b*(p + q) + ab(p + 2g) cos pw] dw.

Derivovanim rovnice (13) budeme mat

—abp sin pw
e

do = do

a z poslednych dvoch rovnic teda méame

(14) d_g _ abp sin pw
do a’q + b%(p + q) + ab(p + 2g) cos pw
Z rovnice (13) mdZeme dostat
Qz — a'2 _ bz
COs pw =
2ab

a potom teda
4a2b2 — (QZ _ a2 - b2)2

sfn W =
P 2ab

Diferencidlnu rovnicu (14) méZeme teda napisat vo tvare

dQ _ PQ \/(4a2b2 - (Q2 - az - b2)2)
do 2a’q + 2b%(p + q) + (p + 29) (¢* — 2% — bz)’
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alebo vo tvare
(15) (p +29)0* — p(a® —b*)  de
JVIe* — (@ - b)*][(@ + b)* - ¢’] ¢

Tato rovnica je teda aj diferencidlnou rovnicou algebraickych kriviek triedy P.

= —pde.

Pre a = b (teda pre p + 2g + 0, pozri [1]), tj. pre ruZice, diferencidlna rovnica
(15) ma veImi jednoduchy tvar

p+2
J(4a* - o?)

a teda tato diferencialna rovnica je diferencidlnou rovnicou vietkych ruzic.

(16)

d¢ = —pde

Integral, vyhovujuci diferencidlnej rovnici (16) a spliiujici podiatoénii podmienku
(pre ¢ = 0 musi byt ¢ = 2a) je

p
17 @ = 2a cos @
(17) ot %
a tato rovnica stifasne definuje aj rovnice ruZic v polarnych suradniciach.
V pripade, ked a + b (epicykloidy a hypocykloidy) vieobecnym integrdlom
rovnice (15) je rovnica

—=—p¢+C.

—(@-b][(@a+b)’—0o"] e

Oznaéme integral na Tavej strane tejto rovnice ako I a polozme z = g% — a? — b?
a potom budeme mat

< L[(p+29)(@% +b* +2) — pla® — b%)
2 (a® + b? + z) /(4a%b? — z?) ’

(18) ‘[\/[Qz(p +29)¢* — pla® = b%)  do

alebo po Ciasto€nej integracii

2 _ 12
(19) I= — Marcoog_z_ -— E(_E—b.)Il,
2 2ab 2

kde

[ = dz
") (a2 + b* + 2) J(4a%b? — 27)’
Tento integral vypoditame opéaf substiticiou 1fv = a? + b? + z a po dosazeni,
vypoéte integralu dostavame v pévodnych premennych

2 _ h2)2 _ (42 28 2
I, = ! arccos(al b%) (2 +b)g'
a? — b? 2abg?
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Pre integral I na zéklade vztahu (19) potom budeme mat vyraz

2 _ 02 _ K2 2 _ Hw2\2 __ 2 2 2
I = _p+:2q arccosg——a——b——zarccos(al b%) (a +b)g .
2 ; 2ab 2 2abp?

VSeobecné rieenie (18) diferencilnej rovnice (15) mdZeme teda napisat vo tvare

2 __ a2 _ 12 2 _ RK2\2 _ 2 2 2
(p+2q)arccosg—a—b+parccos(a B — (" + b)e
2ab 2abp?

=2pp + C.

LubovoIni kon§tantu C uréime z pociatonej podmienky: pre ¢ = 0 musi byt
¢ = a + b. Ak dosadime tieto hodnoty g a ¢ do poslednej rovnice, lahko vypod&itame
C = pn.

Rovnica krivky triedy P v polarnych stradniciach nadobtida koneény tvar

0? — a% — b? (az _ b2)2 _ (a2 + b2) 0? B

20 + 2q) arc coOs ————— + p arc cos
(20) (p + 29) o p 2abg?

= p(2¢p + 7).

Poznamenavame, Ze tato rovnica plati aj pre a = b. Skutoc¢ne, v tom pripade nado-

bada tvar
2

— 2a
2a2 - = 2P(P,

2
(p + 2q) arc cos 2

odkial dostdvame

0% =2a%(1 + cos 2p (p),
P+2q

a tedy aj
14

= 2a cos ®,
i p+2q

&o sa zhoduje so vztahom (17) pre ruZice.

Podobne ako v préci [3] mdZeme skumat vlastnosti doty&énic ku krivkam triedy P,
vyjadrenych v ortogondlnych stradniciach, kedy je vhodné pouzit tvaru (10), pre
funkciu w. Analogicky je moZné sktimat vlastnosti dotyénic aj v polarnych sirad-
niciach. ;

Niektoré vyznamné vlastnosti dotyénic kriviek triedy PP.

V praci [2] krivky triedy PP boli definované rovnicami

(21) x=acosqgq'w + bceos(p+ q)q'w + ccos(p'q + pg’ + q9) @

y =asin gq'w + bsin (p + g) g’w + csin (p'q + pg’ + qq') »,
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kde w je parameter, meniaci sa v intervale [0, 2n/7); p, q, p’, g’ su nestideliteIné
Cisla, priom g, q' su &isla kladné; g je nejvacsi spolo&ny delitel &isel g a ¢; a, b, c,
st TubovoIné kladné &isla.

V spomenutej praci bolo dalej doké4zané, Ze pre

agq’ —b(p +q) ¢ +c(p'q + pq’ + qq’) =0
rovnice (21) uréujui prostu epiepicykloidu, pre

agq' + b(p + q)q' — c(p'q + pg' + qq') = 0
prostu epihypocykloidu, pre

agq’ —b(p + q) g’ — ¢(p'qa + pq’ + qq') = 0
prostu hypoepicykloidu a pre

agq’ + b(p+ q)q +c(p'q + pg’ + q9') =0

prostu hypohypocykloidu.
V praci [2] bolo tieZ dokézané, Ze pre p=p.p,, p'=P.p2, 4=7.4;

q = G . q,, kde p je najvacsi spoloény delitel &isel p a p’, potom:
1. Na ka¥dej krivke triedy PP existuje prave p bodov, vzdialenych od pogiatku
suradnicovej sustavy na vzdialenost ¢ = a 4+ b + ¢, urenych vztahom

(22) w'=—%ﬁt~, =0,1,2,...,p—1.

p-q

2. Pre | le g, parne na kazdej krivke triedy PP existuje p r6znych bodov, vzdia-
lenych od pociatku suradnicovej sistavy na vzdialenost ¢ = |a — b — ¢| > 0,
uréenych vztahom

(23) w=(2Lf_1ﬁ, k=0,1,2..5—1.
pq

3. Pre |py|, |p2|> 41, g2 neparne na kazdej krivke triedy PP existuje p roznych
bodov, ktorych vzdialenost od podiatku suradnicovej sustavy je ¢ = |a -b+ c| >0
a ktoré st definované vztahom (23).

4. Pre |py| . q, parne na kaZdej krivke triedy PP existuje p réznych bodov, ktorych
vzdialenost od pociatku stradnicovej sustavy jé ¢ = |a + b — ¢| > 0 a ktoré si
opat uréené vztahom (23).

Z rovnic (21) vyplyva, Ze vietky krivky triedy PP st simerné vzhladom na os OX.
Ak p je parne &islo, tieto krivky su simerné aj vzhladom na os OY.
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2. Pre smernicu doty&nice ku krivke triedy PP v jej lubovoInom bode (x, y) mame

agq’ cos gq'w + b(p + q) q' cos (p + q) g +
dy~  +c(p'q+pg +4qq)cos(p'q + pg' +qq)
dx aqq’ singq'w + b(p + q) ¢’sin(p + q) g'w +

+c(p'q + pq' + qq’)cos(p'q + pq’ + qq)) ©

-

(24)

Smernica doty&nice v bode w = 0 méZe byt koneéna len pre

aqq + b(p + q)q’ + c(p'q + pg' + qq') =0,

z toho vyplyva, Ze dotyénica ku kaZdej krivke triedy PP v jej pociatoénom bode
o = 0, s vynimkou prostych hypohypocykloid, je vidy kolméa na os OX.

Podiatoény bod w = 0 prostej hypohypocykloidy je singularny bod zvratu, v kto-
rom dotyénicou je os OX. Ak p je Cislo parne, aj dotyénica v bode simernom
s bodom @ = 0 vzhladom na os OY, je tieZ os OX.

1° Body, vzdialené od poéiatku stiradnicovej sustavy na vzdialenostg = a + b + ¢,
st uréené hodnotami (22) parametra , pre ktoré mame

cos p'gqw =cospgw = 1.
Vztah (24) v nich nadobuda tvar

dy _[2dq’ +b(p + ) g + c(p'q + g’ + qq')] cos qg'w
dx [agq’ +b(p + q)q +c(p'q + pa’ + q4')]sin qq'w

a nemA zmysel pre prosté hypohypocykloidy. Pre vietky ostatné krivky triedy PP
v uvedenych bodoch plati

d ’
(25) S
dx singqow

Pre rovnice dotyénic v tychto bodoch potom mame
(26) Xcosqqw+Ysingqw=xcosqqw+ ysingqo,

kde x, y su stiradnice dotykového bodu krivky PP, vzdialeného od poéiatku O na
¢ = a + b + c; X, Ysi premenné stiradnice bodov dotyénice. Ak dosadime hodnoty
(22) parametra w, potom pre vietky krivky triedy PP, s vynimkou prostych hypohy-
pocykloid, dostaneme rovnice doty&énic

(27) Xcosqqzy?-+Ysinqq22—lfn=a+b.-|—c, k=0,1,..,p—1.
p p

Pre p nepérne ani jedna z tychto dotyénic, okrem dotyénice v pociatoénom bode
o = 0, nemdZe byf kolma ani na jednu zo suradnicovych osi.
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Pretoze &isla qq,, § nemaju spolognych delitelov, pre p parne (p = 2k,) doty&nica
v uvazovanych bodoch je kolmé na os OX len v tom pripade, ked &islo t = kfk, je
celé. Pretoze k < p — 1, musi byt t < (2k; — 1)[k; =2 — 1]k, < 2 a teda t mdZe
nadobudat len dve hodnoty 0 a 1. To znamena, Ze pre p parne kazda krivka triedy PP,
s vynimkou prostych hypohypocykloid, ma len dva body, vzdialené od pociatku
suradnicovej ststavy na ¢ = a + b + ¢, v ktorych dotyénice st kolmé na os OX.
Tieto doty&nice st dané rovnicami (25). PretoZe &islo gq, je nepérne, st teda dané
rovnicami X = +(a + b + ¢).

Ak aj p[2 je &islo parne (p = 4k,), dotyénica v bode, vzdialenom od pociatku
suradnicovej slistavy ma ¢ = a + b + ¢ je kolma na os QY vtedy a len vtedy, ked
t = k[k, je celé neparne &islo. PretoZe k < p — 1 musime mat ¢t < (4k, — 1)k, =
=4 — 1k, < 4 a teda t mdZe mat len hodnoty 1 a 3. V pripade, ked p/2 je &islo
parne, kazd4 krivka triedy PP, s vynimkou prostych hypohypocykloid, ma dva body,
vzdialené od pod&iatku stiradnicovej sustavy na ¢ = a + b + ¢, v ktorych doty&nice
st kolmé na os QY. Su dané rovnicami (25) pre k = k, a k = 3k,, teda Y =
=+(@+b+c).

2°. V bodoch, vzdialenych od pociatku stiradnicovej ststavy na ¢ = Ia - b - cl,
tj. pre |p| . ¢, parne, urfenych vzfahom (23) mame

cospgw=—1, cosp'qw = 1.
Vztah (24) pre tieto body nadobuda tvar

dy _ [agq’ —b(p+q)q —c(p'q + pq’ + qq')] cos gq'w

dx [agq’ — b(p + 9) ¢’ — c(p'q + pq’ + g94)]sin qq'w
a nema zmysel pre prosté hypoepicykloidy. Pre vSetky ostatné krivky triedy PP pre
uvedené body plati vztah (25).

Pre doty&nice v tychto bodoch potom plati rovnica (26). Ak do nej dosadime hod-
noty (23) parametra w pre dotyénice v bodoch, vzdialenych od poéiatku suradnicovej
sustavy na ¢ = |a — b — c| u vietkych kriviek triedy PP, s vynimkou prostych
hypoepicykloid, dostaneme koneCne rovnice

2k + )=

(2k4:1)1t=a

(28) X cos qq, + Ysin qq, -b-c,

k=01,..,p—1.

3°. Pre |p4|, |p2)s 41> 42 neparne, mame v bodoch, vzdialenych od podiatku strad-
nicovej sustavy na ¢ = [a — b — c|, ur€enych vztahom (21)

_ cospgw = ~1, cosp'qw = —1.
Vztah (24) pre tieto body nadobiida tvar

dy _ _ [299 - b(p+ q)q + c(p'q + pq’ + qq')] cos gq'w
dx [agq’ — b(p + q9) ¢’ + c(p'q + pd’ + q4')] singq'w
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a nem4a zmysel pre prosté epiepicykloidy. Pre ostatné krivky triedy PP v uvedenych
bodoch znovu plati vzfah (25).

Pre rovnice doty&nic v tychto bodoch plati zase rovnica (25) a po dosadeni do nej
hodnét (23) pré doty¢nice v bodoch, vzdialenych od pociatku stiradnicovej sustavy
na ¢ =|a — b —c| >0, pre vietky krivky triedy PP, s vynimkou prostych epiepi-
cykloid dostaneme teraz rovnice

Ck+ )= (2k+1)1r=a

(29) X cos qq, + Ysin qq, —b+ec,

k=012,.,p—-1.

4°. Pre |p| . q, parne v bodoch, vzdialenjch od po&iatku siradnicovej sistavy
na g =.|a + b — c|, ur€enych vzfahom (23), mame

cos pg'w =1, cosp'qw = —1.
Vztah (24) potom nadobida tvar

dy _ _[294 +b(p +49)q" — o(p'q + pq' + qq')] cos 99’
dx [agq’ + b(p + 9) ¢’ — c(p'q + pa’ + qq')] sin qq'w

Nema zmysel pre prosté epihypocykloidy. Pre ostatné krivky triedy PP, pre uvedené
body platia znovu vzfahy (25) a (26). Ak dosadime do rovnice (26) hodnoty (23)
parametra w, pre dotyénice v bodoch, vzdialenych od pociatku stiradnicovej ststavy
na ¢ =|a+b—c|>0, pre vietky krivky triedy PP, s vynimkou prostych epi-
hypocykloid, dostaneme rovnice

2k + 1) = (2k+ )=

(30) X cos qq, + Ysin gq, =a+b-c,

k=01,2..,5—1.

Ak porovname rovnice (28), (29) a (30) vidime, Ze sa Ii$ia len ich pravymi stranami.
Mobzeme ich teda zapisat v spoloénom tvare

(2k+1)n (2k+1)=

+ Ysingg,——=m, k=0,1,2,...,p— 1.

(31) X cos qq,

kde u kriviek triedy PP v pripade 2°m =a — b — ¢, vpripade 3m =a — b + c,
v pripade 4°m =a + b —c.

Rovnice (31) platia pre vietky krivky triedy PP, s vynimkou prostych hypoepi-
cykloid v pripade 2°, prostych epiepicykloid v pripade 3° a prostych epihypocykloid
v pripade 4°.

Pre a — b —c =0 v pripade 3°, pre a — b + ¢ =0 v pripade 3° a pre a +
+ b — ¢ = 0 v pripade 4° mame tedy m = 0. Krivka prechadza po&iatkom stiradni-
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covej sustavy. Dotyénice vtomto pripade si uréené pre vietky uvedené pripady jedi-
nym tvarom rovnic

2k + )= (2k + 1) =

X cos qq, + Ysin qq, =0, k=1,2,...,p—1.

Pri vySetrovani podmienok, pri ktorych st dotyénice kolmé na stiradnicové osi
v pripadoch 2°, 3° a 4° vychddzame zo spolo&ného tvaru rovnic doty&nic (31) a postu-
pujic analogicky ako v pripade 1° aviak presne tak, ako to bolo uvedené v praci [3]
pre krivky triedy P, m6Zeme dokazaf, Ze:

1. Pre p parne doty¢nice v bodoch, vzdialenych od pociatku suradnicovej stistavy
na ¢ = m nemdézZu byt kolmé na os OY. Kazda krivka triedy PP, s vynimkou hore
vymenovanych pripadov, ma len v jednom z uvedenych bodov doty¢nicu kolmu na

os OX, a to pre qq, parne jej roynica je

(32) X=m
a pre qq, neparne
(33) X=-m.

2. Pre p parne doty€nica v bodoch, vzdialenych od pociatku stiradnicovej stistavy
na ¢ = m nemdze byt kolma na os OX. Kazda krivka triedy PP, s vynimkou hore
vymenovanych pripadov, ma dva a len dva z uvedenych bodov, v ktorych doty¢nice
st kolmé na os 0Y, ak p je parne a $p neparne d&islo.

Ich rovnice s Y = +m.
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Résumé

ENCORE SUR QUELQUES PROPRIETES NOUVELLES DES COURBES
DES CLASSES P ET PP

NikoLAJ PODTIAGIN, JozEr OBONA, Bratislava

Les courbes algébriques en question ont été définies dans I’article [1] par les équa-
tions (1) ol @ est un paramétre réel, w € [0, 27), a et b sont deux constantes positives
arbitraires, et p, g deux nombres entiers sans diviseur commun, g étant de plus
positif.
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Dans le présent arrticle, nous démontrons que les équations paramétriques (1)
des courbes de la classe P deviennent les équations (6) en coordonnées &, n par la
substitution (3), tandis que la substitution (2) les transforme en équations en co-
ordonnées rectangulaires. Nous trouvons les équations (20) de ces courbes en co-
ordonnées polaires; (15) est 'équation différentielle des courbes de la classe P. -

Nous étudions aussi des propriétés nouvelles des courbes de la classe PP, dont la
définition a été donnée dans [2] au moyen des équations (21) ol w est un paramétre
réel, w € [0, 27/q), p, g et p’, ¢’ sont deux paires de nombres entiers sans diviseurs
communs, q et g’ étant positifs; g est le PGCD des nombres g et ¢’; a, b, ¢ sont
des constantes positives arbitraires.

Nous trouvons les équations des tangentes aux points situés a une distance de a +
+ b + c de I’origine

X cos qq,(2kn)|p + Ysin gqq,(2kn)[p=a +b+c, k=0,1,....,p—1;

ici, p est le PGCD des nombres |p| et p'; g, étant défini par I'égalité g’ = gq,. Ces
équations sont valides pour toutes les courbes de la classe PP a4 I’exception des
hypohypocloides. Il en résulte que dans le cas ou p est impair, ces tangentes (4 I’excep-
tion de la tangente en w = 0) ne peuvent pas étre perpendiculaires aux axes des
coordonnées. Si p est pair, les courbes de la classe PP — excepté les hypohypocycloi-
des simples — ont chacune deux points distants de a + b + ¢ de I’origine, avec des
tangentes perpendiculaires a I’'axe OX. Mais si 1';/2 est pair aussi, la courbe a de plus
deux points situés & une distance de a + b + ¢ de 'origine et ou les tangentes sont
perpendiculaires a I’axe OY.

Nous trouvons les équations des tangents en des points distantsdem =a — b — ¢,
soit dem = a — b + c, soit encore de m = a + b — ¢ de ’origine

X cos qq,(2k + 1) n/p + Ysinqq,(2k + V) n/p=m, k=0,1,....,p— 1.

Ces équations sont valides pour toutes les courbes de la classe PP, a I’exception des
hypoépicycloides simples pour m = a — b — ¢, des épiépicyloides simples pour
m = a — b + c et des épihypocycloides simples pour m = a + b — ¢. On en voit
que dans le cas ou p est impair, les tangentes en question ne peuvent pas étre perpen-
diculaires a I’axe OY. Cependant, la tangente en un de ces points est perpendiculaire
a l'axe 0X.

Dans le cas ou p est pair, les tangentes en ces points ne peuvent pas étre perpendi-
culaires a I'axe OX. Mais si p est pair et p/2 impair, la courbe de la classe PP a deux
points distants de m de I’origine et ol les tangentes sont perpendiculaires a I’axe OY.
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REPER SITE NA PLOSE

LiBuSE MARKOVA, Olomouc
(Doslo dne 13. prosince 1971)

Studium kfivek na ploSe v trojrozmérném prostoru patfi k zdkladnim problémim
diferencialni geometrie. R. N. SEERBAKOV uZitim Cartanovych metod konstruuje
pohyblivy reper plochy, ktery je invariantné spojeny s libovolnou vrstvou kfivek na
plose [2], pozdgji charakterizuje obecn& metodu reperaZe subvariet dané variety pro
specialni typy variet [3]. K. SvoBopa, V. HAVEL, I. KoLAR v préci [6] zobecnili
S&rbakovovu metodu a vyloZili obecn& zpfisob konstrukce kanonického reperu
systému subvariet.

Tento &lanek navazuje na uvedené vysledky a uvadi dalsi konstrukci reperu sité
kfivek na ploSe v trojrozmérném ekviafinnim prostoru, ktera je odli§na od konstrukce
uvedené v &lanku [1]. Vychazi ze stejnych pfedpokladit o uvaZovanych funkcich. Na
nerozvinutelné plose P je dana sit § = {©,, ©,}. Vrchol M pohyblivého reperu R
je ztotoznén s bodem plochy P a vektory e, e, reperu R patfi do zamé&feni tecné
roviny plochy v tomto bodé.

V tomto stadiu byl v [1] reper R pfipojen k siti tim, Ze se ztotoZnily pfimky (Me,),
(Me,) v bod& M s te¢nami ke k¥ivkam vrstev @,, ©, v tomto bod&. Toto pfipojeni
se délo fixaci dvou tzv. vyznaénych parametrit sité, které odpovidaly formam
m3, m7. Reper, ktery zavisi pouze na hlavnich, tj. na parametrech plochy, a vyznag-
nych parametrech sité nazveme polokanonicky.

1. Konstrukce polokanonického reperu R plochy P vzhledem k siti S.
Pro tento reper plati
dm = o'e;, de;=w'e, i,k=1,23,
jednak obvyklé rovnice struktury ekviafinniho prostoru a dale
(1) 0*=0, o] =ao'+bo?, o =bo'+ co’.
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ProdlouZenim rovnic (1) lze ziskat

) -da — a(3w} + ®3) — 2bw} = mo' + nw?,
db — 2b(w] + @3) — awy — cw? = no' + pw?,
dec — (0] + 30w3) — 2bw) = po' + o?.

JelikoZ plocha P je nerozvinutelna, 1ze provést fixaci

3) b* —ac=1.

UfZitim (3) dostavame z (2) rovnici

)] —2(0] + ®3) = Fo' + Go?,

kde
F = }(2bn — ap — cm), G = }(2bp — aq — cn).

Pokradujeme-li v prodluZovani rovnic (4), miZeme provést dalii fixaci F = G = 0.
Nyni reper zavisi na tfech vedlej§ich parametrech, které odpovidaji tfem nezavislym
formam 7} = —n32, nZ, n; a uréuji polohu vektorti e, e,, e, + e, v tené roving
plochy P. Fixujeme jeden ze zbyvajicich parametrii. Pfedpokladime-li, Ze ani jedna
vrstva parametrickych kfivek neni asymptoticka, je a & 0, ¢ & 0. Pak vektor e; + e,
volime za teny vektor asociované konjugované sit& (viz [1]), coZ odpovida volb&

(5) a=c.

Polokanonicky reper R plochy P vzhledem k siti S je pak dan néasledujici soustavou
rovnic

(6) dm = w'e, + o’e,,
de, = wie, + wle, + (aw' + bw?)e,,
de, = wje, — wie, + (bo! + aw?)e,,
de; = (Mj0' + M,0%) e; + (N,0' + N,w?)e,,

kdeMl—ha'—bk Mz—ka—lb Nl—ka bh,N2=la—'kb,b2—a2=1.
aM, — aN, — bM, + bN, =

o} = - {(p = M o' + (g~ n) 0 + 26(} - 0D}
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Soustava pFislusnych vné&jiich rovnic je pak

(7) (da - 2aw] — 2bo?) A 0 + (db — aw} — aw}) A ©* =0,
(db — aw} — aw3) A @' + (da + 2a0] — 2bw}) A & =0,
(dM; + Nyo; — M,0}) A @' + (dM, + 2M,0] + N,0; — M,0}) A ©* =0,
(AN; — 2N 0] — M0? — N,0}) A @' + (AN, — N0} + M,0}) A w® = 0.

Libovile feSeni soustavy (6) zavisi na tfech funkcich dvou argumenti.

2. Geometrick4 charakteristika reperu R.

Z ptedchozi volby vyplynulo, Ze sméry e,, e, jsou teéné ke kfivkam sité S. Zbyva
stanovit sm&r vektora e,. V knize [2] kap. IIL. §21. je sestrojen kanonicky reper
plochy P. Jeho vektory &, ¢, jsou teénymi vektory asymptotickych k¥ivek. Vektor g,
uréuje smér afinni normaly plochy. Uréime vztah mezi kanonickym reperem a nagim
reperem R. Z rovnic asymptotickych k¥ivek obou reperti 1ze odvodit nasledujici relace
mezi formami obou repert

(8) o' =ki(=b — 1) v + ky(=b + 1) %,
w? = kav' + kyav?,

kde v', v? jsou Pfaffovy formy pfislu§né kanonickému reperu. Mezi vektory obou
repertt pak plati nasledujici transformadéni rovnice
(9) 81 = kl{(“’b == 1) el + aez} s

g, = k{(—=b + 1) e; + ae,},

&3 = Slel + Szez + k3e3 §
Diferencujeme-li (9) a bereme-li v ivahu (6) a soustavu diferencialnich rovnic kano-

nického reperu, ziskdme fadu vztahi mezi koeficienty a invarianty obou reperd,
z nichZ lze vyjmout

(10) k§=1, S1=S2=0,

a dale

s_ 1 Zi _ 1 Z
! 27803 Z,°

T 8K Z,
kde Z; = 2an(b + 1) — m(b + 1)* — a*p, Z, = 2an(b — 1) — m(b — 1)* — a?p.
Z (10) okamit& vyplyva:

Vektor e; reperu R patfi sméru, ktery uréuje afinni normdlu plochy v bodé M a je
stejné normovany jako ¢ u kanonického reperu plochy.
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3. Kanonicky reper sité na ploSe.

Rozhodneme-Ji se nyni pro sit se specialnimi vlastnostmi, Ize kanonizaci dokondéit
pouze prodluZovanim rovnic (2) nebo rovnic

0} = M;0' + My0?, o} = N,o' + N,0?

a ziskame pro variace koeficientit podle vyznaénych parametrti vztahy

2aém = 3mbny + (6an — 3mb) n?, SM, = Nmy + M,n?,
2aén = (nb + 2am) n; + (4ap — nb)n}, M, = —2M;n; — N,y + Mn},
2a6p = (4an — pb)n; + (2aq + pb)ni, Ny = 2N;ni + (N, — M) n},
2adq = (6ap — 3bq) 7y + 3bgni, 0N, = N;ni — M,n?.

Pak je moZné volit:
a) m = 0, g = 0 za ptedpokladu, Ze np = 0,
b) m = a, g = a za pfedpokladu, Ze b*> — (5b — 2an) (5b — 6ap) + 0,
¢) M, = N, = 0 za pfedpokladu, Z¢e M;N, * 0,
d) M, = N, = 0 za pfedpokladu, Ze N;M, = 0.
Geometrické vlastnosti zvolenych siti ukdZzeme v dal$im.

Pokud dalgi specialni poZadavky na sif neklademe, sta&i pfedpokladat, Ze jsme
tuto sit jiz vybrali, coZ ve skutednosti znamena pokladat formy w?, w} za hlavni, tj.
poloZit

0? = to! + uw?, o} =fo'+ go®.

Pak reper je uréen soustavou

(11) dm = o'e, + w?,,
de, = (ro' + sw?) e, + (to' + uw?) e, + (aw' + bw?)e;,
de, = (fo' + gw?) e, — (ro' + sw?) e, + (bo' + aw?)e;,
de3 = (lel + Mza)z) 91 + (Nlml + Nza)z) ez 0

Soustava vné&j§ich rovnic je pak

dr Ao'+ds Aw?=(rf —su—fu+gt—2rs — Mb + Mua) o' A 0,
dt Ao'+du Aw?=(-3st+ru+tf —u? — N;b + Nja) o' A o?,

da Ao'+db A w?*=(—2as—2bn+ af + at) 0! A @?,

db Aw'+da Aw?=(—as—2ar — au + br + fi) @' A &?,

df Ao'+dg A@®=(f*-2gr—gu — Ma+ Myb) o' A 0?,
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dMl A wl + sz A (02 =(M1f_ Mzu = 2M2r - N2f+ ng)wl /\ (J)z,
dN, A @' +dN, A 0* =(=M,t + Mju — 2N;s + 2N,f — Nu) o' A @?.
Mezi 12 funkcemi na levé strané rovnic vné&jsiho systému jsou tfi zavislosti —ru +

+ ts = —fu + gt, (3), (6) a podle Bachvalovy véty ([2] kap. IIL. §21.) liboviile
feSeni zavisi na dvou funkcich dvou argument.

4, Geometricky vyznam invariantii kanonického reperu sité.

Ze zadani repera je zfejmé, Ze obé vrstvy kiivek @, @, jsou vzajemné rovnocenné
a Ze pfechod od vrstvy @, k vrstvé @, se d&je nésledujici zZaménou

1 rt a f b M; N,
2 -s g a ub N, M,

K uréeni geometrického vyznamu invariantti staci tedy uréit vyznam invariantl
jednoho fadku.

Koeficient b. Rovina z = 1 protne paraboloid svazku zadkladnich kvadrik
v hyperbole, jejiz vrcholy jsou (+1/\/b, 1/,/b).

Koeficient a. Charakteristika obalky rovin (X — M, e, e,) = 0 pfi pohybu
! = 0 je protata primétem hoiejii hyperboly do roviny z = 0 rovnob&Zng s e,
v bodech (+./—a/b, +1//—a).

Koeficient f. P = M = (1/f) e, je ohniskem kongruence P = M + ae,.
Koeficient t. Oskulaéni rovina kfivky w? = 0 je uréena vektory e,, te, + aes.

Koeficient r. Prisednice roviny (X — Ej, e;, de;),2-o = 0 kde E; = M + e
s rovinou x = 0 ma smér ureny vektorem (0, —r, b).

Koeficient M,. Charakteristika obalky rovin (X — M, e,, ;) = 0 pfi w? =0
je sméru (0, My, —f).

Koeficient N,. Charakteristika obalky rovin (X — M, e, e;) = 0 pfi »*> = 0 je
sméru (N, 0, —?).

Fixace (a). Za soufadné kiivky sit& jsou zvoleny takové kfivky, pro které priisedné
kfivky plochy s rovinami y = 0, x = 0 mély s parabolami z = }ax?, z = }ay?
v daném bod& M plochy P dotyk aspoii tfetiho fadu.

Fixace (b) voli za soufadné k¥ivky takové, pro n&Z p¥isluiné priise¢né kiivky maji
afinni normaly uréené sméry (1, 0, —3a), (0, 1, —3a) (viz [2] kap. I. § 8.).

Fixace (c), (d). Fixace (c) uréuje takové soutadné k¥ivky, pro které charakteristika
obalky te¢nych rovin (X — M, e,, e;) = 0 pfi o' = 0a w? = 0 je sméru e,. Analo-
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gicky vyznam m4 fixace (d). Lze rovn&Z ukazat, e pfi fixaci (c) je jedno ohnisko
kongruence P = M + te, nevlastnim bodem, pfi fixaci (d) jsou ohniska této kongru-
ence soumérné poloZena vzhledem k bodu M plochy P na afinni normaéle plochy.
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Summary
MOVING FRAME OF A NET ON A SURFACE

LiBuSE MARKOVA, Olomouc

In this article the construction of a semicanonical and canonical moving frame
of an arbitrary net S on a surface P in unimodular threedimensional space is suggested
and its geometrical characterisation is given. Besides that the geometrical meaning
of some invariants of the canonical moving frame is given.
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UBER EINE GEWISSE VERALLGEMEINERUNG
DER QUASIFLEKNODALGEBILDE IN S,,_

Joser DOLEZAL, Brno

(Eingegangen am 11. April 1972)

1. DIE VERALLGEMEINERUNG DER BEGRIFFE
DER QUASIFLEKNODALGEBILDE IN S,,_,

Im projektiven Raum S,,_; (n = 2) betrachten wir ein aus zwei Mannigfaltig-
keiten Vund ¥V zusammengesetztes Paar P von folgenden Eigenschaften: Die Mannig-
faltigkeit V ist ein Monosystem (eine einparametrische Menge) linearer Unterriume
S(u) von Dimension n — 1, die Mannigfaltigkeit ¥ ist ein Monosystem linearer
Unterrdume S(u) von derselben Dimension n — 1. Die Unterrdume S und S nennen
wir die erzeugenden Unterriume der Mannigfaltigkeiten V und V. Beide Mannig-
faltigkeiten befinden sich in Korrespondenz, wobei sich Unterriume, die demselben
Wert des Parameters u € I (I ist ein offener Intervall) zugeordnet sind, entsprechen.
Wir setzen voraus, daB kein Paar der sich entsprechenden Unterrdume (weiter nur
Raume) gemeinsame Punkte hat.

Wir betrachten nun ein System von 2n reellen Kurven (4,(«)), (45(4)), ..., (A24(1))
von folgenden Eigenschaften: Jede der Kurven (4,), ..., (4,) schneidet jeden der
Riume S(u) der Mannigfaltikeit V gerade in einem Punkt und jede der Kurven
(Ap41)s - o> (45,) schneidet jeden der Riume S(u) ebenso gerade in einem Punkt.
Dabei werden wir voraussetzen, daB fiir jedes u € I die Punkte 4; (i = 1,2, ..., 2n)
linear unabhingig sind. Sie kénnen also als Ecken des Koordinatensystems gewahlt
werden. Die Kurven (4,), ..., (4,) nennen wir die Leitlinien der Mannigfaltigkeit V,
die Kurven (4,44), ..., (4,,) diejenigen der Mannigfaltigkeit V. Die Koordinaten
der Punkte A, sollen Funktionen der Klasse C? sein.

Fiir Bezeichnung und Summation nach den Indexen 1, 2,...,n werden wir die
Buchstaben r oder s, fiir die Bezeichnung und Summation nach n + 1,n + 2, ...
..., 2n die Buchstaben g oder ¢ und fiir 1, 2, ..., 2n die Buchstaben i oder j benutzen.

Das infinitesimale Verriicken des Koordinatensystems ist durch

(1) dA; = ujA; du
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gegeben. Jeder Punkt Y des Raumes S kann mittels den zum Koordinatensystem mit
den Eckpunkten A4, bezogenen Koordinaten y" bestimmt werden

) i} Y= )4,

Wenn die Koordinaten y* Funktionen von u sind, so bedeutet (2) eine Kurve Y(u)
der Mannigfaltigkeit V. Die Tangenten zu allen Kurven der Mannigfaltigkeit V, die
durch einen festen Punkt Ye S gehen, liegen in einem linearen Raum

Ty = (Al, Az, caey An, dY)
Durch Differenzieren der Gleichung (2) bekommt man

. dY = dy'4, + y'(ujd, + uld,) du
und weiter
Ty = (Al’ Az, PERTY A", ufy'Ao) .

Definition 1. Wenn n lineare Formen u"*'y", ..., u2"y" fiir ein bestimmtes n-Tuppel
von Koordinaten des Punktes Ye S und ein bestimmtes u = u, durchwegs gleich Null
sind, dann sagen wir, daB der Punkt Yein singuldrer Punkt des Raumes S ist. Punkte,
die nicht singulér sind, nennen wir reguldre Punkte.

Der Raum 7y eines singuldren Punktes Ye S fallt mit dem Raume S zusammen.
Der Raum 7y eines reguldren Punktes X € S ist der Beriithrraum der Mannigfaltig-
keit V.

Die Koordinaten jedes singuldren Punktes geniligen dem System von linearen Glei-
chungen

(4) u%y" =0
das in Form eines Matrizenproduktes
) © MY=0

geschrieben werden kann. Dabei bezeichnet M die Quadratmatrix

uttt outt!
M= :
ur .., u

und Y die Spaltenmatrix aus den Koordinaten des Punktes Y. Wir werden voraus-
setzen, daB die Matrix M fiir u e I nicht alle Elemente gleich Null hat. Wenn M fiir
u = ugden Rangn — h (0 < h < n) besitzt, dann wird die Gleichung (5) durch alle
Punkte eines linearen Raumes S, (von Dimension h — 1) befriedigt. Umgekehrt,
wenn S, _; der Raum aller singuldren Punkte in S ist, dann hat M den Rang n — h.
Wir nennen S, _, den singuldren Raum von S.
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Was iiber den Raum S gesagt wurde, kann in dhnlicher Weise iiber den Raum S
ausgesprochen werden: Ein willkiirlicher Punkt Z € § der Mannigfaltigkeit ¥ kann
mittels den zum Koordinatensystem mit den Eckpunkten 4, bezogenen Kordinaten

z"+1 . z?" bestimmt werden

(6) Z=2z%,.
Der lineare Raum
(7) TZ = (A"+1, An+2’ ey A2n3 u;Z"A,)

ist der Berithrraum der Mannigfaltigkeit V im Punkte Z falls Z e S ein regularer
Punkt ist, degegen 7, = S falls Z ein singulirer Punkt desselben Raumes ist. Die
Koordinaten z¢ der singuldren Punkte befriedigen das System

(8) ugz =0
oder in Matrizenform
) NZ =0.
Dabei sind unter N die Matrix
Upyy Uzp
N = .
u:+1 e u;n

und unter Z die Spaltenmatrix aus den Koordinaten des Punktes Z zu verstehen.

Definition 2. Ein linearer Raum S € V, dessen alle singuldren Punkte einen linearen
Unterraum S,_, O=<p=n- 1) bilden, nennen wir den torsalen Raum der
Mannigfaltigkeit V von der Stufe p. Einen Raum ohne singulire Punkte bezeichnen
wir als reguldren Raum.

Definition 3. Ein Punktepaar Ye S, Z€ S nennt man das Paar zugeordneter
Quasifleknodalpunkte, wenn die Ridume (7y, Z) und (74, Y) die Dimensionen n
haben. Den Punkt Y nennt man den Quasifleknodalpunkt des Raumes S, den Punkt Z
den Quasifleknodalpunkt des Raumes S (weiter nur Q-Punkte). Die Gerade (YZ)
nennen wir die Quasifleknodalgerade (Q-Gerade) des Paares der Riume S, S.
Wenn u das Intervall I durchlauft, kann fiir jeden Wert des Parameters ein Paar von
zugeordneten Q-Punkten Ye S, Z € S ausgewihlt werden, so daB (Y(u)), (Z(u)) ein
Kurvenpaar bilden. Diese Kurven nennt man zugeordnete Quasifleknodalkurven
(Q-Kurven). Die Regelfliche mit den Leitkurven (Y(u)),(Z(x)) nennen wir die
Quasifleknodalfliiche (Q-Fliche) des P-Paares.

Aus den Definitionen folgt: ;

a) Wenn die beiden Punkte Ye S, Z € S eines Paares der zugeordneten Q-Punkte
regular sind, dann gehen die Berlihrraume 7y bzw. 7, durch den Punkt Z bzw. Y.
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Beide haben die Dimension n. Die Gerade (Y, Z) ist die gemeinsame Tangente
beider Mannigfaltigkeiten ¥, V.

Der Beriihrrapm 7y schneidet den entsprechenden Raum S im Punkte Z mit den
Koordinaten z¢ = u%", oder kurz

(10) Z = My.

Ebenso schneidet der Beriihrraum t, der Mannigfaltigkeit ¥ im Punkte Z € S den
entsprechenden Raum S im Punkte

(11) Y=NZ.

b) Wenn ein Raum 7y, der die Mannigfaltigkeit ¥ im Punkt Y beriihrt, den ent-
sprechenden Raum S in einem singuliren Punkt Z durchschneidet, so sind die in der
Definition 3 gestellte Bedingungen fiir die Dimensionen der Riume (ty, Z), (tz, Y)
befriedigt. Die Punkte Ye S der eben erwidhnten Eigenschaft geniigen daher wegen
(10) und (9) der Gleichung

(12) NMY =0.

In dhnlicher Weise ergibt sich fiir die reguliren Punkte Z € S, deren Beriihrriume
den entsprechenden Raum S in einem singuldaren Punkt durchschneiden, die Glei-
chung

(13) MNZ = 0.

In beiden Fillen bilden Y und Z ein Paar der zugeordneten Q-Punkte. Den Glei-
chungen (12) bzw. (13) geniigen auBer den reguliren Punkten Ye S, bzw. Z € § noch
alle singuliren Punkte der Raume S bzw. S, da die Gleichungen (12) bzw. (13) die
triviale Losung MY = 0 bzw. NZ = 0 haben.

¢) Wenn Ye S, Z € S zwei beliebige singuldre Punkte sind, dann haben die Rdume
(ty> Z), (12, Y) die Dimensionen n. Die genannten Punkte bilden daher ein Paar der
zugeordneten Q-Punkte.

Wir werden jetzt alle Q-Punkte und Q-Geraden eines P-Paares aufsuchen. Wir
betrachten zuerst den Fall, wann beide Raume regulir sind, und dann, wann einer
von ihnen oder beide torsal sind.

1. Setzen wir voraus, daB beide Riume S und § reguldr sind. Die Réinge der
Matrizen M und N sind beide gleich n. Die Gleichungen (10) und (11) driicken regula-
re projektive Transformationen von S in S und von S in S aus. Durch das Zusammen-
setzen beider Transformationen bekommt man in S eine reguliare Kollineation K mit
der Matrix NM. Punkte, die durch die Kollineation K in sich tibergefiihrt werden,
und nur diese Punkte bilden die Gesamtheit aller Q-Punkte des Raumes S. Analogisch
bekommt man in S durch das Zusammensetzen der Transformationen (11) und (10)
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die Kollineation K mit der Matrix MN. Die durch die Kollineation K in sich iiber-
gefithrte Punkte bilden die Gesamtheit der Q-Punkte in S.

Die Q-Punkte in S bzw. in S befriedigen die Gleichungen

(14) oY = NMY
bzw.
(15) BZ = MNZ

wo a, B von Null verschiedene Faktoren sind. Beide Gleichungen kénnen in folgender
aquivalenter Form geschrieben werden

(16) (NM — «E)Y =0
bzw.
(17) (MN — BE)Z = 0

Dabei bedeutet E die Einheitsmatrix.

Da beide Matrizen M, N den Rang n haben, gilt dasselbe auch fiir die Matrizen NM
und MN. Damit beide Gleichungen (16) und (17) eine nicht triviale Ldsung besitzen,
ist es notwendig und hinreichend, daB a bzw. 8 die Wurzeln der charakteristischen
Gleichungen '

(18) INM — aE| = 0
bzw. )
(19) IMN — BE| = 0

sind. Beide Matrizen NM und MN haben dieselben charakteristischen Wurzeln. In
der Tat, wihlen wir eine der Gleichung (18) geniigende Zahl & + 0, dann hat (16) eine
nichttriviale Lésung. Durch das Multiplizieren der Gleichung (16) mit der Matrix M
von links ergibt sich nach Umformung

(MN — «E)(MY) = 0.

Da Y kein singuldrer Punkt ist, hat die letzte Gleichung eine Lésung MY = Z und
daher ist « die charakteristische Wurzel der Gleichung

(20) IMN — oE| = 0
d.i. der Gleichung (19). Multiplizieren wir die Gleichung (17) mit der Matrix N von

links, so ergibt sich, daB jede Wurzel der Gleichung (19) auch der Gleichung (18)
geniigt.
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Bemerkung. Am Beweis wird nichts geindert, wenn die Matrix M oder N oder
beide keine reguldren Matrizen sind. Die Matrizen NM und MN haben wieder die-
selbe charakteristischen Wurzeln, wobei eine von ihnen gleich Null ist.

Im Weiteren werden wir wieder voraussetzen, da M und N regulire Matrizen
sind. '

Es ist wohlbekannt, daB die Gleichungen (16) bzw. (17) durch die Punkte der
linearen Ra#ume S, _4, S;;—1, .. S, —1» bZW. Sg -4, S5,-1, .., S,,,—; befriedigt
werden, von denen jeder einer von verschiedenen Wurzeln o, a5, ..., ®, oder
B1s Bz, ..., B der charakteristischen Gleichungen (18) oder (19) entspricht [1]. Die
Indexe s, — 1 (k =1,..., m) geben die Dimensionen der betreffenden Riume an.
Die Zahlen n — s, sind die Rénge der Matrizen (NM — «E) bzw. (MN — BE).
Die Riume S,, _; haben keine Punkte gemeinsam. Dasselbe gilt von den Rdumen
S,.~1. Sie heien Hauptraume der Kollineationen K und K. Daraus ergibt sich der

Satz 1. Die beiden entsprechenden Rdume S, S der Mannigfaltigkeiten V, V fiir
ein festes u € I seien reguldr. Die Q-Punkte der Riume S bzw. S und nur diese sind
die Hauptrdume S, _, bzw. S, _, (k = 1,2,..., m) der Kollineationen K bzw. K.
Sie geniigen den Gleichungen (16) bzw. (17), wenn man in diese nacheinander fiir o
und B die Wurzeln der charakteristischen Gleichungen (18) oder (19) einsetzt.

Paare der zugeordneten Q-Punkte bilden: Ein willkiirlicher Q-PunktYe S, ;< S
und der zugeordnete Q-Punkt Z = MYe S,,_; < S oder ein willkiirlicher Q-Punkt
ZeS, -1 < Sund der zugeordnete Q-PunktY = NZe S, _, < S.

2. Es seien die beiden entsprechenden Riume S, S torsal und zwar S von der
Stufe h und S von der Stufe k. (0 < h < n,0 < k < n). Die Matrix M hat den Rang
n — h, die Matrix N den Rang n — k. Im Raume S befindet sich der singulare Raum
S,—1, im Raume S der singulire Raum §,_,.

Die Gleichung (10) driickt jetzt eine singuldre projektive Transformation T,
von S in S aus. Alle regulire Punkte Ye S bilden sich mittels T, in einen Raum
S,-n-1 = S ab. Die Gleichung (11) driickt eine singulire projektive Transforma-
tion T, von S in S aus. Alle regulire Punkte Z € S bilden sich mittels T, in einen
Raum S,_,_, = S ab. Wir setzen voraus, daB S,_,_, kein Unterraum von S, _, ist.
Dann gibt es in S,_,_; regulire Punkte, die sich mittels T, in Punkte Y€ S abbilden.
Im Raume S entsteht also eine singuldre Kollineation K* = T, T, mit der Gleichung

(21) : Y* = NMY.

Die Matrix NM hat den Rang r < min (n — h, n — k). Deren charakteristische
Gleichung besitzt eine r-fache Wurzel @ = 0 und g (0 < ¢ < n — r) voneinander
verschiedene Wurzeln o, + 0 (k = 1,...,q). (Der Fall g = 0 bedeutet, daB die
Waurzeln der charakteristischen Gleichung durchwegs Null sind.) Die Wurzeln o # 0
geben — in die Gleichung (16) eingesetzt — die Hauptrdume der Kollineation K*
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und damit Q-Punkte in S. Durch jeden Punkt Y des Hauptraumes geht eine einzige
0-Gerade durch.

In analoger Weise ensteht in S eine singulire Kollineation K* mit der Gleichung
(22) Z* = MNZ

deren Hauptriume Q-Punkte in S bilden.

Bezeichnen wir weiter mit S, den Raum, der durch den regularen Punkt Ye S und
den singuldaren Raum S,_,; durchgeht. Es sei U € S,, U =+ Y ein beliebiger regularer
Punkt und X der Schnittpunkt der Geraden (UY) mit S,_,. Wenn 4, und 1, passende
Zahlen sind, dann ergibt sich wegen (5) und (10)

Daraus folgt: Die Beriihrriume der Mannigfaltigkeit ¥ in allen regularen Punkten
des Raumes S, schneiden den Raum S in einem und demselben Punkte Z. Wenn nun Z
ein singuldrer Punkt ist, bildet er mit einem beliebigen Punkt Y e S, immer ein Paar
der zugeordneten Q-Punkte. Durch den Punkt Z gehen also co” verschiedene Q-
Geraden durch. Alle Punkte, die sich in Z abbilden, befriedigen die Gleichung (12),
die als die Gleichung (16) angesehen werden kann, wenn man in (16) die Wurzel
o = 0 einsetzt. Da die singularen Punkte — die immer Q-Punkte sind — auch der
Gleichung (16) geniigen, bekommt man den

Satz 2. Die entsprechenden Riume S, S seien beide torsal und zwar S von der
Stufe h, S von der Stufe k(0 < h < n, 0 £ k < n). Die Q-Punkte Ye S und nur
diese befriedigen die Gleichung (16), in der a eine beliebige Wurzel der Gleichung
(18) oder (19) bedeutet. Die Punkte Z€ S und nur diese befriedigen die Glei-
chung (17), in der B eine beliebige Wurzel der Gleichung (19) oder (18) bedeutet.

Die Matrizenprodukte NM bzw. MN definieren in S bzw. in S die singuldren
Kollineationen K* bzw. K*.

Paare der zugeordneten Q-Punkte (soweit sie existieren) sind folgende:

a) Ein willkiirlicher reguldrer Q-Punkt Y des Hauptraumes S, _; = S der
singuldren Kollineation K* und der zugeordnete reguldre Q-Punkt Z = MY des
Hauptraumes S, _, = S der singuliren Kollineation K* (oder Ze S, _, und
Y=NZeS, _,). ‘

b) Ein reguldrer Punkt Ye S und ein singuldrer Punkt Z = MYe S,_, (oder ein
reguldrer Punkt Z € S und ein singulirer Punkt Y = NZ € S,_,).

c) Ein willkiirlicher Punkt des singuldren Raumes S,_, < S und ein willkirli-
cher Punkt des singuldren Raumes S,_, < §.
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2. Q-FLACHEN

In dieser Kapitel werden einige geometrische Eigenschaften der Q-Flachen be-
handelt. Zuerst fiihren wir die von Bonpiani stammende Definition:

Definition 4. Mit & bezeichnen wir eine durch die Leitlinien (Y(u)), (Z(z)) gegebene
Regelflache. Unter dem Abwickelbarkeitsindex der Fldche & vesteht man die
kleinste Zahl v, fiir die der Rang der Matrix

(24) (M2, Y Zs s YO, 2%

kleiner als 2v + 2ist. [3].

Satz 3. & sei eine Q-Fliche des P-Paares mit dem Abwickelbarkeitsindex v > 1.
Die Tangentenebenen der Fliche @ in den zugeordneten Q-Punkten Y(u)e S,
Z(u) € S haben mit den erzeugenden Riumen S bzw. § je eine Gerade gemeinsam.

Beweis. Wir beweisen z.B., daB die Tangentenebene n, (Z € S) der Fliche @ den
Raum S in einer einziger Geraden durchschneidet. Da v > 1 vorausgesetzt wird,
besitzt die Matrix (Y, Z, Y’, Z’) den Rang 4 und daher die Matrix

(25) .z,7)

den Rang 3.

Wenn Z ein singuldrer Punkt ist, liegt die Gerade (Z, Z’) im Raume S und der
Satz ist bewiesen. Wenn Z ein reguldrer Punkt ist, geht der Beriihrraum 7, =
= (Ap+1s +-+> A2p, Z') durch den dem Punkte Z zugeordneten Q-Punkt Y. Es gibt
daher die Zahlen u"*!, ..., u?"*1, die folgenden Bezichungen geniigen:

(26) Y = que 3 u2n+lzl’ #2n+1 +0.

Wenn p"*! = p"*2 = .. = p?" = 0 wire, dann hitten wir Y = p?"*!Z’ und der
Rang der Matrix (25) wire kleiner als 3. Da y%4, + uZ ist (sonst wire der Punkt Z’
von Y und Z linear abhingig), liegt der Punkt X = p4,im Raum S und wegen (26)
auch in der Ebene n;. Die Gerade (ZX) ist dem Raum S und der Tangentenebene 7,
gemeinsam.

Satz 4. @ sei eine Q-Fldche des P-Paares mit dem Abwickelbarkeitsindex v = 1.
Die Leitlinien der Q-Fliche seien die zugeordneten Q-Kurven (Y) <V, (Z) < V,
die keine stationdren Tangenten besitzen. Eine der Leitkurven ist dann die Riick-
kehrkante der Fldche ®. Die Bezeichnung kann so durchgefiihrt werden, daf die
Riickkehrkante die Kurve (Y) ist. Kein Punkt der Kurve (Y) ist ein singuldrer Punkt
im Sinne der Definition 1. Die Schmiegebene oy der Kurve (Y) im Punkt Y hat mit
dem Raume S gerade den Punkt Y, mit S dagegen eine Gerade gemeinsam.
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Beweis. Da v = 1 ist, hat die Matrix (Y, Z,Y’, Z’) fiir jedes u €l den Rang 3
(ware er 2, so wiirde @ in eine Gerade entarten). Man kann also die Zahlen p’ (i =
=1, vuus 4) — nicht alle Null gleich — finden, daB die folgende Gleichung gilt:

(27) WY + p2Z + Y + p*Z = 0.

Es ist klar, daB beide Zahlen p3, u* gleichzeitig nicht verschwinden kénnen. Wir
zeigen aber, daf3 eine von ihnen notwendigerweise gleich Null ist.

Wir setzen fiir einen Augenblick voraus, daf3 der Gegenteil gilt:
(28) wopt %0,

Da Y, Z fiir u = u, zugeordnete Q-Punkte sind, haben die Riume (ty, Z), (1, Y) die
Dimensionen n. Wir wissen, daB beide Raume nur die Gerade (Y, Z) gemeinsam
haben. Sollten jetzt beide Gleichungen (27) und (28) richtig sein, so hitten die Raume
(ty» Z), (12, Y) die Ebene (Y, Z,Y’, Z') gemeinsam. Daher hat man p* . p* = 0.

Wenn p* = 0 ist, hat die Fliche @ nach (27) ihre Riickkehrkante in der Kurve (Y).
Wenn p® = 0 ist, so ist es die Kurve (Z). Wir werden voraussetzen p* = 0. Man
bekommt dann

(29) Y' == A.lY"l‘ }»22 .

Kein Punkt der Riickkehrkante ist ein singuldrer Punkt. In der Tat, fiir einen singu-
liren Punkt Y gilt Y’ € S und daraus nach (29) auch Z € S gegen der Voraussetzung.

Wir beweisen noch die letzte Behauptung des Satzes 4. Die Schmiegebene oy =
= (Y,Y’,Y”") ist wegen (29) durch linear unabhingige Punkte Y, Z, Z’ aufgespannt.
Der Rang der Matrix (Y, Z, Z') ist 3. Weiter deckt sich der Beweis mit dem Beweis
des Satzes 3. Damit wird bewiesen, da gy mit dem Raum S eine Gerade gemeinsam
hat. Daraus folgt 6y " S = Y.

Im néchsten Abschnitt wird vorausgesetzt, daB in S,,_; eine feste Regelfliche @
gegeben ist. Wir beantworten die Frage, ob es solche P-Paare gibt, die die gegebene
Flache @ als eine Q-Flache besitzen. Wir geben auch die Anzahl der Funktionen an,
von denen die Wahl der P-Paare abhingt.

Satz 5. @ sei eine Regelfliche mit den Leitkurven (Y(u)), (Z(u)) der Klasse C"~1.
Der Abwickelbarkeitsindex sei v = n. Dann kénnen P-Paare so gefunden werden,
dap @ eine gemeinsame Q-Fliche dieser Paare ist und (Y) und (Z) ihre Q-Kurven
sind. Die P-Paare hdngen von 3n* — 9n + 8 willkiirlichen Funktionen eines
Parameters ab.

Beweis. Da v = n vorausgesetzt wird, so hat die Matrix aus den Koordinaten der
Punkte Y, Z,Y’, Z',..., YD, Z®=1 fiir jedes u € I den Rang 2n. Als Ecken des Koor-
dinatensystemes in S,,_, konnen also die genannten Punkte gewihlt werden. Man
bezeichne mit ny bzw. n, die Tangentenebenen der Flache @ in den Punkten Ybzw. Z.
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Wir konstruieren nun fiir jedes u € I die folgende Reihe von 2n linear unabhéngigen
Punkten: A, =Y, A,eny, A,y1 = Z, A,,, € 7. Die Punkte 4, und A4,,, liegen
auBer der Geraden (Y, Z). Die iibrigen Punkte 4; (i = 3,...,n,n + 3, ..., 2n) sind
beliebige Punkte im Raum S,,_;.

Wir miissen also Funktionen a* in folgender Weise wihlen:

(30) Al = Y,
A, =adV + a}Y’ + + a3Z,
Ay =alY+ alY’ + ...+ a3 'Y" VY 4+ a3Z + a3*'Z' + ...
o+ adr"ize-n

A1 =2,
Apyr = ade Y + GniZ + apiiZ',
Apys =al Y+ al Y + .. +al73Y" ™D 44l . Z + adiiZ + ...

sns AR AN

Ay =ad Y+ ayY +...4ad5,'Y* Y +a}Z +a5'Z + ...
.o + adn=izo-

Dabei miissen noch die Bedingung der Unabhingigkeit der Punkte A4, ..., 4,,
bewihrt werden und die Relationen

a3 +0, aiii+0
gelten.
Die Punkte 4,, ..., 4, spannen fiir jedes u € I den Raum S und die Punkte 4, 4, ...
..., A;, den Raum § auf.
Wir zeigen, daB & tatsichlich eine Q-Fliche des P-Paares ist. Aus (30) folgt:

aY =A, —a)Y -a3Z,
.a:I;Z’ = Apyz — GnyaY — an,Z
Durch Einsetzen der rechten Seiten der letzten Gleichungen in

Ty = (Ays ooy A YY) T2 = (Aysss s Aoy Z')

tiberzeugt man sich leicht, daB die Riaume (ty, Z) und (tz, Y) die Dimensionen »
haben. Dies geniigt zur Behauptung, daBl & eine Q-Flache des P-Paares ist.
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Die Anzahl der Funktionen a} in (30) betrdgt 2[3 + 2n(n — 2)]. Sie kann noch
vermindert werden.

Der Raum S kann statt 4,, ..., 4, durch die Punkte 4,, ..., 4, aufgespannt werden,
die man in folgender Weise bestimmt: 4, = 4,, die Gerade

(41, 43) = (Y, a3Y + a3Y’ + a3Z)

ist von dem Koeffizienten a) unabhangig. Wir setzen a3 = 0. Die Gerade (4, 4,)
verbindet die Punkte A, und

Ay =aY +ad%Z, a}+0.

Die Anzahl der Koeffizienten in 4, ist um 1 kleiner als in A,. Weiter ist es mdglich
zu schreiben:

Ay = a3Y + ay(a3Y’ + a3Z) + a3Y" + ... + a3 'YV +
+@Z + ...+ a2 1200

ay = aj:ay, a3=(a3a; — a3a}):a;.

Zur Bestimmung der Ebene (4, 4,, A4;) ist es moglich die Punkte 4,, 4, und

(31) Ay =a2Y" +a3Y" + ... + BZ + ... + a2""1Z0-V

zu nehmen. Die Anzahl der Koeffizienten in A, ist um 2 kleiner als in A4;.

Unter Voraussetzung a3, + 0 ist es mdglich zu schreiben:
Ay = aQY + aj(a3Y’ + a3Z) + a3(adY" + a3Y" + ... + @32 + ...
R Ay AU IR S S
a,=a3:a;, a;=at:a3, a; = (alal —ajad):adl,...
Den Raum (4, 4,, 43, A4) kénnen wir also durch die Punkte 4,, 4,, 45 und
A, =aY" +...+ay Y0 L 717 + + a;r iz v

bestimmen. Unter der Voraussetzung a3 = 0, suchen wir den nichsten Koeffizienten,
der von Null verschieden ist. Man findet z.B. a3 + 0. Die Gleichung (31) lautet nun:

Ay = alY" + afY"™) + ... + a2 "1Z0-D
Man schreibt weiter
Ay = alY + ay(ayY’ + a3Z) + a2Y” + a3(a3Y” + afY™ + ...

v+ a3"1Z0D) 4 GY 4,
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wo a3, as ... Ausdriicke sind, die aJ enthalten. Der Raum (4, 4,, 43, 4,) kann
durch die Punkte 4,, 4,, A3 und

-

Ay =aly" +ay™ + ... +ar 'z

bestimmt werden. Die Anzahl der Koeffizienten in 4, ist um 3 kleiner als in A4,.
Wenn wir in dieser Weise fortschreiten, vermindert sich die Anzahl der Koeffizienten
inA4,(r=2,...,n)umr — 1im Vergleich zu 4,.

Dasselbe Verfahren, durch das wir 4,, ..., 4, durch die Punkte 4, ..., 4, ersetzt
haben, kann auch in S durchgefiihrt werden. So bekommt man statt 4,4, ..., 4z,
die Punkte A4, y, ..., A,, SchlieBlich kénnen weitere 2(n — 1) Koeffizienten durch
Normierung der Punkte A4,, ..., 4,, A,,,, ..., A, weggeschafft werden, sodaB ihre
endliche Anzahl

24+(@2n-2)+(2n=-3)+...+(2n—n+1)—(n—1)] =3n>—9n + 8

gleich ist.

Satz 6. Die Kurve (Y) der Differentialklasse C*"~' sei als Riickkehrkante einer
abwickelbaren Fliche ® gegeben. Wir setzen fiir alle u € I voraus, daf

[F. 4 17005 2D 110
gilt.
Dann gibt es P-Paare, fiir die @ eine gemeinsame Q-Fldche ist. Die P-Paare
hingen von 3n®> — Tn + 6 Funktionen einer Verdnderlichen ab.

Beweis. Die Fliche @ hat den Abwickelbarkeitsindex v = 1. Sollte sie eine
Q-Fliche sein, ist es gemaB dem Satz 4 notwendig, daB (Y) mit einer Q-Kurve des
gesuchten P-Paares zusammenfallt. Jeder erzeugende Raum S(u) fiir u €1 ist so zu
wihlen, daB er durch den Punkt Y durchgeht, doch mit der Beschrankung, daB er mit
der Schmiegebene ¢ = (Y, Y’, Y”) nur den Punkt Y gemeinsam hat.

Wir wihlen die Kurven (A4,(u)), ..., (4,(u)) so daB fiir alle u € I die Punkte
(32) Y,Y,Y", Ay, A3, ..., 4,

linear unabhingig sind. Die Punkte Y = A4, 4,, ..., 4, bilden eine Basis des Rau-
mes S. .

Die erzeugenden Raume S(u) sind so zu wihlen, daB sie mit o(u) immer eine Gera-
de gemeinsam haben. Man wihle also die Kurven (4, (4)), (4,+2(4)) so daB jede
von ihnen die Schmiegebene o(u) in einem Punkte durchschneidet, der verschieden
von Yist, und weitere Kurven (4, 3(u)), ..., (42,(u)) so daB fiir u € I die Determinante

|4y, 45, ..., A3,
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von Null verschieden ist. Die Punkte 4,4, ..., 4,, bilden eine Basis des Raumes S.
Die Riaume S, S sind erzeugende Riume der Mannigfaltigkeiten V, V.

Zusammenfassend bekommt man

Al = Y,
A, = a¥+ a4+ @Y + ..+ a7y h,
4, = ¥+ Y + alY"+.. 4 a7lyeb,

0 1
Apry = GppqY + apiyY',

0 1 2 ”
An+2 = an+2Y+ an+2Y’ + a‘n+2Y ’

0 1 2 2n—1y(2n—1
Apss = A3l + p Y + ag Y + .+ ag15'YOD,

Ay = ad Y+ a3Y + a3Y" +... + a3 YO,

Grey 0, @i, *0.

Die Anzahl der Funktionen, von denen die Wahl der Eckpunkte A4,,..., 4,, ab-
hingig ist, kann wieder vermindert werden. In dhnlicher Weise wie im vorangehenden
Falle sind die Punkte A4, ..., 4, des Raumes S durch die Punkte 4,, ..., 4, zu er-
setzen. Die Anzahl der Koeffizienten, die die Punkte 4, (r = 2, ..., n) bestimmen, ist
um r — 1 kleiner als die der Punkte A,. In analoger Weise werden die Punkte 4, ,, ...
..., A,, eingefiihrt. Durch Normierung der Punkte A4,, ..., 4,, ist es mdglich noch
2n — 1 Koeffizienten abzuschaffen. Deren Gesamtanzahl ist also

@Er—-1D+@2n—-2)+...+2n—n+1)+2+2+02n—-2) + ...
o+ (2n—=n+1)-2n—-1)=3n>-Tn +6.

Durch die Wahl der Punkte A; sind die notwendigen Bedingungen des Satzes 4
fiir Existenz der Mannigfaltigkeiten V, ¥V erfiillt. Wir zeigen, daB diese Bedingun
gen auch hinreichend sind.

Wir setzen z.B.
Z=Adpy=a3,Y+Y, Ayy=a,,Y +Y.
Dann bekommt man
Z' = Ay, + [‘123-1 - a,?+1(a2+1 - a:+‘z)] Y+ (a,?.,.l - a:+2)Z .

Man kann sich jetzt leicht iiberzeugen, daB die Raume (ty, Z), (tz, Y) die Dimen-
sionen n haben. Daher sind Y, Z zugeordnete Q-Punkte, (Y, Z) die Q-Gerade und ¢
die gemeinsame Q-Flache der betrachteten P-Paare.
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DIE LOSUNG DER PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNG
Urers = A(t, %) uy, + B(1, x) u,, MIT GEWISSEN NEBENBEDINGUNGEN

VERA RADpOCHOVA, Brno

(Eingegangen am 19. April 1972)

Wenn wir bei dem Ableiten der partiellen Differentialgleichung der Langsschwin-
gungen von Stiben die energetische Methode beniitzen und dabei die Deformation
des Querschnittes in seiner Ebene in Erwégung ziehen, erhalten wir die Differential-
gleichung der Schwingungen mit einem Korrektionsglied vierter Ordnung

Uy + a(t, X) Upryr + b(t, x) uy, =0,

welche von A. E. Love stammt [1].
Ist a(t, x) % 0, so konnen wir diese Differentialgleichung in der Form

(6)) Uprrr = A(t, x) iy + B(t, X) 1,y
oder noch allgemeiner in der Form

(2) Uextt = f(t, Xy Uxxs utr)

schreiben.

Der Losung und den Eigenschaften dieser Differentialgleichung fiir gewisse An-
fangs- und Randbedingungen, sind die folgenden Absitze gewidmet.

Wir beschiftigen uns mit der Losung der Differentialgleichung (2), die den folgen-
den Nebendingungen geniigt:

Die Integralfiiche soll zwei sich schneidende Raumkurven enthalten, die iiber
zwei Charakteristiken liegen, die in ihrem Schnittpunkte verschiedene Richtungen
haben. Lings einer dieser Raumkurven werden noch die Tangenten in der Richtung
gegeben, deren Projektion auf die tx-Ebene mit der Richtung der zweiten Charakte-
ristikenschar tibereinstimmt. Lings einer dritten Charakteristik, die zu demselben
System gehort wie die, liber welcher wir nur die Funktionenwerte kennen, ist noch die
Richtung der Tangenten gegeben und zwar so, dass ihre Projektion auf die tx-Ebene
mit der Richtung des zweiten Charakteristikensystems iibereinstimmt. Diese dritte
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Charakteristik kann entweder von den ersten zwei Charakteristiken verschieden
sein, oder kann mit der libereinstimmen, iiber welcher wir nur die Funktionenwerte
kennen. .

Die physikalische Bedeutung dieser Nebenbedingungen liegt darin, dass wir fiir
einen Stab, dessen Achse mit der x-Achse ilibereinstimmt, den Anfangszustand und
die Anfangsgeschwindigkeit kennen und an einem Ende des Stabes die Verschiebung
und entweder an dem zweiten Ende, wenn die drei Charakteristiken verschieden sind,
oder an demselben Ende, wenn zwei von ihnen zusammenfliessen, die nichtkorrigierte
Spannung vorgeschrieben haben.

Satz 1. Es sei die Differentialgleichung (2) gegeben. Die Funktion f(t, x, v, w)
sei in dem Gebiete D = {a¢ < x < B, y <t < 8}, und fiir beliebige v, w stetig und
erfiille in jedem kompakten Teilgebiete D, = D in Bezug auf v, w die Lipschitz-
Bedingung

(3) |£(t, %, v2, wo) — (8, x, 04, wi)| £ M(Jo, — v| + |wy — wy).

Ferner seien ¢o(x), ¢,(x) Funktionen der Klasse C*(I,), wobei I, = {a < x <
< B} ist, Yo(t), ¥y(t) Funktionen der Klasse C*(I,), wobei I, = {y <t < 8} ist,
und die Zahlen ¢, < &, €l,, t€l, so gegeben, dass fiir diese Funktionen die
Beziehungen

(4) ‘Po(fo) = ‘po(f) > (01(50) ‘1’0(7) 99(')(51) = ‘/’1(“7) > (0’1(51) = ‘/’i(“)

gelten. Dann hat die Differentialgleichung (2) in dem Gebiete D mindestens eine
Lisung u = u(t, x), die ldngs der Charakteristiken x = &y, x = &,, t = © die Be-
dingungen

(5) u(t, x) = @o(x), ul1,x) = @s(x), u(t, &) = Vo(t), ut; &1) = ¥u(t)
erfillt.

Beweis. Wir werden diesen Satz mittels des Iterationsverfahrens beweisen.

Als erste Annaherung nehmen wir die Funktion
©) uo(t, x) = @o(x) + Yo(t) — ¥o(7) +
+(t = 1) [04(x) — 04(Z0)] + (x = &o) [¥4() — ¥1(9)] — (x — &o) (t — 7) ¥1() -
Sie erfiillt die Bedingungen (5) und gehért der Klasse C?(D).

Wenn u,_,(t,x) die (n — 1)-te Naherungsfunktion ist, die der Klasse C*(D)
gehort, so gehdrt der Klasse C2(D) auch die n-te Annéherung

(7) u,(t, x) = ug(t, x) + F,_4(t, %),
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wobei die Bezeichnung

2u, 0%u
(8) F,‘(t x) J‘ J. J-g J‘ (tz’ 2 P zk, azk)dxz dx, dt, dt,
o 31

beniitzt wurde.

Es soll nun gezeigt werden, dass die Folge der Naherungsfunktionen u,(t, x) in
Jedem kompakten Teilgebiete D, = D, Dy = {0ty < x < By, 7o < t < 8}, Wobei

L & £ &1 £ Bos Yo S T S 0, ist, gleichmaissig konvergiert.

Die Funktion f(t, x, 8%u,/0x2, 0%ue[0t?) ist in D, stetig, so dass |f| < 4 ist und
fiir n = 1 die folgenden Beziehungen gelten:

A
it ) = ol ) 5 2 s = o 5 = ol b =l

uy(t,x) _ uo(t, x)| _ 5
ox? x| 2 Fle=.
O%u,(t, x)  0uy(t, x
i e

Wird 2K = max {2; [(Bo — %) + (60 — 70)]*} gesetzt, gelten die Beziechungen

(8) |us(t, x) — uo(t, x)| < 3AK(|t — 2| + |x — &| + |x — &)?,

62ul _ 6 uo
ox? 0x?

<{-AK(|t—r]+[x—€0|+|x—§|)

*u;  0%ug

ar? ot? < JAK(|t = 7| + |x = &o| + |[x = &])*.

Wir nehmen nun an, dass fiir n = m die Beziechungen

A (2MK m

©)  [tnlts ¥) = tnos(t, %)| < ZM((z )? (It = | + |x = &o| + x — &)™,
o*u,  *u,_ A (2MK)™ -
et S O =]+ b = &l + b= ™
%u, u,_,| _ A (MK)" | .
o~ |5 e gy bl -

gelten, wo M die Lipschitz-Konstante ist. Fiir m = 1 sind die Beziehungen (9) erfiillt,
da sie mit den Bezichungen (8) iibereinstimmen.
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Wegen der Giiltigkeit der Lipschitz-Bedingung (3) ist fir n = m + 1

|um+1 - uml é
192 2
<Mjf ff ( L 'a";’—a“ )dxzdxldtzdt,=
B de 3"2 3xz latz a2
A (2MK)" *1
< = oM x5 = &o| + |x2 = & + [tz — 1)
= KOS RS L)
A (2MK)™*!
Ldx,dx,dt,dt, £ — 2 (|t —1| + |x — + |x — &])2m+2
2 152 F0 2 (2m + 2)' (I Tl I éol I 51')
2.: 2 t rYy 2 2
Uy _ Oy, <M Pu, ]a dt, dt, <
ox* ox? ox? ax |8t2 ot 2
A (MK) S 2m+2
S —_— t — 1 4+ |x — + |x — m .
2 2 2
a_ulﬂ_ < Um—1 aum_aum—l dxzdx1,<=
or? atz o de ax2 ax2 or? or?

m+
<i£mi)_ lt

= 2M (2m + 2)! =+ x - é°| + = éll)zm”'

Daraus folgt, dass die Folge der Funktionen

u,(t, x) = ug(t, x) + [uy(t, x) — uo(t, x)] + ... + [u(t, x) — u,_4(t, x)]

und die Folgen ihrer partiellen Ableitungen zweiter Ordnung nach x und % fiir n - o
in jedem kompakten Rechteck D, gleichmissig gegen die Funktion u(t, x) und
gegen ihre zweiten partiellen Ableitungen nach x und t konvergieren.

Die Funktion u(t, x) und ihre zweiten partiellen Ableitungen nach x und ¢ sind also
in dem ganzen Gebiete D vorhanden.

Aus der Beziehung (7) erhalten wir fiir n — oo die Funktion u(t, x) in der Form

t 1y x X1
(10)  u(t, x) = uo(t, x) + J‘ J .[ f(tgs Xa, tyy, uy) dx, dxg dt, dt
' tdt Jood &

woraus folgt, dass auch die vierte Ableitung u,_,,, existiert und stetig ist, so dass die
Funktion u(t, x) der Differentialgleichung (2) geniigt. Aus der Beziehung (10) ersicht
man auch, dass die Funktion u(t, x) die vorgeschriecbenen Bedingungen (5) erfiillt.

. Aus der Giiltigkeit der Lipschitz-Bedingung folgt nicht nur die Existenz der Lésung
des Problems (2), (5), sondern auch die Eindeutigkeit dieser Lésung.
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Satz 2. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 gibt es in D genau eine Losung
der Differentialgleichung (2), die die Nebenbedingungen (5) erfiillt.

Beweis. Wir nehmen an, dass es zwei solche Losungen u(t, x) und #(r, x) gibt,
die den Nebenbedingungen (5) und den anderen Voraussetzungen des Satzes 1.
geniigen.

Fiir diese Losungen muss also gelten:

t t x X1
(A1)  u(t, x) = uoft, x) + J J J f(ty, X3, s, uy,) dx, dx, dt, dey
TJdt SodJ &1

t t1 x X1
a(t, x) = uolt, %) + j f J Ptz %o B ) G5z dxy Aty iy
TJt So ¥ &1

(12) u(t, x) = @z, %), wut, %) =, x),
u(t’ éo) = l—l.(t, éo) s u,(t, 60) = ﬁt(t’ 50) s
ut, x) = i1, x), ut, &) =t &).

Es geniigt nun zu zeigen, dass die beiden Funktionen u(t, x) und (¢, x) in jedem
kompakten Teilrechteck D, = D, das die drei Charakteristiken t = 7, x = &,
x = &, enthélt, ibereinstimmen. Der Lipschitz-Bedingung gemass ist:

(13) £t %, s wge) = S, X, gy Ugg)| S M|ty — | + [ty — 4e]) -

Es sei fir ap < x < B, entweder & = &, wenn |x — &| = |x — &| gilt, oder
&= ¢, wenn |x — &| < |x — &,] gilt. Wir fiihren die Funktion

(14) oft, x) = (Ju — @] + |ug, = | + |4y — #,]) e "

ein, wobei E = K(|x — ¢| + |t — 1]) und K = ((J2M)/(J/(1 + 2M) — /(2M)))*/
ist, wobei M die Lipschitz-Konstante darstellt.

Wenn wir ferner die Bezeichnung

t ty
(15) Fult, x)=j f Pt %, s 1) dty dy
T T

x X1
Fult, %) = J 7108, 5 1 1 il 51
o d &1

einfiihren und mit dem Querstrich dieselben Werte fiir die Funktion i(t, x) bezeichnen,
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gilt fiir die Funktion o(t, x) wegen (8), (11), (12), (13), (14) und (15) die Beziehung

o(t, x) = e E{|F(t, x) — F(t, x)| + |Foult, x) — Foelt, )| +
’ + |Fn(t’ x) - Fn(t: x)l} =

x (x1 LN 31
< MeE {f J~ o(t, x,) e dx, dx; + J. f o(ty, x) eF dt, dt; +
go J &1 tJdr
t 1 51 x X1
+ J. J J. f w(ty, x,) €f dx, dx, dt, dtl} .
tJdt JEoJ&

Wenn wir = max o(t, x) bezeichnen, folgt:
(t,x)eD,

o(t, x) < Me™% [j J. J j‘ ef dx, dx, dt, dt, + J' j eFdx, dx; +
g0 ¥ &1 god &1
efdt,dt, | M 2 +— = —
2 diy 4 k2 pry 2/‘

Fiir jeden Punkt von D, gilt w(t, x) < %u, also auch u < 4u, woraus folgt, dass
p = 0 ist und damit auch w(t, x) = 0 in jedem Teilgebiete D, ist.

Wenn die rechte Seite der Differentialgleichung (1) die Voraussetzungen des
Satzes 1 erfiillt, gibt es in dem Gebiete D genau eine Losung des Problems (1), (5).

Wir befassen uns nun mit der Differentialgleichung (1), in welche

B(t, x) = L

CZ
~=

(16) Aty x) = —

Q

eingesetzt wird, wobei a? # 0, c? gegebene Konstanten sind. Die Funktion

1 c?
f(ts Xy Uxxs uu) == Uy — 2 Uyx
- a a

erfiillt die Lipschitz-Bedingung in der ganzen tx-Ebene.
Wir wihlen 7 = 0, &, = 0, £; = L, so dass die Nebenbedingungen (5) die Form

(17) u(0, x) = @o(x), uf0,x) = @y(x), u(t,0) =o(t), ult,L) = y,(r)

erhalten, wobei @o(0) = ¥/o(0), ¢;(0) = ¥5(0), 95(0) = ¥4(0), ¢1(0) = ¥;(0) ist.
Wir nehmen ferner an, dass die Funktionen ¢y(x), ¢,(x), ¥o(?), ¥/,(f) die Voraus-
setzungen des Satzes 1 erfiillen, sodass die partielle Differentialgleichung

é2

(18) Usxee = ;'5 Uy — P Uxx
genau eine Losung in dem Gebiete D hat.
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Als erste Annidherung nehmen wir die Funktion

(19) uo(t, x) = @o(x) + Yolt) — ¥o(0) + t[os(x) — ¢4(0)] +
+ x[Yy(1) — ¥1(0)] — 2x 9i(L).

Aus der Beziehung (7) erhalten wir die k-te Naherungsfunktion in der Form

u(t, x) = uy(t, x) + [Yo(t) — ¥o(0) — 1 ¢5(0)] Z Pz,,(L x) +

+ a[y,(t) — ¥,4(0) - t‘ﬁlx(o)]ngl F’ P2n+1(Ls x) + [@o(x) — @o(0) —

—xoyp] y &Y (‘) + 2[00 - 0:(0) -

n=1 (2 )!
—xolD] 3, (2( +1)1) ( )2"“+mé1 {aTl... Uzm%(x) dx —
— Py 90(0) — Pyt (pf,(L)] 2 (zn))' (n + Z - 1) (%t)z..+

1 a :
+ o [j q)l(x) dx — sz q)l(()) —
a c 2m

- Parti®] 3, ("*'"“1)(1‘)’"“+

n=1 (2n + 1)! m a

+{- 1)'"() [ wtra 3 ),wo()—

(2t2": 11)' alf ): ki }'{12— <n ! Z ) 1) Fully )+
#=7 (8)e[ [ wipar- o ) 0 (0) -
TS A ).

wobei die Bezeichnungen

x X1 X2m=-2 X2m-1
J. @fx)dx = J‘ J. I J @d(*2m) dXgp ... dx, dx,, i=0,1,
‘2m 0JL (1] L
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j vi(t) dt = IJ I Vitan) dtam .. dty dty, =01,

L2m 2k—-1

(2m)' k=0 (2m -2k — 1)!

Pi L, ) Pyii(L,x), m=1,2,...

x2m+1 m—1 L2m-2k

@m + 1)1 Z, (2m — 2k)!

P2m+1(L»x)= P2k+1(L,x)’ m=12,...

Po(L,x)=1, PI(L,x)=x
beniitzt wurden.

Durch den Grenziibergang k — co erhalten wir die Losung des Problems (18), (17)
in der Form

u(t, x) = Yo(t) — ¥o(0) — @o(0) + x ¥,(1) +

+ [@o(x) — ©0(0) — x @o(L)] cos%t + g [o:(x) — ¢,(0) — x 03(L)] sin-'“;—t +
+ [Wo(t) — ¥o(0) — £ 5(0)] Z P2n + a[yy(1) — ¥4(0) —
~ YOS, s Paues + 3 { ‘ U 90o(x) dx —

— Py 00(0) — Pansy ¢(,(L)] n{z ﬂ(n +m — 1) <§)2n+

=1 (2n)! m

+ L : [J-zmq)l(x) dx = Py 0:(0) = Pame s ¢;(L)] 5 U

(2n + 1)'

()@ e () [ o - -
B (2:"'“) Vol )] 2 ; (n i :: - 1) P,, + (—1)"'(%)2'" a[mel(t) dt —

t2m+l

O O L () e

Wenn die zwei Charakteristiken x = 0 und - x = L zusammenfliessen, wenn also
die Nebenbedingungen die Form

(20) (0, 1) = 0ox); u(0,) = u(x); u(t0) =o(t); ut0) = yu(t)
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haben, erhalten wir die Lsung des Problems (18), (20) in der Form
u(t, x) = @o(0) + 1 ¢4(0) + ¥4(0) + 1x y3(0) +

+ [polx) = #0(0) ~ x ¢i(0)] cos < + 2 [ps(x) ~ 9(0) ~ x 93(O] sin & +

+ [Yo(t) — wo(0) — £ ¥5(0)] cosh-z- + a[Yy(f) — ¥4(0) — t¥4(0)] sinh’ﬁ +

L] s -0 -G WWZ%
(N -
“nr % S i)n () (if)z"“*
# 0 () [ [ wor e = G k) — G )|

Bl 2L

t2m+1

¥4(0) - %()Z

(2 )' (2m + 1)! (2n + 1)! (n ’ : ] 1) (ﬁ)’"“}.
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A BAIRE FUNCTION NOT COUNTABLY DECOMPOSABLE
INTO CONTINUOUS FUNCTIONS

Roy O. DAvies, Leicester
(Received July 28, 1972)

In connection with a problem of KARTAK [1], VRKOC recently constructed [2]
a measurable real function f on I = [0, 1] such that I cannot be partitioned into
countably many sets A, with each restriction f | A, continuous. He asked whether
for every Baire function there does exist such a partition of I into Borel sets. Here
it will be shown that, on the contrary, there exists a function of Baire class 1 for
which there exists no such partition whatever, even into non-Borel sets.

Theorem 1. If f: A — I is continuous, where A is a subset of I, then given ¢ > 0
there exists a closed set F = I x I such that F A Gr(f) =0 and m(F,) =1 —¢
forallxel.

Proof. For each element ue A, let J, = {(u,y): |y — f(u)| < 3¢} and K, =
= ({u} x I) \ J,. Denote by E the closure of the set D = U{K, :u e A}. First,
we observe that E n Gr (f) = 0. Indeed, given any point (u, f(u)) € Gr (f), we can
choose 6 > 0 so small that

ved&|o— u| < 5= |f(v) — f(u)] <¢fd;

then the open rectangle with centre at (u, f(u)), width 26, and height e contains
no point of D.

Next, we prove that for every x € 4, thesetI \ E,is an interval of length at most e,
open relative to I. Since E, is closed, it is enough to show that if y,, y,€l \ E,
and y, < y < y, then (i) y, — y; < eand (i) yeI \ E,. Consider any u € A with
|u — x| < &, where & is the smaller of the distances of (x, y,) and (x, y,) from E;
then (u, y,)eJ, and (u, y,)€J,, and (i) follows. Moreover |y — f(u)|< }e —
— min (y, — y, y — »,); hence the open rectangle with centre (u, y), width 26,
and height 2 min (y, — y, y — y,) contains no point of D, and this establishes (ii).

To construct F we adjoin to E a large part of each strip S = (¢, d) x I, where
(c, d) is an interval of I \ A; namely, the whole of S except for an open *corridor”

398



(with rectilinear edges) joining the open vertical intervals G = {c} x (I \ E,) and
H ={d} x (I \ E;). (If G = H = 0 we include the whole of S in F; while if, for
example, H = @ but G % @ then we include the whole of S except for the open
triangle joining G to the point (d, z), where (c, z) is the mid-point of G.) It is easy
to verify that the resulting set F is closed, and it clearly has the other required pro-
perties.

Theorem 2. Let f:1 — I be such that there is a partition I = \J A, with each
n=1

restriction f| A, continuous. Then given ¢ > 0 there exists a closed set F = I x I
such that F 0 Gr (f) = 0 and m(F,) 2 1 — ¢ for all xel.

Proof. Let )¢, be a convergent series of positive terms with sum less than e.
By Theorem 1 there exists for each n a closed set F, =1 x I such that
F,nGr(f|A,) = 0and m[(F,),] 21 — ¢, for all xel. The set F = NF, has the
required properties.

Theorem 3. There exists a function f :1 x I of Baire class 1 such that I cannot
be partitioned into countably many sets A, with each restrictionf] A, continuous.

Proof. In view of Theorem 2, it is sufficient for f to have the property that
F A Gr (f) # 0 for every closed set F = I x I which satisfies F, + 0 for all x el.
It is known [3] that there exists a function with G, graph having the stated property;
this is not quite enough, but the example constructed explicitly in [4] is lower semi-
continuous and therefore in the first Baire class. .

Note added 13 January 1973. In a paper by L. KELDYSH (Sur les fonctions premiéres
mesurables B, Dokl. Akd. Nauk SSSR (N.S.) 5 (1934), 192—197) it was shown
that for every a there exists a function f : I — I of Baire class &, such that I cannot
be partitioned into countably many sets A, with each restriction f /A,l of class less
than «, thereby answering a question of P. S. Novikov, who had already proved the
result stated above as Theorem 3.
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ON THE DEGREES OF GRAPHS WITH «(G) < 2

JAROSLAV MORAVEK, Praha

(Received July 31, 1972)

Certain results are proved concerning the degrees of finite undirected graphs with
the stability-number at most 2 (theorems 1, 2, 3). By applying theorems 1 and 2 we
obtain the solution of an extremal combinatorial problem proposed by the author
in [1] (theorem 4 of this paper). The obtained results generalize respectively modify
a special case of a theorem of Turan (see e.g. [2], p. 269). The reader who is interested
also in other generalizations or modifications of the Turdn’s theorem may consult
e.g. [3], [4], [5] and [6].

Let n be a given integer, n = 2, and put K, for a complete undirected graph without
loops and multiple edges (cf. [2] pp. 5—7) with n vertices uy, u,, ..., u,. Let us as-
sociate with each partial graph (see [2] p. 7) G of K, its stability-number «(G) (cf. [2],
p.260), and put d;(G) (j = 1, 2,..., n) for the degree of the vertex u; in G (cf.[2], p. 6).
Further, let us denote by %, the family of all partial graphs G of K, such that «(G) < 2.

Theorem 1. Let G € G,. Then a partition®)

{{uioys teey Ui} {Uiar 1 -0 Vi }}

of the vertex-set {uy, u,, ..., u,} exists such that

(i ' 1gag[f]’),

(ii) ‘min {diy(G), ..., diG)} 2 a — 1,
(iii) min {d;,41)(G), ..., diw(G)} 2 n—a — 1.

Proof. Let G € ,. The subgraph (cf. [2], p. 7) of G generated by a nonempty
set V < {uy, u,, ..., u,} will be denoted by G(V). We shall distinguish the following

1y The term “partition” will denote a disjoint decomposition.
2) The symbol [¢] will denote the integer part of a real number ¢£.
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two cases:

(a) min {d(G), d,(G), ..., d,(G)} > g — 1

(B) min {dy(G), d,(G), ..., 4,(G)} < g —1.

In the (o) case the assertion of the theorem is obviously fulfilled for a = [4n] and for
an arbitrary partition having the form {{u;y, ..., Uygap}s {Wins214 1) - +» Yiem} }-

Thus, let us consider the (B) case. Choose for u;;, any vertex such that
di1)(G) = min {d}(G) |j = 1,2,...,n},

and denote by u;,), ..., U;(, all the vertices adjacent to u,,,. Further, let u;,. ), ...
.+.» U,y denote all remaining vertices. We shall show that the partition

{uwiay - Wi }s (Ui 1y - Wiem}}

constructed in this way, has properties (i)— (iii).

Properties (i) and (ii) follow immediately from our construction and from (B); it
remains to verify (iii). Indeed, the subgraph G({t;(,4 1y, - .., U;,)}) must be complete.
Since assuming, on the contrary, that non-adjacent vertices .u;,, and u;,; exist such
that a < y < 6 < n we obtain a stable set (cf. [2], p. 260) {u;(), Uy, Uy}, Which
contradicts #(G) < 2.

From the completeness of G({U;(s+ 1), - -+, Uy }) (iil) immediately follows. []

The following theorem shows that lowerbounds (ii) and (iii) established in theorem

1 are best possible, and it describes all graphs G € G, for which in (ii) and (iii) equality
holds.
Theorem 2. Let a€ {1, 2,..., [4n]}, and let

{Uiay - Ui} {Wiae1ys -0 Yigm}}

be a partition of the vertex-set of K,. Then G € G, exists such that

(1) d(G)=a—1 for j=i1),i2),...ia)
and
(2) dG) =n—-a—-1 for j=i(a+1),...,in).

This graph is unique if a < in, and it consists of two complete subgraphs as
connectivity-components; the first connectivity-component is generated by {um),
vous Uy}, the second by {Uyi 1y, -y Uy}
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In the case of a = %n all the graphs G € G, satisfyingd(G) = in — 1(j = 1,2, ..
..., h) are just the graphs which consist of two complete connectivity-components
having an equal number of vertices.

Proof. Let G, be a graph of G, as follows: Vertices u and v are adjacent in G, iff

({u, v} = {uiqys ..o W)} Or {W, v} = {Wiai1y oes Ui} -

The graph G, satisfies conditions (1) and (2), which proves the first part of the
theorem.

Conversely, let G be an arbitrary graph satisfying (1) and (2), and let us choose
a vertex u;;, such that

d;1)(G) = min {d,(G) |j = 1,2,...,n}.

Then dj(l)(G) = a — 1. Further, let uj,), ..., U;, be all the vertices adjacent to u;,,
and denote by U, 1), - .., U the remaining vertices. Analogously as in the proof of
theorem 1 we obtain

3 min {d;;(G), -, djw(@)} Z @ — 1,

“ min {dje+1(G), .-, djw(@)} 2 n —a — 1,
and

O G({uj@r 1y - Ujim})

is complete.
By combining (1), (2), (3) and (4) we obtain further

(6) dj)G) = ... = d;w(G) =a -1,

() dja+1)(G) = ... = djw(G@) =n —a -1,

and moreover if a < in:

® {0, (2, -+ i(a)} = {i(1), i(2), -, i(a)}
{i(a + 1),...,j(n)} = {i(a + 1),...,i(n)} .

Now, it follows from (5), (6) and (7) that no vertex of {u;y), ..., U} is adjacent to
a vertex of {Uj,41), ..., ;) and hence G({u; ), ..., U;,}) must be also complete.

Thus G consists of two complete subgraphs -

G({ujays - Uy}) and G({Ujgr1ys - Ujim})

as connectivity-components, and moreover (8) holds if a < 4n. [
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Let us denote by 4, the family of all n-dimensional vectors (64, 8, ..., 8,) such that
6, =d(G) (j =1,2,...,n) holds for some G € ®,. Let # denote the partial-order
relation on 4, as follows:

(51 8,) R (5, .. 8)) i 8,8} (j=1,...,m).

Vector (87, ..., 8y) € 4, will be called a minimal element of 4, iff for any (8, ..., é,)€
ed,

(81 v 8) B (8%, o 6%) = (811 00 6,) = (6% ..., 8) .

By using theorems 1 and 2 we obtain easily the following characterization of mini-
mal elements of 4,,.

Corollary. Vector (34, 85, ..., 8,) € 4, is a minimal element of A, iff there exists
a partition

{{i(V), ..., i(a)}, {i(a + 1),...,i(n)}} of {1,2,...,n}
such that 1 < a < 1in,
d,=a-—1 Jor j=i(1),...i(a),
dj=n—a—1 for j=i(a+1),..,in). O

In the next theorem, another extremal property of the degrees of G € &, is investi-
gated.

Theorem 3. Let G € G,. Then

r 3n—4\*> _n
9 d(GQ) — < —.
©) J;(’() 4 )‘16
Further, the equality
g 3n — 4\* n?
d{(G) — e
,.;( A9 4 ) 16

holds iff either G = K, or G consists of two complete subgraphs as connectivity-
components.

Remark 1. The first part of this theorem follows also from [1].

Remark 2. The assertion may be formulated in a geometrical fashion as follows:
The vector (d4(G), d5(G), ..., d,(@)) is contained for any G € G, in the ball defined
by (9). Moreover, the theorem describes all graphs G € 6, the vector of degrees of
those belongs to the boundary of the ball (9).
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Proof of the theorem 3. Let us put E for the set of all edges of G. We shall say
that e€ E is incident to a triplet (u;, u;, u,) where 1 < i <j <k < n if e links
some pair of vertices u;, U, u;. Let us denote by T(e) the set of all such triplets which
are incident to e, and put

(10) T=UT@.

It follows from a(G) < 2 that T contains all triplets, and hence

(11) card T2 = 1()5(" =3
On the other hand, it follows from (10) that
card (E)
(12) card (T) = 21 (=1~ YO card (T(ey) N ... 0 T(e,)) ?)

where @ card (T(e;) n ... n T(e,)) denotes the sum of card (T(e;) N ... N T(e,))
over the family of all r-element subsets {e,, ..., e,} of E. From (12) it follows im-
mediately

(13) card (T) ='§1(—1)"'1 Y@ ca:rd (T(ey) N ... 0 T(e,)

since the remaining summands on the right-hand side of (12) are zero. (This follows
from the fact that at most three distinct edges can be incident to a common triplet.)

Now we shall express the first and the second summand on the right-hand side of
(13) by using d(G), and estimate the third:

(14) ¥ card (T(e,)) = (n — 2) card () = " 2élar,.(a)

(since each edge is incident to exactly n — 2 triplets),

(15) T card (T(e;) ~ T(ey)) = %éld,(a) (d46) - 1),

(since any two distinct edges are incident to a common triplet iff they have one com-
mon vertex), and

(16) T card (T(ey) n Tles)  T(es) <
< 3T card (T(ey)  T(ey)) = %jéld,(G) (d46) - 1),

(since to each three edges incident to a common triplet three pairs of edges correspond
occuring in ) ® card (T(e,) N T(e,)).

3) According to the so called “principle of inclusion and exclusion”.
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By combining (11), (13), (14), (15) and (16) we obtain the inequality

n ; 2;1(1,(6) - &éld,(a) (d(G) - 1) = rf(n - 12 (n - 2)
which yields
,-:1 (df(“)2 - §"—2_—4 d,.(c;)> < _nn = 1;(,1 -3
and ,. -
£ (w9 -2 <L,

proving the first part of the theorem.
Now, let for G € G, the equality in (9) hold. Then

33 card (T(e,) N T(e;) N T(es)) = Y card (T(e,) N T(e,)) ,

and hence for any vertices u, v and w of G if u is adjacent both to v and to w then
also v and w are adjacent, i.e. the subgraph G({u, v, w}) is complete. We conclude im-
mediately from this fact that each connectivity-component of G is a complete sub-
graph. Further ¢(G) < 2 yields that G has no more than two connectivity-components,
and hence our assertion.

In order to complete the proof we must show that the equality holds in (9) if
G = K, or G consists of two complete connectivity-components. Indeed, it follows
from our assumption that an integer a€ {0, 1, ..., [4n]} and a partition {{i(1), ...
..y (@)}, {i(a + 1), ..., i(n)}} of {1,2, ..., n} exist such that

a-1 for j=i(1),...,i(a),
n—a—1 for j=i(a+1),...,in).

4@ =
(If @ = 0 then d;(G) = n — 1; this case corresponds to G = K,.) Then

,él ( 4(G) 3n4— 4)2 _

which completes the proof. ]

Theorems 1 and 2 will be now applied for the solution of an open problem from [1].
Let be given nonnegative numbers ¢y, c,, ..., c, assigned respectively to uy, u,, ..., u,.
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(The numbers ¢y, c,, ..., ¢, will be considered as weights of vertices.) Put
n
T e eency) =min{Y ¢,d(G)|GeG,}.
j=1

The problem of determing t,(cy, ..., ¢,) was proposed in [1]*). The following theorem
solves this problem, and moreover, in the case of ¢; > 0(j = 1, 2, ..., n) it describes
all extremal graphs G € G,

Theorem 4. a) It holds that
T,l(C‘, - C”) = miﬂ ((a — l)jzlci(j) + (n - = 1)j_2+1c,(”)

where the minimum is taken over the family of all partitions {{u;), ..., Uym},
{Uiar1ys -0 Wim}} Of {uy, ..., u,} such that 1 < a < in.

b) Let min {c;|j = 1,2,...,n} > 0, and
jzlcj dfG) = 1,(cy, €201 ) -

Then G is a graph consisting of two complete subgraphs as connectivity-com-
ponents.

Proof. The a) part follows by combining theorem 1 and the fact that the function
“(8yy -vus By) = €163 + ... + ¢,0,” is isotonic on 4,.

If min {c;|j =1,2,...,n} > 0 then the considered function is even strictly iso-
tonic. Thus it follows from

élc, UUE) = oforcacy) it (dfS);r dIE))

is a minimal element in 4,, and hence G is a graph described in the theorem 2, which
completes the proof. []

Remark. It follows from this theorem that for determining all solutions of the
considered problem if ¢; > 0 (j = 1, ..., n) it is necessary and sufficient to determine
all partitions {{u;c1y, --.» Yia)}> {Mica+ 1> -+ Uimy}} Such that 1 < a < 4n and

@-DYepn+m—a—1) Y cjj=min=1cy, ..., ¢).
‘ j=1 j=a+1

") This problem was probosed by the author also at the ““Conference on Graph Theory and
Combinatorial Analysis” held at Stitin (May 1972).
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If we put ¢;, =c¢, =...=c, =14 in the previous theorem and observe that
n
Y. ¢; d{(G) equals the number of edges of G (i.e. card (E) according to the notation
j=1
used in the proof of theorem 3) in this case we obtain easily the following assertion

that coincides with a special case of the Turan theorem.

Corollary 1. If G € ®, then the number of all edges of G is at least [}(n — 1)*].
Moreover, card (E) = [4(n — 1)*] iff G consists of two complete connectivity-
components. []

In order to simplify the computation of 7,(cy, ..., ¢,) the following simple fact may
be useful.

Corollary 2. If ¢, 2 ¢, =...2¢,20%) then t,cy,...,c,) = min{(a — 1).

Zc +(n—a-1) Z ¢jla=1,2,...,[4n]}

j=a+1

Proof. In view of theorem 4, it is sufficient to prove that

(a_ 1)201(1)4'("_‘1_ 1) Z Cijy 2

j=a+1

>(a—-1)Zc +(n—a-1) Z ¢

Jj=a+1

holds for any partition {{i(1), ..., i(a)}, {i(a + 1),...,i(n)}} of {1,2,..., n} such
that 1 < a < in. Indeed

(@=DYep+(@n—a-— ) Y ap=
ji=1 Jj=at+1

v

=(a— I)é,c"(“ #i(n =~ 2“)}_:%10:0) =f(a = 1)_;% +(n - 2“)_=§::Hciu)
>(a- 1)élc, +(n— 2a)j=:2+1cj (a - 1)zc tn—a-1 7Y ¢

j=a+1
which completes the proof. []

The results of this paper can be also formulated in a different form. Let & denote
the family of all partial graphs G of K, that do not contain “triangles”, i.e. complete
subgraphs with three vertices. Let us consider the bijection @ : &, <> G such that
®(G) is the complementary graph of G € 6,. By using the mapping & we can state
theorem 1 in the following equivalent fashion:

5) This can be guaranteed by an appropriate numbering of vertices.
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“Let Ge G}, Then a partition

Huiay o vi@h {Wi@say - tiw}} of {uy, .. 0}

exists such that

() 1§a§[§]

(i) max {d;1,(G), ..., di(G)} <1 — a
(iid) max {dgs 1)(G), - di(@)} £ @ .7

Also the remaining assertions of this paper may be formulated in a ‘“‘complementary”
fashion.

In the conclusion we present the following problem: Theorems 1 and 3 are certain
necessary conditions for n given nonnegative integers to be representable as degrees
of a certain graph Ge ®,. We find it interesting to look for some necessary and
sufficient conditions.

References

[1] Mordvek J.: O jednom extremdlnim problému pro grafy s a(G) < 2. Casopis pro péstovani
matematiky (to appear).

[2] Berge C.: Graphes et hypergraphes. DUNOD, Paris (1970).

[3]1 Motzkin T. S. and E. G. Straus: Maxima of Graphs and a New Proof of a Theorem of Tur4n.
Canad. Journal of Mathematics, Vol. XV1I, pp 533—540.

[4] Simonovits M.: A Method for Solving Extremal Problems in Graph Theory, Stability
Problems. Proceedings of the Colloquium held at Tihany, 279—319. Akadémiai Kiado,
Budapest 1968.

[5] Sauer N.: A Generalization of a Theorem of Turdn. Journal of Combinatorial Theory, 10,
109—112 (1971).

[6] Novdk J.: Eulerovské grafy bez trojuhelnikti s maximélnim po¢tem hran. Sbornik védeckych
praci VSST, Liberec (to appear).

Author’s address: 115 67 Praha 1, Zitn4 25 (Matematicky ustav CSAV).



Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 98 (1973), Praha

r-ROZMERNE KONFIGURACE I1

JAarRoMirR KRryYS, Hradec Krilové
(Doslo dne 15. zafi 1972)

Uvod. Tato prace je pokraovanim &léanku [1], jehoZ znalost predpokladame a po-
kradujeme také v oznadovani vét, poznamek i odstavci.

4. r-rozmérné konfigurace s body U;; a M,;. Oznaéme M;; bod jehoZ i-t4 a j-ta
soufadnice je rovna jedné a ostatni jsou rovny nule. Ziejmé plati M;; = M;; a v da-

C 1 5
ném S, existuje prave (r ; ) téchto bodit M ;.
Oznaéme ST s-rozmérny podprostor daného S, uréeny rovnicemi:

(5) ayX;, + aXy, + oo+ QX+ G0, =0,

Is+1

=00 Xy, =0

X Ir+1

is+3

kde a; je rovno pravé jednomu z &isel 1a —laplati0 < s < r — 1.
Z rovnic (5) je ihned vid&t: jestlize podprostor S! obsahuje bod U, j» tak neobsahuje
bod M;; a obraceng. Soudet podtu bodit U;; a M; obsaZenych v daném S] je pravé
s+ 2
2

S, kde s > 0 lezi aspoti jeden bod U;;.

. Déle je vidét, Ze v daném S! nemusi leZet Z4dny bod M, ;- Naopak v kazdém

Véta 13. V daném S, existuje pravé 2" nadrovin S!_,.

Diikaz. Nadrovina S’_, je uréena rovnici:

(6) alxl + a2x2 L SR + a,+1x,.+1 = 0,
kde a; je pravé jedno z &isel 1 a — 1. Poget riznych rovnic (6) je zfejm& 1 + r + 1 +
+(" -; ! T L -: 1) +1 =21 nebot &islo (r -: 1) urduje podet rovnic

(6), které maji pravé s zapornych znamének u promé&nnych x;. Znasobime-li rovnici
z rovnic (6) &islem —1 dostdvame op&t rovnici z rovnic (6) a tyto dv& rovnice ur&uji
stejnou nadrovinu. Je tedy poet nadrovin urenych rovnicemi (6) pravé 2".
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Véta 14. V daném S, existuje prdvé (: : i) 2**1 s.-rozmérnych podprostors S..

Dikaz. UvaZzujme ,,pfipustny* s-rozmérny podprostor, uréeny soustavou (1).
Ztejmé tento podprostor je prostor S! a z ditkazu pfedchazejici véty snadno usou-
dime, ¥¢ k podprostoriim S! patfi dal$i podprostory uréené tak, Ze v prvé rovnici
soustavy (1) jsou také zéporni znaménka u proménnych. Polet podprostorii S;
dostaneme tak, Ze podet ,,pfipustnych® podprostorti znasobime &islem 2°*!, Z pted-

chazejiciciho a z véty 3 vyplyva, Ze podet Sf v daném S, je pravé (: I 1) Na

Véta 15. Necht s > k, potom kaZdym S; prochdzi prdvé (r :l_(; 1). 2k
riaznych podprostori St

Dikaz. Metodou pouzitou pfi ditkazu véty 2. zjistime, Z¢ danym S; prochazi
s—k

viak u s — k prom&nnych mohou zménit znaménka. Proto je tfeba ziskany podet
nasobit &islem 2°~* analogicky jako ve v&t& 13.

r= k = 1 ’ . v wr . v > v v
( ) riiznych SI, jestliZe &isla a; jsou pevné stanovena. V nafem piipadé se

Poznamka 4. Véta 15 plati i pro bod tj. prostor dimenze nuia. Plati tedy: Kazdym
bodem U;; a M;; prochazi pravé (r : 1) . 2° riiznych podprostorii SI.

Véta 16. Necht s > k. V podprostoru St daného prostoru S, le?i prdvé (Ii 1__ i)
k-rozmérnych podprostori: Si prostoru S..

Dtikaz. Tato véta je zcela obdobna vété 4. Je-li Sy = S%, potom v prvé rovnici
soustavy (5), ktera dané Sj a S! urCuje, musi byt u pfislusnych prom&nnych stejna
znaménka. MiiZeme tedy zde aplikovat ditkaz véty 4.

Véta 17. Necht M’ je mnoZina, kterd jako své prvky obsahuje viechny podprostory
ST < S8,,0 <5 £r— 1. Potom mno¥ina M’ je r-rozmérnou konfiguraci typu:

(7) '2(”2' 1), 20r -1, ..., (::;).2'-2, 2r-1

r+1 2 r—2 _ -
() e (172

..................................................

Dukaz. Tato véta plyne z pfedchézejicich vé&t. Na hlavni diagonéle matice (7) jsou
&isla podle véty 14, pod hlavni diagonalou jsou ¢isla uréena vétou 16 a nad hlavni
diagonalou jsou ¢isla, ktera dostaneme uZitim véty 15.
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Oznaéme S s-rozmérny podprostor daného S, uréeny rovnicemi:

(8) x,, =0, kde m=s+2,s+3,..,r+1

Véta 18. V daném S, existuje pravé (: i :) s-rozmérnych podprostorii SI.

Diikaz. Jedna se zde zfejm& o kombinace r — s-té t¥idy z r + 1 prvkd.

Véta19. Necht's > k. KaZdym podprostem S;' prostoru S, prochdzi prdvé (: : k)
riznych podprostorit ST, S

Dikaz. Necht S{ je dan soustavou (8) a S{! soustavou:

) x; =0, n=k+2, k+3,..,r+1.

n

Zfejm¢ musi platit, Z¢ mnoZina {x; ., x; .., ..., X;,,} j¢ podmnoZinou mnoZiny
{Xixs2 Xiyyr -+ X, ,, - ProtoZe prvi mnozina mé r — k prvkd, druha mnozina r — s

prvki a protoZe se jedna o kombinace je podet uvazovanych prostorit SI* dan &islem
r—k
r—s/)
Véta 20. Necht s > k. V ka¥dém podprostoru S prostoru S, lei prdvé (: i Ilc>
k-rozmérnych podprostorit Si'.

Ditkaz. Necht S’ je dan soustavou (8) a S;’ soustavou (9). Mnozina {x;_,,,
Xi,yg +++s Xi,,,5 Musi byt podmnoZinou mnoZiny {x;,,,, Xy, -+ X;,,,}- ProtoZe
r — s promé&nnych bylo jiz zvoleno, miZeme ménit pouze r — k — (r — s) = s — k
proménnych. T&hto s — k prom&nnych budeme vybirat z r + 1 — (r — s5) =
= 5 + 1 prom&nnych. Jsou to op&t kombinace a podet prostort S;', které leZi v da-

o E e 1
ném S, je dan &islem (j -l_- k)'

Véta 21. Necht M, je mnoZina, kterd jako své prvky obsahuje vSechny podprostory

S S,, 0 < s <r — 1. Potom mnofina M, je r-rozmérnou konfiguraci typu:

(10) oot 4 (r:1>, (r_'_z), (;) -

(o) (o) (2 o () e

Dtikaz této véty vyplyva z pfedchézejicich vét a proto ho nebudeme provadét.
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Pozndmka 5. Ctenaf si jist€ uvédomil, 7¢ mnoZina M, z véty 21 je ,,soufadnicovy
simplex*. PouZijeme ho vSak k odvozeni dalfich konfiguraci.

Véta 22. Nécht M, je mnofina, kterd jako své prvky obsahuje body M,; U;
(tj. podprostory Sg) a vSechny podprostory SI' = S,, kde 0 < s < r — 1. Potom
mnoZina M, je r-rozmérnou konfiguraci typu:

(11) 2(';1>, 1, (::;) (’;1>, r—1

......................................................

(rjz), (r:3>, (2) R L

Dukaz. Matice (11) se li§i od matice (10) v prvém fadku a v prvém sloupci. Po&et
+1
2

< r — 1) obsahuje pravé (s -; 1) boda U;; a (

bodt U;; a M;; je zfejmé 2 4 a dale je z rovnic (8) vidét, Ze kazdy S{(0 < s <

s+ 1
2

1). Z rovnic (8) je také vidét, Ze kaZdy bod U;;

) bodii M;;. Tedy ostatni €isla

v prvém sloupci matice (11) jsou 2 s 42-

a M,; leZi na jediné p¥imce S{'. Z toho vyplyv4, Ze v prvém fadku matice (11) je druhé
&islo jedna a dal3i &isla jsou stejna jako v druhém Fadku.

Véta 23. Necht M, je mnoZina, kterd jako své proky obsahuje podprostory S!

pro s = 0,1 a podprostory S pro s =2,3,...,r — 1. Potom mnofina M; je
r-rozmérnou konfiguraci typu:

(12) (2(r-|2~1)’2(,_1),’ <::;)

r+1\ ., r—2
v (5 1 (7)o

.......................................................

Diikaz. Matice (12) se i od matice (11) v druhém ¥adku a v druhém sloupci.
Prva dvé &isla v uvaZzovaném fadku a sloupci jsou jiZ zndma. Jestlize dand pfimka S
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ma leZet v S¥(s > 1), potom v soustavé (8) — ur&ujici S{' — nesmi byt Zadna rovnice
s proménnou, ktera je v prvé rovnici soustavy (5) — urdujici danou p¥imku Si.
V prvé rovnici soustavy (5) jsou tfi prom&nné (pro S{) a tedy plati, Ze dana S je

obsazena v 2) riiznych podprostorech S, Tim jsou uréena &sla v druhém

r —
s—2
fadku matice (12). Nyni uréime &isla v druhém sloupci matice (12). Prom&nné v prvé
rovnici soustavy (5) — urdujici S] — miZeme vybirat z s + 1 promé&nnych, které

: st . - s+ 1 —_
nejsou v soustavé (8) urdujici zvoleny S;'. Dostavame tak -; kombinaci.
V kazdé kombinaci v§ak miiZeme v prvni rovnici soustavy (5) meénit znaménka a pro

piipad pfimky dostavime ziejmé& &tyfi moznosti zmén znamének, které vedou k riz-

nym p¥imkam. Cisla v druhém sloupci poéinaje tietim fadkem jsou tedy (s ; 1) .22,

Poznamka 6. Necht r = 3. Pro pfipad véty 17 dostdvame konfiguraci v trojrozmér-
ném prostoru typu:

(13) 12, 4, 4

3, 16, 2

6, 4, 8
Pro pfipad véty 23 dostavame konfiguraci v trojrozmérném prostoru typu:
(14) 12, 4, 2

3, 16, 1

6, 4, 4

Z rovnic (5) a (8) je vidét, Ze kazdé dvé& roviny S} a S}’ jsou navzajem rizné. Z toho
vyplyva, Ze se da sedist tfeti sloupec matice (13) s t¥etim sloupcem matice (14). Tim
jsme dokazali tuto zajimavou vétu:

Véta 24. V trojrozmérném prostoru existuje konfigurace typu:

12, 4, 6
3, 16, 3
6, 4, 12

Poznamka 7. V uvaZovaném S, plati princip duality. Plati tedy, Ze ke vSem konfigu-
racim odvozenym v obou ¢lancich existuji konfigurace duélni.
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Zussammenfassung
r-DIMENSIONALE KONFIGURATIONEN II

JaroMirR KrYS, Hradec Krilové

In dieser Arbeit, die eine Fortsetzung des Artikels [1] ist, sind drei weitere Konfi-
gurationstypen im projektiven Raum iiber dem Korper der komplexen Zahlen her-
geleitet. Die Elemente dieser Konfiguration sind von einer gewisen Anzahl von Punk-
ten U;; und M,; bestimmt, wo U;; = (0, ...,0,1,0,...,0, =1, 0, ...,0) und M;; =
=(0,...,0,1,0,...,0,1,0, ..., 0) ist.
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&asopis pro p¥stovini matematiky, ro¥. 98 (1973), Praha

STRUCNE CHARAKTERISTIKY CLANKU OTISTENYCH V TOMTO CISLE
V CIZIM JAZYKU

JiIRi PeSL, Valaiské Meziti¢i: Periodic solutions of weakly nonlinear wave equation in one di-
mension. (Periodickd fefeni jednorozmeérné slab& nelinearni vinové rovnice.)

V této préci je vySetfovana existence a jednoznad&nost klasickych 2z-periodickych (v ¢) feSeni
jednorozmérné slabé nelinedrni vinové rovnice u,,(t, x) — wzuxx(t, x) = g(t, x) + & F(u, &) (¢, x),
x€{0,n) s nehomogennimi okrajovymi podminkami Dirichletova nebo Newtonova typu
v bodech x = 0 a x = 7. Pravé strany se pfedpokladaji 2n-periodické v ¢, parametr @ muzZe byt
bud ¢islo racionélni nebo iraciondlni spliiujici jistou &iselné-teoretickou podminku (napf. &islo al-

gebraické). Nejprve se zkoumd linedrni tloha (¢ = 0), fe§eni jsou hleddna ve tvaru Fourierovy fady
+ oo

ut,x) = Y w(x) ™ v prostoru ,,smiseného typu €(<0, n); #73,) N €10, z); #2) N
k=— o

N €20, n); #3,). V zAvéretném paragrafu jsou uZitim vét o implicitnich funkcich (pro

operatory v Banachovych prostorech) odvozeny nékteré postacitelné podminky fesitelnosti slabé

nelinedrni ulohy.

Joser DOLEZAL, Brno: Uber eine gewisse Verallgemeinerung der Quasifleknodalgebilde in Son—1-
(O jistém zobecnéni kvasifleknodédlnich utvarti v S5, _,.)

V praci se zobeciiuji pojmy kvasifleknoddlnich bodd a kvasifleknoddlnich pfimek zavedené
Ivlevem na monosystémy linedrnich podprostort dimense » — 1 v projektivnim prostoru S,,_;.
Je definovdn pojem kvasifleknodalnich ploch a jsou studovdny nékteré geometrické vlastnosti
téchto ploch.

VERA RADOCHOVA, Brno: Die Liosung der partiellen Differentialgleichung u,,,, = A(t, x) uy, +
+ B(t, ) u,, mit gewissen Nebenbedingungen. (ReSeni parcidlni diferencidlni rovnice u . =
= A(1, x) u,, + B(t, x) u,, pro jisté potite¢ni a okrajové podminky.)

Pomoci Picardovy metody postupnych aproximaci je dokdzdna existence a jednoznaénost
feSeni diferencidlni rovnice u, ., = f(t, X, Uy, u,,) pro jisté po¢ate¢ni a okrajové podminky a pro
urditou tfidu funkci f. Pro piipad, kdy fje linedrni funkce s konstantnimi koeficienty je posloup-
nost aproximaci spoditana a feSeni vyjddfeno ve tvaru nekone&né fady.

Roy O. Davies, Leicester: A Baire function not countably decomposable into continuous func-
tions. (Bairovskd funkce nerozloZiteln4 na spoetné mnoho spojitych funkci.)

V &anku se fe$i problém, ktery byl polozen K. Kartdkem a &dste¢né jiZz feSen I. Vrkodem,
zda je mozZno pro kazdou Bairovskou funkci definovanou na intervalu I, tento interval rozloZi:
na spoéetné mnoho ¢&asti tak, Ze dana Bairovska funkce je na téchto ¢dstech intervalu I spojita.

JAROSLAV MORAVEK. Praha: On the degrees of graphs with «(G) < 2. (O stupnich grafu s «(G) <
<2) .
Nejprve jsou dokdzény tfi véty o stupnich kone¢nych neorientovanych grafi s &islem stability
nejvyse 2. Aplikaci prvnich dvou z té€chto vét ziskdvdme fefeni extremdlniho kombinatorického
problému pfedloZeného autorem v d¥iv&jsi praci. Dok4zané vysledky zobeciiuji poptip. modifikuji
v riznych smérech specidlni pfipad Turdnovy véty.

415



Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 98 (1973), Praha

RUZNE

FLOQUETOVA TEORIE PRO ZOBECNENE DIFERENCIALNI ROVNICE

STEFAN SCHWABIK, Praha

(Doslo dne 17. ¢ervence 1972)

Necht A(f) je &tvercova matice typu n x n, jejiz prvky jsou zleva spojité funkce
proménné ¢ definované pro t € (— o0, + o). Necht plati

(1) At + w) — A(t) = C,

kde w > 0 a C je konstantni matice typu n x n. Budte dale prvky matice A(f) takové,
Ze jejich variace v intervalu [a, a + ] je kone¢na, a je libovolné realné &islo. (Odtud
a z (1) ihned plyne, Ze variace kazdého prvku matice A(f) v libovolném intervalu
délky w je kone¢na.)

VySetfujme homogenni systém zobecnénych linearnich diferencialnich rovnic

() = = D[4 x]

(viz [1]). Vektorova funkce x(z) je feSenim systému (H) v intervalu (a, b), kdyZ pro
kaZdé t,, 7, € (a, b), 1, < 1, plati rovnost

x(z;) = x(zy) + j "d[A®] x(1).,

kde integral v této rovnosti je Perron-Stieltjesiiv (nebo ekvivalentn& Kurzweilav).
Takto definované systémy (H) jsou pfedm&tem vy3etfovani v [1]; v [1] jsou uvedeny
véty o existenci a jednozna¥nosti feSeni (H) pro rostouci hodnoty nezévisle proménné,
zaveden pojem fundamentélni matice a jsou vySetfeny jeji zdkladni vlastnosti.

Bud déno a e (— 0, o) libovolng. Matici #(£) typu n x n definovanou pro ¢ = a
nazveme fundamentalni matici systému (H) jestliZe je det ®(a) + 0 a jsou-li sloupce
matice &(¢) fedeni systému (H). Fundamentalni matice &(¢) spliiuje rovnost

2 ?(¢) = ®(a) + fcd[A(t)] ®(t) pro (2a.
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Necht &(¢) je fundamentalni matice systému (H), ¢ = a. Poloime P(£) =
= ®(¢ + w). S vyuZitim (1) 1ze snadno ukézat, Ze matice ¥(&) spliiuje rovnost (2)
pro viechna & > a. Neni viak zarudeno, Ze také det ¥(a) = det ®(a + ) *+ 0.
Tim také neni zarudeno, Ze by matice P(¢) byla fundamentalni matici systému (H).
Vypottem z (2) Ize za pfedpokladu (1) jednoduse ukazat, Ze je

(3) D¢+ w)=D(E) P (a)P(a + w), (2a.

Podle véty 4,2 z [1] je ®(&) nesingularni matice (tj. det &(¢) =+ 0) pro kaZdé £ e
€[a, a + o] pravé kdyz je

4) det (E + A*A(r)) £0, Vie[a,a + o],

kde E je jednotkova matice typun x na A*A(f) = A(t+) — A(f) = lim A(z) — A(2).
T t+

Predpoklad (4) zarugi také existenci a jednoznagnost feSeni systému (H) pro klesa-
jici hodnoty nezavisle prom&nné (viz odst. 4 v [1]), a tedy vzhledem k (1) neomezenou
pokradovatelnost feSeni systému (H) na cely interval (— co, + o). Timto je umozn&no
definovat pro viechna & € (— oo, + o) fundamentalni matici ®(&) systému (H). Tato
bude spliiovat rovnost (2) pro kazdé ¢ e (— oo, co) (viz opét odst. 4 v [1]), a tedy
také vztah (3) pro kazdé ¢ e (— o0, + 00).

Pfedpokladejme tedy, Ze plati (4). Potom je podle vy3e uvedeného matice #(a + w)
regularni, a tedy je regularni také matice @~ '(a) #(a + w). Dle (3) je tedy mimo jiné
P(¢) = ®(¢ + o) fundamentalni matici systému (H). Déle odtud a ze znamych
tuvah provadénych v pfipad& klasickych soustav linearnich diferencialnich rovnic se
spojitou matici systému (viz [2]) plyne existence matice R (tato viak neni urdena
jednoznagng) tak, 7e @ '(a) P(a + w) = e°*; podle (3) tedy je B(¢ + o) =
= @(¢) e*® pro viechna ¢ € (— o0, ). Stejnym postupem jako v [2] se nyni uz da
ukazat, Ze plati

(%) B(%) = P(¢) &,

pfitemZ P(¢) je regularni matice pro kazdé ¢ e (—oo, 0), a plati P(¢ + ©) = P(¢)
pro ka’dé ¢ € (— o0, o). Plati tedy

Véta. Bud w > 0, ae(—o0, +o0). Necht A(t) je matice typu n x n definovand
pro t € (— o0, + ) se zleva spojitymi prvky s koneénou variaci v [a, a + ] takovd,
ze plati (1) a (4). Potom ke kaZdé fundamentdlni matici ®(¢) systému (H) existuje
matice P(£) definovand pro &e(—oo, o0), reguldrni pro kazdé ¢e(—0, ),
periodickd s periodou w a konstantni matice R typu n x n tak, Ze plati (5).

Poznéamka. Tato véta je pfimé zobecnéni zakladni véty Floquetovy teorie znamé
v pfipadé klasickych soustav linearnich diferenciilnich rovnic se spojitou matici

soustavy (viz [2]).
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Casopis pro pEstovini matematiky, ro&. 98 (1973), Praha

ULOHY A PROBLEMY

POZNAMKA O SEMIREGULARNICH MNOZINACH

V tomto &asopise, ro&. 97 (1972), str. 334, byla J. KRALEM piedloZena nasledujici

Uloha & 1. Nechtf U je resolutivni mnoZina s hranici U* % @ v harmonickém
prostoru X (viz [1]) a ozna&me pro kazdy kompakt K = X symbolem C(K) prostor
viech spojitych (kone&nych) redlnych funkci na K. KaZdé funkci f e C(U*) je tedy
pfifazena harmonick4 funkce H}’ na U, kterd je zobecn&nym feSenim (v Perronové
smyslu) Dirichletovy tlohy pfisluné k mnoZin& U a okrajové podmince f. Necht U,
znadi mnoZinu viech x € U*, pro n&z lim H}(y) = f(x) pro kaZdou funkci f € C(U*).

y=x
yeU

Mnozina U se nazyva semiregularni, jestlize pro kazdou funkci f € C(U*) Ize pfislus-
nou funkci H} rozsifit na F € C(Uu U*). Je-li U semiregularni, pak U, je kompaktni.
Obréaceni tohoto tvrzeni neplati v Bauerovych harmonickych prostorech. Rozhodnéte,
zda obracené tvrzeni plati v Brelotovych prostorech (nebo alespoii v harmonickém
prostoru indukovaném klasickymi harmonickymi funkcemi na n-rozmé&rném eukli-
dovském prostoru X = R”), tj. rozhodnéte o spravnosti nasledujiciho

Tvrzeni. Necht X je Brelotiw prostor a bud U < X relativné kompaktni otevFend
(a tedy resolutivni) mnoZina, U* % 0. Pak U je semireguldrni, pravé kdyZ U, je
kompaktni.

V této poznamce dokaZeme jedno tvrzeni o semiregularnich mnoZinach a jeho
aplikaci na parcialni diferenciélni rovnice.

Oznadeni. Je-li M mnoZina v topologickém prostoru, oznadime M jeji uzavér
a int M jeji vnitiek.

Lemma. Necht U je relativné kompaktni otevFend resolutivni mnoZina v harmonic-
kém prostoru X, U* % Q. Pfedpoklddejme, ¥e mnoZina U* — U, je poldrni. Potom
plati U* — U, < int U.

Ditkaz. Necht xe U* — U, a Y je otevfené souvislé okoli bodu x takové, Ze
YNnU,=0. Oznabme P=Yn({U*-0U,), ¥, =UnY, Y, =Y— U. Ziejm&
plati Y- P=Y, U Y,, ,nY, =Y, nY, =0a Y, + 0. Uvazujme nyni Y jako
harmonicky prostor. Podle pfedpokladu je U* — U, polarni mnoZina v X a tedy P
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je polarni podmnoZina souvislého harmonického prostoru Y. Z toho plyne, Ze
mnoZina Y — P je souvisla ([2], Proposition 6.2.5), takZe Y, = 0. Vidime, Ze Y =« U
a tedy xeint U.

Véta. Necht U je relativné kompaktni otevFend resolutivni mnoZina v S-harmo-
nickém prostoru X, U* £ 0 a necht mnoZina U* — U, je poldrni.

Jestlize U, je kompaktni, potom je U semireguldrni.

Diikaz. Necht f € C(U*). ProtoZe X je S-prostor, je funkce H}’ omezena harmonic-
ka funkce v U ([2]. Proposition 2.4.1.b). Zvolme x € U* — U, a bud Y oteviené okoli
bodu x takové, Ze Y < int U — U, (podle lemmatu takové okoli existuje). UvaZujme
nyni harmonicky prostor Y a ozname F = U* — U,. Potom je F n Y uzaviena po-
larni podmnoZina harmonického prostoru Ya tedy omezenou harmonickou funkci H}’
v Y — F lze spojité (dokonce harmonicky) rozsifit na celé Y ([2], Corollary 6.2.5).
Specialné tedy pro kazdé x e U* — U, existuje vlastni lim H{,(y). Odtud jiZ snadno

y—x
yeU

plyne, Ze U je semiregularni.

Diisledek. Necht X je B-harmonicky prostor se spocetnou bazi a nechf v X plati
axiom polarity. Bud U < X relativné kompaktni otevfend resolutivni mnoZina
s neprdzdnou hranici.

Pak U je semireguldrni, prdavé kdyZ U, je kompaktni.
Diikaz. Tvrzeni okamZit& plyne z dokéazané véty a z [2], Corollary 9.1.3.

Poznamky. 1. Vysledek zformulovany v disledku lze pro harmonické prostory
spliiujici dodate&né pfedpoklady odvodit z vé&t o Choquetovych simplexech ([3],
Theorem 3.9). (V citované praci se pfedpoklada, Ze X je souvisly harmonicky prostor
ve smyslu Baureovy axiomatiky, v némZ konstanty jsou harmonické, body polarni,
nezaporné harmonické funkce odd&luji body a plati axiom D.)

2. V Brelotové prostoru obecné nemusi byt mnozina U* — U, polarni; existuji
tedy Brelotovy prostory, v nichZ neplati axiom polarity ([2], Exercise, 6.3.10). Na
druhé strané existuji harmonické prostory spliiujici pfedpoklady tvrzeni uvedeného
v dasledku, které nejsou Brelotovy ([2], Exercises 3.1.7, 9.1.3). Kazdy P-harmonicky
prostor se spodetnou bazi spliiujici dominaéni axiom spliiuje viak axiom polarity
([2], Corollary 9.2.3). Poznamenejme, e dileZité ptiklady Brelotovych prostort,
indukovanych feS§enimi parcidlnich diferencidlnich rovnic eliptického typu, jsou
B-prostory, v nichz plati dominaéni axiom.

Jako aplikaci tvrzeni uvedeného v disledku odvodime jedno tvrzeni tykajici se
fedeni parcidlnich diferencialnich rovnic. ’

Necht X je oteviend podmnozina euklidovského prostoru R" (n = 2) a necht
a;;, by, ¢ (i,j = 1, ..., n) jsou spojité redlné funkce na X takové, Ze a;; = aj;, matice

420



(a, j) je positivné definitni v kazdém bod€ z X, funkce a;;, b;, ¢ jsou lokdIng lipschi-
tzovské a ¢ < 0. Pro kazdou otevfenou mnozinu U = X bud »#(U) mnoZina viech
relnych funkci h na U tfidy C? takovych, Ze na U plati

o*h > oh

(*) Zaij~“—"+2b‘--——-—+ch=0.
ij=1

axi 3x1 i=1 X;

Potom je (X, #) Brelotiiv harmonicky prostor spliiujici domina&ni axiom. JestliZe
je Y < Y c X oteviend mnoZina, je (Y, 3#) P-prostor. Je-li U =« U = X oteviend
mnozina, pak pro x e U* plati x € U,, pravé kdyZ x je regularnim bodem mnoziny U
pro Laplaceovu rovnici ([2], exercises 3.2.7, 9.2.9, [4], chap. VII). Odtud a z disledku
plyne snadno nésledujici

Tvrzeni. Necht U je libovolnd neprdzdnd otevFend omezend mnoZina, pro niZ
U < X. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) Pro kazdou f € C(U*) je zobecnéné Feseni Dirichletovy uilohy rovnice (x) (pFislus-
né f a U) stejnomérné spojité v U.

(ii) MpnoZina reguldrnich bodii mnoZiny U vzhledem k Laplaceové rovnici je
uzavrend.

Specialné v pfipadé klasickych harmonickych funkci je neprdzdné omezena otevie-
na mnozina U < R" semiregularni tehdy a jen tehdy, kdyz U, je kompaktni.

Poznamka pfi korektufe. Existuje Brelotiv prostor X a relativné kompaktni mnoZina
U < Xtak, Ze U, je neprazdna kompaktni mnoZina a pfitom U neni semireguldrni. (Konstrukce
takového prostoru bude uvedena v pii§tim &isle tohoto &asopisu.) Tvrzeni uvedené ve formulaci
ulohy tedy obecné v Brelotovych prostorech neplati.
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Ivan Netuka, Praha
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 98 (1973), Praha

RECENSE

Ernst Peschl, ANALYTICKA GEOMETRIE A LINEARN{ ALGEBRA. Praha, 1971,
SNTL — Stétni nakladatelstvi technické liferatury; 244 str., 6 obr. Cena broz. vyt. K& 19,00,
cena vaz. vyt. K& 29,00. Z némeckého origindlu Analytische Geometrie und lineare Algebra,
nakl. Bibliographisches Institut v Mannheimu, pteloZil prof. Dr. Fr. Sik, DrSc.

Hned na za&dtku bych rdd uvedl, Ze je to jedna z méla velmi dobrych ivodnich pfiruek &i 1épe
udebnic zdkladh analytické geometrie, i kdyZ v podstaté vlastni analytické geometrii linearnich
a kvadratickych variet je vénovédna pfibliZzn€ jen asi tfetina knihy, a to posledni dv& kapitoly
z celkem tfindcti kapitol. Prvych jedenéct kapitol prakticky predstavuje neobycejné peclivy vybér
nejdilezitéjdich pojmi a vét z nékterych elementarnich partii linedrni algebry, které ve svém
souhrnu umoziiuji pfesné a piehledné vybudovani zdkladd analytické geometrie. O ostré hranici
mezi linedrni algebrou a analytickou geometrii nelze dost dobie hovofit, a tak pochopitelné
v algebraické &asti vystupuji jiz také mnohé vyznamné geometrické pojmy a véty.

Po strudném uvodu a kritkém nazorném zavedeni vektorového prostoru pfistupuje autor
v duchu moderniho pojeti vystavby analytické geometrie ihned k ustfednimu pojmu, a to k de-
finici abstraktniho n-rozmérného vektorového prostoru a ke studiu jeho vektorovych podprostort.
Pak ndsleduji celkem stru¢né ale velmi hutné a korektné podané uvody do maticového po&tu
a do teorie determinentili, samoziejmé vhodnym vybérem latky zaméfené na uplatnéni v ana-
Iytické geometrii. Nalezenych vysledki je ihned uZito k rozvinuti elementl teorie objemu. Dal3i
fundamentdlni pojmy, a to skaldrni soudin vektord (tedy pfechod k metrickému vektorovému
prostoru) a vektorovy soucin, spolu s Uspornym rozvinutim pfislu§ného apardtu umoZziiuji
autoru zabyvat se uhly mezi vektorovymi podprostory, prohloubit teorii objemu a dokonce,
byt zcela stru¢né, aplikovat vysledky na trigonometrii jak rovinnou tak i sférickou. Studium
vektorovych prostori je zakon&eno vySetfovdnim specidlnich automorfizmii (otd&eni); specidlné
jsou projedndvany pfipady n = 2 (v souvislosti s komplexnimi ¢&isly) a n = 3,4 (v souvislosti
s kvaterniony). Zavére¢nd &4st vénovand jiZ jen vlastni analytické geometrii se zabyva n-rozmér-
nymi bodovymi prostory (projektivnim, afinnim a euklidovskym) a jejich linedrnimi a kvadra-
tickymi varietami. Pfitom nejvét§i pozornost je soustiedéna na geometrii afinniho prostoru.
Je to dusledek autorova zdsadniho uplatiiovani jednoho ze zékladnich principti Kleinova Erlan-
genského programu: véty, které obsahové patfi do geometrie né&jaké grupy transformaci, maji
se dokazovat pouze prostfedky této geometrie. Pro kvadratické variety jsou nalezeny projektivni,
afinni a euklidovské normélni tvary rovnic (v pfekladu: normdlni formy).

Matematik-geometr pfe¢te knizku s opravdovym poté¥enim. Pro zatitenika — podle mého
nazoru — je pomérné dost ndro&nd. Vyjadfovani je totiZ velmi tsporné, nékdy aZ skoupé. Pre-
kladatel byl si toho v€dom a né&kterd pfili§ struénd mista vhodné doplnil popf. upfesnil po-
drobné&j¥im vykladem. Za zvl43( §fastné pokladdm rozhodnuti piekladatele odchylit se pon&kud
od origindlu a dovést problém ur&eni Ghlu dvou vektorovych podprostorii n-rozmérného vekto-
rového prostoru aZ do konce a nalezeny vysledek formulovat vétou.

D4 se olek4vat, Ze knizky bude hodné pouZivdno, zvlast&€ mezi techniky, a Ze tak do urgité
miry bude mit vliv na geometrickou terminologii. Je proto §koda, Ze ve vykladech o kvadratickych
varietdch v n-rozmérném euklidovském prostoru terminologie je ponékud rozkolisani. Misto
nadkoule zfejm& m4 byt kulovd nadplocha; podobn& misto kuZel a nadkuZel mé byt kuZelovd
plocha a kuZelova nadplocha (t&chto termint se oviem uZiva jen u nds). V pfipadé n > 3 se jednou
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mluvi o hyperboloidech a paraboloidech, podruhé spravné (v pfehledu na konci knizky) je uvedeno
nadhyperboloidy a nadparaboloidy. U nadelipsoidi misto v-t4 hlavni osa by uplné& stadilo uZit
nizvu v-t4 osa (aby pfirozenym zplisobem bylo zobecnéno b&Zné nazvoslovi pro n = 2; ostatné
v textu se ddle mluvi také prosté jen o v-té poloose). A jesté jeden termin nepokldddm za vhodny:
»8picka* simplexu (203,); je pfi nejmen¥im velmi neobvykly, spiSe zbyte¢ny (kazdy vrchol sim-
plexu muze byt ,,$pi¢kou‘’, tedy pro¢ novy ndzev?). ’

B&zné tiskové chyby si prirozené &tenaf opravi sam. Tiskové chyby, které by mohly pfi studiu
vzbudit pFipadn& nejistotu, jsou v Fadcich 38, 59,, 70,, 94,, 12311, 140, ,, 1431°, 213® (misto P
ma byt Py), 232, (misto 3 md byt 2).

Alois Urban, Praha

K. Chandrasekharan: ARITMETICAL FUNCTIONS, Springer Verlag 1970 (Die Grund-
lehren der mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band 167.) Stran 231, 8 obr.,
cena $ 16,00.

Dalii knizka sou¢asného presidenta mezinarodni matematické unie, vy§ld ve znamé Sprin-
gerove edici a vé€novand teorii &isel. (Piedesld kniha téhoz autora Introduction to Analytic Number
Theory byla recensovana v tomto &asopise, ro€. 95 (1970), 97—99.) Kniha obsahuje osobity vybér
latky o funkcich, které souvisi s problematikou rozloZeni prvoé&isel, Dirichletovym problémem
délitelti a problematikou rozkladu pfirozeného ¢&isla na soucet ¢isel pfirozenych (partition). Kniha
vznikla na zdklad€ pfednések, které autor konal v 1ét€ 1964 v Curychu a volné navazuje na auto-
rovu zminénou piedeslou knihu.

Pojedndme nyni struéné o obsahu jednotlivych kapitol. Omezime se viak jen na stru¢ny piehled
jednotlivych vysledkil, nebot mnoho z problematiky této knihy (zejména z kapitol II— VI) je vy-
loZeno obsirnym zptisobem v recensich né€kterych monografii z pera znalce nad jiné povoleného —
zesnulého profesora V. Jarnika (viz tento &asopis 67 (1937), D 54 — D 56, 67 (1938), D 303 —
D 306, 74 (1949), D 51 — D 54, 85 (1960), 364 — 392 a zejména 76 (1951), 35— 65.

Prva kapitola obsahuje Wiringovu variantu elementarniho dikazu slavné ,,prvodiselné‘‘ véty
(1) ’ n(x) = x/Ig x + o(x/1g x)

Autor sice provddi Wirsingovu modifikaci Selberg-Erdésova postupu, ale nedokazuje nejsiln&jsi
vysledek, k némuz vede, nybrz jen vztah (1) (Podrobnéji k problematice elementarniho dikazu
viz recensentovu poznamku ,,0 elementdrnim diikazu prvodiselné véty*, tento ¢asopis 99 (1974).)

Kapitola druhd obsahuje studium Riemannovy dzeta funkce {(s) v rozsahu obvyklém v bé&z-
nych monografiich: Riemannova - von Mangoldtova formule, Hardyho véta o nekone¢n€ mnoha
nulovych n bodech na pfimce Re s = 4i, Hamburgerova véta z r. 1921 o charakterisaci Rieman-
novy dzeta funkce pomoci funkciondlni rovnice. Tfeti kapitola je vénovdna obecnému vztahu
mezi ,,dobrymi‘“ odhady Riemannovy dzeta funkce ,,vpravo‘‘ od pfimky Re s = 1, oborem,
v ném? je tato funkce nenulova a kone&né€ zbytkovym ¢&lenem v ,,prvociselné vété*. Jsou zde dale
reprodukoviny Weylovy a Littlewoodovy vysledky, zatim co kapitola ¢tvrté zachycuje vysledky
I. M. Vinogradova (Poznamenejme, Ze stéZejni bod — tzv. véta o stfedni hodnoté je elegantng
dokdazén postupem A. A. Karacuby a N. M. Korobova z r. 1963). Vinogradovova metoda ddvd
doposud nejleps$i vysledek

(0] n(x) = J’x l:—t' + Olx exp (—c(lg x)3/* (1g1g x)~1/%]
2

(Autor viak dokazuje jen slabsi Cudakoviiv vysledek.) Pfipomefime pro srovnani, %e z platnosti
zndmé Riemannovy domnénky plyne (2) se zbytkovym ¢&lenem tvaru O(J x1g x).
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Kapitola patd studuje rozdil p, ., — p, (p, je n-té prvolislo). Jsou ukdziny vztahy mezi
,,fadovou*‘* velikosti tohoto rozdilu a odhady nulovych bodii Riemannovy dzeta funkce v oboru
Res = g, 0 < Ims < T (Hoheisel) a téchto odhadd s odhady tvaru (3 + i) = O(t°).

Sesta kapitola shrnuje zdkladni vysledky o Dirichletovych L-funkcich a jejich nulovych
bodech, které tzce souvisi s rozlozenim prvocisel v aritmetickych posloupnostech. Vét§ina véci
je uvedena jen v piehledu, autor se soustfeduje na diikaz Siegelovy véty o poloze redlného nulo-
vého bodu pro L-funkci s redlnym nehlavnim charakterem y.

Pojednejme trochu obsirnéji o kapitole sedmé, nebof problematika tzv. partitions se objevuje
velmi zfidka v monografické literatufe. Pro n pfirozené bud p(n) podet vyjadieni &isla n souétem
prirozenych &isel, pfi¢emz rozklady, liSici se jen pofadim s¢itanci, povaZujeme za stejné. Hledejme
asymptotické vyjadteni funkce p(n). Je-li t komplexni &islo, |¢| < 1, bud

f=14+Xpme=T1a -1,
n=1 k=1

Vyjadieni hodnoty p(n) pomoci kfivkového integralu z funkce t "1 £(¢) je snadnou aplikaci
Cauchyova vzorce. Pro asymptotiku takto ziskaného vyjadfeni je nyni u¢elné uvazit, ze funkce
f(@) tzce souvisi s Dedekindovou funkci 7(z), pro niz zndme vyhodné transforma&ni vztahy.
Integraéni kruZnici tedy rozloZime na jisté oblouky a na kaZdém z nich pouZijeme takovou
transformaci, kterd vede k ,,velmi dobrému‘‘ vyjadieni integralu. Takto lze odvodit jednak
explicitni vyjddfeni funkce p(n) (Rademacher), jednak Hardyovou - Ramanujanovu asympto-
tickou formuli
p(m) = c;m™ 2 exp (c;m) (1 + O(m™ 1),
kde
ey =41, 372, gemqg M2 372 4 M=y EIZ‘

Zéavére&na — devita kapitola je vénovana Dirichletové problému délitelt a jsou v ni dokdziny

klasické vysledky (Voronoi, Hardy, Ingham).

Recensovana kniha je psana velmi pe¢livé a srozumitelné. Autor starostlivé ke kazdé kapitole
pripojil fadu poznamek o literatufe, dalSich vysledcich a metoddch. V nékterych mistech je za-
jimavy vybér latky: prakticky z4dn4 kapitola nepodadvé nejsiln&j$i vysledky, ale vétSina kapitol
popisuje metody, které k témto vysledkim vedou, i kdyZ jejich konkrétni pouZiti neni uvedeno
v nejsiln&jsi formé. V knize jsem nenael patrnych nedostatkii — je to zfejmé také diky pe&livé
praci H. Jorise, ktery se na kone¢ném zpracovani podilel. Knihu 1ze doporudit jako zajimavé
pojaty pohled na problematiku nékterych partii analytické teorie &isel, kterd miZze byt dobrym
uvodem ke studiu uplné&j$ich monografii neb pivodnich praci.

Bretislav Novdk, Praha

N. Bourbaki: ELEMENTS DE MATHEMATIQUE. INTEGRATION, Chapitre IX. Her-
mann, Paris 1969. Stran 134, cena 36 F.

Druhé vydani Bourbakiho knihy o integraci se rozrostlo o novou, devitou kapitolu; kapitoly
1—4 a5 bylyjizv tomto Casopise recenzovany, kapitoly 6—8 zatim nové nevysly.

Pfedchozi &asti se zabyvaly integraci na lokdlné kompaktnich prostorech; v tomto dilu se po-
uziva dfivgjsich vysledkli k vytvofeni obecnéj§i teorie integrace na Hausdorffovych prostorech.
Je tedy tato kapitola traktatu jednou z vyjimek, kdy se nejde ,,0d obecného k zvla$tnimu*‘.

Bud 7 HausdorfFiiv prostor, a bud & mnoZina viech kompaktnich &4sti T, usporddana inkluzi.
Pro kazdé K € & bud .#(K) prostor komplexnich m&r na K. Necht K, L € &, K = L; bud tg;:
M (L) — M (K) zobrazeni, pfifazujici kazdé mife x na L indukovanou miru pg na K. Premirou
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na T se nazyvd ka’dy element w projektivni limity (A(K), tg.); je-li w lokdlné ohranidens,
nazyva se mirou na T.

Po technickych odstavcich, kdy se mimo jiné ukazuje, které z vysledki pfedchozich kapitol
1ze zobecnit pro tuto situaci, se studuji vnit¥né reguldrni mnozinové funkce, projektivni limity mér
(Prochorovova véta) a ohrani¢ené miry na uplné reguldrnich prostorech. Centralni &asti knihy
je paragraf o promirach na lokalné konvexnich prostorech (promira je projektivni systém mér
na projektivnim systému faktorprostorii kone¢né dimenze). Je ukdzdna konstrukce Wienerovy
miry; dale je dokazdna Minlosova véta.

Kniha koné&i dodatkem o Hilbertovych - Schmidtovych zobrazenich, cvi€enimi (napf. cvi€eni
k §3 obsahujici vyklad ,,staré* teorie integrdlu v terminech sigmaaditivnich funkci) a velmi
zajimavou historickou poznadmkou.

Karel Kartdk, Praha

C. A. Hayes, C. Y. Pauc: DERIVATION AND MARTINGALES. Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete, Band 49. Nakladatelstvi Springer, Berlin— Heidelberg— New York 1970.
Stran 205, cena DM 48.

Kniha je rozdélena na dvé hlavni ¢4sti (Pointwise Derivation, Martingales and Cell Functions)
a dopliky.

V prvni &asti se studuji razné dikazy véty o derivabilité o-aditivni mnoZinové funkce; v z4-
kladnim prostoru je dana derivaéni baze ‘B, spliiujici abstraktni Vitaliho pokryvaci vétu. Stano-
visko je nejprve velmi obecné; namisto obvyklého metrického prostoru se zde zavadéji pretopo-
logické pojmy, odvozené z 8. Pro tuto situaci jsou také upraveny dikazy zdkladni véty, pocha-
zejici od Banacha a Carathéodoryho. Na konci této &4sti se uvaZzuji silné derivace v R"; je do-
kazana Jessenova - Marcinkiewiczova - Zygmundova véta spolu se Saksovym vysledkem o jeji
optimdlnosti. Je zde také vyloZena A. P. Morseova teorie blanketii, kterd napf. umoziiuje derivovat

R" i podle obecngj$ich nez intervalovych bazi. ‘

Ve druhé &4sti, kterd je podstatné stru¢néjsi co do ditkazi, se po pfehledu teorie miry na Bo-
oleovych o-algebrach piechazi ke studiu velmi obecné definovanych martingal a funkci buiiky.
Hlavni vysledky, pochézejici pfevazné od K. Krickeberga, se tykaji konvergence submartingald
a martingall ve smyslu L, podle miry apod. Podrobngjsf vyklad této &asti knihy se najde v praci
Krickeberg - Pauc: Martingales et dérivation, Bull. Soc. M. France 91, 455—544.

V dopliicich je poddn referat o derivacich vektorovych funkci, topologii odvozené z miry,
derivaci v lokalné kompaktnich grupdch aj. V této ¢4sti i v hlavnim textu je formulovdna fada
problému.

Karel Kartdk, Praha

PROCEEDINGS OF THE CONFERENCE ON CONSTRUCTIVE THEORY OF FUNC-
TIONS. Akadémiai Kiad6, Budapest 1972. Stran 538, cena neudéna.

Kniha je souborem referatii z konference o konstruktivni teorii funkci, konané 24. 8. az
3. 9. 1969 v Budapesti. Vedle dvou pifehlednych referdtd (G. Szegé o pracich L. Fejéra, 1. 1. Ibra-
gimov o S. N. Bernitejnovi) je zde 50 praci z riznych oborii matematické analyzy, které je
(a nékdy i neni) moZno zafadit do zna¢n& neuréitého sméru, nazyvaného konstruktivni teorii
funkci. Jak fikaji editofi knihy G. Alexits a S. B. Ste¢kin, diiraz byl kladen na teoretické aspekty
oboru; étenaf zde najde nové vysledky v teorii polynomidlni i raciondlni aproximace, interpolaci,
aproximaci v Banachovych prostorech, ortogondlnich faddch aj. Na konci knihy je seznam
nékterych problémi poloZenych udastniky konference.

Svazek je hezky vypraven; zd4 se také, Ze vySel rychleji, neZ je pfi podobnych pfileZitostech
obvyklé u nés.

Karel Kartdk, Praha
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Henning Tolle: OPTIMIERUNGSVERFAHREN FUR VARIATIONSAUFGABEN MIT
GEWOHNLICHEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ALS NEBENBEDINGUNGEN.
Springer Verlag Berlin— Heidelberg— New York 1971, XII + 285 str.

Recenzovand kniha vysla ve springrovské sérii ,,Ingenieurwissenschaftliche Bibliothek‘, kterou
vydava Istvdn Szabl. Je vénovédna nasledujici uloze: Budte x 1) soufadnice polohy systému,
které jsou ureny jako feSeni jistého systému obylejnych diferencidlnich rovnic a u;(¢) regulaéni
funkce (regulace), kterymi lze ovliviiovat (fidit) tento systém. Je tfeba urdit regulace u(r), které
jsou optimadlni v tom smyslu, Ze pro né nabyva funkcionél

te
o _[ L(t, x,(0), (1)) dt
ta
extremdlni hodnotu, pfi¢emzZ jsou ddny vedlej§i podminky
(¢))] ""j = gj(ta X;, up)
a oi(rajové podminky
3) xj(tA)=Aj, Xj(t5)=Ej,

Lhji=1,..,.ml=1,..,k

(2) je systém obycejnych diferencidlnich rovnic, které uréuji polohu systému v daném &ase ¢.
Symboly ¢4 a tg z (1) a (3) znamenaji po¢ate¢ni resp. koncovy ¢as sledovéni systému.

Z této formulace dlohy je ziejmé, Ze jde o varia¢ni dlohu hleddni extrému funkciondlu (1)
pfi¢emZ maji byt splnény ,,vazby** (2) a (3).

KniZka je rozdélena do t¥i ¢asti: I. Zdklady, II. Nepfimé metody, III. Pfimé metody.

V prvni &asti jsou vyloZeny zdkladni pojmy a metody klasického varia¢niho po&tu v tom
pojeti jak je zndmo u C. Carathéodoryho. Vyklad je ponékud zjednodusen a je velmi pfistupny.
Zvl4st je poukdzdno na to, jak se formalizmus klasického variaéniho poétu pfenasi na dlohy
s diferencidlnimi rovnicemi v roli vazeb. Jde o aparat, ktery je ve vétSiné praci o optimalizaci
poklddan za samoziejmost a pfedpoklad k jejich porozuméni.

Druhd &ast obsahuje vyklad novéjSich metod, které jsou formulovdny ve tvaru nutnych
podminek pro optimalitu regulace u,(¢). Dnes snad uZ lze fici, Ze i tyto metody jsou klasické,
pfestoZe se jejich vznik datuje z let 1956— 1960, kdy L. S. Pontrjagin formuloval se svymi spolu-
pracovniky zndmy princip maxima. Princip maxima umoZiiuje ve tfidé vSech regulaci vymezit
ty regulace, které mohou byt optimdlni. Je jasné, Ze timto 1ze zuZit tf¥idu vySetfovanych regulaci.
V idedlnim ptfipadé€ zuZi princip maxima tfidu viech regulaci tak, Ze zlstane pouze jedna jedind
a ta je pak uZ optimdlni. V praktickych pfipadech viak tato situace nastane jen ziidka a k ur&eni
optimdlni regulace je tfeba pouzit daliiho matematického aparatu. V této kniZce jsou tyto metody
instruktivné popsany a jsou uvedeny rovnice, ze kterych je moZno vyzna&ené regulace, aspirujici
na optimdlnost, vypocitat.

Posledni &4st je vénovédna pfimym metoddm; je v ni popsdna metoda gradientl a Bellmaniv
princip dynamického programovani.

Vyklad ve viech &dstech knihy je ndzorny, obsahuje mnoho pfikladi od nejjednodusiich
aZ po pomérné sloZité pfiklady optimélniho navadéni raket na cilové drahy, aj. Velkou pozornost
vénuje autor otdzkdm numerickych metod, které souvisi s popisovanymi metodami feSeni uvedené
ulohy. .

Pfes pomérné maly rozsah knihy je v ni shroméZd&n materidl velmi obsdhly a je vyloZen pfi-
stupnym zplisobem. Je to ddno tim, Ze se autor nezabyval podrobnymi matematickymi dikazy,
spiSe chtél motivovat metody, aby tim vice vynikla jejich podstata a bylo usnadnéno jejich po-
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chopeni. Zakladni hledisko, které autor pfi psani této knihy zvolil, je takovy vyklad modernich
metod optimalizace pro ilohy uvedeného typu, ktery umozZiiuje pfimé aplikace. Poukazuje pfitom
na mnoh4 uskali, kterd se musi pfi feSeni konkrétnich problému pfekonévat.

Stefan Schwabik, Praha

P. Faurre: NAVIGATION INERTIELLE OPTIMALE ET FILTRACE STATISTIQUE.
Dunod, Paris, 1971. Stran XV + 446.

Recensovand kniha pojedndvéa o jedné tfidé autonomnich systémi navigace (tj. nezdvislych
na zdrojich informace mimo fizené té€leso), a to tzv. inercidlni navigaci umoZiujici z udaji
akcelerometrii a gyroskopil stanovit thly azimutu, klonéni a klopeni, jakoZ i rychlosti a pfe-
misténi pohybujiciho se té€lesa. Chyby v urleni poc¢dteCnich hodnot zplsobuji naristani chyb
ve stanovenych polohovych parametrech télesa, a proto se inercidlni soustavy navigace kombinuji
s jinymi systémy. Tak vznikaji hybridni naviga¢ni soustavy. Metody inercidlni a hybridni na-
vigace se uplatiiuji pfedev8im v letectvi, kosmonautice a namoinim provozu, aviak princip
optimalizaénich procedur je pouZitelny i v jinych aplika¢nich oborech, kde se fesi otdzky auto-
matického fizeni proces.

Prvni dvé kapitoly knihy jsou tvodni, v prvni je stru¢n€ ukdzdn princip inercidlni navigace,
ve druhé je popsdn pfipad soustavy s jednou osou, navigované podél zemského poledniku,
pfi¢emZ na rozboru chyb je ukazdna ulelnost uvaZovat hybridni soustavu, pro niZ lze najit
optimdlni skladbu sloZky inercidlni a slozky externi informace.

Druha &ast (kap. 3 a 4) pojedndvéd o zdkladech teorie soustav a statistické filtraci. V kap. 3
o teorii soustav jsou uvedeny v maticovém zapisu zdkladni pojmy a definice linedrnich dynamic-
kych soustav a diskutovany otdzky jejich stability, pozorovatelnosti a ovladatelnosti. V kap. 4
pojedndvajici o statistické filtraci jsou nejprve uvedeny charakteristiky ndhodnych procest,
jejich spektrdlni zobrazeni a Wienerova filtrace. Podrobné€ jsou popsdny markovské vlastnosti
nahodnych procesi a rekurentni filtry Kalmana - Bucyho, a to jak pro pozorovéni diskrétni tak
spojité, pfifemZ jsou uvaZovany téz piipady singuldrni kovarian®ni matice méficiho Sumu.
V dodatcich k této kapitole se popisuji metody faktorizace raciondlni spektralni matice, a pro-
biraji otdzky stability a citlivosti Kalmanovy - Bucyho filtrace, jehoZ i problematika jeji numerické
simulace.

Tieti ¢ast zahrnujici kapitoly 5 aZ 8 obsahuje popis hlavnich prvki navigaénich soustav,
tj. gyroskopti, akcelerometrii, platforem (stabilizovanych zdkladen) a palubnich pogitadi. Tato
¢ast napsand spolupracovniky hlavniho autora, je zaméfena zcela aplika¢né. Obsahuje popisy
konstrukénich uspofddéni, technologické otdzky, rozbory chyb, jakoZ i ukdzky komenich
pfistroju s jejich parametry a fotografiemi. Kapitola o potita¢ich obsahuje vieobecné informace
o jejich struktufe i soudasné technologii uplatiiované v palubnich pfistrojich. Vétsi ¢ast této
kapitoly pojedndva o specidlnich diferencidlnich analyzitorech potfebnych pro zpracovéni dat
pro ugely navigace. :

Posledni ¢4ast knihy pojedndvajici o naviga¢nich systémech je uréitou syntézou pfedchozich
kapitol. Ctyfi kapitoly této &4sti jsou charakteru matematického a posledni dvé technologického.

V kapitole 9 se popisuji blokova schémata pro zpracovani informace ziskané z ineréni soustavy,
pfitemZ se uvaZuji riznd uspofddéni té&chto soustav. V dodatcich k této kapitole jsou uvedeny
pomocné vyrazy pro pohyb orientovaného bodu po plose a vyrazy pro lokalni kfivosti zemského
geoidu aproximovaného rotaénim elipsoidem. Kapitola 10 je vénovana podrobné analyze chyb
inercidlni naviga¢ni soustavy. Jsou formulovény rovnice chyb a jejich integrace jakoZ i jejich
statistickd analyza. Jsou uvedeny konkrétni pfiklady fefené numerickou simulaci. V kapitole 11
se probird problematika podate¢niho nastaveni parametrii naviga¢niho systému, jeZ je jednou
z rozhodujicich otdzek vyhovujici funkce soustav. Tato problematika se objasiiuje jednak z hle»
diska tzv. klasického, jednak z hlediska fe¥eni optimélniho a suboptimélniho. Kapitola 12 se za-
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byvd problematikou syntézy hybridnich soustav, pfiCemZz uvadi nejprve typy dopliikovych
informaci ziskanych z externich zdroji a dale feSeni této problematiky ve formulaci jednak
klasické, jednak optimdlni. Ukazky moZnych variant jsou demonstrovdny na konkrétnich
ptikladech. .

Kapitoly 13 a 14 popisuji, podobnym zplisobem jako v kap. 5 az 8, konkrétni realizace navi-
ga¢nich soustav. V kap. 13 jsou podrobné popsany jednotlivé prvky sousatvy NSI francouzské
firmy SAGEM, v kap. 14 prvky americké soustavy LTN 51.

V Sesti pfiloh4dch jsou shrnuty nékteré uZitené vyrazy, operace a jina fakta vektorového
a maticového poétu, o transformaci soufadnic, o parametrickém zobrazeni rotace, o Laplaceové
a z-transformaci a kone¢né o numerickych metodich feSeni obyéejnych diferencidlnich rovnic.

Vedouci autor knihy studoval na Stanfordov€ université u profesora Kalmana a po navratu
do Francie byl jmenovan do vyznamnych funkci ve vyzkumu automatizace a teorii informace.
Seznam referenci na konci knihy tato fakta plné odrdzi: prevdin€ zahrnuje soudasné anglicky
psané prace, zbyvajici citovana literatura je francouzska.

Jak vyplyva ze struéné charakteristiky jednotlivych kapitol, obsahuje recensovand kniha jednak
kapitoly matematického charakteru, jednak kapitoly vyslovené konstrukéné-technologického
zaméfeni. V edi¢ni charakteristice knihy na zaloZce je tato syntéza uvadéna jako metodicka
novinka dosud jinde nepouzitd, nicméné na prvni pohled vznikd dojem zna¢né nesourodnosti
a nevyvaZenosti poddvané latky. Autofi si jsou tohoto faktu védomi a v pfedmluvé uvadéji,
Ze préce je uréena tfem skupindm &tenaii:

Piedeviim matematiktim-aplikantiim, kterym poddva tivod do metodiky zpracovéani informaci
v redlném d&ase, pfi¢emZ optimalni navigaéni soustavy lze povaZovat za aplika¢ni priklad. Z hle-
diska naviga¢nich systéma pak kniha muZe byt vyuZita jednak vyvojovymi pracovniky, kon-
struktéry a technology, ktefi na vyvoji a vyrobé téchto systémi pracuji, jednak provoznimi
pracovniky, ktefi téchto systému pouzivaji.

Recenzent se pocitd do prvni skupiny ¢tenafi a podle jeho ndzoru jsou matematické ¢asti
knihy podany velmi pfehlednou a.ndzornou formou, pfistupnou i technikovi s pfiméfenou
matematickou erudici.

Kniha je po formdlni strdnce vzorné vybavena, presto vSak byla namditkou zji§téna tiskova

chyba v popisu obr. 2—6. Oldrich Kropd¢, Praha

C. Berge: GRAPHES ET HYPERGRAPHES, Dunod, Paris, 1970.

Nova kniha autora velmi dobfe zndmé knihy ,,Théorie des graphes et ses applications®,
je soutasné moderni monografii i vynikajici u¢ebnici. Pfedklada &tendfi pozoruhodné mnoZstvi
fakt pfedeviim z teorie kone¢nych grafid, pfi¢emz vyklad je veden s cilem ditkladného osvétleni
zékladnich principd. Sestava ze dvou ¢asti, nazvanych ,,Les graphes et ,,Les hypergraphes‘.

Kniha takovéhoto zamé&feni zcela logicky musi obsahovat vét§inu materidlu pfejatého z pu-
vodnich praci jinych autord. Pfitom je viak nutné upozornit na veliky pfinos samotného autora,
nejen pokud jde o mnoZstvi a kvalitu vlastnich vysledki, ale i pokud jde o originalni zplisob
zpracovani.

Na mnoha mistech jsou rizné velmi dobie znamé (i slavné) véty ziskdny jako disledky obec-
n&jdich vét, zformulovanych a dokdzanych samotnym autorem. Jako pfiklad uvedme kapitolu 6
o charakterizaci stupfii a polostupiii, v niZ je na zdkladé obecné véty o polostupnich sudého
multigrafu, dokdzané autorem pomoci Fordovy - Fulkersonovy teorie toki v sitich, ziskdna jak
Erdosova - Gallaiova nutnd a postatujici podminka pro realizaci celo¢iselného vektoru pomoci
stupiili neorientovaného grafu, tak i analogické podminky pro orientované grafy, napf. vysledek
pro turnaje objeveny nezdvisle Landauem a Moonem (Zde spatfujeme téZ ilustraci autorovy
obecné a v pfedmluvé proklamované tendence, setfit rozdil mezi orientovanymi a neoriento-
vanymi grafy v rdmci obSirné&jsi teorie.)
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Podobné jako v knize ,,Théorie des graphes et ses applications* vénuje i v této knize autor
velkou pozornost dvéma dtileZitym metodam teorie grafi: metoda toku v sitich a metoda alter-
nujicich fetézct.

Druh4 &ast knihy je vénovdna nékterym vysledkim o hypergrafech a jejich aplikacim. Tato
&4st pfedstavuje zajimavy a podle recensentova minéni dostate¢né representativni pohled do této
doposud sice malo propracované ale silbné& se rozvijejici oblasti. (Patrné jde vitbec o jeden z prvnich
pokustt kniZzniho zpracovani tématu hypergrafi). Soucasné s vykladem né&kterych novéjsich
vysledkt o hypergrafech, na nichZ se vyznamnou mérou podilel i sdm autor, jsou s pouzitim
terminologie hypergrafii zformulovéany i nékteré klasické vysledky, jako napf. Ramseyova véta.

Na konci knihy se pfi vykladu unimoduldrnich hypergrafi a matroidi z obecnéjsiho hlediska
osvétluji a interpretuji nékteré pojmy a fakty z linearni algebry a kombinatorické teorie matic,
jako napi. von Neumannova véta o bistochastickych maticich, nebo vlastnost totdlni unimodu-
larnosti matic.

Pro uplné&jsi pfedstavu o uspofadani materidlu uvddime ndzvy jednotlivych kapitol.

PREMIERE PARTIE: LES GRAPHES

1. Généralités 2. Nombre cyclomatique 3. Arbres et arborescences 4. Chemins, centres,
diamétre 5. Problémes de flots 6. Caractérisation des degrés et des demi-degrés 7. Couplages
8. c-couplages 9. Connectivité 10. Cycles hamiltoniens 11. Recouvrement des arétes par des
chaines 12. Indice chromatique 13. Nombre de stabilit¢é 14. Noyaux et fonctions de Grundy
15. Nombre chromatique 16. Graphes parfaits

DEUXIEME PARTIE: LES HYPERGRAPHES

17. Hypergraphes conformes et non conformes 18. Ensembles transversaux d’un hypergraphe
19. Nombre chromatique d’un hypergraphe 20. Hypergraphes équilibrés et unimodulaires
21. Matroides

Poznamenejme nakonec, Ze autor provedl nékteré terminologické zmény ve srovnani s ,,Théorie
des graphes et ...*: Sudy graf se dfive nazyval ,,graphe simple*, nyni ,,graphe biparti*; ,,graphe
simple‘‘ nyni znamen4 graf bez smy¢ek a nasobnych hran. Cislo vnitini stability se nyni nazyva
struéné ,,nomre de stabilité** (dfive ,,nomre de stabilité interne‘’) a ddva se pfednost terminu
,,nombre d’absorption* pied terminem ,,nombre de stabilité externe*‘. Analogické zmény se tykaji
i stabilnich mnozZin.

Jaroslav Mordvek, Praha

P. Deussen, HALBGRUPPEN UND AUTOMATEN, Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—
New York 1971, broz., 196 str., cena DM 11,80. ’

Chépeme-li pojem automatu ve smyslu jeho genese a z hlediska teoretické kybernetiky, rozu-
mime jim, zhruba feéeno, jistou tfidu algoritmi. Vedle toho se dnes automat téZ bézné chipe
jako jista algebraicka struktura, podobné& jako grupa nebo svaz aj. a studuje se metodami obecné
algebry. Pravé toto druhé hledisko je zastoupeno v recenzované udebnici.

Kniha sestava ze tii kapitol, kde prvni dvé jsou &ist& algebraické a teprve aZ tieti je vénovdna
automatiim. Nézvy kapitol jsou: Halbgruppen und Relationen. Halbgruppen und Semimoduln.
Automaten.

V prvni kapitole, v paragrafech 1, 2 jsou uvedeny né&které zékladni definice a jednoduché
fakty z teorie pologrup. Ve tfetim paragrafu je pojednano o idedlech v pologrupéch, a sice v roz-
sahu potfebném pro pozdéj§i vyklad vztahu mezi semimoduly a pologrupami. Paragrafy 4 a §
jsou vénovany bindrnim relacim, specielné relacim kongruence v pologrupéch.

Druh4d kapitola je v€novédna teorii semimoduli. Po zdkladnich definicich a vétich
(paragrafy 6 a 7) se zkoumaji nékteré vztahy mezi pologrupami a semimoduly (paragrafy 8, 9 a 10).
V paragrafu 11 se studuji kongruence a automorfismy v semimodulech; pro pfipad kone¢ného
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semimodulu se diskutuje efektivni zpusob nalezeni viech jeho kongruenci a automorfismi.
V paragrafu 12 se autor méné formalnim zplisobem zmifiuje o vztahu mezi semimoduly, grafy
a teorii obvodu.

Ve tfeti kapitole, 13. pagarafu je definovdn obecny pojem automatu, jako systému U =
= {F, pS, A, A), kde F a A jsou pologrupy, pS levy F-semimodul a A: F X S—> A je zobrazeni,
spliiujici podminku A(fg, s) = A(f, gs) A(g, s) (f, g € F, s € S). (F se nazyv4 vstupni pologrupa,
A vystupni pologrupa, A vystupni funkce a prvky mnoZiny S stavy automatu.) Paragraf 14
seznamuje &tenédfe s né€kterymi dileZitymi definicemi a vétami jako je napf. véta o redukci pro
automaty. Riznd zobrazeni pologrup do pologrup, definovand automatem, jsou obsahem
paragrafu 15. Paragraf 16 je nazvan ,,Realisierung von Automaten*, ¢&imZ ma autor na mysli
teorii dekomposice. Posledni paragraf 17 ukazuje souvislosti teorie automatd s formdlnimi
jazyky; vySetfuji se mnoziny slov akceptovatelné automatem (reguldrni udalosti) i obecnéji,
akceptovatelné podmnoziny pologrup.

Vyklad je veden na solidni algebraické urovni a pfitom autor neopomenul na nékolika
mistech uvést vhodné motivace pro nové zavadéné pojmy i objasiiujici pozndmky a interpretace
k vyklddané stroze algebraické teorii (souvislosti s grafy, s teorii obvodu, s teorii jazyka aj.).
Pokud jde o pfedpoklady na &tendfe, neni k ¢etb& knihy jisté na §kodu znalost nejzdkladné&jSich
pojmi a fakth z teorie algebraickych struktur. Kniha je viak napsdna natolik pfehledné, Ze ji

lze pfi dobré villi &ist i bez pfedbéZného algebraického vzdélani. Jaroslav Mordvek, Praha

A. Doneddu: LES BASES DE L’ANALYSE MATHEMATIQUE MODERNE, Dunod,
Paris, 1971, 2. vydani, s pfedmluvou akademika Lichnerowicze, vdzané, 371 stran.

Kniha se zabyva rigoréznim zavedenim c&iselnych obort cestou postupného rozsifovani,
pfi¢emz se zaéind oborem pfirozenych ¢&isel a konéi oborem komplexnich &isel.

V prvni &asti jsou zavedeny zdkladni pojmy tykajici se mnoZinového kalkulu, zdkladnich
algebraickych struktur, bindrnich relaci a zobrazeni.

Nasleduje druhd &ast, obsahujici vyklad konstrukce a nejjednodussich vlastnosti pfirozenych
¢&isel; pfirozena ¢isla jsou zavedena pomoci Peanovych axiomi. Déle se zkoumd z4pis pfirozenych
&isel v b-adické soustavé, pfi libovolném prirozeném b, b = 2.

Ve tfeti ¢asti se definuji a studuji kladn4 racionélni &isla. Specidlné se zkoumaji b-narni kladna
raciondlni &isla, kterd potom v nasledujici ¢asti umoziiuji definovat kladn4 redln4 &isla bez pouZiti
ostatnich racionélnich &isel.

Studium kladnych redlnych &isel je pfedmétem 4. ¢asti. Pfi zavedeni pomoci b-nérnich racio-
nélnich &isel hraji potom stejnou roli irraciondlni &isla a ta raciondlni ¢isla kterd nejsou b-nérni;
oboji maji nekone¢ny b-adicky zdpis. VyloZena teorie se poté aplikuje na studium miry prvka
archimedovskych i kvasiarchimedovskych pologrup. Z posledniho se rovnéz ziskdva aplikace
na méfeni thli Eukleidovy roviny.

V paté &asti se z kladnych redlnych &isel rozSifenim na additivni grupu konstruuji relativni
redlnd &isla a uvaZuje se téleso redlnych &isel. Jsou uvedeny geometrické aplikace vyklddané
teorie, jednak na axiomatiku geometrie jednorozmérného Eukleidova prostoru, jednak na geo-
metrii orientovanych hli dvourozmérného Eukleidova prostoru; mira Gihli se roziifuje na grupu
rotaci. '

Posledni, Sesta &ast knihy je v€novéna konstrukci a studiu télesa komplexnich &isel. Argument
komplexniho &isla je zde definovdn pomoci isomorfismu mezi grupou rotaci a aditivni grupou
redlnych &isel modulo 2. .

Kniha je napsdna pfesnym a pfitom dobfe &tivym zpisobem. Pouziva ,,bourbakistické*
terminologie. MiZe byt uZite¢nd kazdému, kdo zadina se studiem moderni matematiky, i kazdému
kdo vyuduje matematickou analyzu. Jaroslav Mordvek, Praha
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Lothar Sachs: STATISTISCHE AUSWERTUNGSMETHODEN. Dritte, neubearbeitete
und erweiterte Auflage mit neuer Bibliographie. Springer-Verlag Berlin, Heidelberg, New York
1972. Stran XX + 545, cena DM 58,—; US § 18.10.

Po kritkém c&ase jiz tfeti vyddni (prvni vy$lo v r. 1968, druhé v r. 1969) velmi dobré knihy
s praktickym zaméfenim, uréené piedev§im pro &tendfe nemajici matematické vzdélani.

Z4kladni roz¢lenéni vykladu do osmi kapitol ziistalo i v tomto vydani zachovano. Po tivodni,
nulté kapitole (25 stran), ktera nese nazev ,,Pfedbéiné pozndmky'* a poskytuje pravé ¢tendfim
bez pfedchoziho matematického vzdéldni nejdileZitéj$i informace o matematickych symbolech
a vypoltech, o zaokrouhlovédni, grafickém zndzorfiovdni apod., nasleduje prvni kapitola,
,,Technika statistického rozhodovdni‘, kterd ma nejvétsi rozsah (132 stran). Nejprve se pokousi
odpovédét na otdzku, co je to statistika, dale shrnuje zdklady teorie pravdépodobnosti, seznamuje
¢tenafe s normalnim rozloZzenim a nékterymi dal¥imi rozloZenimi, se zdkladnimi charakteristikami
a piredevsim s principy statistického rozhodovani pomoci statistickych testi. Druh4a kapitola
(36 stran) popisuje, jak jiZ sAm ndzev napovida, ,,pouZiti statistickych postupi v lékafstvi a tech-
nice*‘. Obsahuje mimo jiné vyklad o sekven¢nich testech, linedrnim programovani, teorii her
a metodé Monte Carlo. T¥eti kapitola, nazvana ,,Srovndni nazdvislych vybérii méfenych hodnot**
(47 stran), se zabyvd hodnocenim nezivislych ndhodnych vybéri.. Ctenaf zde najde intervaly
spolehlivosti nékterych charakteristik, testy hypotéz o stfednich hodnotéch a rozptylech, zminku
o feSeni problému extrémnich hodnot a o toleran&nich mezich a v zdvéru se sezndmi s pouZitim
neparametrickych metod pro srovnani nezavislych vybérii. V ndvaznosti na tfeti kapitolu po-
kracuje ¢tvrta kapitola (,,Dalsi testy*, 57 stran) vykladem o pirovém srovndvani, o porovnani
dvou zavislych vybéri, o xz-testu dobré shody, Kolmogorovové - Smirnovoveé testu, intervalech
spolehlivosti pro relativni €etnosti, vyhodnocovani &tyfpolnich tabulek, testu ndhodnosti po-
sloupnosti alternativnich dat a o testovani trendu. Pat4 kapitola, nesouci nazev,,Miry zdvislosti:
korelace a regrese* (59 stran), je zfejmé jedna z nejdiileZit&jSich. Hned na jejim po&atku je struény
piehled osvétlujici pojmy korela¢ni analyza a regresni analyza, pfedevsim jsou v ni vak vyloZeny
parametrické i neparametrické miry zavislosti, metody jejich odhadu, testy nékterych hypotéz
o nich a kone&n& i nelinearni regrese a parcialni a vicendsobn4 korelace a regrese. Sestd kapitola,
nazvand ,, Vyhodnocovdni videpolnich tabulek‘‘ (24 stran), navazuje na &tvrtou kapitolu (a snad by
tedy méla byt umisténa za ni). V zdvé€re¢né, sedmé kapitole — ,,Metody analyzy rozptylu‘
(56 stran), jsou popsany né€které testy homogenity n€kolika rozptyli, analyza rozptylu pfi jedno-
duchém, dvojném i trojném tfidéni, n&které neparametrické testy a principy pldnovani pokusi;
kapitola je uzaviena pfehledem o zpracovani védeckych problémi.

Tim je ukoncen vlastni vyklad. Zbyvajici, pomé&rné& zna¢nou &ast knihy (109 stran) tvofi velmi
obsahly seznam pouZité literatury i literatury k dal§imu studiu (natolik obsahly, Ze si vyzddal
samostatny pichled o rozdéleni do jednotlivych &asti), cviéné ulohy a jejich feleni, vybér anglic-
kych odbornych vyrazii, nové pfipojeny jmenny rejstiik a oviem také podrobny vécny rejstfik.

Kromé& toho je tieba se zminit o pfiblizn& 400 pe&livé propo&tenych &iselnych ptikladech,
které jsou v souladu se zaméfenim knihy zafazeny priibé€zné do vykladu, a také o 210 matematic-
kych a matematicko-statistickych tabulkdch; jejich zafazeni do vykladu je viak méné& 3fastné,
nez je tomu u zminénych piikladd, nebof jejich vyhleddvéni v textu pfi pozdé&jsi potfeb& byva
nékdy zdlouhavé.

Knihu je mozno viele doporucit kazdému, kdo se zabyvéa pouZitim statistickych metod v praxi.
Vyklad je srozumitelny i pro nematematika, vniknuti do jednotlivych problémii je usnadiiovidno
mnoZstvim zminénych numerickych pfikladi. I &tendf bez hlubsiho matematického vzd&lani
se nau¢i spravn€ chdpat a aplikovat statistické metody. JelikoZ je jich viak zde popséno velké
mnoZstvi, nevyjimaje ani ty nejmodern&ji, poslouzi kniha dobfe jako pfiru¢ka i matematikiim;
uZite¢nd pro né bude jist& i obsahl4 bibliografie.
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S ohledem na ureni knihy neobsahuje vyklad 74dné abstraktni matematické uvahy ani
odvozovani. Ze stejného diivodu nebylo moZno dosdhnout naprosté preciznosti pfi zavadéni
zékladnich pojmi matematické statistiky a teorie pravdépodobnosti (ndhodna veli¢ina aj.).
Piesto je b&hem celého vykladu patrnd snaha autora po co nejvét$i presnosti pfi zachovéni
snadné srozumitelnosti textu. Totéz lze Fici o oznadeni, které je zavadéno tak, aby vyhovovalo
praktickym aplikacim a nekomplikovalo zbyte¢né uvahy. Snad by ale pfece jen byvalo bylo
uZite¢né zachovat vétsi presnost napfiklad pfi ozna¢ovani indexi, coZ by v nékolika pfipadech
naopak zvySilo srozumitelnost a zabranilo pfipadnym omylim zadate¢nika (viz napf. vzorec
(3.52) a nasledujici vysvétleni na str. 235, kde se tentyZ index r uZiva jako séitaci index i jako
horni mez s¢itdni).

Piestoze ve tfetim vydani knihy byly provedeny etné opravy oproti piedchozim vyddnim,
i sem se vloudily n&které tiskové chyby. Ceského &tenafe uz asi nepiekvapi (ale v kazdém pripadé
si toho v§imne), Ze jména &eskych autori nejsou zcela v pofadku. Tak napiiklad misto Hajek
najde Hajek, misto Siddk — Sidak (oboji na str. 455,,); zcela bez hadkt a &arek jsou jména
Maly (460%), Zatek (4546, 459'%, 474,,), Zaludova (465,). Nejednotnost je v piepisu jmen
ruskych, &aste¢né oviem asi zavinénd nejednotnosti pfepisu jména téhoz autora pfi vydavani
jeho riznych praci. V bibliografii jsem naSel napf. tyto variace jednoho jména: Smirnov, N.V.
(452,), Smirnow, N.W. (4655), Smirnoff, N.W. (473;¢), Smirnov, N. (4783 — pfitom vSak
v odkazu na str. 256'° na pfisludnou praci je pséno Smirnoff).

Tyto a daldi drobné nedostatky jsou viak zcela nepodstatné. Proto je§té jednou zduraziiuji,
7e kniha je vynikajici ucebnici statistickych metod pro zac¢adteCnika a nanejvy$ uZite¢nou pfri-
ru¢kou pro statistika.

Jaroslav Husty, Praha

John T. Moore: FUNDAMENTAL PRINCIPLES OF MATHEMATICS. New York, Holt,
Rinehart and Winston 1962. 630 s. Angl.

Kniha profesora floridské university Johna T. Moora je uréena pifevazné poslucha¢iim prvnich
ro¢nikll vysokych 3kol technického a pfirodovédeckého sméru. RovnéZ miiZze poslouzit absol-
ventim stfednich $kol, ktefi chtéji ziskat potiebny rozhled po stiedoskolské matematice pred
vstupem na vysokou $kolu.

V prvnich dvou kapitoldch jsou zavedeny elementdrni pojmy z teorie mnozZin jako jsou pojmy
mnozina, relace, operace atd. a redlnd Cisla. Kapitola tfeti je vénovana podetni technice. Ve &tvrté
aZ sedmé kapitole je zaveden pojem funkce, jsou zavedeny pfirozenym a nenaroénym zpisobem
elementarni funkce, jejichz chovani je vySetfovano grafickou metodou. Vyklad je doplnén pii-
klady aplikaci z nichZ nejvice mista je vénovano trigonometrii. V nasledujicich dvou kapitolach
je definovana limita funkce, derivace, primitivni funkce, posloupnost a fada. Vyklad je jako
v dalSich kapitoldch doplnén zna¢nym poétem instruktivnich pfikladi. V kapitole desaté jsou
zavedena komplexni &isla a jsou studovany vlastnosti polynomi. Kapitola jedenactéd se zabyva
studiem soustav linedrnich rovnic pomoci matic a determinantii. Kapitoly dvanactd az patnacta
dédvaji pomérné Siroky piehled analytické geometrie v trojrozmérném prostoru pri¢emZ neni
napfiklad opomenuto ani studium specidlnich kfivek. Posledni dvé kapitoly zavadéji pojmy
permutace, kombinace a pravdépodobnosti a poskytuji téZ elementdrni uvod do statistiky.
V dodatku jsou pfehledné& uvedena pravidla pocitani s redlnymi &isly doplnéné piiklady feSenymi
i nefeSenymi. Kniha je ddle vybavena seznamem pouzitych symboli, tabulkou logaritmd, trigono-
metrickych funkci, ptirozenych logaritmu, exponencialni funkce, kli¢em k nefe§enym problémim
v textu a vécnym rejstiikem. Latka vyloZend v knize je velmi pe¢livé zpracovana a pfehledné
uspofddéna, takZe neni pochyb, Ze tato publikace splni kol jenZ si jeji autor vytkl za cil: dat
piehled o stfedofkolské matematice studujicim, u nichZ matematika neni u¢elem ale prostfedkem.

Ivan Straskraba, Praha

432



Moses Richardson: ELEMENTS DE MATHEMATIQUES MODERNES. Deuxiéme édition
revue et augmentée, Collection SIGMA, Vol. 4, Dunod, Paris 1968. Pfelozeno z 3. vydani
Fundamentals of Mathematics, Macmillan, New York 1966.

Kniha je napsdna pfedevsim pro studenty spoleenskych v&€d. To ale neznamend, Ze by jeji
¢teni nebylo uZite€né pro studenty matematiky nebo jinych pfirodnich véd. Jeji éteni nevyZaduje
prakticky Zddnych pfedbéznych znalosti a nekonvenéni volba latky &ini knihu zajimavou od prvni
do posledni stranky.

Vyjime¢né zdafilé je podéani jednoduchych a ilustrativnich aplikaci v témé&f viech oborech,
studujicich kvantitativni vztahy. Uvedme zde aspoii nékolik: Booleovy algebry v teorii elektric-
kych obvodu, teorie mnoZin ve spoleCenskych védach, linedrni programovani v ekonomii,
incidenéni matice v sociologii, Markovovy fetézce v psychologii. Skoro viechny kapitoly obsahuji
historicky uvod a na konci pfehledny seznam literatury, jakoZz i pfiméfeny soubor piikladi
a cvifeni. Autor spé€$né péstuje ¢tenaitv kriticky pfistup k novym pojmim a uéi ho, jak formu-
lovat nematematické problémy matematickym jazykem.

Redakce

DALE VYSLO

A. Kaufmann, D. Coster: EXERCISEC DE COMBINATORIQUE AVEC SOLUTIONS III:
méthodes d’optimisation. Dunod, Paris 1972, 164 str., cena broz. 38 F.

Treti, posledni ¢ast feSenych pfikladi z knihy A. Kaufmann, Introduction a la combinatorique
en vue des applications, Dunod, Paris 1968.

Redakce

433



Casopis pro pEstovini matematiky, ro&. 98 (1973), Praha

ZPRAVY

DOC. JAN VYSIN, CSc. SESTDESIATPATROCNY

Malokto z tych, ktori poznaji doc. J. Vy$fNa, CSc., uveri, Ze sa vo februari tohto
roku doZil 65 rokov. Jeho Zivotné energia a duSevna svieZost st v prikrom rozpore
s touto skuto&nostou.

Jubilant sa narodil 9. 2. 1908 v Prahe, v rodine uéitela. Maturoval r. 1926 na real-
nom gymnaziu v Prahe 2 na Truhlafskej ulici. Stidium matematiky a deskriptivnej
geometrie na prirodovedeckej fakulte Karlovej univerzity ukondil Statnymi skaskami
r. 1932. Po absolvovani zdkladnej vojenskej sluzby zostal pre nedostatok uditelskych
miest vo vojenskej &innej sluzbe aZ do r. 1937, ked nastipil miesto stredoskolského
profesora matematiky na redlnom gymnaziu v Brandyse n. L. Potom postupne pd-
sobil na redlnom gymnéaziu v Karlovych Varoch, Upici, Jilemnici, Beroune a v Prahe-
Zizkove. .

Po oslobodeni od r. 1946 pdsobil na katedre matematiky pedagogickej fakulty
Karlovej univerzity ako odborny asistent. Od r. 1953, ked bol menovany docentom
novozaloZenej Vysokej §koly pedagogickej v Prahe budoval katedru matematiky tejto
Skoly ako jej vediici. M4 najvacsi podiel na vytvoreni koncepcie $tidia matematiky na
Vysokej $kole pedagogickej. Roku 1958 prechiddza na katedru tedrie vyulovania
matematiky matematicko-fyzikalnej fakulty Karlovej univerzity, kde pésobi ako do-
cent aZ do r. 1972. Od decembra 1972 je pracovnikom Matematického tistavu CSAV
v Prahe.

V kratkej spomienkovej érte nie je mozné dostato¢ne vystihnit ani ocenif mnoho-
strannu pracu, ktort vykonal doc. VySin pri zvySovanie urovne nasej $kolskej mate-
matiky. Spolupracoval na celom rade udebnic geometrie pre zakladné, vieobecno-
vzdelavacie i pedagogické $koly. Spracoval geometricku &ast udebnice matematiky
pre priemyselné $koly, je spoluautorom udebnic geometrie pre pedagogické fakulty.
Presnosfou vykladu a metodickym spracovanim vynikaja jeho vysokoskolské uéebni-
ce ,,Elementdrni geometrie”, ,,Soustava axiomii eukleidovské geometrie®, ,,Uvod
do vektorové algebry’ a ulebné texty ,,Vybrané staté z elementdrni geometrie”.
Je autorom viacerych pokusnych u&ebnych textov pre experimentilne ZDS. Ma
rozhodujici podiel na tvorbe koncepcie obsahu vyu&ovania matematiky na novo-
vytvorenych gymnaziach. V &ase, ked nejestvuji prakticky Ziadne uéebnice matema-
tiky pre gymnazia, vykonali a vykonavaji neoceniteIné sluzby ,,Komentdre k ucebni-
ciam matematiky pre SVS“, ktoré vznikli pod jeho vedenim a v prevaZnej miere na
jeho pracovnom stole. -
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So zna¢nym ohlasom doma i v zahraniéi sa stretla ,,Metodika FeSeni matematic-
kych uloh doc. Vysina. SvieZostou §tylu a aktualnostou obsahu si ziskali &itatelov
jeho kniZo&ky popularného razu, ktoré napisal pre Cestu k v&déni, Branu k v&déni
i Skolu mladych matematikov. Posledne menovana edicia vda&i doc. Vysinovi do
znaénej miery za svoj zrod a od prvych svidzkov pracuje v jej redakénom kruhu.

Doc. Vysin je autorom celého radu odbornych &lankov, ktoré vysli v Casopise pro
péstovani matematiky, Rozhledoch matematicko-fyzikalnych, Pokrokoch matema-
tiky, fyziky a astronémie. Napisal cez tridsat metodickych i popularno-odbornych
¢lankov pre dasopisy ,,Matematika ve S$kole”, ,,Matematika a fyzika ve Skole*
a dalSie. Je autorom nametov $kolskych filmov, spoluautorom televizneho kurzu
matematiky, od neho pochadzaju viaceré navrhy uéebnych pomdcok pre moderniza-
ciu vyuéovania matematiky.

Zna&n1 &ast svojich tvorivych sil zasvitil doc. Vy§in myslienke modernizacie obsa-
hu 3kolskej matematiky. Okrem ¢lankov, tvorby pokusnych ucebnych textov, pred-
nasok pre ucditelov i dalich zaujemcov ziskaval stiipencov pre novy obsah i nové
metédy vyufovania matematiky na zékladnych i strednych Skolach vedenim semi-
narov v Prahe, Brne, Bratislave i dal§ich mestach. Zucastnil sa niekolkych sympézii
o modernizacii vyuovania matematiky v zahrani¢i. Je dlhoroénym &lenom a od r.
1966 podpredsedom Narodnej subkomisie pre vyufovanie matematiky.

Vyse dvadsatrona histéria matematickej olympiddy je nerozluéne spitd s menom
doc. VySina. Na organizacii tejto sufaZe vytvorenej predovsetkym pre objavovanie
a rozvijanie matematickych talentov medzi Ziakmi naSich $kol sa podielal od jej
vzniku r. 1951. Je spoluautorom prakticky vietkych broZir o jednotlivych roénikoch
MO. Od roku 1959 je podpredsedom a od roku 1966 predsedom fistredného vyboru
matematickej olympiady. V niekolkych riadkoch ani nemozno ocenit zasluhy, ktoré
mé na udrZiavani aktualnosti naplne a drovne organizicie MO. Nikdy nelutoval &as
ani sily na zlepSenie starostlivosti 0 matematicky nadanych Ziakov. S huZevnatostou
jemu vlastnou poukazuje na skusenosti tych socialistickych krajin, ktoré v starostli-
vosti o talenty dosahuji vysledky podstatne lepsie od nagich. Opraviiuji ho k tomu
vlastné poznatky, ved Sestkrat viedol Ceskoslovenské druZstvo na medzinarodni
matematicktl olympiaddu. Je pé6vodcom navrhu na vydavanie komentarov k ulohdm .
matematickej olympiddy, ktoré si neoceniteInou metodickou poméckou ucitelov
pri vedeni matematickych kriizkov a pfi praci s matematicky nadanymi Ziakmi, i ich
nelinavnym tvorcom.

Velmi vyznamny tsek verejnej Cinnosti doc. Vysina sa tyka jeho prace v Jednote
Ceskoslovenskych matematikov a fyzikov. Za dlhy vypodet funkcii, ktoré v Jednote
zastaval nech hovori fakt, Ze ho zjazd JCSMF roku 1972 menoval zasliZilym &lenom
JCSMF a zvolil ho na daliie funk&né obdobie do tistredného vyboru.

Struény vypocet bohatej innosti doc. Vysina by nebol uplny, ak by sme nespome-
nuli jeho mnohoro¢né ¢&lenstvo v redakdnych radach &asopisov, a to predovietkym
Matematika ve $kole a Pokroky matematiky, fyziky a astronémie. Za mnohé z jeho
organizaénych uloh na $kole a fakulte uvedme aspofi pracu v komisii pre obhajobu
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kandidatskych pric z tedrie vyufovania matematiky na matematicko-fyzikélnej
a pedagogickej fakulte Karlovej univerzity, ktorej je podpredsedom a pracu v funkcii
predsedu komusie pre rigorézne skusky na matematicko-fyzikalnej fakulte.

Ani bohat4 odborn4 a organizatorska &innost v matematike nezabranili doc. Vysi-
novi rozvijat Zivy zaujem o umenie, najma hudbu a literatru. '

U svojich spolupracovnikov sa tesi doc. Vy§in prirodzenej ticte a autorite, ktora pra-
meni z jeho naroénosti k sebe, iprimného a priatelského pristupu, ochoty vzdy pora-
dit a pomdct. Nikdy nestrica svoj typicky vysinovsky zmysel pre humor a odvahu
vagnivo bojovat za vietko, o spravnosti ¢oho je vnutorne presvedceny.

N4$ mily jubilant méZe byt Gplne spokojny s vysledkami prace, ktoru aZ doteraz
na prospech spolo¢nosti vykonal. Treba si len Gprimne Zelat so vSetkymi jeho
priateImi a spolupracovnikmi, aby ho budice roky zastihli v plnom zdravi a spokoj-
nosti, aby mohol neru¥ene pokraéovat vo svojom bohatom &inorodom diele.

UDELEN{ PLAKETY BERNARDA BOLZANA PROF. DR. VLADIMIRU KNICHALOVI,
CLENU KORESPONDENTU CSAV

Presidium CSAYV udélilo dne 20. bfezna 1973 prof. dr. VLapiMiru KNICHALOVI, &lenu kores-
pondentu CSAV, u pfileZitosti jeho 65. narozenin st¥ibrnou plaketu Bernarda Bolzana za zésluhy
0 rozvoj matematickych véd. Redakece

PROF. JAROSLAV HAJEK LAUREATEM STATNI CENY K. GOTTWALDA

K 1. méji 1973 byla prof. ing. dr. JARosLAvU HAikovi, DrSc., udélena stitni cena Klementa
Gottwalda za vybudovani asymptotické teorie statistickych pofadovych testi.

Matematicko-statistické testy jsou zékladni nepostradatelnou pomiickou pfi hodnoceni
experimentdlnich dat nebo jesté Sifeji feCeno, viude tam, kde se vyskytuji ndhodné jevy. Mezi
témito testy hraji vyznamnou tlohu tzv. pofadové testy, zaloZzené pouze na poradi pozorovani
uspofadanych podle velikosti (niko]iv na hodnotich pozorovani samych). Zprvu byly pofadové
testy povaZovany jen za jednoduchou, rychlou, ale hor$i ndhrazku klasickych testti, vychazejicich
napf. z pfedpokladu normdiniho rozloZeni. Pozdéji se viak zaalo zji$tovat a uznédvat, Ze normalni
rozloZeni nebyva tak ¢asté ve skute¢né praxi a navic Ze klasické testy pfi zm&né pfedpokladi
mohou velmi silné zménit své vlastnosti. Proto se zafala vénovat vét§i pozornost pofadovym
testiim, které plati pro velmi $iroké tiidy rozlozeni, napf. pro vSechna spojitd rozloZeni, a které
jsou zna&né robustni, tj. pfi malé zméné predpokladi se jejich viastnosti zméni jen malo; dale bylo
téz dokdzano, Ze pii vhodné volb€ jsou pofadové testy velmi vydatné ve srovnani s klasickymi
testy. V poslednich 10— 20 letech proto pofadové testy pronikly vyrazn& do nejruzné&j$ich aplikaci
a rovnéZ teoreticky patfi k nejvice péstovanym oblastem matematické statistiky.

Prof. Héjek se ve svych pracich zabyval zejména asymptotickou teorii pofadovych testd
a dokézal zde fadu vyznamnych vysledkl, zaloZenych na jeho origindlnich, pozoruhodnych
a plodnych idejich. Zhruba fe€eno, tyto vysledky se tykaly asymptotickych rozloZeni pofadovych
statistik nejprve pfi nulové hypotéze, pak pfi ,,blizkych*, kontiguitnich alternativich a nakonec
pfi obecnych, nekontiguitnich alternativich. Zminime se nyni stru¢né& o né&kterych nejvyznam-
né&jiich Hajkovych publikacich z této oblasti.
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Prof. Héjek se jasnozfivé zadal zabyvat poradovymi testy jiZ velmi zdhy — ve své disertaci
podané r. 1949 — tedy na samém zacatku své védecké ¢innosti, a to v dobé, kdy tato oblast byla
jesté v plenkéch a kdy se za¢inaly teprve pomali¢ku vytvaiet naznaky jeji teorie. Cast této disertace
pak publikoval v &lanku ,,Nékterd poradovd rozdéleni a jejich pouziti*, Cas. pro pést. mat. 80
(1955), 17—31, kde odvodil vytvofujici funkce a dokdzal asymptotickou normalitu rozloZeni
statistik, zndmych nyni pod jmény Wilcoxonova dvouvybérovd a jednovybérova statistika
a Kendalliv poradovy korelaéni koeficient.

Hajkova svétova proslulost v této oblasti byla zaloZena &lankem ,,Some extensions of the
Wald-Wolfowitz-Noether theorem'‘, Ann. Math. Statist. 32 (1961), 506— 523, v némzZ nalezl
nutnou a postacujici podminku pro asymptotickou normalitu obecnych linedrnich pofadovych
statistik pfi nulové hypotéze, tj. pfi pfedpokladu, Ze vektor potadi nabyva viech permutaci se
stejnymi pravdépodobnostmi. Tim zobecnil fadu vysledkl jinych autord; véta byva citovana
nyni pod Hijkovym jménem, popi. pod jmény Wald-Wolfowitz-Noether-Héajek apod. Originalni
metoda ¢ldnku spociva na vysledku, Ze pofadova statistika S, je asymptoticky ekvivalentni podle
stfedu vhodn€ zvolenému souétu 7, nezdvislych asymptoticky malych veli¢in (piesné&ji Ze
lim E(S, — T,)*/var T, = 0).

n—»o

Dalsim vyznamnym &lankem je ,,Asymptotically most powerful rank-order tests*‘, Ann. Math.
Statist. 33 (1962), 1124—1147, kde je dokadzdna asymptotickd normalita linedrnich pofadovych
statistik pro testovani regrese pfi kontiguitnich alternativich, vySetfovana asymptoticka eficience
pfislu§nych testll a nalezen tvar asymptoticky nejmohutnéj$iho testu. Kromé toho je zde sestrojen
universdlni asymptoticky nejmohutnéjdi pofadovy test, jehoZ existence byla svého ¢asu pfe-
. kvapenim pro odborné kruhy. Metodicky je vyraznym pifinosem &lanku vyuZiti pojmu kontiguity,
zavedeného pivodné LeCamem pro jiné Gcely. (Obecné, jsou-li P,, @, dvé posloupnosti pravdé-
podobnostnich mér, fekneme, Zze Q, jsou kontiguitni vzhledem k P,, jestlize pro libovolnou
posloupnost jevli 4, konvergence P,(4,)— 0 implikuje Q,(A4,)— 0. Pro vySetfovany regresni
model to znamen4, Ze posloupnost alternativ se blizi nulové hypotéze, tedy Ze se kladou jisté
predpoklady na limitni chovani koeficientii regrese.)

-

Dalsi zajimavou Hajkovou myslenkou byla representace znamé Kolmogorovovy-Smirnovovy
statistiky v jiné ekvivalentni formé pomoci tzv. antipotfadi, coZ mu pak umozZnilo pfirozené
zobecnéni této statistiky pro regresni alternativy. To bylo provedeno v &lanku ,,Extension of the
Kolmogorov-Smirnov test to regression alternatives*, Bernoulli-Bayes-Laplace Anniversary Volume,
Springer Verlag 1965, str. 45—60. Zde je téZz dokazdno, Zze zminéna zobecnénd statistika kon-
verguje v distribuci k Brownovu miustku.

Obecna systematickd teorie pofadovych test spolu s fadou konkrétnich specidlnich pfipadi
byly pak vyloZeny v tfisetstrainkové monografii ,,Theory of rank tests*‘, Academia, Praha &
Academic Press, New York— London, 1967, kterou napsal prof. J. Hajek spole¢né se Z. Sidakem.
(V r. 1971 v nakladatelstvi Nauka v Moskvé vysel téZ jeji rusky pifeklad.) V kap. V, VI a VII
této knihy, psanych prof. Hajkem, jsou pravé shrnuty jeho d¥iv&jsi vysledky z asymptotické teorie,
oviem na mnoha mistech vylepsené, doplnéné a systematizované. Ze zavaznych novych vysledki
v knize je vhodné se zminit o ditkkazu asymptotické suficience vektoru pofadi a jeho dusledcich
v § VILL. -

Ponévadz piedchozi monografie byla napsdna na dosti vysoké matematické urovni, vydal
prof. Héjek je$t€ jednu, snadné&j§i knihu ,,4 course in nonparametric statistics‘, Holden-Day,
San Francisco 1969, ur€enou spide pro studenty pro prvni sezndmeni s teorii pofadovych testd.
(Chysta se rovnéZ jeji rusky pieklad.)

V novéjsi dobé prof. Hijek dokdzal fadu vyznamnych vysledkii o asymptotické normalité
poradovych statistik pfi obecnych, nekontiguitnich alternativach v &lancich ,,Asymptotic normality
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of simple linear rank statistics under alternatives'‘, Ann. Math. Statist. 39 (1968), 325— 346,
,,Asymptotic normality of simple linear rank statistics under alternatives II*‘, Ann. Math. Statist. 40
(1969), 1992—2017, ,,Asymptotic normality of the Wilcoxon statistic under divergent alternatives*,
Zastosowania mfiatematyki 70 (1969), 171—178 (posledni dva ¢&lanky spoleéné s V. Dupacem).
Metody pouZité v t&hto &lancich jsou sice v podstaté elementérni, ale sloZité a dimyslné; jejich
zdkladem je jednak nova nerovnost pro rozptyly pofadovych statistik, jednak aproximace t&chto
statistik pomoci jejich projekci na soudty nezavislych velidin.

Prof. Héjek patfi mezi svétové uznavané pfedni odborniky v matematické statistice pro své
préce nejen z teorie pofadovych testil, ale i z nékolika dalich oblasti jako napf. teorie vybérovych
Setfeni, statistickd indukce v ndhodnych procesech, filosoficko-logické zdklady matematické
statistiky aj. Jeho publikace jsou naplnény mnoZstvim vyznamnych a podnétnych vysledki
a myslenek, v dob& svého vzniku vZdy posunuly o zna&ny kus dopfedu rozvoj pfisluiné oblasti
a bylo na né nesCetnékrat navazovano zahrani¢nimi i naimi autory. N&€kolik fundamentalnich
vysledkili byva citovdno pod Hijkovym jménem: o vété o asymptotické normalité pofadovych
statistik jsme se jiz zminili, dal3i jsou napf. Feldmanova-H4jkova véta o tom, Ze pravdépodobnostni
miry dvou normalnich procesi jsou bud vzdjemné& ekvivalentni nebo singuldrni, nebo Hdjkova-
Rényiho nerovnost pro souéty nezdvislych veli¢in.

Védecka &innost prof. Hijka je uzce spojena s aplikacemi matematické statistiky. Prof. Héjek
jednak sdm pfimo spolupracoval na mnoha aplika¢nich problémech v riiznych obprech, jednak
i jeho teoretické vysledky maji zna¢ny a dosti bezprostfedni vyznam pro aplikace. V§imnéme
si jen teorie pofadovych testii: zde se za prvé jeho vysledki o asymptotickych rozloZenich prakticky
pouzivad pro pfipady velkého poétu pozorovéni, za druhé se prof. Héjek zabyval také tvarem
optimélnich testi v riznych situacich a jejich vhodnou volbu a navrhl né€které nové testy.

Kromé& své vlastni v€decké Cinnosti se prof. Hajek velmi peélivé vénuje vychové mladsich
v&deckych pracovnikl a vyuce studentil na katedfe matematické statistiky matematicko-fyzikdlni
fakulty University Karlovy a pozvedl na vysokou turoveii veskerou préci na této katedie. Pod
jeho vedenim fada pracovniki dosdhla kandidatské hodnosti a na zdklad€ jeho podnéti a rad
vzniklo mnoho dal8ich zajimavych praci jeho Zakl (jmenujme opét jen z teorie pofadovych testi
préce J. Andéla, M. Huskové, J. Jure¢kové, D. Vorli¢kové a vietnamského aspiranta Nguyen-
van Ho).

Jménem vSech ¢tenditi tohoto asopisu blahopiejeme prof. J. Hijkovi k udé&leni statni ceny
a véfime, Ze jeho nepfiznivy zdravotni stav se zlepsi natolik, aby mohl matematickou statistiku
obohatit je§t€ mnoha svymi vysledky a idejemi.

Zbynek Siddk, Praha

CELOSTATN{ KONFERENCE O TEORII GRAFU
A KOMBINATORICKE MATEMATICE

Libereckd odbotka Jednoty Ceskoslovenskych matematiku a fyzika ve spoluprdci s katedrou
matematiky Vysoké Skoly strojni a textilni v Liberci uspofddala ve dnech 16.—20. dubna 1973
celostatni konferenci o teorii grafii a kombinatorické matematice. Tato konference byla po-
fdddna v rdmci oslav 20. vyro&i zaloZeni Vysoké Skoly strojnf a textilni v Liberci. Konala se
v ptijemném prostfedi zotavovny ROH ,,Frantifek Kouba* ve Starych Splavech.

Bylo pfitomno 53 uéastnik® z Bratislavy, Brna, Kosic, Liberce, Olomouce, Pod&brad, Prahy,
PreSova, Zvolena a Ziliny a tfi hosté ze zahrani¢i — doc. dr. VERA TURAN-S6s z University
Lordnda Edtvose v Budapesti, dr. HANs-JURGEN Voss z Vysoké $koly technické v Ilmenau (NDR)
a dr. MAcIes Systo z Vratislavské university. '
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Na programu bylo celkem 25 pfednések, z nichZ kazd4 trvala 30— 50 minut (s diskusi), a za-
seddni vénované otevienym problémim teorie grafii a kombinatorické matematiky.

Byly pfedneseny tyto pfednasky:

M. Fiedler: Usporddani uzld grafl, simplex grafu.
B. Zelinka: Polarni a polarisované grafy.

F. Zitek: Jak otvirati nedobytné pokladny.

A. Vrba: Subdeterminanty a podgrafy.

H.-J. Voss: Graphen mit gegebener Zahl unabhingiger Kreise bzw. mit vorgeschriebener
Maximalkreisldnge.

J. Novdk: Hranové base k-uniformnich hypergrafu.

I. Havel, P. Liebl: Vnofovani grafti do mocnin krychli.

L. Nebesky: O vnofovani nékterych stromi do krychle.

J. NeSetFil: O hranové versi Ulamovy hypotézy.

V. Miiller: O vynucenych homomorfismech turnaji.

K. Havli¢ek, K. Stach: Zobecnéni pojmu oboru transitivity.

V. Jurdk: O konstrukci nékterych turnaji s body urditych kone¢nych projektivnich rovin.
J. Zednik: Akceptory a grafy.

V. Turdn-Sos: Extremal problems of graph theory. [

J. Mordvek: Zobecnéni Turdnovy véty pro ohodnocené grafy.

S. Jendrol, E. Jucovié: Zovseobecnenie Eberhardovej vety.

M. Trenkler: O patvalentnych mnohostenoch.

J. Bosdk: Rozklady kompletnych grafov na faktory s rovnakymi priemermi.
E. Tomovd: Rozklad parnokompletného grafu na faktory s danymi priemermi.
M. Systo: Remarks on line digraphs.

F. Glivjak: Kritické grafy daného priemeru.

K. Culik: K teorii kone&nych acyklickych orientovanych grafi.

M. Sekanina: O pojmu mezi v grafech.

V. Rajlich: O hypergrafech a dynamice diskretnich systémi.

V. Mahel: Pozndmka o konstrukci dvojic ortogonélnich latinskych &tverct fadu 10. (Za onemoc-
nélého piednesl K. Havlidek).

Konference uspé€$né navazala na tradici kazdoro&nich konferenci o teorii grafli. Byla pfed-
nesena fada hodnotnych novych vysledki z teorie grafii a kombinatorické matematiky, pfiCemz
nékteré pfimo navazovaly na vysledky obdobné lofiské konference. V diskusich se zahraniénimi
hosty se G¢astnici sezndmili s praci matematikl v jejich zemich. Vyznamné je i to, Ze do$lo k setkdni
grafovych teoretikl s pracovniky pfibuznych obort (kombinatoricka geometrie, teorie automati).

Konference probihala jako vidy v prijemném piatelském ovzdusi, nechybélo ani trochu
humoru. Nezbyva neZ si pfat, aby tradice takovychto konferenci déle pokradovala a aby dalsi
byly stejné uspéiné.

Bohdan Zelinka, Liberec
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OBHAJOBY A DISERTACN{ PRACE DOKTORU A KANDIDATU VED

Pfed komisemi pro obhajoby doktorskych disertadnich praci obhdjili dne 30. biezna 1973
RNDr. ZpyNEk SIpAK, CSc., prici na téma: ,,PFispévky k operitorové teorii Markovovych
fetézcli s obecnym systémem stavi‘‘ a dne 24. dubna 1973 RNDr. OtTo VEIVODA, CScC., prici
na téma: ,,Periodick4 feSeni linedrni a slab& nelinedrni vlnové rovnice*.

Pred komisemi pro obhajoby kandiddtskych disertaénich praci obhdjili dne 16. ledna 1973
RNDr. JAROSLAY BAYER préci na téma: ,,0 deformacich kongruenci rovin vnofenych do osmi-
rozmérnych projektivnich prostorii® a RNDr. JoseF CUCKA praci na téma: ,,O deformacich
kongruenci (n — 1)-rovin, vnofenych do (27 — 1)-rozmérnych projektivnich prostort*, dne
9. tinora 1973 PAvVLA VRBOVA préci na téma: ,,Spektrdlni vlastnosti operatori*‘, dne 12. bfezna
1973 RNDr. HiLpa DrASKovVICOVA praci na téma: ,,0 niektorych reldciach na zvdzoch a na
systémoch ekvivalencii*, dne 22. bfezna 1973 RNDr. MARIE SIKULOVA prici na téma: ,,Stochas-
tické modely absorp&nich procesi: Prispévek k ureni meze unavy‘, dne 30. bfezna 1973
ADELA FILLOVA prici na téma ,,Vlastnosti rieSeni kvazilinedrnej diferencidlnej rovnice §tvrtého
riadu*, dne 27. dubna 1973 RNDr. JAN CHVALINA prici na téma: ,,Realizace topologii mnozZino-
vymi systémy*, dne 29. kvétna 1973 Ing. VACLAV RAJLICH prici na téma: ,,Absolutné paralelni
gramatiky”, RNDr. IvAN MEezNfK prédci na téma: ,,0 jedné tfidé generovatelnych jazyki*‘ a
Ing. Joser PUZMAN préci na téma: ,,Ko6dovani pfi pfenosu se zpétnou vazbou*, dne 7. &ervna 1973
RNDr. Jozer MiKLOSKO praci na téma: ,,K niektorym problémom numerickych kvadratir®,
dne 11. Cervna 1973 MiLAN TVRDY praci na téma: ,,Okrajové dlohy pro zobecnéné linedrni
diferencidlni rovnice‘‘ a VLADIMIR LOVICAR prici na téma: ,,Skoroperiodicka funkce a skoro-
periodick4 feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic* a dne 18. &ervna 1973 RNDr. MARTIN CERNY
prici na téma: ,,Preferen¢ni relace na prostorech trajektorii‘‘ a RNDr. ZDENEK VLASEK praci
na téma: ,,Rovinné potencidlni obtékani skupin profili a profilovych mtiZi idedlni nestlagitelnou
tekutinou®.

Redakce
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