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LJAPUNOVSKE FUNKCE V TEORII OMEZENOSTI
ABSTRAKTNICH RESTRINGOVANYCH PROCESU

FRANTISEK TUMAJER, Liberec

(Doslo dne 21. srpna 1970)

UvoD

V praci [1] zavadi J. NAGY pojem abstraktniho regulovaného procesu, ktery je
bezprostfedn& spjat s pojmem abstraktniho procesu uvedeného O. HAIJKEM na
symposiu EQUADIFF 1I. Abstraktni regulovany proces neni sice abstraktnim pro-
cesem, ale ukazuje se, Z¢ ma s nim mnoho spole¢nych vlastnosti. V praci [2] jsou
studovany pomoci ljapunovskych funkci vlastnosti omezenosti abstraktnich procesi.
V ptedloZené praci uzivame podobnych metod ke studiu silné a slabé omezenosti
tzv. abstraktnich restringovanych procesii; jejichZ specialnim ptipadem jsou regulo-
vané procesy z prace [1]. Pfipomeneme si proto nejprve zakladni definice a oznageni
z praci [1] a [2].

Symboly R', R% R* budou znadit po fad& nasledujici mnoZiny: (— oo, + o),
<0, + ), (0, + o). R znadi danou neprazdnou podmnozinu mnoZiny R', P a W
dané abstraktni mnoZiny. V textu budeme pouZivat zobrazeni projekce, které defi-
nujeme nasledujicim zptisobem. Necht je dan systém mnoZin X; proj = 1,2, ..., n.
Pro kazdou kombinaci (iy, i, ..., i) pfirozenych &isel takovych, ze 1 < i; < ijy; < n
prol < 5 £ k — 1, definujeme

Proj;, it i X1 X Xy X oo x X, > Xy x X, x ... x X;

Ik

pfedpisem
PLOYy, 1.t Bys Gy oo Be) = (@i Gy o o5 A1)

Dale se budeme zabyvat jistou relaci t na mnoZin& P x W x R. Predpokladame, Ze
relace t m4 vzdycky nasledujici vlastnost:

(1) e (> wi, B), (x, w,0) € P x W x R, (y, wy, B) t(x,w,a), pak B = «.
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Kazdé takova relace uréuje systém relaci

)] - {st:BZavR} na PxW
definovanych vztahem

G (v, w1) ptalx, w) <= (v, wy, B) t(x, w, o)

a také obracen& kazdy systém relaci (2) definuje pomoci vztahu (3) relaci ¢ na P x
x W x R. Je-li t relace na mnoZiné P x W x R, pak oznalime

E = domain ¢,

D={9x,wa)eR x Px Wx R:(y,wy,9) t(x, w, )
pro n&jaké (y, w,)eP x W},

sta(%, w) = {(y, wy) € P x W:(y, wy, 9) t(x, w, @)}

a zobrazeni

e:E—(—o00, +0) :&(x,w,a) = sup {BeR: (B, x,w,a)e D}.

1. DEFINICE ABSTRAKTN{HO RESTRINGOVANEHO PROCESU

1.1. V této &sti pfipomeneme nejdfive definici abstraktniho procesu z prace [2]
a zavedeme pojem abstraktniho restringovaného procesu. Budeme pfitom bez dalsich
poznamek pouZivat oznadeni a konvenci zavedenych v tivodni ¢asti. Identickou relaci
na P x W oznadime 1p, .

1.2. Definice. Rikame, Ye t je proces na P x W nad R, pravé kdyz P, W jsou mno-
Ziny, R = R, t je relace na P x W x R vyhovujici podmince

(1) ple = P = a pro viechna a, feR
a majici nésledujici dv& vlastnosti:

(i) ate = 1pxw pro viechna a € R,
(i) ,t5© gty = ,t, pro viechna B e <a, y> v R.

Rikame, %e proces t je lokdlni, tesp. globdlni, pravé kdyZ pro kazdé (x, w,0)€E
plati &(x, w, @) > a, resp. &(x, w, a) = + 0.

1.3. Definice. Necht ¢ je proces na P x W nad R. Rikdme, Ze t pFipousti periodu
T € R!, pravé kdyZ pro viechna f > « v R plati

p—tta—t e ﬁta = ﬂ+¢ta+t .
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1.4. Definice. Nechf ¢ je proces na P x Wnad R. Rikame, Ze o je Fesenim procesu t,
pravé kdyz

(i) o je parcialni zobrazeni R — P x W,
(ii) domain ¢ je interval v R,
(iii) (a(9), 9) t(a(x), @) plati pro viechna § > « v domain o.

Rikame, Ze t je uplny vzhledem k FeSenim, pravé kdyZ ke kazdé dvojici (x, w, a),
(v, wi, B) € E, (¥, wy, B) t(x, w, @) existuje fedeni o takové, Ze a(a) = (x, w), o(B) =
= (y9 wl)' .

1.5. Poznimka. Je-li o feSenim procesu t, « € domain o, pak fikame, Ze ¢ prochazi
bodem (x, w, «), pravé kdyz o(x) = (x, w).

1.6. Definice. Nechf t je proces na P x W nad R. Restringovanym procesem p
na P nad R nazyvame relaci p mezi P x W x R a P x R definovanou takto:

(z, 9) p(x, w, @) , pravé kdyz existuje w, € W takové, Ze plati (z, wy, 9) #(x, w, a) .
Rikame, Ze restringovany proces p je lokdlni (globdlni), resp. pFipousti periodu

te R', pravé kdyz t je lokalni (globalni), resp. pfipousti periodu 7.

1.7. Lemma. Necht p je restringovany proces procesu t. Pak plati

(z, 9) P(xy, wis &y), (x4, Wy, 2y) H(x, w, &) = (z, 9) p(x, w, @) .

Dikaz plyne pfimo z definice 1.6.

1.8. Definice. Necht p je restringovany proces procesu t. Zobrazeni V: E — R°
nazyvame ljapunovskou funkci restringovaného procesu p, pravé kdyz je V nerostouci
podél p, tj. pravé kdyZ ze vztahu

(xpwpa)eE, j=1,2, (x5 wyay)H(xy, wy, ;) plyne
V(xz, was ) £ V(xy, wy, @) .
1.9. Definice. Nechf p je restringovany proces procesu t. Rikame, %e parcialni
Zobrazeni s : R — P je reSenim restringovaného procesu p, pravé kdyZ existuje fe-

Seni o procesu t takové, %e s = proj, o a.
Rikame, Ze p je uuplny vzhledem k FeSenim, pravé kdy? t je uplny vzhledem k feSenim.

1.10. Definice. Nechf p je restringovany proces procesu t. Rikame, %e zobrazeni
V:E - R° je slabé ljapunovskou funkci restringovaného procesu p, pravé kdy? ke
kazdému (x, w, «) € E existuje feSeni ¢ procesu t takové, Ze domain o o <{a, &(x, w, @))
aV je nerostouci podél g, tj.

V(5(3), 9) < V(o(B), ) pro viechna a < B < 9 < g(x,w,a) v R.
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2. SILNA OMEZENOST RESTRINGOVANYCH PROCESU

2.1. Oznaéeni. V této Casti pfedpokladame, Ze jsou dany restringovany proces p
procesu t, neprazdna mnoZina

(1) mc P x R

a zobrazeni

(2 g:PxR->R°
tak, Ze plati

(3) g(x,2) =0« (x,0)em.

2.2. Definice. Rikame, Z¢ p je silné omezeny vzhledem k m, pravé kdyZ existuje
zobrazeni

(1) “ @ :proj, 3 E - R*
takové, Ze plati
(2 (9, x,w,a)e D, (z,9)p(x,w,a)=>g(z,9) < o(x, ).

2.3. Véta. p je silné omezeny vzhledem k m, prdvé kdy? existuji zobrazeni
(1) V:E-R° g@q:proj, s E—>R*, a:R* > R* a jerostouci, a(v) > +o
pro v— +o0,

majici ndsledujici vlastnosti:
(i) vV je liapunovskd funkce,
(ii) (x, w,®) € E =V(x, w, &) < @, a),
(i) (x, w, @) € E, g(x, @) € R* = a(g(x, 2)) < V(x, w, ).

Diuikaz. Necht p je silné omezeny. Definujme zobrazeni
(2) V:E - R®:¥(x, w, @) = sup {g(z, 9) : (z, 9) p(x, w, a)},
(3) @0 : proj; 3 E > R* : @o(x, @) = o(x, a),
(4) a:R* > R* :a(v) = v.
Nyni dokéZeme, Ze zobrazeni (2), (3) a (4) maji vlastnosti (i) aZ (ii).

Ad (i): Necht (x,w,x)eE a necht (x,,w,, a;)t(x, w,«). Pak pro kazdé
(2, 9) p (x4, wy, «,) plati podle 1.7 také (z, 9) p (x, w, @), a tedy

V(%y, wy, 0y) = sup {g(z, 9) : (z, 9) p (x1, wy, @)} <
<sup{g(z,9):(z,9) p(x,w,a)} =V(x,w,0a),
takZe V je ljapunovskou funkci.
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Ad (ii): Necht (x, w, a) € E. Pak pro kazdé (z, 9) p (x, w, «) plati podle 2.2 (2) vztah
g9(z, 9) £ o(x, a), takze V(x, w, ) je pfedpisem (2) skutetn& definovano a mé vlast-
nost (ii).

Ad (iii): Z¥ejmé& plati

g(x,2) e {g(z, 9) : (z, 9) p (x, w, @)} ,
a tedy

g(x, @) S V(x, w,0).

Necht existuji zobrazeni (1) majici vlastnosti (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, &) € E.
Definujme zobrazeni ¢ z 2.2(1) tak, aby byl spln&n vztah

a(o(x, a)) = @o(x, @) .

Nyni se snadno ukéze, ze pro kazdé (9, x, w, a) € D, (z, wy, 9) t (x, w, @), g(z, 3) e R*
plati '

a(g(z, '9)) é V(Z’ Wi ‘9) é V(X, w, a) é (PO(x’ a) é a((P(x; a)) ’
odkud plyne g(z, 9) < ¢(x, «). Je tedy p siln& omezeny vzhledem k m.
2.4. Poznimka. Podminku (iii) ve v&t& 2.3 Ize zam&nit podminkou:
(iii)" existuje zobrazeni {, : R* — R* takové, Ze plati

K(x,w,a) £ o= g(x, o) < {(0).

2.5. Definice. Rikame, Ze p je silné asymptoticky omezeny vzhledem k m, pravé
kdyz p je siln& omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(1 xeR*
a zobrazeni
(2) _ T:proj;,3 E—» R*

takové, ze plati
(3) (O x,woa)eD, $2za+T(xa), (29 p(x wa)=g(z9)=x.

2.6. Véta. Restringovany proces p procesu t je silné asymptoticky omezeny
vzhledem k m, prdvé kdy# existuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) a# 2.3 (iii)
a zobrazeni T, : proj, s E - R*, xo € R* takové, Ze plati

(iv) (8, x, w, @) € D, 8 = a + Ty(x, &), (z, wy, 9) t(x, w, &) = V(z, wy, ) < 0.

Dikaz. Necht p je siln& asymptoticky omezeny. Pak podle prvni &asti ditkkazu véty
2.3 existuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) aZ 2.3 (iii). Zvolme v (iv) za %, € R*
konstantu x z 2.5 a definujme zobrazeni Ty, : proj, 3 E = R* : Ty(x, o) = T(x, ), kde
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T je zobrazeni z 2.5. Pak podle 2.5 (3) pro kazdé (9, x, w, @) € D, (z, wy, 9) t (x, w, a),
9 2 a + Ty(x, ) plati g(z, 8) < x,, a tedy vzhledem k 2.3 (2) je také V(z, w,, 9) < x,.

Necht exiStuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) aZ 2.3 (iii), o € R* a zobraze-
ni T, majici vlastnost (iv). Z vlastnosti 2.3 (i) aZ 2.3 (iii) vyplyva podle véty 2.3, Ze
p je siln& omezeny vzhledem k m. Definujme konstantu x z 2.5 (1) tak, aby byl splnén
vztah

a(x) = »,

a za zobrazeni Tz 2.5 (2) zvolme zobrazeni T, z (iv). Pak pro kazdé (9, x, w, ) € D,
9 2 o+ T(x,a), (z, wy, 9) t (x, w, &), g(z, 9) € R* plati

a(g(z, 9)) < V(z, wy, 9) < % < a(x),

odkud plyne g(z, 9) < . Je tedy p siln& asymptoticky omezeny vzhledem k m.

2.7. Véta. Necht p je globdlni restringovany proces procesu t, uplny vzhledem
k Fesenim. Necht existuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) a2 2.3 (iii), konstanty
%0, %1 € R* a zobrazeni ¢ : {x,, + ) » R* zdola omezené na kaZdém kompaktnim
podintervalu intervalu {x,, +oo) kladnym ¢islem a majici ndsledujici vlastnosti:

(iv) (x, w, @) € E, g(x, @) < %, = V(x, w, @) < %o,
(v) pro kaZdé FeSeni o procesu t a vSechna o, 3 € domaino, « < 3 plati

V(a(9), 9) — V(o(a), @) < — |2 c(g(proj; o a(v), v)) dv, kdykoliv je c(g(proj, -
o o(v), v)) definovdno pro viechna v e {a, 95, v € R.

Potom je p silné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Diukaz. Z vlastnosti 2.3 (i) aZ 2.3 (iii) zobrazeni 2.3 (1) vyplyva podle véty 2.3,
Ze p je siln& omezeny vzhledem k m. Volme x z 2.5 (1) tak, aby platil vztah

a(x) = xo .

Necht je dano (x, w, ) € E, g(x, a) < x, a pfedpokladejme, Ze existuji (B, x, w, «) € D,
(», wy, B) t (x, w, &) takové, Ze g(y, B) > x. Pak je

a(x) < a(g(y, B)) < V(y, wy, B) S V(x, w, ) < %,

odkud plyne a(x) < x, coZ je spor s volbou konstanty x. Plati tedy
(1) (9, x,w,a)eD, g(x,a) <x,, (z9)p(x,w,a)=g(z,9) < x.
Nechf je nyni (x, w, @) € E, g(x, «) = x,. PoloZme
Mx, a) = inf {c(v) 12, S v < o(x, @)},
kde ¢ je zobrazeni z definice 2.2.
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Definujme zobrazeni Tz 2.5 (2) pfedpisem
T(x, a) = 1 + M
A(x, o)

a ukaZme, Z7¢ x a T vyhovuji definici 2.5. Pfedpokladejme, Ze pro né&jaké
(v, wy, B) t(x, w, @), B = a + T(x, a) plati vztah g(y, f) > x. Necht o je feseni pro-
cesu  prochézejici body (x, w, a) a (y, wy, B). Je-li x; < g(proj, ¢ a(9), 9) pro viechna
9e{a, B>, 3€R, pak pomoci 2.3 (ii) a 2.7 (v) dostavame vztah V(o(B), B) <
< V(o(a), @) — [2 c(g(proj, o o(v), v) dv < @4(x, @) — A(x, a) T(x, ) < 0, coZ je ve
sporu s definici zobrazeni V. Existuje-li y € {a, B) takové, Ze g(proj, < a(y), y) < x,,
plyne z (y, B) p (a(y), 7) a ze vztahu (1) nerovnost g(y, f) < %, coZ je spor s nasim
pfedpokladem. Odtud dostavame, Ze pro kazdé (9, x,w,a)e D, 9 2 « + T(x, a),
(z9) p(x, w, ) plati g(z,9) < x. Je tedy p siln& asymptoticky omezeny vzhle-
dem k m.

2.8. Poznamka. Ziejmé v obou piedchazejicich vétach lze podminku 2.3 (iii) nahra-
dit podminkou 2.4 (iii)".

2.9. Definice. Rikame, Ze p je silné stejné omezeny vzhledem k m, pravé kdyz
existuje zobrazeni

(1) {:Rx R* > R*
takové, Ze plati
(2) 8, x,w,x)eD, g(x,0) <w, (z9)p(x,w,a)=g(z,9) < {(a, 0).
2.10. Véta. p je silné stejné omezeny vzhledem k m, pravé kdy? existuji zobrazeni
(1) V:E->R®, {,:Rx R*-R*, a:R* > R*, arostouci,
alw)> +0 pro w— +oo,
majici ndsledujici vlastnosti:

(i) V je ljapunovskd funkce,
(i) (x, w, ) € E, g(x,0a) < 0 = V(x, w, @) £ {o(a, o),
(ii) (x, w, a) € E, g(x, 2) € R* = a(g(x, @) < V(x, w, a).

Dikaz. Necht p je siln& stejn& omezeny. Definujme zobrazeni V : E — R° vztahem
2.3 (2), zobrazeni

(2) {o:R x R* 5 R* : {o(a, w) = {(o, w),
(3) a:R*" > R":4(0) = 0.
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Nyni dokaZeme, Ze zobrazeni V, (2) a (3) maji vlastnosti (i) aZ (iii). Zobrazeni V' a (3)
maji zfejm& podle 2.3 ad (i) a 2.3 ad (iii) vlastnosti (i) a (iii). Podle 2.9 (2) ze vztahi
(9, x, w,®)e D, (z,8) p(x, w,2), g(x,2)eR* plyne g(z, 9) < (o, g(x, a)) takZe
V(x, w, a) je pfedpisem 2.3 (2) skute¢n& definovano a ma vlastnost (ii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Definujme zobrazeni { z 2.9 (1)
tak, aby byl splnén vztah

a(l(a, ®)) = Lo, ) .

Pak ze vztahd (9, x, w, ) € D, g(x, «) < @, (z, wy, 9) t (x, w, @), g(z, 9) € R* dosta-
vame

Ca(g(z, 9)) < V(z, wy, 8) S V(x, w, a) < Lo, ) < a(l(a, w)),

odkud plyne g(z, 9) < {(«, w). Je tedy p siln& stejn& omezeny vzhledem k m.
2.11. Pozndmka. Podminku (iii) ve vét& 2.10 Ize zam&nit podminkou 2.4 (iii)'.

2.12. Definice. Rikame, Ze p je silné stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m,
pravé kdyz p je silné stejn€ omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(1 xeR*

a zobrazeni

) T:R x R* - R*

takové, Ze plati

(3) %, x,w,a)eD, g(x,0)Sw, 9o+ T(xw)),

(z,9)p(x, w,a)=>g(z,9) < x.

2.13. Véta. Restringovany proces p procesu t je silné stejné asymptoticky omezeny
vzhledem k m, pravé kdy# existuji zobrazeni 2.10(1) s vlastnostmi 2.10 (i) aZ 2.10 (iii)
a zobrazeni
(1) T,:R x R* > R*, x,eR*
takové, Ze plati

(iv) (%, x,w,a)eD, g(x,0) Sw, 92a+ Ty, w), (z,w,9)t(x,w,a)=
= V(z, wy, 9) < %,. ‘
Diikaz. Necht p je siln& stejné asymptoticky omezeny. Pak podle prvni &sti dii-
kazu v&ty 2.10 existuji zobrazeni 2.10 (1) s vlastnostmi 2.10 (i) az 2.10 (iii). Zvolme
v (1) za %, € R* konstantu x z definice 2.12 a zobrazeni T, : R x R* —» R* defi-
nujme pfedpisem
To(2, w) = T(x, ),
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kde Tje zobrazeni z 2.12. Pak podle 2.12 (3) pro kazdé (9, x, w, @) € D, g(x, @) < o,
(z,wy, ) t(x, w,0) a 9 = a + Ty, ) plati g(z, ) < o, a tedy vzhledem k 2.3 (2)
je V(z, wy, 9) < %,. Odtud plyne, Ze zobrazeni V ma také vlastnost (iv).

Necht existuji zobrazeni 2.10 (1) s vlastnostmi 2.10 (i) az 2.10 (iii) a (1) majici
vlastnost (iv). Z vlastnosti 2.10 (i) aZ 2.10 (iii) vyplyva podle véty 2.10, e p je siln&
stejn& omezeny vzhledem k m. Definujme konstantu » z 2.12 (1) tak, aby byl spln&n
vztah

a(x) = x,
a za zobrazeni Tz 2.12 (2) zvolme zobrazeni T, z (1). Pak pro kazdé (9, x, w, «) € D,
g(x,0) £ w, 9 = a + T(a, w), (z, wy, 9) t(x, w, @), g(z, 9) e R* plati
a(g(z, 9)) < V(z, wy, 9) < % < a(x),

odkud plyne g(z, 9) < x. Je tedy p siln& stejn& asymptoticky omezeny vzhledem k m.

2.14. Véta. Necht p je globdlni restringovany proces procesu t, uplny vzhledem
k FeSenim. Necht existuji zobrazeni 2.10 (1) s vlastnostmi 2.10 (i) a# 2.10 (iii),
konstanty x4, %, € R* a zobrazeni c : {x;, + ©) > R* zdola omezené na kazdém
kompaktnim podintervalu intervalu {x,, + oo) kladnym ¢islem a majici ndsledujici
vlastnosti: '

(iv) (x, w, @) € E, g(x, o) < %, = V(x, w, &) < x,,
(V) pro kazdé Feseni o procesu t a viechna a, 9 € domain ¢, « < 3 plati
) V(o(9), 9) — V(o(x), o) < — [2c(g(projy o a(v), v)) dv,
-kdykoliv je c(g(proj, o 6(v), v)) definovdno pro vsechna ve {«, 3, veR.
Potom je p silné stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Diikaz. Z vlastnosti 2.10 (i) aZ 2.10 (iii) zobrazeni 2.10 (1) vyplyva podle véty 2.10,
Ze p je silng stejné omezeny vzhledem k m. Necht { je zobrazeni z definice 2.9. Po-
lozme A(a, w) = inf {c(v) : %, < v < {(«, w)}. Definujeme-li zobrazeni T z 2.12 (2)
predpisem

T, w) =1+ o(®, @) ,
Mo, o)

konstantu x € R* tak, aby platilo a(x) 2 x%,, ukaZeme podobné jako v dikazu vty
21, Ze pro (9, x,w,0)eD, g(x,0) S, $2a+ T(x,w), (29)p (x, w, ) je
9(z, 9) < . Je tedy p siln& stejn& asymptoticky omezeny vzhledem k m.

2.15. Poznimka. Ziejm& v obou pfedchazejicich vétach Ize podminku 2.10 (iii)
nahradit podminkou 2.4 (iii)’.
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2.16. Definice. Rikame, Ye p je silné stejnomérné omezeny vzhledem k m, pravé
kdyZ existuje zobrazeni

(1) ¢E:RY > RY
takové, Ze plati

@ (OxwaeDd, gxa) v, (z9)p(nwa) =gl 9) = ).

2.17. Véta. p je silné stejnomérné omezeny vzhledem k m, prdvé kdyZ existuji
zobrazeni

(1) V:E - R° rostouci a:R* - R*, a(y) > +o0 pro ¥ — oo, neklesajici
"b:R° > R*,

s ndsledujicimi vlastnostmi:

(i) V je liapunovskd funkce,
(ii) (x, w, @) € E, g(x, @) € R* = a(g(x, a)) < V(x, w, a),
(iii) (x, w, @) € E = V(x, w, @) < b(g(x, a)).

Dukaz. Necht p je silné stejnomémé& omezeny. Bez (jmy na obecnosti miZeme
pfedpokladat, 7e zobrazeni ¢ z 2.16 je rostouci. Definujme zobrazeni V: E — R°
ptedpisem 2.3 (2). Odtud a z 2.16 (2) plyne, Ze zobrazeni Vje timto pfedpisem skute&né
definovano a ma vlastnost (i). Definujme zobrazeni a, b z (1) vztahy

a() =¢; bY) =¢W) pro Yy =1, by)=¢(1) pro Ye0,1).

Ze vztaht (9, x, w, ®) € D, g(x, a) € R*, (z, 9) p (x, w, &) plyne g(z, 9) < &(g(x, «)),
takZe také V(x, w, @) < &(g(x, «)). Zfejm& plati g(x, «) < V(x, w, «), a tedy zobrazeni
(1) maji vlastnosti (ii) a (iii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Definujme zobrazeni ¢ z 12 (1)
tak, aby platilo

a(¢(V)) 2 b(y) -

Pak ze vztaht (9, x, w, @) € D, g(x, ®) < ¥, (z, wy, 9) t(x, w, ), g(z, 9) € R* dosta-
vame

a(g(z, 9)) = V(z,wi, 9) < V(x, w, o) < b(Y) < a(¢(¥)),
odkud plyne g(z, 9) < &(¢). Je tedy p siln& stejnom&rné omezeny vzhledem k m.
2.18. Poznémka. Podminku (iii) ve v&t& 2.17 mbZeme zaménit nasledujici pod-
minkou:
(iii) existuje zobrazeni &y : R* — R™ takové, %e plati (x, w, @) € E, g(x, «) < ¢ =

= V(x, w, @) < &(¥).
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2.19. Poznimka. Podminku (ii), resp. (iii), ve v&t& 2.17 miZeme ziejm& zamé&nit
podminkou 2.4 (iii)’, resp. 2.18 (iii)’".

2.20. Pozniamka. Necht restringovany proces p pfipousti periodu t© > 0 a necht
zobrazeni g z 2.1 (2) je periodické v druhé proménné s periodou t. Je-li p silné
stejné omezeny vzhledem k m a existuje-li zobrazeni p:R* — R* takové, %e
ww) 2 {(x, w) pro vsechna a €0, 1), x € R, w € R* a néjaké { vyhovujici definici
2.9, pak plati:

(i) p je silné stejnomérné omezeny vzhledem k m,
(i) existuje ljapunovskd funkce V periodickd v posledni proménné s periodou t
a majici vlastnosti 2.17 (ii), 2.17 (iii), 2.4 (iii)’ a 2.18 (iii)'.

Diukaz je zfejmy.

2.21. Definice. Rikame, 72 p je silné stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem
k m, pravé kdyzZ p je silné stejnomé&rné omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(1) xe€R*

a zobrazeni

(2) T:R* > R*

takové, Ze plati

(3) (9, x,w,a)eD, g(x,0) <y, $2a+ TWY),

(z9)p(x,w,a)=>g(z,9) < x.

2.22. Véta. Restringovany proces p procesu t je silné stejnomérné asymptoticky
omezeny vzhledem k m, prdvé kdy? existuji zobrazeni 2.17 (1) s vlastnostmi 2.17 (i)
az 2.17 (iii) a zobrazeni
(1) T, :R* > R*, x,eR*
takové, %e plati

(iv) (9, x,w,a) e D, g(x,2) S ¥, 8 = a+ To(¥), (z,wy,9)t(x, w,a)=>
= V(z, wy, 9) £ x,.

Dukaz je zfejmy, nebot véta 2.22 je stejnom&rnou modifikaci véty 2.13.

2.23. Viéta. Necht p je globdlni restringovany proces procesu t, tiplny vzhledem
k FeSenim. Necht existuji zobrazeni 2.17 (1) s vlastnostmi 2.17 (i) a# 2.17 (iii),
konstanta x, € R* a zobrazeni c:{x,, +®)— R* zdola omezené na katdém
kompaktnim podintervalu intervalu (x,, + o0) kladnym Cislem a majici ndsledujici
vlastnost:
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(iv) pro kaZdé Feseni ¢ procesu t a vSechna o, 9 € domain o, a < 9 platiV(o(9), 9) =

— V(a(a), )) £ — [2 c(g(proj; - o(v), v)) dv, kdykoliv je c(g(proj, o a(v), v))
definovdno pro viechna ve («, 9, veR.

Potom je p silné stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Dukaz. Z vlastnosti 2.17 (i) az 2.17 (iii) zobrazeni 2.17 (1) vyplyva podle véty 2.17,
Ze p je siln& stejnomérné omezeny vzhledem k m. Necht ¢ je zobrazeni z definice 2.16.
Polozme A(Y) = inf {c(v) : %, < v < &()}. Definujeme-li konstantu % z 2.16 (1)
predpisem

x = ()
a zobrazeni Tz 2.16 (2) pfedpisem

9 2 a + T(Y), (z, 9) n(x, w, ) je g(z, 9) < x. Je tedy p siln& stejnom&rn& asympto-
ticky omezeny vzhledem k m.

2.24. Poznamka. Ziejm& v obou pfedchézejicich vétach lze podminku 2.17 (ii),
resp. 2.17 (iii), nahradit podminkou 2.4 (iii)', resp. 2.18 (iii)".

3. SLABA OMEZENOST RESTRINGOVANYCH PROCESU

3.1. Oznaceni. V celé této ¢asti pouZivame i nadéle oznaceni zavedenych v pfedcha-
zejicim textu. Specialn& bude ¢ znacit lokalni proces na P x Wnad R, p jemu odpo-
vidajici lokalni restringovany proces. Podobné jako v piedchozi &sti je dana mnoZina
m < P x R a zobrazeni 2.1 (2) vyhovujici vztahu 2.1 (3). Krom& toho pro dané
(x, w, cx) € E oznatime symbolem X(x, w, a) mnoZinu vSech feSeni o procesu ¢t tako-
vych, Ze a(®) = (x, w) a domain ¢ > («, &(x, w, @)); symbolem S(x, w, «) pak mno-
Zinu v3ech feSeni s restringovaného procesu p takovych, Ze existuje o € Z(x, w, o),
pro které s = proj, o a.

3.2. Definice. Rikame, Ze p je slabé omezeny vzhledem k m, pravé kdyZ existuje
zobrazeni ' ®oeld
1 - ¢ : proj; 3 E— R*
takové, Ze plati ‘ '

(2) (x,w,a)e E = g(s(9),9) < o(x,a) pro n&jaké seS(x,w,«) a viechna 9€
e <{a, &(x, w,@)) v R.
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3.3. Véta. p je slabé omezeny vzhledem k m, prdvé kdy? existuji zobrazeni
(1) V:E—>R% ¢q:proj, ; E—> R*, a:R* - R*, a je rostouci, a(v) > +
pro v — + 00,
majici ndsledujici vlastnosti:
(i) V je slabé ljapunovskd funkce,

(ii) (x, w, @) € E = V(x, w, &) £ ¢o(x, @),

(iii) (x, w, @) € E, g(x, a) € R* = a(g(x, a)) < V(x, w, a).

Diikaz. Necht p je slabé omezeny. Podle definice 3.2 k danému (x, w, a)eE
existuje fefeni o € X(x, w, a) takové, ze pro s = proj, o o plati 3.2 (2). Definujme
zobrazeni
(2) V:E - R%:V(x, w,a) = sup {g(s(9), 9) : 9 € <a, &(x, w, a)) v R},

3) @0 : proj; 3 E > R 1 o(x, 2) = o(x, @),
(4) a:R* > R*:a(v)=v
a ukazme, Ze (2), (3), (4) maji vlastnosti (i), (ii) a (iii). Podle 3.2 (2) je vid&t, Ze V(x, w, o)

je pfedpisem (2) skute&n& definovano a mé vlastnost (ii). Zfejm& pro kazdé (x, w, a) €
€ E plati

g(x, @) € {g(s(9), 9) : 9 € (&, &(x, w, a)) v R},
takZe podle (2) je také g(x, a) < V(x, w, &), coZ je vlastnost (iii). Zbyva jest& dokazat,
Ze V je slab& ljapunovskou funkci restringovaného procesu p. Jsou-li 8,y € R takova,
Zea < B <y <e(x,w,a), pak je
{(o(9), 9) : 9 €<y, &(x, w, a)) v R} = {(a(9), 9) : $ € B, &(x, w, @) v R} .
Odtud snadno plyne -

V(a(y), y) = sup {g(s(9), 9) : 9 € {, e(x, w, a)) v R} <
sup {9(s(9), 9) : 9 € (B, &(x, w, «)) v R} = V(a(B), B) ,
takZe zobrazeni V z (2) je slab& ljapunovskou funkci.

Necht nyni existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, @) €
€ E. Definujme zobrazeni ¢ z 3.2 (1) tak, aby byl splnén vztah

a(o(x, @) = @o(x, a) .

Podle (i) existuje o € Z(x, w, &) takové, Ze V je nerostouci podél . Nyni se snadno
ukaze, 7e fefeni s = proj, o 6 vyhovuje definici 3.2 (2). Plati totiz pro kazdé 9 e
€<a, g(x, w, @), 3 v R, g(s(3), 9) e R*, a(g(s(9), 9)) < V(a(9),9) = V(x,w,0) £

< @o(x, @) < a(g(x, «)), odkud vzhledem k tomu, Ze a je rostouci, plyne g(s(9), 9) <
= ¢(x, «). Je tedy p slab& omezeny vzhledem k m.

IA
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3.4. Definice. Rikame, Z¢ p je slabé asymptoticky omezeny vzhledem k m, prave
kdyZ p je slab& omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

-

(1 x€R*
a zobrazeni
(2) T:proj, ; E— R*

takové, Ze plati
(3) (x,w,x)e E=g(s(9),9) < x pro n&aké s z3.2(2)a viechna 9 = a +

+ T(x, «) v domain s.

3.5. Viéta. Necht p je globdlni restringovany proces. Necht existuji zobrazeni
3.3 (1) s vlastnostmi 3.3 (ii) a 3.3 (iii), zobrazeni ¢ : R® > R* zdola omezené na
ka2dém kompaktnim podintervalu intervalu R* kladnou konstantou a konstanty
%o, %1 € R* s ndsledujicimi vlastnostmi:

(iv) (x, w, @) € E, g(x, @) < %, = V(x, w, ) < %,
(v) (x, w, @) € E = V(o(7), y) — V(a(B), B) < — [} c(g(proj;  a(v), v)) dv pro néja-
ké o€ Z(x, w,a) a kazdé « < B < y € domain g.

Potom je p slabé asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Dikaz. Necht je dano (x, w, «) € E. Podle vlastnosti (v) existuje o € X(x, w, a)
takové, Ze V je nerostouci podél ¢. Odtud a z véty 3.3 vyplyva, Ze p je slab& omezeny
vzhledem k m. Volme x z 3.4 (1) tak, aby byl spln&n vztah

a(x) = %, .

Necht g(x, a) < », a pfedpokladejme, Ze existuje f = o takové, Ze plati g(proj;
o o(p), p) > x. Pak je

a(x) < a(g(proj,  o(B), B)) < V(a(B), B) S V(x, w, ) < 2,,
odkud plyne a(x) < %, coZ je spor s volbou konstanty x. Plati tedy

(1) (x,w,a)€E, g(x,a) < x; = g(proj; > 6(9),9) < » pro viechna « < 9¢€
€ domain o.

Nechf je nyni (x, w, «) € E, g(x, @) 2 x,. PoloZme
Ax, o) = inf {c(v) : %, < v £ o(x, @)},

kde ¢ je zobrazeni z definice 3.2. Definujme zobrazeni T z 3.4 (2) pfedpisem

o e Pofx, @)
T ) =1+ Ax, o) ’
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v

feSeni s restringovaného procesu p vztahem
§ = proj; oo

a ukaZme, Ze %, T a s vyhovuji definici 3.4. Pfedpokladejme, Ze pro n&jaké f = o +
+ T(x, ) plati vztah g(s(B), B) > x. Je-li x; < g(s(9), 9) pro viechna 9 € <a, B> V R,
pak pomoci 3.3 (ii) a (v) dostavame vztah

V(a(B), B) < V(x, w, a) — [Be(g(s(v), v)) dv < @o(x, @) — A(x, a) T(x, ®) <O,

coz je ve sporu s definici zobrazeni V.

Existuje-li y € o, B) takové, Ze g(s(y), y) < %y, plyne z (s(B), B) p (a(y), y) a vztahu
(1) nerovnost g(s(B), B) < x, coZ je spor s nasim pfedpokladem. Odtud dostavame,
Ze plati (x, w, @) € E = g(s(9), 9) < » pro viechna 9 = « + T(x, «) v R. Je tedy p
slabé asymptoticky omezeny vzhledem k m.

3.6. Poznimka. Zfejm& v obou piedchazejicich vétach lze podminku 3.3 (iii)
nahradit podminkou 2.4 (iii)'.

3.7. Definice. Rikame, 7e p je slabé stejné omezeny vzhledem k m, pravé kdyz
existuje zobrazeni

(1) ¢:R x R*¥ - R*

takové, Ze plati

) (x,w,0)€E, g(x,a) < o= g(s(9),9) < {(x, @) pro n&aké se S(x,w,a)
a viechna 9 € <o, &(x, w, «)) v R.

3.8. Véta. p je slabé stejné omezeny vzhledem k m, pravé kdy? existuji zobrazeni

(1) V:E-R% {,:R x R* > R*, a:R* > R*, a rostouci, a(w) - +o pro
® 5 + o0, s ndsledujicimi vlastnostmi:

(1) V je slabé ljapunovskd funkce,
(i) (x, w,2) € E, g(x, 2) £ 0 = V(x, w, @) < {o(a, »),
(iii) (x, w, @) € E, g(x, a) € R* = a(g(x, «)) < V(x, w, a).

Diikaz. Necht p je slabé stejn& omezeny. Podle definice 3.7 k danému (x, w, «) € E,
9(x, ) £ w existuje feseni o € Z(x, w, @) takové, Ze pro s = proj, o ¢ plati 3.7 (2).
Definujme zobrazeni V : E — R vztahem 3.3 (2), zobrazeni
(2) , {o:R x R* » R* : {o(a, w) = {(a, w),

(3) a:R* > R*:a(0w) = w.
Nyni dokaZeme, Ze zobrazeni ¥, (2) a (3) maji vlastnosti (i) aZ (iii). Stejnym zplisobem
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jako v diikazu véty 3.3 se ukaZe, Ze zobrazeni V a (3) maji vlastnosti (i) a (iii). Podle
3.7 (2) ze vztaht 9 € <o, &(x, w, @)) v R, g(x, @) € R* plyne g(s(9), 9) < {(a, g(x, «)),
takZe V(x, w, a) je pfedpisem 3.3 (2) skutedn& definovano a ma vlastnost (ii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, a) € E,
g(x, @) £ w. Definujme zobrazeni z 3.7 (1) tak, aby byl spln&n vztah

a(¢(a, w)) 2 Lo(a, ) .

Podle vlastnosti (i) existuje feSeni o € X(x, w, o) takové, Ze zobrazeni V' je nerostouci
podél 6. Nyni se snadno ukaZe, Ze feSeni s = proj, o 0 a zobrazeni { vyhovuji
definici 3.7. Plati totiZ pro g(s(9), 9) e R*, 9 € <a, &(x, w, a)) v R vztah

a(g(s(9), 9)) S V(6(9). 9) < V(. w, o) < Lofe, @) S all(w ).

odkud plyne g(s(9), 9) < {(a, ). Je tedy p slab& stejn& omezeny vzhledem k m.

3.9. Definice. Rikame, Ze p je slabé stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m,
pravé kdyzZ p je slabé& stejné omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(1) xeR*
a zobrazeni
(2) T:R x Rt - R*

takové, Ze plati

(3) (x,w,2)€E, g(x,a) < w=g(s(9), 9) < » pro n&aké s z 3.7 (2) a viechna
9 2 « + T(2, w) v domain s.

3.10. Véta. Necht p je globdlni restringovany proces. Necht existuji zobrazeni
3.8 (1) s vlastnostmi 3.8 (ii) a 3.8 (iii), zobrazeni c : R® - R* zdola omezené na
kaZzdém kompaktnim podintervalu intervalu R* kladnou konstantou a konstanty
%o, ®; € R* s ndsledujicimi vlastnostmi:

(iv) (x, w, @) € E, g(x, @) < %y = V(x, w, a) < o,
(4) (x, w,0) € E = V(s(0), ) — V(o(B) B) = — Jf ca(projy o), ) dv pro né
jaké o € X(x, w, «) a kaZdé « < B < y € domain o.
Potom je p slabé stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Diukaz. Necht je dano (x,w,a)€E, g(x, «) < w. Podle vlastnosti (v) existuje
o € Z(x, w, ) takové, Ze V je nerostouci podél ¢. Odtud a z vlastnosti 3.8 (ii), 3.8 (iii)
dostdvame podle véty 3.8, Ze p je slab& stejn& omezeny vzhledem k m. Necht { je
zobrazeni z definice 3.7. PoloZme

Mo, w) = inf {c(v) : %, £ v £ {(o, @)} .
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Definujeme-li zobrazeni T 'z 3.9 (2) pfedpisem

o, W) = ————Co(a’ @)
Tee) =1+ e

feSeni s restringovaného procesu p vztahem

S = proj; o o
a konstantu x z 3.9 (1) tak, aby platilo

a(x) z %o,

ukéZeme podobné jako u dikazu véty 3.5, Ze pro (x, w, @) € E, g(x, o) < w a viechna
9 2 o + T(x, w) v domain s plati g(s(9), 9) < x. Je tedy p slabg stejn& asymptoticky
omezeny vzhledem k m.

3.11. Poznémka. V obou pfedchazejicich v&tach lze podminku 3.8 (iii) nahradit
podminkou 2.4 (iii)'.

3.12. Definice. Rikame, Ze p je slabé stejnomérné omezeny vzhledem k m, pravé
kdyZ existuje zobrazeni
(1) £:R* > R*
takové, Ze plati

) (x,w,a)€E, g(x,a) <y = g(s(9), 9) < &) pro n&jaké s € S(x, w, «) a viechna
9 e<a, &(x, w,®)) v R.

3.13. Véta. p je slabé stejnomérné omezeny vzhledem k m, prdvé kdy? existuji
zobrazeni

(1) V:E - R rostouci a:R* - R*, a(y) » +o pro Y —» +oo, neklesajici
b:R° - R*,
§ ndsledujicimi vlastnostmi:
(i) V je slabé ljapunovskd funkce,

(i) (x, w, @) € E, g(x, ) € R* = a(g(x, a)) < V(x, w, a),
(iii) (x, w, @) € E = V(x, w, «) < b(g(x, «)).

Dikaz. Nechf p je slab& stejnom&rn& omezeny. Podle definice 3.12 k danému
(x, w, ) € E, g(x, o) < y existuje feSeni o € X(x, w, a) takové, Ze pro s = proj, o &
Plati 3.12 (2). Bez ujmy na obecnosti miizeme pfedpokladat, Ze zobrazeni ¢ z 3.12 je
rostouci. Definujme zobrazeni V': E — R® pfedpisem 3.3 (2). Odtud a z 3.12 (2) plyne,
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Ze zobrazeni V je timto vztahem skuten& definovano a mé vlastnost (i). Definujme
zobrazeni a, b z (1) vztahy

aW) =¥ b¥) = W) pro Wz 1, by)=¢1) pro Yeco,1).

Ze vztah@ 9 € (o, &(x, w, a)) v R, g(x,a) e R* plyne g(s(9), 9) < &(g(x, «)), takze
také V(x, w, @) < &(g(x, «)). Ziejm& plati g(x, «) < V(x, w, a), a tedy zobrazeni (1)
maji vlastnosti (ii) a (iii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, a) € E,
g(x, a) < . Definujme zobrazeni ¢ z 3.12 (1) tak, aby platilo

a(&(V)) 2 b(¥) -

Podle vlastnosti (i) existuje feSeni o € Z(x, w, «) takové, Ze zobrazeni V je nerostouci
podél 0. Oznadme s = proj, o a. Pak ze vztahi 9 € <o, &(x, w, @) v R, g(s(9), ) e R*
dostavame

afa(s(0. 8)) < V(o(0). 8) < Vlx. w.3) < b(¥) < ale(¥)).
odkud plyne g(s(9), 9) < &(¥). Je tedy p slab& stejnom&rn& omezeny vzhledem k m.

3.14. Pozndmka. Podminku (ii), resp. (iii), ve v&t& 3.13 miZeme zfejm& zaménit
podminkou 2.4 (iii)’, resp. 2.18 (iii)".

3.15. Poznimka. Necht restringovany proces p pFipousti periodu t > 0 a necht
zobrazeni g z 2.1 (2) je periodické v druhé proménné s periodou t. Je-li p slabé
stejné omezeny vzhledem k m a existuje-li zobrazeni p:R* — R* takové, Ze
p(w) = {(a, w) pro vSechna o€ €0, t), € R, w € R* a néjaké { vyhovujici definici
3.7, pak plati:

(i) pje slabé stejnomérné omezeny vzhledem k m,
(ii) existuje slabé ljapunovskd funkce V periodickd v posledni proménné s perio-
dou t a majici vlastnosti 3.13 (ii), 3.13 (iii), 2.4 (iii)’ a 2.18 (iii)".

Diikaz je zfejmy.

3.16. Definice. Rikame, %e p je slabé stejnomérné asymptoticky omezeny vzhle-
dem k m, pravé kdyZ p je slabé stejnomérné omezeny vzhledem k m a existuji kon-

stanta ,
(1) xeR*

a zobrazeni

(2 T:R* - R*

takové, Ze plati
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