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&asopis pro p&stovani matematiky, roé. 97 (1972), Praha

O BODOVE DEFORMACI KONGRUENCI ROVIN
V PETIROZMERNEM PROJEKTIVNIM PROSTORU

Joser Cu¢ka, Brno

(Doslo dne 18. ¢ervna 1970)

V praci, k niZ dal podnét prof. K. SvOBODA v seminafi o soustavach Pfaffovych
rovnic, jsou studovany Cartanovou metodou pohyblivého reperu nékteré otazky
souvisejici s bodovou deformaci dvou dvojparametrickych systémii rovin — dale
struénéji nazyvanych kongruencemi L, L' — vnofenych do pétirozmérnych projektiv-
nich prostorii Ps, P5.

Ukazuje se, Ze né&které poznatky dnes jiZ dobfe zpracované teorie pfimkovych
kongruenci v P, (napf. [1]), maji své analogické prot&jsky v dale studovaném piipad&
kongruenci rovin v Ps.

V §1 je pro dalsi u€ely vhodné specialisovan priivodni reper kongruence L a zave-
deny bodové formy ¢;.

V §2 je zcela pfirozenym zptisobem modifikovan pojem bodové deformace uzivany
akademikem E. CECHEM. Obsah paragrafu je shrnut ve v&té 1 a existenéni v&t& 2.

V §3 je objasnén geometricky smysl rovnosti bodovych forem kongruenci L, L.
Véta 4 poukazuje na vztah mezi bodovou deformaci kongruenci L, L' a projektivni
deformaci prvniho fadu pfisluinych fokalnich ploch.

Na rozdil od indext j, k, I, jejichZ prub&h je vZdy vyznaden, probiha index ,,i
zasadné &isla 1, 2, 3.

1. Reperem pétirozmé&rného projektivniho prostoru Ps budeme rozumét libovol-

nou uspofadanou 3estici linedrn& nezavislych aritmetickych bodi 4; (j = 1, ..., 6),
Pro néz je
(1) [A;A,A454,A546] = 1.

O funkcich vyskytujicich se dale budeme pfedpokladat, Ze jsou analytické.
Zakladni deriva¢ni formule jsou

) dd; =Tl (ik=1,....6),
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kde relativni komponenty wj vyhovuji rovnicim struktury

3 . dob =Y} A of (jk1=1,...,6).
]
Hlavni parametry znaéme u, v. Pfaffovy formy a)j: splfiuji rovnici
Yol=0 (j=1,..,6).
J
Nechf vrcholy A,, 4,, A; reperu inciduji s béZnou rovinou p kongruence L. Pak
d[AlA2A3] = [dA1A2A3] + [Al dA2A3] + [A1A2 dAs] =
= Yoi[4:4,45] + Z;wﬂ[A AAr] 5

kde i, j, k jsou cyklické permutace z prvki1 1,2,3al = 4,5, 6.
Variace (tj. diferencovani jen podle vedlejsich parametri) je

0[A,4,45] = Z‘:e::[AlAzAs] .
kde jako obvykle

€&, = wp(d),
takZe formy
@) wit (j=1,23)

jsou hlavni a z nich Ize vybrat pravé dvé nezavislé; necht jsou to
o =o', o =o0’.

"Zb)"vajici formy (4) lze vyjadtit jako jejich kombinace s koeficienty zavisejicimi
obecné na hlavnich i vedlej$ich parametrech.

Ohniskem roviny (4;, A;, A;) piislusnym k fokalnimu sméru (napf. q'e' +
+ g*w? = 0) rozumime bod F této roviny, ktery pfi jejim pohybu ve fokalnim
sméru spliiuje relaci [4,4,4; dF] = 0. Jak znamo [6], existuji v kaZdé rovin& kon-
gruence tfi ohniska, o nichZ budeme v dal§im pfedpokladat, Ze neleZi v jediné pfimce.

Volme nyni vrcholy 4,, A,, A, reperu v ohniscich roviny p pfislusnych k fokalnim
smérim

wl'=0, 0*=0, o!'+ro*=w*=0,
kde .
) - r*0.

Rovnicim )
[A1A2A3 dAi]w‘=0 = 0

1ze vzhledem k (2) (j = 1,2, 3; k = 1,..., 6) vyhové&t, kdyZ
(6) o' A}t =0 (j=1,273).
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Uzitim Cartanova lemmatu nabyvaji (6) tvaru
(7) oy =ate' (=123 d} =ai = 1}.

Omezme se na ptipad, kdy kaZdé ze tfi ohnisek A; opisuje regularni plochu (tzv.
plochu fokalni).

Teéné roviny fokalnich ploch {4;} v bodech dotykd A, leZi v prostorech

(8) (A19 AZ’ A3’ Za?+jA3+j) (.] = 1’ 2, 3; a? = a; = ])'
J

Zvolime reper tak, aby tyto te€né prostory byly
(A4, 4z, A3, A4) > (Ap A, A4;, As) > (Ala Az, A4, a§A6) , a3+ 0,
to jest

a}*'=0 (j=1,23;i+})).
Odtud a ze (7) vyplyva

aitt=0 (j=1,23;i+}).
Vngjsim diferencovanim rovnic (7) pro i = j = 3 vychazi

o' A {da§ + ai(0] + 0 — 0} — o))} +
+ @* A {dair + a§r(w; + wf — w3 — w3)} =0.

Bez Gijmy na obecnosti zvolime a$ = 1.

Vnéjsim diferencovanim zbyvajicich rovnic (7) dostaneme
9) o'Aol -0 A3li=0 (j=1,2,3i+))
a vidime, 7e formy
w; + 0g — 03 — i, o), 03t} (=1,23;i%))

jsou hlavni.
Vzhledem k (6) a nerovnostem

o'Ad £0 (j=1,23igj+1)
miZeme na (9) aplikovat Cartanovo lemma a obdrzime
(1) of = alo' +lo!, W31 =plo'—ale/ (=123 i+)).
Ptihlédneme k rovnostem
(11) do' = (0} — 031) A @,
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které okamZit& plynou z podminek integrability (3) a prodlouZime (10). Ziskame tim
rovnice tvaru

o Adal+ o Ad 0l Awl =0,
W' AR — o Add+ D3I A0 =0, (,l=1,2,3;i%j+1%+i)
kde
(12) da) = da} + ai(w] — 031)) + 0}4;,
do] = dod + oj20) — 0} — 031)),
Ap] = dp] + Bl + ©31] — 203%) (=1,2,3;i+))
jsou dalii hlavni formy.

Ze vztahii (12), poznavame, Ze lze reper dale specialisovat volbou
al=0 (j=1,23i+))),
pfi¢emz se stavaji formy
by (=123 i0%+))
hlavnimi formami.

Z definice hodnoty vn&jsiho diferencialu a hodnoty vn&jsiho souginu plyne z (11)
(13) S0’ = o'(el — e311).

Uvedme jesté kvili prehlednosti variace relativnich invariantt a derivaéni formule
reperu.

(14) o) = ale + e31) — 2¢)), OB] = Bi(2e31i — el — €31)
(= 1,2,3; i +j),
dr=r(es+el—e; —ey) =rles+e3— e —ef).
(15) d4, = 0iA, + 0?4, + djw4; + 0'4,,
d4, = w'd, + 034, + Gwld; + 0*4ds,
d4; = ajw'd, + Bdw’d, + vi4, + w34q,
d4, = wiA, + 0iA, + 0iA; + wiA, + Piw'As + Biw'Ads,
d4s = wiA, + 034, + 034, + Biw?d, + wids + Prwid,,
dA6 = w},A, + w%Az + sz_-, + ﬁ;w3A4 + ﬂ3w3A5 + w6A6 .
Nyni lze snadno ovéfit, Ze bodové formy
(16) ¢, = Baio’n®, ¢, = duele®, @ = dajo'ew?
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a formy
¥, = dguiolo’e’, ¥, = gaieio'o’e’
jsou invariantni (tj. 6¢; = 6y; = 0). Z identity

©10:03 = Y ¥,

je ovsem ihned vidét, Ze nejsou nezavislé.

2. Pfedng pfipomeiime [1] pojem bodové deformace.
Budiz dana

— kongruence L = Ps rovin p = p(u, v),

— kongruence L < Pj rovin p’ = p'(v’, v'),

— regularni korespondence C : L —» L, Cp(u, v) = p'(u’, v')
rovnicemi u’ = u'(u, v), v’ = v'(u, v).

Rekneme, 7e C? je bodové rozsifeni korespondence C, jestlize je pro kazdou dvo-

jici odpovidajicich si rovin p e L, Cp = p’ € L déana kolineace
n = n(u, v) : p(u, ) > p'{u'(u, v); v'(u, v)} .

Dostavame tak bodovou korespondenci C? : V(L) — V4(L) mezi &tyfrozmérnymi
bodovymi varietami V,(L), V4(L).

Korespondence C se nazyva bodovou deformaci, jestlize existuje takové bodové
roz§ifeni C na CP, Ze Ize pro kaZdou dvojici (u, v) najit kolineaci K(u, v) : Ps — P
takovou, Ze plati:

Je-li Aep(u,v) bod a I' libovolna kfivka (4 eI < V,(L)), pak kfivky C°T
a K(u, v) I maji v bod& C’4 analyticky styk prvniho fadu, tj. pfi

(17) KA = C*4
plati rovnost
(18) K dA = d(C"4) + 3C*4,

kde 9 je jista hlavni forma. Rikame pak, Ze K realizuje (v rovin& p(u, v)) bodovou
deformaci.

Jde nam nyni o nalezeni podminek pfi jejichZ splnéni budou kongruence L = Ps,
L' = P} v bodové deformaci.

Ke kongruenci L pfifadime oviem reper s derivadnimi formulemi (15) a ke kon-
gruenci L' zcela analogicky reper ¢arkovany.

Korespondence C necht je uréena relacemi

(19) o* = Ybiw' (k,1=1,2),
1
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kde
(20) . | #=0 (K 1=1,2).

Pak je oviem

o? = bjo' + bio? + r'(bio' + bjw?).

Bodové rozsifeni C® korespondence C : L— L necht je dano kolineaci n : p — p’

uréenou rovnicemi
nA; = Zc{A", (j=1,23)

s determinantem I

(21) - el £0 (j=1,223).

Pfedpokladejme, Ze kolineace K

KA4; =c4;, (k=1,23)
KAy, =ci4; (1 =1,...,6)

realizuje bodovou deformaci kongruenci L, L.
Necht je kfivka I' opisovana bodem

A= E‘:x"(t) Afu,v),
kde

u=ut), v=1uot).
Pak

dA = Y3 {(dx' + X)) 4; + x'o'4s.} (G =1,2,3)
Jji
a
(22) Kd4= zzg{c{(dx" + x*of) + d,x'0} 4] (j=1,...6; k=1,23).
ij

Dale je

(23) C’'A =KA =3Yclx'd; (j=123)
iJ
a
(24) d(ct4) = Zzg{["ji dx’ + xi(de] + cfw)] 4] + cx*w Ay}
i j

(sk =1,2,3).

Dosadime z (22), (23) a (24) do (18) a porovname koeficienty u x'd} (I=4,5,6)
Dostaneme

(25) o3t =0'd (j=1,2, 3).
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S uvaZenim (19) porovnejme v (25) koeficienty nyni u forem w', w?. Ziskdme tak

systém rovnic
(26) cib? = eib} = b2 = c2by =0,
ci(bl + r'b3) =0, c3(by + r'by) =0,
¢§ = ci(by + r'by), 5 = c3(bi + r'bj),
g = c3(by + r'by), cor = c3(b} + r'b3),
¢t =cibl, ct=clbl, cir=cib?, ct =cib},
c; =c2by, ¢ =c2bk, c¢i =ciby, cor = cib3.
Po pfihlédnuti k podminkam (20), (21), (5) a analogické r’ =+ 0, Ize diskusi systému
(26) ukazat, Ze je fesitelny jen kdyz
(27) b3 =b}=0,
nebo by = b2 = 0. Vybér jedné z téchto dvou moznosti je geometricky nepodstatny
a my zvolime (27).
Vsimn&me si je§t& rovnic (25). Lehce z nich plyne
()
6 5.6 .4

4 5 1.2 2.3.1 1.2 3
(caeses + ciesee 3 H o’

4
+ ceied) w'w?w® = (ciciel + cicies + ciexed) o'lw 0" .

Korespondence C : L — L tedy transformuje rozvinutelné variety (torsy) kongru-
ence L do rozvinutelnych variet kongruence L. Takova korespondence se nazyva
rozvinutelna (torsalni).

Vratme se nyni k relacim (26) a (27). Nahlédneme z nich platnost rovnosti
(29) d=cd=a=g=a=d=d=cd=cG=c=c=c=0.

Vztahy (19) vzhledem k (27) jsou nyni
(30) o'l = blo!, o'?= biw?
a po piihlédnuti ke (29) nabyva (28) tvaru

cocsciw'0’w’ = cicicio 0?0 .
Ozna¢me
o — of =1t
Vngjsim diferencovanim (30) vychazi
{db] + bi(7§ — 1)} A @' =0, {db} + b3(z} — 1)} A @?=0

a tim se pfesvédujeme, Ze b}, b3 jsou relativni invarianty. MZeme tedy klast

= bi=1.



Pak oviem
Bt - = fot (k= 1,2)

-

jsou hlavni formy.
Doséhli jsme tak bez obsahové tijmy na obecnosti situace, kdy
(31 o*=0o" (k=1,2).

Systém (26) se tak zredukoval na

’

(32) ch=cl, ci=c2, €=¢c3, cCr=cir.
Z poslednich dvou rovnic (32) ihned vyplyva
(33) r=v.

S pouzitim (29), (31), (32), (33) porovnéavejme dale koeficienty v (18) nyni u x'4;
(j = 1,2, 3). Soudasn& pouzijme vyjadfeni hlavnich forem pFichystaného vy (15).
Dostaneme
(34);-3 def = cltl + ¢i9 = ¢}, 0

i1

(34)4-5 cilw + eh 0 = cejfot (j=1,2,3; i £j).

Porovnéanim koeficientdi u forem ', w? v rovnicich (34),_, méame ihned
d=cl=cl=cl=ci=ct=0
a

(35) cih=cll (F *1,2;3; # 4 j).
JelikoZ lze pozadavku (21) vzhledem k (29) vyhovét pravé kdyz
(36) el £0,
dospivame ze systému rovnic (35) pro nezndmé cj, c3, c3 k podminkam
(37) wa; = aiay , ajey = afaly; odas = aPal,
wodel = aedas, odadad = affoded?,

které oviem nejsou nezAvislé.
Kolineace K realizujici bodovou deformaci C je tedy uréena rovnicemi

15l

(38) KA; = cid;, KAyy; = ¢y di + cidsys

kde koeficienty c}, ¢} ,; jsou Fedenim systému rovnic (35) a (34), 5.
Shrnutim dosavadnich Gvah a porovnanim (37) a (16) je dokazéana
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Véta 1. Bodovd deformace C : L —» L je rozvinutelnd korespondence; kolineace K
ji realisujici transformuje ohniska A,, A,, A5 do ohnisek A}, A}, Aj.

Kongruence L, L jsou v bodové deformaci C : L —» L prdvé tehdy, plati-li
P =@1, 92=0¢2, ¢3=0;
a aspoii jedna z rovnosti
Yi=vi, ¥Y2=9;.

Vysetfujme nyni, zda k dané kongruenci L = P opravdu existuje korespondence C
a kongruence L' = P§ — dale stru¢n&ji dvojice (C, L) — tak, 7e C : L L je bodovou
deformaci.
Bez tjmy na obecnosti volme v relacich (35) of = «f (j = 1, 2, 3; i + j) a pamatuj-
me na (31) a (33). P¥i dané kongruenci Lje pak dvojice (C, L) uréena systémem
(39) =0 (j=1,...,6; i % j)
s uzavérem
(40) D' AQ;=0, 0®AQ,=0, 0®AQs=0,
' AT+ 0P AR =0 0P ATl -0 AR, =0
AT AR +Q)=0 P ATg—0' AR, +Q)=0
W ATE+ 0} A3, =0 0} AT -0 AddQ,=0,
kde
Q =1-1, Q=13-13, Q =1-1},
Q =1—-13, Q=15—13.
Snadno nahlédneme, Ze hlavni formy
Ti’ Ti: t;’ Tg’ Té’ 12’ Ql’ QZ’ Qa’ 94’ QS >

stejn€ jako vng&jsi kvadratické rovnice (40), jsou linearn& nezavislé. Pfi obvyklém
oznaceni je tedy
g=11, s5,=9, s, =11-9=2. i
Cartanovo &islo
Q=s5;,+25,=94+4=13.

Roziesme (40) uzitim Cartanova lemmatu.

(41) Q3 =f1w1’ Q4=fzw2: Qs =f3w3,
Ti =f4°0l +fsw2 > T; = f13a)2 '*'fu.w1 ,
1@, = fs0' + fs0?, Q= —f1a9* + fis0',
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73 = f10' + feo?, %6 = [0 + f1i0",
“?(Ql + Q,) = fro' + fow?, ’1;(91 + ;) = —f170° + fig0',
f100® + f200%,

—f200° + f2,07.

13 = f100? + f1,0°, Ts

Ty 2 3 2
Q, = f110° + f1,07, o302,

Dosadime-li ze (41) do (40), najdeme mezi koeficienty f, (k = 1, ..., 21) osm linear-
nich relaci, tedy N = 21 — 8 = 13. Protoze Q = N je systém (39) v involuci a je
dokézana existencni

Véta 2. Je-li ddina kongruence L < Py pak dvojice (C, L) existuje a zdvisi na
dvou funkcich dvou proménnych.

3. Predné se budeme zabyvat otazkou, kdy jsou dvojice fokalnich ploch {4}, {4}
v projektivnich deformacich C; prvniho fadu [5], které budeme realisovat sougasné
jednou kolineaci ¢, transformujici ohniska 4; do ohnisek A4;.

Rovnice kolineace 4" pfedpokladejme ve tvaru

(42) XA, =K

(43) fA3+i = ZK$+1A_; (j = 1"“, 6)7
J

kde

(44) KIK2K3 +0.

Fokalni plochy {4}, {4;} jsou v projektivnich deformacich C,:{4,} — {4}}
prvniho ¥adu realizovanych kolineaci ¢, plati-li pfi

relace &'(d4;) = d(Kj4}) + 9,K}A;, neboli

(43) H(dA) = K} dA; + p,41,
kde 9, jsou vhodné Pfaffovy formy a y; = dK} + 9,K%.
Jest .
dA; = Yowld;, dA;=Ywi4; (j=1,..,6),
J J
tedy
(46) ;w{(.}fAj) = KiYo/A; + yd; (j=1,...,6).
J

Nyni dosadime za o A; do (46) ze (42), resp. (43), a za w{ jejich vyjadfeni z matice

160



koeficienti (15). Porovnanim koeficientd u AYj = 1, ..., 6) a pak u ' a w? dosp&jeme
po snadnych vypoctech ke vztahiim

K:=Ki=K,=K$=K.! =K} =K{=K¢=K.=K:=K{!=K;=0

(47) Kigj =K}  (j=1,2,3; i+}))
(48) K=kl
(49) Kiti + 7, = Kj, 0.

Systém rovnic (47) je aZ na ozna&eni hledanych funkci K! identicky se systémem
(35). Obsahové jsou stejné i pozadavky (44) a (36). Jest tedy

Ki=¢!
a vzhledem k (48)
K3ti=c;.
Rovnice (49) nabyvaji nyni tvaru
Cgt:: +7; = Ki, 0

a Ize z nich uréit K, ;. Tim je dok4z4na

Véta 3. Fokdlni plochy {A;}, {A}} kongruenci L, L jsou v projektivnich deforma-
cich proniho Fadu C;:{A;} - {A}} realisovanych soucasné jedinou kolineaci X
pravé tehdy, plati-li

’
@i = ¢
a aspon jedna z rovnosti

Yo =Vi, Y2=19;.
Rovnice kolineace A" jsou tvaru
HA, =cd,
H Az = c34,4; + GAsy; .
Z obsahti véty 1 a véty 2 vyplyva tvrzeni, které podava
Véta 4. Rozvinutelnd korespondence C :L— L' mezi kongruencemi L,L je

bodovou deformaci prdvé tehdy, jsou-li korespondence C,:{A;} — {A}} mezi
fokdlnimi plochami {A,}, {4} projektivnimi deformacemi proniho Fddu.

161



	
	Article


