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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 97 ®* PRAHA 16.11.1972 * CISLO 1

PROJEKTIVNI DEFORMACE PRIMKOVYCH KONGRUENCI
VNORENYCH DO SESTIROZMERNYCH
PROJEKTIVNICH PROSTORU

JakuB BENES, Brno

(Doslo dne 19. zafi 1968)

Tento &lanek navazuje na vysledky ziskané v praci [3], kde jsou studovany pro-
jektivni deformace 3. fadu pfimkovych kongruenci vnofenych do n-rozmérnych
projektivnich prostorii. Je-li n = 7, jsou uvedené deformace ekvivalentni s bodovou
deformaci 1. fadu obou kongruenci. Je-li vSak jedna z obou kongruenci, které jsou
v projektivni deformaci 3. fddu, vnofend do projektivniho prostoru o dimensi 6
a neni-li vnofitelnd do prostoru o dimensi mensi, pak totéz plati i pro druhou kon-
gruenci. Pfitom nutn& musi byt splngny uréité podminky (viz [3], rovnice (37)),
které jsou mnohem siln&j$i nez ty, které si vynucuji bodovou deformaci 1. fadu.
Nebylo ugelem &lanku [3] sledovat podrobné tento zvlastni pfipad a proto se k nému
vracim v tomto pojednéni. Je tedy hlavnim tikolem tohoto ¢lanku objasnéni podmi-
nek (37) z jinych geometrickych hledisek, dale diikaz existence netrividlnich deformaci
3. fadu a struéné zminka o singularni deformaci 3. fAdu. Omezim se viak pouze na -
nejobecné&jsi typy neparabolickych kongruenci charakteru 3, jejichZ pfislu$né Lapla-
ceovy transformace nedegeneruji a jimZ v dualnim prostoru odpovidaji Laplaceovy
posloupnosti ploch s konjugovanymi sitémi.

1. ZAKLADNI ROVNICE KONGRUENCE L A JEJI DUALIZACE L*
Vychazime-li z podminek (1), (2), (3), (22) a (35) v [3], které doplnime podminkou

(1) [41, 4z, ..., 47] = 1,

miZeme v pfipad€ n = 6 specializovat reper pfimkové kongruence L obdobnym
zpsobem jak tomu bylo v [2], takZe plati

(2) Wy = GOy, Wy = U0, W14 =W3=0, wu=0)zj=0(j=5,6’7)’

W3 = A, , W35 = Wy, W3; = W34 = W36 = W37 =0,



Wy = G201, Wy = W3, W4y = W43 = Wys = W47 =0,
W57 = byw4 g7 = b1w;, W15 =C0;, W6 = C20;,
Ws; = Wsq = Wsp = Wy = W3 = Wgs = W73 = Wy = 0.
(3 w; A [doy, — ay(w33 — 2041 + @,,)] =0,
w, A [doy — oy(w4q — 20,5, + @4,)] =0,

w; A (2(033 — Ws5 — (011) = 0,

W2 A (20’44 — Wee — 0322) =0,

oy A [db, — bz(wss — g t+ w55 — “’77)] =0,

w; A [dby — by(w4s — @33 + W66 — w77)] =0,

w; A [dcz - Cz(waa — Wy + Wq9 — wae)] =0,

Wy A [dcl - cl(a)“ — Wi + Wyq — wss)] =0,

w; A [daz — 02(0)33 — W11 + Wyaye — (Dzz)] + w; A wg, =0,

; A @51 + 03 A [da, — ay(04s — 025 + 033 — ©,,)] =0,
[+ 2100 /\w62—b1m2 A Wqq =0, C01 A Wgq — W3 /\w72=0,
bz(l)l Aw72—a1w2Aw51=0, (O 5} Aai71—clw2Aw53=0.
Pfitom naSe pfedpoklady o typu uvaZovanych kongruenci si vynucuji podminku

4) o,0,a,a,b1bycic, £ 0.
Z4kladni rovnice kongruence Lpfi platnosti (2) jsou
;-
(S) dAi = Zquj (i = 1, 2,..., 7).
Ji=1
Ozna&me symbolem P§ prostor dudlni k Pg. Repery v P§ jsou tvofeny analyticky-
mi nadrovinami E,
(6) Ek = ('—1)t [Al""’ Ak—l’ Ak+l""’ A7] (k = 1, 2,-.., 7)

ptitom [4;, E;] = &) (viz [1] str. 26).

Oskulagnimu prostoru (4, 45, ..., 4¢) kongruence L podél pfimky p je dualizaci
ptifazen bod E, duélnfho prostoru P¢ a tedy kongruenci Lv Pg plocha L* v P, jeji*
zékladni rovnice jsou

4
(7) dE‘ = = ij‘Ej . (i = 1, 2, seey 7)
j=1
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Ze (7) vyplyva, Ze w,w, = 0 je rovnici konjugované sité na L*, a e plochy (Es)
a(E,) resp. (Es) a (E;) jsou Laplaceovymi transformacemi plochy L* ve sméru w; = 0
resp. w, = 0. Snadno se pfesvéd&ime, Ze dualizace pfifazuje fokalni plofe kongruen-
ce L, na niZ leZi hrany vratu vrstvy rozvinutelnych ploch w; = 0 (w, = 0), kongruen-
ci duélniho prostoru vytvofenou tetnami vrstvy &ar w; = 0 (w, = 0) konjugované
sit& na L*.

Dale budeme oznacovat:
Laplaceovu posloupnost kongruenci v Pg jako

wir Loy Loy iy wsv »
Laplaceovu posloupnost pfisluinych fokalnich ploch jako
oo S_ g5 845 8oy eun
pfitemZ S_; = (4,), S, = (4,), Laplaceovu posloupnost ploch v Pg jako
O 5B oY -
a ptidruZenou posloupnost kongruenci v Pg jako
. S PO+ A

kde S*,(S?) je vytvofena tenami vrstvy &ar @, = 0 (w, = 0) na L*.

Je-li L kongruence v Pg, pak o ni i o specializaci jejiho reperu budeme pfedpokla-
dat totéZ co o kongruenci L a jejim reperu, pouze odpovidajici symboly & rovnice
budeme odliSovat &arkou.

Pfi oznadeni 7 = o} — wy plati o kongruencich L, L' v rozvinutelné korespon-
denci :

(8) 113——-0, 124=0'
Z (3), (3) a (8) vyplyvaji rovnice:

(9) T3z — T11 = §1W1 5, T4q4 — T2z = S0, Ts5 — T3z = 530,

Tee — Taa = 5402,

’ ’ ’ ’
oz az oy o
—_— = —(Tzz - 1'11) = myw,, — = —‘(Tu - 1'22) = mw,,
oy oz oy ay -
b, b b, b
- 1 1 -
- - —(Tss - 777) = 04, d— ~ —(Tss - 1«'77) = n0z,
b, b, b, b,
’ ’ ’ ’
C2 C2 Cy ¢
d_"“‘(‘tﬂ "Tss)=P2w1, d— ——(1777 "’555) = P1W3 :
Cy C2 (Y ¢y



2. PROJEKTIVNI DEFORMACE 3. RADU

Nutné a postatujici podminky projektivni deformace 3. fadu kongruenci L, L
uvedené v [3] (Prop. 6) se zjednodusi vzhledem k nasi specializaci reperii na

(10) ap =@ %ay, ay =0, bby=¢ %hib,, 0#0,
25y +s3=0, 25, +s5,=0.
Diferencialnimi dasledky rovnic (10) jsou pak relace
(11) bicy = bycy, bjey =byey, ay =a;, a,=a,
A51=52=33=S4=m1="1='P1=m2="2=P2=0-

Odtud a podle [3], rovnice (36), nalezeneme nejobecn&;si kolineaci K realizujici uve-
denou deformaci ve tvaru

(12) KA, = oA}, KA, =g ‘4, KA;=od4,, KA, = ‘4,
KAs = a5, A} + 045, KAg = 06,45 + ¢ '45,
’ ’ b’ ’
KA; = 07,4y + az,4; + QfA7 )

2
pfi¢emzZ

(13) 32-1‘151‘91 = Ts3, 300603 = Tgy -

ProtoZe a,w,, (a,0,0,) je bodova forma kongruence L,, (L_,) (viz [3], rov. (20))
a byc,0,0, (byc,0,0,) bodova forma kongruence St (S%,), vyplyva z (11) a z [3],
Prop. 1, 2, 3, tvrzeni:

V&ta 1. Necht C : L — L je projektivni deformace 3. Fddu. Pak C i indukované
korespondence C,:L; > L; a c{:8; - S} (i = +1, £2,...) jsou bodovymi de-
formacemi 2. Fdadu.

Poznédmka 1. Mnohé vlastnosti kongruenci vnofenych do $estirozmérnych pro-
jektivnich prostord jsou podobné t€m, které byly zjistény ve [2]. VSechny dikazy
1ze provést metodami uzitymi ve [2], proto jsou v dal¥im v&tSinou vypustény, nebo jen
naznadeny.

3. EXISTENCNI VETA
Podle (1), (1) a (12) je ¢a’[a = 1. Repery kongruenci lze zvolit tak, Ze ¢ = 1.
Za tohoto pfedpokladu se podminky (10) zjednodusi, takZe trojice (C, L, L), kde
C: L— L je projektivni deformace 3. ¥idu, je ddna uzavfenym systémem (2), (3) a
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T =T =T3=1tq=0(=1,2,...,7), Tss=1Tsy =Ty =63 =0,
75, =17;=0(j =5,6,7), ;% =0(k=3,47),
Wy AT53=0, 0, AT64=0, 0; A15,=0, w3 A15,=0
Wy A Tgs — by A T7;, =0, bowy A T, — 0y, A Ts; =0,
Wy ATy —CWy ATs3 =0, €00 ATga— w3 ATy,=0

Systém neni v involuci, proto jej prodlouZime rovnicemi:

Ts3 = 5301, Tea = bgawy, Tsy = Dbyas5;0y, 762 = bibgr0,,

T71 = —0be01 — €18530;, T72 = —Crbeswy — 005,05 .
Snadno se presvéd¢ime, Ze systém ani ted neni v involuci. Dal§im prodluZovénim jej

Ize uZ pomérné snadno uvést do involuce, je viak nutno odlisit pfipad, kdy as; a bgs
je soucasné rovné nule.

Véta 2. Trojice (C, L, L), kde C : L— L je projektivni deformace 3. Fddu, existuji
a zdvisi na 18 libovolnych funkcich jedné proménné. V singuldrnim pfipadé, as; =
= bgy = 0, trojice (C, L, L) existuji a zdvisi na 14 libovolnych funkcich jedné pro-
ménné.

Poznamka 2. K singularnimu pfipadu se vratime podrobnégji v odst. 6.

4. DEFORMACE FOKALNICH PLOCH A LAPLACEOVYCH TRANSFORMACI{

Korespondence C : L— L' vynucuje pfirozenym zpiisobem korespondence c, :
:S; > 81, ¢_,:8S_;—>S_,, C*:L* - L* Korespondence c,, c_;, C* jsou pro-
jektivnimi deformacemi 2. fadu, pravé kdyZ jsou konjugované nebo C rozvinuteln4.
UvaZme dale, Ze pfislus$né oskula¢ni kolineace, které realizuji uvedené deformace,
jsou obecné riizné. Plati:

Véta 3. Korespondence C : L— L je projektivni deformaci 3. rddu (bodovou
deformaci 1. Fddu), prdvé kdy* projektivni deformace 2. Fddu ¢, : S; = Sy, c_; :
:S_; >SS, a C*:L*>L*c,:S;,—>S; a c_y:S_; > S_,) jsou soucasné
realizovdny spolecnou oskulaéni kolineaci.

Nutné a postadujici podminky, aby c, : S; = S; byla projektivni deformaci
3. fadu i p¥islusnou oskulaéni kolineaci 3. fadu K,, vypo¢teme z rovnic
m

Kyd"4, =Y ('Z) 19, d"-*4; prom=0,1,2,3,

k=0

kde '8, je vhodna k-forma, '9, = ¢, + 0.



Vychazi: ¢, je konjugovana a
(14) . ajay — a0, =0, ay —a; =0.

PonévadZ ¢, je konjugovana, je C rozvinutelna a podle (14) jsou si rovny bodové
formy kongruenci L, L' a L;, L}. Ze (14) a (9) obdrZime jako diferencilni disledky
vztahy aj = a,, m; = m, = 0. Tedy také bodové formy kongruenci L_, a E_,
jsou si rovny. Nejobecnéjsi oskulaéni kolineace 3. fadu realizujici projektivni de-
formaci 3. fadu ¢, je vyjadiena rovnicemi:

r a’ ’ ’
(15) KA, =0,4;, KA, = Q;—l Ay, K 4; = 0,45,
1

ay . ‘
_K1A4 = 0y cx_l Ay, K As = 05,45 + 0,45,
1
KA = tag A, + 0,2 5,4 + 0, 2 A
146 = "ag1 Ay + 01— 5244 + 04 6
oy oy

’ ’ 2s + s ’ b, ’
KAy ="0q. A7 + "07345 + 0, ;b—aAs +0y 2 A7,
2 2

bylaq; = Ql[dsl - sx(was - wu) + 1-'53] + 2151(26033 - Wy — wsa) + os5iwy .

Analytické podminky pro projektivni deformaci 3. fadu c_,:S_; - S_;
a pfisludnou oskula¢ni kolineaci K _; obdrZime ze (14) a (15) zim&nou indexi

(16) l1za2, 3za4, 5za6

a naopak.
ObdrZené vysledky miZeme s pouZitim Prop. 1, 2 a 3 z [3] shrnout ve véty:

Véta 4. Korespondence ¢, : S; — Si je projektivni deformaci 3. Fddu, prdvé kdy#
C:L- L je bodovou deformaci 2. Fadu.

Véta 5. Necht'c, : S; — S} je projektivni deformaci 3. Fddu. Pak takéc_, : S_; —
— Sy a vSechny indukované korespondence c;:S; > S; (i = +2, +3,...) jsou
projektivnimi deformacemi 3. rddu.

Souvislost mezi projektivnimi deformacemi 2. fadu C, C, a C_, a projektivni
deformaci 3. fadu C : L — L je vyjadiena nasledujici v&tou:

 Véta 6. Necht C:L— L' a indukované korespondence C,:L, - L] a C_, :
:L_; = L_, jsou projektivnimi deformacemi 2. Fédu. Tyto deformace jsou soucasné
realizovatelné spolecnou oskulacni kolineaci, prdvé kdyZ? C je projektivni deformaci
3. Fddu.
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5. DEFORMACE DUALNICH UTVARU

Korespondence C : L — L' vynucuje prostiednictvim dualizace korespondence mezi
plochami C*:L* - L* CF:L¥ > L;* a mezi pfidruZenymi kongruencemi cJ :
187 > S)*, kde i = +1, +2,... Aby cf byla projektivni deformaci 3. fadu, je
nutnou a postacujici podminkou jeji rozvinutelnost a splnéni vztahi
(17) b’lc,z = blCZ ) a;b’lbz = alblb,z ’ 2b2n2 + b’253 — 0,

254 + S2 = 0 .

Zkoumanim diferencialnich dusledkid zjistime, Ze tyto podminky jsou ekvivalentni
s (11). Plati tedy:

Véta 7. Korespondence C : L— L je projektivni deformaci 3. Fddu, prdavé kdy#
¢t : ST - S{* je projektivni deformaci 3. Fidu.

Nejobecné&jsi kolineace K7, realizujici projektivni deformaci 3. fidu ¢} je dana
rovnicemi:

(18)
’ ’ b, ! ’
KYE; = 'a3;E7, KiEg = 'agsEs, K1Es ='a3; 2E5, K{E, = 'ageEy;,

2

’
* — 1 % pr 1% bz ’ * 1% v 1, %
KiE; = "a37E7 + "a7; = E;, K{E;, = ‘a36Es + "0g6E; ,
2

’ ’ b, ’
K3E, = ‘af,E7 + ‘ai¢E¢ + ‘a3, 2 Ey,
Ty
10(:-,1.'53 + 3b21a;7w1 = 0, 21a26T64 -3 10(;60)2 =0 ’
lugs'az; = of +0.
Nutné a postadujici podminky pro projektivni deformaci 3. ¥adu c*, : §*, - §*,

i pfislusnou oskulagni kolineaci 3. fadu K*; obdrZime z (17) a (18) zim&nou indexd
podle (16). Tyto podminky jsou viak ekvivalentni s (17). Plati tedy véty:

Véta 8. Korespondence c*, : S*, — S'* je projektivni deformaci 3. Fddu, prdvé
kdy? ¢ : ST — Si* je projektivni deformaci 3. Fddu.

Véta 9. Necht C:L— L nebo c} :ST — S* jsou projektivnimi deformacemi
3. Fddu. Pak také indukované korespondence C;:L,— L; a c} : S} - Si* (i =
= %1, +2,...) jsou projektivnimi deformacemi 3. Fddu.



6. SINGULARNI PROJEKTIVNI DEFORMACE 3. RADU

Je-li C : L— L projektivni deformaci 3. ¥adu, pak podle vét 1, 4 a 5 jsou také
korespondence ¢, : S; = Sy ac_,; : S_; » S_, projektivnimi deformacemi 3. fadu.
Oskulaéni kolineace 3. fadu K, K, K _, realizujici tyto deformace jsou obecaé riizné

(viz (12), (15)). Aby kolineace K a K, resp. K a K_; mohly splynout, pak nutn& musi
byt

(19) 153 = 0 sy Tea = 0 .

Odtud mame:

Véta 10. Necht C : L— L je projektivni deformace 3. Fidu, ¢, : S; - Sy ac_, :
:S_y = S_, jsou vynucené projektivni deformace 3. rddu. Pak deformace C a c,
jsou realizovatelné spolecnou oskulacni kolineaci prdvé tehdy, jsou-li takto reali-
zovatelné deformace C a c_;.

Definice. Projektivni deformaci 3. fddu C : L - L nazyvame singuldrni, jestlize
vynucené projektivni deformace 3. fadu ¢, : S; - Sy ac_, : S_; —» S_; jsou reali-
zovany kolineaci K (podle E. Cecha).

Na zéaklad¥ véty 2, 10 a vztaht (19) miZeme vyslovit tvrzeni:

Véta 11. Trojice (C, L, L’), kde C:L— L je singuldrni projektivni deformace
3. Fddu, existuji a zdvisi na 14 funkcich jedné proménné.

Porovnanim kolineaci K; a K_, ihned obdrZime:

Véta 12. Korespondence C : L— L je singuldrni projektivni deformaci 3. Fddu,
pravé kdy# indukované korespondence ¢, :S, - Sy a c_,:S_; = S_, jsou sou-
Casné projektivnimi deformacemi 3. Fddu a jsou realizovatelné spolecnou oskulacénf
kolineaci.

7. SINGULARNi DEFORMACE LAPLACEOVYCH TRANSFORMACI

Dale chceme uréit nutné a postaéujici podminky pro to, aby projektivni deformace
3. fadu c} : ST - S}* byla singularni. Nalezneme proto znAmym zpiisobem kolinea-
ci K*, kterd realizuje projektivni deformaci 3. fddu C* : L* —» L* a provoname ji
s kolineaci K. Zjistime:

Véta 13. Korespondence C : L— L je singuldrni projektivni deformaci 3. rddu,
prdvé kdy? indukovand korespondence cf : ST — S\* je singuldrni projektivni
deformaci 3. Fddu.

8



Analogické tvrzeni plati téZ o korespondencich C a c¥,, takZe méame:

Véta 14. Korespondence c} : St — Si* je singuldrni projektivni deformaci, prdvé
kdyz c*, : S*, — S’ je singuldrni projektivni deformaci 3. Fddu.

Aplikovanim této véty na celou posloupnost ¢} (i = +1, +2,...) a uZitim v&t 13
a 9 obdrZime:

Véta 15. Necht C : L - L je singuldrni projektivni deformace 3. Fadu. Pak vSech-
ny indukované korespondence C;: L, — L, a cf : S} - S’ (i = +1, £2,...) jsou
singuldrnimi projektivnimi deformacemi 3. Fddu.
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Summary

PROJECTIVE DEFORMATION OF LINE CONGRUENCES
IN SIX-DIMENSIONAL PROJECTIVE SPACES

JakuB BENES, Brno

The contents of this paper consist in study of projective deformation of the third
order of line congruences in six-dimensional projective spaces. In the first part of this
paper the existence theorem is proved. Latter the projective deformation of the
third order is studied in the connection with deformations of associated and dual
objects. The last part contains some results on singular projective deformation.
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SPACES OF FUNCTIONS ON DOMAIN @, WHOSE k-TH
DERIVATIVES ARE MEASURES DEFINED ON Q

Jiki SoucCek, Praha
(Received January 8, 1970)

INTRODUCTION

In §1. a new kind of a functional space is defined, the space W, () of functions, the
first derivatives of which are measures on @ and the properties of this space are in-
vestigated. In §2. we use results from §1. to define the space W,'j( Q), the space of func-
tions, the k-th derivatives of which are measures on Q.

Let Q = Ey be a bounded domain with the boundary of the class C!. Generally
speaking, we can say that the space W,({) is the completing of Sobolev’s space
W}(Q) in weak convergence, by this weak convergence we mean the weak convergence
of the function together with weak convergence of their derivatives. Now, it can be
seen that element of W; is not already a function on Q in usualy sense: if two weak
convergent sequences of functions from W} has the same limit function in L, (in the
sense of weak convergence in L,), then their derivatives need not have the same weak
limit in L,, these limit measures can be different on 9Q.

The space W,({Q) is the space of all (N + 1)-couples (ao, ®;, ..., ay) of measures
on @, for which there exists a sequence of functions u, € Wj(£2) such that u, — o,
and at the same time du,[dx; — a;. It will be seen that «, must be absolutely con-
tinuous with respect to Lebesgue measure and hence «, has the density u, which is
integrable on Q. The derivatives of this function u in the sense of distributions are
then the restriction a;qo. Further there exists uniquelly determined measure e
€ L,(022) (we will call it the trace of (o, . .., &y) such that the Green theorem holds in
this form

J. qov,dﬂ=fu(p,‘dx +J‘(pdai, Vo e C'(Q).
0 Q o

The following important assertion is true:
If we take the function u € L,(f2) and if for any measures «,, ..., ay € L,(%) there
exists the measure B € L,(092) such that Green theorem holds, then (u, ay, ..., ay) €

10



€ W,(&). It will be seen that the element (u, o;) € W, is uniquelly determined by the
function u and by the trace f e L“(aﬂ). In theorem 3 there are discussed necessary
and sufficient condition for u and B to define an element from W,. It will then be
shown that B e L,(92) can be arbitrary and only some conditions must be supposed
about the function u. The trace p depends continuously and weakly continuously
on (u, @) € W,. Further there are proved the theorems on imbedding into L (%) and
the theorem on equivalent norms. The unit ball in W, is weakly compact. A so called
inner trace of (u, «;) € W, is defined as the trace of the element (u, &) € W, where &,
is the restriction «; o, which is uniquelly determined by u. The side of an element
(u, a;) is, on the contrary, determined by the restriction a;;,, and equals the difference
between the trace and the inner trace.

In the next sections the possibility of joining together of two functions is in-
vestigated, which are defined on the neighbouring domains. We can join together
two such functions, if they have the same trace on the common part of the boundary.
The function (u, «;) € W, can be extended to the greater domain, if the trace of this
function is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure on Q. By
suitable extentions it is possible to define the regularisation of element (u, a,) € W,
and by this regularisations we are able to prove that for each (u, «,) € W, there
exists a sequence of the functions u, € W,(Q) such that

(s Uy -5 Upgy) = (u, g, -y )
and moreover lim ||u, |, = [, a;)|w,s -
n—* o

In §2. the space W({2) is defined as the space of functions, the (k — 1)-th derivatives
of which belong to the space W,. The analogic properties are investigated there as
was done for the space W;, but the situation is more complicated, namely for exten-
sions of elements from W}.

The reason for investigation of these spaces is following. We can consider a func-
tional of the type of minimal surface

I(u, Q) = J‘ fOeuyugy,.u,)dx, ueWi(Q).
2

Let f(x, u, p) be a continuous and nonnegative function, which is convex in the
variable p = (py, ..., py) and which satisfied the condition

alp| — 2 Sf(xu,p) S eslp| + ca; YV, u,p; cpp.ce 2 0.

We will look for minimum of this functional on the set of all u € W}, u = u’ on 9Q;
u’ € L,(0R) fixed. There js one great difficulty, we cannot use direct methods of the
calculus of variations because the space W} does not have a weakly compact ball.
But the space W, has a weakly compact ball and we can extend the function I to the
whole space W,f. Theorem 6 on weak compactness of the ball in W: together with

11



Theorem 2 that the trace f of element (u, a;) € W, depends weakly continuously
on (u, ;) are then basic for using of the direct method. Also futher properties of the
space W,} are very useful for investigation of this variational problem. By this
method we obtain weak solution in W, for each boundary condition u’ € L,(0€2) and
for domains , which does not satisfy the usual condition of convexity.

We can also consider the analogic variational problem with derivatives to the k-th
order. On this problem there were no results till now. These variational problems
will be investigated in next papers.

Finally, the author wishes to thank dr. J. KACUR for his kindness in reading the
whole text and for valuable suggestions and particulary wishes to thank Professor

J. NECAas for the leading of his aspiranture and for helpful conversations during the
course of this work.

Notation

Q — a bounded domain in E, with its boundary 09 belonging to C! class,

v = (vy, ..., vy) — exterior normal to Q,

c — a constant which depends only on €,

C(E) - the space of all continuous functions defined on the compact E < Ey,

Wf,(f)) — Sobolev’s space of functions possessing distributive derivatives up to the
k-th order in L,(€),

|oc] — total variation of the measure a,

L(E) - the Banach space of all Borel measures (o-additive, general measures)
defined on the Borel set E = Ey and satisfying |||, = |¢| (E) < o,

|E| — N-dimensional Lebesgue measure of the measurable set E < Ey,

ds — (N = 1)-dimensional Lebesgue measure,

[& @ da — Riemann-Stieltjes’s integral, where E is a compact in Ey, ¢ € C(E) and
a € L(E), :

ug, a)p — the restriction respectively of a function u and of a measure a on the
Borel set E < Ey,
K*x) — N-dimensional mollifier.

Important agreement

Each absolutely continuous measure (with respect to the N-dimensional Lebesgue
measure) will be identified with its density with respect to Lebesgue measure, i.e.,
a € L,(2) will be identified with the function u € L,(£2) such that

J’<pda=j.<pudx, Vo e C(Q2).
n 0

o
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Each absolutely continuous measure f§ € L,(0Q) will be identified with its density
with respect to the measure dS on 9@ i.e. with such function u’ € L,(6Q) that

J (pdﬂ=f ou' dS, Voe C(0Q).
o0 o0

This identification will be used throughout the whole paper.

§1. SPACE W,
1. Definition of spaces W, and M*

First of all let us recall some well-known notions and theorems (see [1]).

Let E be a compact in Ey. A sequence o, € L,(E), n = 1,2, ... is said to be w*-
convergent to « € L,(E), if

J'qida,,—»J.(pda, Vo € C(E) .
E E

This convergence will be denoted by —.
The following assertions hold (see [1]):
1) «, — « in the space L,(E) iff
(i) there exists k > 0 such that [a,[L,z) < k,n = 1,2, ...
(i) fz o da, - [ @ do for each ¢ € X, X being a dense subset of C(E).
2) Ifa,e L(E),n = 1,2, ... are from a ball in L (E), then there exists a subsequence
{a,,}, which is w*-convergent in L (E).
3) If @, ~ e in L,(E), then [j«[ 1,5 < I lotall e

4) The space L,(E) is the dual space to C(E) with respect to the duality a«(¢) =
= [r ¢ da, e L,(E), ¢ € C(E).

Definition 1. W,/(Q) is the space of all (N + 1)-tuples (ay, ..., ay) € [L,(2)]¥**
for which a sequence u, € Wi(Q), n = 1, 2, ... exists such that

(1) Uy = Ao » unx; - a;

in the space L(%), i = 1, ..., N, where u,,, = du,[/0x; and the functions u,, u,,, are
identiﬁed with the absolute continuous measures according to the agreement.

,,(Q) is the space of all (a, ..., ay) € [L(@)]¥*! for which there exists u, €
eWi(Q), n = 1,2, ... satisfying (1).

If the w"‘-convergenoe by components is introduced in the space [L, (Q) afiz
then Wl is the “‘closure” of W} with respect to the w*-convergence and W is the
,,closure” of W}. At the same time, W} is imbedded canonically into [L, (ﬂ)]” *1 by:
W W o (st oo ) € [L (D

13



Theorem 1. Suppose (o, ..., ay) € Wy(2). Then
(1) ;o = Bo[0x;, i = 1,..., N in the sense of distributions,
(ii) the measure ay is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure.
Let us denote its density by u € L,(Q),
(i) there exists a unique measure B € L,(0Q) such that Green’s theorem holds:

() .[ qov,dﬂ=J'u(pxidx +Iqoda,, YVoeC!(Q), i=1,..,N.
0 Q Q

The measures a, are called the derivatives of the element (u, «;) and the measure f
is called the trace of the element (u,a,). Analogously to the space W1(Q), the elements
of W4(Q) are called functions.

Proof. According to the definition of W5({2) there exists a sequence u, € Wi(2),
n = 1,2, ... such that (1) is satisfied. Let u, € L,(92) denote the traces of u,. Con-
sidering [2], we obtain that the functions u, satisfy Green’s theorem

(3) j u,pv;dS = f U, dx + J' u,p,, dx, VoeCYQ).
a9 2 2

If we substitute functions from C§(€2) for ¢ in (3), we obtain with respect to (1)

j¢,‘dao= —j(pda,, =N
n n

and assertion (i) is proved.
With regard to (1), there exists a constant k > 0 such that

(4) "u ”wll(g) <k, n=12,...
Theorems of imbeddings imply
(5) "u;“lq(ﬂﬂ) é Ck ’ "un"L.(ﬂ) é Ck, I/q =/ 1 - l/N , n= 1, 2, .

There exists a suitable subsequence {u, }, a measure g e L,(0R) and u € L(Q) such
that

(6) u, =B in L(0Q), u, —u in L(Q).

Due to (1) u,, — oo in L,(£) and if we pass to the limit with k — co we obtain
J. o day =J pudx, VoeC(f).
I 0

Thus, assertion (ii) is proved.

Now, we pass to the limit in Green’s theorem (3) for u,,. With regard to (6) we
obtain Green’s theorem for (u, a4, ..., ay). It can be seen from (2) that the measure 8
is independent of the sequence {u,}.
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The norm in the space W,({) is defined by
N
I, ay, ..., “N)”W..*(m = | ucer +l_=Zl llote]| iy -

In the space W;({2) we introduce w*-convergence by components, i.e. (u,, tty;) =
- (u, ;) in W(Q)iff u, = u, @,; = o;in L,(&), i = 1, ..., N. Now, we shall describe
the functions of W,({2) explicitely using Green’s theorem (2) for the purpose.

Definition 2. M'(£) is the space of all (N + 2)-tuples (u, a4, ..., ay, B) for which
(i) ueLy(Q), ay, ...,y e L(2), Be L, (09),
(ii) (2) holds for each ¢ € C'(2).
Let us denote M'(2) = {(u, a;, B) € M'(Q2); B = 0}. The norm in the space M*(&)
is defined by

N
"(“’ % ﬁ)"w(m = "“"Ln(ﬂ) +s§1 "“i"L,.m)-

From Theorem 2 it will be clear that ||8]|,(oq) can be omitted in the formula for the
norm it M*. It can be seen from (2) that the measure  is uniquely determined by the
(N + 1)-tuple (u, ;). Therefore (u, a;) will be written sometimes instead of (u, «;, B).
In this sense W}({2) is a subset of M'(£2) and W (&) = M*(£2). One of the aims of the
next section is to prove equalities in these inclusions.

Similarly, in view of (2), the measures ay, ..., ay are uniquely determined by the
pair (u, f). Thus (u, ) can be written instead of (u, a;, B). The function u uniquely
determines the measures a; in €, i.e. the measures «;,o. Namely, a;q are distribution
derivatives of u.

The space W}(€) is canonically imbedded into W,(2) by:

1 1
ueWi - (u,uy, ..., u,)eW,

in the sense of our agreement. We introduce w*-convergence in the space M'(&2) as
the w*-convergence of the first (N + 1) components. '
2. Decomposition of the unit

Definition 3. By the product of y € C(E) (E < Ey being a compact) and of a measure
@ € L,(E) we understand the measure & = . a € L,(E) defined by

)] j¢d&=J¢wda, Yo € C(E).

E E
By the product of ¥ € CY(2) and (u, a;, f) e M'(2) we understand a function
(@, &, B) = Y(u, a;, B) for which # = uy, & = uy,, + Yo, B = Y0P With respect

to (7) and to our agreement.
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It can be seen easily that y/(u, «;, B) satisfies (2) and hence it belongs to M'(Q). At
the same time there is
®) W, 2 Blasin < (N + 1) [¥lcra - (4 @i B)ascay -

Suppose the domain Q to be of the class C. There exists a finite number of open
cubes K, in Ey, r = 1, ..., R covering the boundary dQ. Let us denote Q, = K, n Q.
R
There exists a domain Q,, 3, = Q such that Q = |J Q,.
r=0

For each r = 1 a linear orthogonal transformation can be carried out such that K,
is of the form K, = {x € Ey; 0 < x; < b} in the new variables, where b is the edge
of the cube K,. At the same time a part of boundary 0Q n K, can be described by
xy = a(X,, ..., Xy_,) where a is a function of the class C'. The cubes K, and the trans-
formations can be chosen in such manner that

9) w2c>0
on 02 N K, in the new variables.

For the decompsition Q= L‘; Q, there exist functions y, € C'(Q) such that y, = 0,
suppy, © 2, L 0Q, iv, = 1’=o(;1 Q. Suppose (u, a;, f) e M'(Q). Then (u, «;, f) =
= io(u,, iy B, wh;::

(10) (ups 2o B,) = 7(u, @i, B) e MY(Q) .
Due to (8) we obtain

"(“n %pi ﬂr)"w(?n = c"(“’ % ﬂ)||M.(5) ’

R
(11) (s o, B)|[ercay < € ;) (s @ris B sercay -
At the same time we obtain
. R
(12) 1Belcucom < €llBlrucem > |Blrueny = C'go"ﬁr"hwm-

The function (u,, a,;, B,) belongs after the application of a linear orthogonal transfor-
mation again to M'(£) and (11), (12) are satisfied.

3. The direct and inverse theorems on imbedding into the traces

First of all, we must regularise the measure f € L,(02). Let us set for x € Ey

(13) R¥(x) = e FIVU=M) x| <k,

xh¥~1

RYx) =0, [x| = h.
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The constant x is chosen so that

j Rh(xl,..., xN_l, 0) dxl,-.., de—l = 1
ENn-1

holds.
Suppose ¢ € C(0Q), B € L,(09). Let us set

™

(14) Ui(x) = | R'(x — y)dS(y),
(15) o) = [ Rix = y) oly) ds(),
(16) uy(x) = ”mR"(x — y)dB(y) .

Now, we prove a lemma which will turn out very useful.

Lemma 1. (i) There exists a function c(h), h > 0 depending only on the domain Q
and satisfying

max [,(x) — 1| < ¢(h), limc(h) =0,
xe02 h—0
(i) @, = ¢ in C(09),
(iii) u, — B in L(0Q) and at the same time
lenllzicom = 18] cocom -

Proof. First we prove that lim min ¢, = 1. Easily we find out that i, is continuous
h—0 o2

on Q. For each h > 0 there exists x, € dQ such that min y,, = ,(x,). Let us suppose,
on

on the contrary, that lim y,(x,) < 1. Thus there exist h, - 0 and &, > 0 such that
h—0

x,,"—rxpeaﬂ, l/l,,n(x,,n)é 1—30, n= 1,2,...

There exists a cube K and a suitable linear orthogonal transformation such that
0Q N K is described in new variables by xy = a(x’), x' = (x, ..., Xy-,) and at the
same time

(17) x0€dR K, a.xg)=0, i=1.. ,N-1.

For large n there is
Wn(5n) = j Ri(si, = v'» a(si,) — a() (1 + [Va(y)[?) dy’ .
En-1
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Applying the substitution y’ — x; = h,(z' — x,) we obtain

(19) ) = | R = i [ash, + bl = %) = afxi)].

En-y n

(1 + |Va(x;, + h(z' — x; )|V dz’ .

For 2’ fixed there holds with regard to (17) and to the fact that a e C*

hi[a(x:'... + (2 = x3,)) — a(x;,)] =

-1
Zn a.(xn, + 1h(z' — x;)) (z — x;,,)dt > 0.

n— o

1
0 i=
Now, let n increase to infinity in the integral (18). Thus we obtain lim ¥, (x, ) =

= [gy., R'(z' = x5, 0)dz’ = 1 which is a contradiction.

Similarly we prove the inverse inequality im max y, < 1. We can set c(h) =
K0 00

= max |y, — 1| and thus assertion (i) is proved.
0

|oalx) — o(x)| =

j R =) [o00) - (9] 4S0) +

=<

" [ j R ) ds() - 1] o(x)

< (1 + c(h) 6(h) + ||| can c(h)

where 5(h) is the modul of continuity for ¢. Hence we conclude (ii).

j uhp dS = j | j RY(x — 3) o(x) dA(y) dS(x) =
on onJ 09

= I ou(y) dB(y) - f o(y) dB(y) -

E2) =0 Jaa

This fact implies u, — B and hence ||B]|,,o0) < lim |31, 00y

. h—-0

oo = j Jug| 45 < j j Ri(x — y) d|B] (») dS(x) <
0 024 092

< Ln%()’) dlﬂl () = (1 + () || L,0m -

Lemma 1 is proved.
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Theorem 2. (i) The imbedding M'(Q) — L,(0Q) is continuous, i.e. for each
(u, @, B) € M*(D) there is
1BlLuom = €[(us @i Bl -
(ii) The imbedding M*(Q) — L,(0Q) is w*-continuous, i.e. (4, oy, B,) = (4, @;, B)
in M'(Q) implies that
B.— B in L(0Q).
(iii) For each measure B € L,(0Q) there exists a function (u, «;) € W,(2) such that B
is the trace of (u, «;) and
I, @)lwa@ < c[Blleuom -

Proof. Suppose (u, ;, f) € M*(£2). We conclude from the section on decomposi-
tion of the unit that it suffices to prove assertion (i) for a domain of the form @ = @,
r=1,..,R and for a function (u, a;, f) = (u,, «,;, B,) Whose support is in Q, U
U (02 n K,). Let us set

B={ge Cl(ag nK,); "q’"cwnni,) < 1}.

An arbitrary ¢ € B will be extended on £, as a constant on the lines parallel to the
coordinate axis xy (in the new variables). For such ¢ there holds

I ¢deﬂ=I¢,Nudx+J. qodaN=I o day .
220K, o, o 2,

According to (9) there holds vy = ¢ > 0 and hence we conclude

1Plesoaces = 502 [9.48 5 cllw o, -
Qe

Thus, assertion (i) is proved.

Suppose (uy, &yis ) = (u, a;, f) in M(Q). Let us take ¢ e C'(©2) and substitute
it into (2).

I ov;dp, =I u,p,, dx +J ¢ da,; —»J. ue,, dx +I ¢ da; =J ov;dp.
o9 Q Q n=wo) g Q 2

The linear hull of the set of functions possessing the form @ ,qvi, @ € C(Q), i =
=1,...,N is a dense set in C(3R2). It is sufficient to prove that the norms of B,
n=1,2,... are bounded. (u,, @,) — (u, «;) implies that ||(u,, o,;)| a1 are bounded
and thus assertion (ii) will be proved by using assertion (i).

Suppose B € L,(02) and u;, € L,(0Q) is a function from (16). According to Gagliar-
do’s work [3] there exist functions u, € Wi(®), h > 0 such that u; is the trace of u,
and the estimate

(19) lun]woray = cflub]zicom
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is satisfied. Considering (iii) from Lemma 1 we conclude

(20) . lunllw, sy = |l Bllr,om

for small h > 0.
There exists a suitable subsequence {u, } and (u, «;) € W,(8Q) such that u, — (u, a;)
hp—0

n—*a
in Wj(Q). By limiting process in Green’s theorem for u, we conclude that (u, «;)
possesses the trace # and with respect to (20)

1C, @)l w, @y < Lim [lus, w1y < [B]z.c0m
u—*w

holds. Theorem 2 is proved.
From the next theorem it will be seen that the trace B of a function (u, a;, f) €
e M*({) is independent of the function u itself.

Theorem 3. Let us set for u € L,(Q)

(21) d[u] = sup {j ug,, dx
2

A pair (u, p) is from M'(Q) iff p € L(09), u € L,(2) and d[u] < c0. Moreover

(22) 1 Al < [lleuca + N(@[u] + [B]z.em) »

(23) d[u] < ¢|(u, B)|| s

hold. These facts imply in particular that (0, f) is in MY(@) for an arbitrary
B e L(00Q).

; 0eC(D), |olcw =1, i=1,...,N}.

Proof. We shall construct measures a; € L,(2) so that (u, a;, ) € M'(&2). For
¢ € C'(R) we set

j(pdd,-=Jl (ov,dﬂ—f up,,dx, i=1,..,N.
2 n Q

The measure ; is defined by this formula as a functional on C'(£). In order to prove
that «; is a measure, we must prove

sup{J‘ @ da;
2

For ¢ € C'(&), |@|ca < 1 there holds

U @ da,
2

i 0@, lolea 3 1} <.

< |8l zucomy + dlu] -




Hence the estimate (22) follows. On the contrary, let us suppose (u, a;, B) € M'(Q).
Then for ¢ € C'(Q), |¢| < 1 on @ there is

j ug,, dx J. pv;dp "'f ¢ do
Q Lo} Q

= [1Blleuom + loillzua = Cll(ws )| mray < o0

= <

4. The equality W, = M*
Let us set
(24) K*(x) = iNe PR | Ix] < &,
xh
K*x) =0, FEY
where x is a constant satisfying [, K*(x) dx = 1. Let us denote

(25) Sy = {x e Q; dist (x, 0Q) < h}.

Lemma 2. Let us suppose (u, a;, ) e M'(Q), i.e. B = 0. Then for each h >0
with h < c there holds

(26) j Ju] dx < e, ) aercn

Proof. We decompose the function (u, ;, 0) using the decomposition of the unit

R
(u,a) = Zo(u,, o,.)-
From Section 2 it is clear that it suffices to prove Lemma 2 in the case when Q =

=Q, (u,2) = (4, ), r =1,..., R and (u, @;) has its support in 2, U (6Q n K,).
First of all we prove the following assertion:

(27) ueLy(Sy) = J' |u| dx = sup { j updx; YeC(Sy, ¥lcsy < 1}.
Sn Q2

Let ¢ be a positive number. Then there exists Q' < S, &' < S, suchthat [, _o |u| dx<e.
Let us set

Yy=signu on Q, y=0 on Ey— Q.
Obviously [q |u| dx = [ uy dx holds. Let us set for k > 0

(28) W) = j K¥x — ) ¥(y) dy
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For small X function y, belongs to Cg(S,). Then ¥, — { a.e. on Q' and

© Wesw S 1 j

Q2

uy, dx —»I uy dx .

k=0 Q'

For small k > 0 there holds
J. uy, dx gf uy,dx — ¢ gJ‘ uydx — 2 =
Sh Q' Q’

=J‘ |u|dx—2t:gJ. |u| dx — 3e.
Q' Sh

Now, we can prove Lemma 2. Let us take y € C'(Q) with y = 0 on Q — S, and
[¥]ca < 1. Let us denote

XN
o(x', xy) = J' W(x', &) dE .
0o
Then ||¢|lc@, < ch holds and with respect to (2) we obtain

I uy dx =j' up,, dx = —J ¢ day < ch|(u, ;)| mra) -
Sh Sh Sh

Theorem 4. (i) For each (u, «;) € M*(Q) there exist u,e Wi(Q), u = 1,2, ... such
that

(29) u,— (u,a;) in MY(Q),
(30) leaallwwiscoy < €ll(s @) aerca -

(ii) For each (u, a;) € M'(Q) there exist u, e W} such that (29) and (30) hold.
This fact imply the equalities M*(3) = W)(2) and M'(Q) = Wi (D).

Proof. We prove assertion (ii). Let us denote
(31) Q, = {xeQ; dist(x,0Q2) > h} =Q - §,.
There exist functions ¥, € C3'(2), h > 0 (h being small) with properties

(32) O0=yy<1 on 2, Y,=1 on 2, Y=0 on Sy,

max [f,. |-, i=1,..,N.
Q2

>0

Let us set

(33 uy(x) = j nK"(x — &) u(&) Yi(&) d¢ .
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Evidently u, belongs to Cg'(Q). We prove the inequality

(34) ]| i1y = |5 ) |aescay -

The assertion

[l ax s [ [ K0 - 0ol v azox s [ e

holds. With respect to (2) and (u, «;) € M* we obtain for x € Q

()= = f K - &) ue) o) ot =
= j K = 0) ) e 0 - j K = ), (0 0 =

= LK”(x' — &) u(®) Ve (&) ¢ + j‘ﬁK"(x = &) (&) daf$)

Further, we use Lemma 2 and assumption (32):
[ onel x5 [ aled @ + [ o e a2 <
Q Q Q

< [ «) sy + %j |u] d& < ef|(u, )] aercay
' San

which proves the estimate (34).
Easily we find out that u, — u in L,(Q). For ¢ e C(Q2) we obtain

J' g dx = j ) J‘ (s 8) 0(s) (e) 2) 4 .

‘[ Ki(x — &) o) dx » 0(&) in L)

and hence '
U nKh(x =9 e() d"] u(@) Ua(&) - u(@) 9(¢) ae.in Q, ie.
[ 6 06 a5 = [ (o) o) ax.

Suppose ¢ € C'(Q2). On account of (2) we have

J. Uy, @ dx = —J‘ Uy, dx — —Iuw,‘dx =I @ da;.
Q Q 2 2

The estimate (34) implies the assertion (29) and (ii) is proved.
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Suppose (u, a;, B) € M*(R2). Assertion (jii) from Theorem 2 implies that there exists
(u', «}, B) € W, (£). In the proof of the Theorem 2 we found u) € Wi(Q),n = 1,2, ...
satisfying with-respect to (20)

(35) up = (u', 05, f) in WD), |us|wicay = C|lB|L.co0) -

Function (42, a?, 0) = (u, a;, B) — (u?, i, B) belongs to the space M‘(Q) Making
use of Theorem 2 we obtain the estimate

(36) Iw?, cD)ao@ < ¢l )| -
On account of the assertion (ii) just proved there exist uZ € W ()
(1) - uw—~@ha,0) in MY(@), |u;]w, = | o) -
Relations (35), (36), (37) and Theorem 2 yield
ur + ul = (u,a) in MY (D)
lun + wzllwiscar < el @)llaercay -

5. Theorems on imbedding and on w*-compactness of the ball in W,}

Theorems on imbedding W, (£2) into L(Q) are the same as those for the space
wi(Q).

Theorem 5. Suppose (u, a;) € W, (2). Then u e L(Q) and the following estimate
is valid:
1

(38) ]z = ¢|l(us @) w,1@ > = =1-

2

The imbeding W, (@) — L(®) is compact for q* < q, ¢* 2 1.
Proof. According to Theorem 4 there exist u, € W' such that
= (w, o) in Wi(Q), [un]w, = Cll(w, ai)"Wu‘ -
On account of the theorem on imbedding W;'(22) — L,(®) we obtain

(39) [l = €l @) wa -
From the convergence u, — u in L,(£) and from (39) we have u € L,. It is sufficient
to choose u,, — i in Lygq, which implies u = i, u, — u in L(2).

Hence

]z, < lim u, |, < cf|(u, )]0
holds. :

Now we prove the compactness of the imbedding of W, into L,.. Let us suppose
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that the norms of (u,, a,;) € W, are bounded. Due to Theorem 2 there exist u,, € W'
such that

(40) U i (U o) in WS, |uwllwa Sc, mk=1,2..

For each n there exists a subsequence {u,, }m=1 Which is convergent in L., and it
must converge to u, € L., because u,; 55w 4, in L,(£). For each n there exists an
index m such that v, = u,, satisfies

1
(41) low = e = =
n

With respect to (40) there exists a subsequence {v,,} converging in L, (due to the
theorem on imbedding W, — L,.). This implies that the subsequence {u,,} is conver-
gent in L,. regarding (41).

Theorem 6. The space W, (&) is closed with respect to the w*-topology as a sub-
space of [L(@)]¥** (see Section 1). Any ball in the space W, (&) is compact in the
w*-topology. The same assertions hold also for the space W, ().

Proof. Firstly, we show that W, is closed with respect to w*-convergence. Suppose
(un o)) € W,y (05 --., ay) € L' and

(42) U, =g, a,—a in Lz, i=1,..,N.
This implies that there exists a constant K > 0 such that
(43) (2 az,,i)"W“l <K.

From Theorem 5 we conclude that there exists a subsequence {u, } converging to
u € L,(Q) in the L,-norm. Considerating (42) we obtain «, = u (see our agreement).
Let us denote by B, the trace of (u,, a,). With respect to Theorem 2 we have
|Ball .0 < cK and hence there exists a subsequence {,} such that B, — fe
€ L,(09).

By limiting process in Green’s theorem for (u,,, o, B,) We obtain Green’s
theorem for (u, ;, B) on account of (42). Thus (u, a;, f) € M'(Q) = W,(£2). Banach’s
theorem ([4], section V. 4.) implies that W, (&) is closed in the w*-topology. The
ball in the space [L,(2)]¥*! is compact in the w*-topology ([4], addition to V.) and
this implies the compactness of the ballin W,(2). The assertions on the space W,!({2)
are obtained by Theorem 2.

In the space W, (£2) the theorem on the equivalence of the norms is valid.

Theorem 7. Suppose (u, «;, B) € W, (). Then the function
N
(49 [ 26 B)lit = [Blisiems + Il
is an equivalent norm in the space W,'({2). |
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Proof. Inequality |(u, a;)|w,: < c|(4, @;)|w,: follows from Theorem 2. On the
contrary, let us suppose that the inequality

' (O TS

is not valid. The there exist functions (u,, a,;, B,) € W, such that

(45) |(4ns @no Ba)|wr =1, n=1,2,...,

(46) [t 2 Be)lirs = 0, 7> 0.

If we choose a suitable subsequence with regard to Theorems 5 and 6, we can suppose
“7) . (Ups i Bo) = (u, i, B) in W,

(48) u,—>u in L,.

From (45) and (46) we conclude that [lu,|., — 1 and hence, with respect to (48), we
obtain |ju|,, = 1. Theorem 2 and (47) imply B, — B in L,(02). From (46) and (47)
we have ‘

loe]lz, < lim o, o =0, [B]r. o0 < lim [B,]r.om = 0.

Thus we have
(49) lulle, =1, ¢,=00n &, i=1,..,N, B=0on 0Q.

There exists a function y € Cg'(Ey) satisfying [, uy dx =+ 0. Easily we find a function
¢ € C*(Ey) such that ¢,, = y. From Green’s theorem we conclude

J'ulpdx=J‘u¢,ldx=J. ¢vldﬂ—j¢da,=0
Q- Q \> 0 2

and hence we obtain a contradiction.

6. The sides and the inner traces of functions from W,

Theorem 8. Suppose (u, «;, f) € W, (). Let us set
(50) a=oa; 0n 02, a;=00nQ, & =oa;,— o] on Q.
Then (u, &), (0, ;) € W,'(Q). |

Proof. Let us suppose f = 0 and let us denote

(51) ‘ u(x) = J.nK"(x -y u(y)dy, xeQ.
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On the ground of Green’s theorem we obtain

(52) l oy o= I KHx — y)dafy), xe@, i=1,...N.
Q
Let us consider ¢ € C(Q), extending it continuously on Ey. Denote
(53) Yulx) = | K'"(x — y)dy, xedQ,
J Q2
(54) oi(x) = | K*(x = y) o(y)dy, xeEy,
v
(55) @(x) = | K'Mx—y)o(y)dy, xeEy.
JEN :

Evidently @, —» ¢ in C(Q). From the fact that the domain Q belongs to the class C"

we obtain (see Remark below)

(56) Yp— % in C(09).

By the same method as in the proof of Lemma 1 (i) we obtain
(57) op > 39 in C(09Q).

Now we prove

(58) u, = (u, & + 3o;) in W)(Q).

Evidently u, — u in L,(). Making use of (52) and (57) we conclude

J.n(pu,,,‘ o = .’f o(x) K(x — y) dafy) dx =

xeN
yel?
P )

Jo
.~

= | }ody +j @ do; = J._‘P d(@; + 1o7),

J 0 Q2 Q2

because ¢, = @, on Q, and for small h there is

Lb(q’ — @) do;

Successively we obtain from (58)

(u, & + 4ai), (0,32), (0,0))eW,

< cfolca » o (S) = 0.

=| o¢pdy +J‘ @y doy; +I (@n — @p) do; -
] Sh
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and hence
(u, &) = (u, ) — (0, ) e W, .
In the case B + 0, (u, a;, f) € W) Theorem 3 implies that there exist measures

& € L,(f2) such that (u, &@, 0) € W,. At the same time & = o, in Q. From the facts
just proved we conclude (u, &) € W, , where &; = &, = a,in Q, & = 0 on 8Q.

-

Remark. We prove assertion (56). The normal v is uniformly continuous on 9Q.
Suppose x, € 0. We realise a linear orthogonal transformation of coordinate
variables such that x, will be mapped into point 0 and x5 = 0 will be tangent hyper-
plane with respect to 0Q at the point 0.

For |x| “small” 8Q will be described by xy = a(x’). The normal v can be expressed by

T a(x,))=< () —a, ) 1 )

(1 + |Va(x")|?)*/* T+ |Va(x")|?)"/? (1 + |Va(x")[?)"/?

On account of the uniform continuity of the normal v we conclude that for “small” |x|
even |Va(x')| is “small”. From

1
a(x") =J a, (1x') x; dt
0

we obtain —c|x’| < a(x’) < ¢|x’| where c is sufficiently “small”.

Definition 4. Suppose (u, ;, B) € W,'(&2). The measure «, € L,(0Q) satisfying

N N
(59) a0, =Y Vityon i j oda, =Y | ov,da;, @eC(0Q),
i=1 a0 i=1 Jan
is called the side of the function (u, «;, B) on 0Q.

The trace B° of the function (u, &;) € W, from Theorem 8 is called the inner trace
of the function (u, «;, B). It is evident that the measure B is uniquely determined by
the function u. '

If B = B° then a; = &@; must hold, i.e. a; = 0 on 6Q and hence a, = 0.

Theorem 9. Suppose (u, a;, B) € W, (2), let B° be the inner trace of (u, «;, f) and

&;, o; the measures from (50), i.e. (u, &, B°) € W,.
Then B = B° + a, and a; = v, on 0, i.e.

‘. (pdaz,=J- pv;da,, VoeC(0Q), i=1,..,N.
o 02 on

Proof. On account of Theorem 8, (0, a;) = (u, o;) — (u, &) belongs to the space W,
and hence the function (0, ;) possesses the trace § — B, i.e.

(60) anl’vs d(g — p°) = Ln(p da,, ¢eC(0Q)
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holds with respect to (2). We substitute the function ¢ by ¢v, and then we add (60)
fori =1,..., N. Thus we obtain

i ovid(f — B°) = i ov;da; ie. B—p°=uq,.
i=1Ja0

i=1 Jan

J ov; da, =j o da; .
o o2

Theorem 10. The inner trace of a function from W;(Q) is absolutely continuous
with respect to the Lebesgue area measure dS on 09Q.

Formula (60) implies

Proof. According to the definition we can suppose
(u, 2, B°) €W, , ;=0 on 0Q, i=1,...,N.

Xy

—

Fig. 1

-

From the Section 2 on the decomposition of the unit it is evident that it is sufficient
to prove the theorem in the case when Q has the shape as suggested in the figure.

L=02nK, S,={(x,xy)e®; a(x') — h < xy < a(x')}.

Let ¢ > 0 be an arbitrary number. We prove that there exists a & > 0 such that

J'qadﬂ

(61) 0eC(L), [ofewy 1, f iS55 <e.

suppe

Let h be a positive number such that

) I dfy] < 5.
Sh

There exists 6 > 0 such that

(63) McQ, |M|<5b=I |u|dx < he.
M

Suppose that ¢ satisfied assumptions from (61). We extend ¢ on  so that ¢ € C'({2),
@ =0o0n Q — S, |¢,,] < ¢/h on S, and ¢(x’, xy) = 0 if ¢(x’, a(x’)) = 0. Let us
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denote
M = {(x', xy); (x', a(x')) esupp ¢, 0 < xy < a(x')} .

Then |M| < 6b and with respect to ay = 0 on Lwe obtain

J¢v~dﬁ=ju¢xwdx +J-godaN.
L Q Q

Due to (62) and (63) the following estimate holds:

J(vadﬂ gfj |u|dx+j dloay] S ce.
L h M Sh

Since vy = ¢ > 0 on L(see (9)),

J.rpdﬂ‘ s 1
L VN

holds. Thus (61) is proved.

Let M < Lbe a Borel set with [, dS = 0. There exists an open in Lset G o M,
G < Lsuch that [; dS < 6. Then we obtain with respect to (61)

[Lomapsce
L

wwﬁw@=m{

deﬂl ; 9 C(L), |@llcay < 1, supp o = (—?} 3.
L ,

7. Restrictions and extensions of functions from W,
\

Suppose Q' = Q is a domain of the class C* with & < Q and (u, a;, f) € W, ().
The restriction of this function may be defined in many ways. It depends on the part
of the side on 02 which we add to-the restricted function.

Let us denote

(64) u = um, N a; = %ijq -

Theorem 11. Under the above assumptions, the function (u', «}) from (64) belongs

to the space W, (&) and its trace B’ € L,(0Q') is absolutely continuous with respect
to the measure dS on 0Q'.

Proof. With regard to Theorem 8 we can suppose «; = 0 on 022 and hence f =
= %€ L,(0R) is the trace of (u, ;). From Theorem 4 we conclude that there exist
u, € W (Q) such that u, — (u, @) in W, (2), [u,]|w.1c0) £ || (4, ¢)|w,1@) Let us
denote " =Q— &, v’ = u|Q", «] = o, in Q" and o] = 0 on IQ". {u,g-}o, is
a bounded séquence and there exists its subsequence such that u, o — (i, &) in
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W, (2"). Evidently & = u in Q"and &, = «,inside of Q”. Due to Theorem 8 (u”, o}) €
€ W)(?"). Let v} be the i-th component of the exterior normal to €. The function
(u”, af) possesses the trace f° on dQ. Let us denote its trace on dQ' by f'. p' is at the
same time inner trace of (u”, «;) and hence B’ € L,(0R") according to Theorem 10.
Now we prove that (v', }, f') € W, (2).

Green’s theorem holds for (u, «;) and (u”, &) with a function ¢ € C'(Q):

J. ov; dp° =J‘ ugp,, dx +.[ ¢ do;,
o0 2 2

J. ov; dp° —J- ov; dp’ =J' up,, dx +J. o da; .
o ) Q" Q"

Subtracting these formulas we obtain Green’s theorem for the function (u', g, B).
By the same method we can prove (ujq-, 2;5-) € W, (") and at the same time the
trace of this function is the inner trace of the function (', «}) € W, (Q2').

If two functions from W,,1 possess the same trace on the common boundary, then
it is possible to join them together. Suppose Q* > @ is a domain of the class C!,
Q =0% - Q.

Theorem 12. Let (u, o, B) € W, (Q), (v, a}) € W, (?') and suppose that (u', «})
possesses the trace B* on 0Q* and B on 0Q, i.e. the same trace as (u, a;, f) on Q.
Let us set

(65) u*=uon Q, u*=u on Q,
of =a;0on Q, of =a;+a on 0Q, of =a;, on O* - Q.
Then (u*, af, B*) € W, (2*).

Proof. It suffices to consider Green’s theorem for-(u, «;) and for (u’, «). By
adding them we obtain Green’s theorem for the function (u*, o).

8. Regularizations of functions from W,

In order that the mollified functions u, of u satisfy u, x u, we must take into
account the side of the function (u, a;). We proceed in the following way:

First we extend (u, oc,) on a larger domain, so that the side of the extended function
on 0Q is twice the side of (u, «;). Then we mollify the extended function. This method
we can use only for functions possessing the traces from L,(0€). A similar result is
obtained for the functions possessing the trace from L,(0®) by the diagonal method
and Lemma 1.

Theorem 13. Suppose (u, a;, f) € W,,’(Q) and let B be absolutely continuous with
respect to the measure dS on 0Q. Suppose Q* > Q is a bounded domain of the
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class c'. Then there exists (u*, o}, B*) € W, ($2*) such that
(66) L u*=uonQ, of =o;0nQ, of =20 ondQ.

For small h > 0 let us set
(67) uy(x) =I K'"(x — y)u*(y)dy, xeQ.
n.

Then u,, € W, (Q) and

(68) up = (u, ;) in W(Q) o [unllw,rc = (4 )| worcd) -

Proof. Suppose a; are the measures defined by (50). With regard to Theorem 8,
(0, a}) € W, (£2) and the trace of this function is equal to the side of the function (u, «;),
ie. (0, o}, a,) € W, (%) on account of Theorem 9. From this fact it follows (u, a; + «;,
B + a,) = (u, @ B) + (0, «, a,) € W,'(2). B being absolutely continuous implies
that o, = B — B° is absolutely continuous (see Theorem 10), i.e. § + a, is absolutely
continuous. With respect to [3] there exists u’ € W, (Q* — @) with the trace f + «,
on 92 (see our agreement). Now, we join together the function v’ € W!(2* — ) and
the function (u, «; + aj, B + ,) € W, (Q) and thus, by means of Theorem 12, we
define the function (u*, a}) € W, (2*). The first part of the theorem is proved. Evident-
ly u, - u in L,(Q). Suppose ¢ € C(2*). Let us denote

S, = {xeQ; dist(x, 0Q) < h}, Sy = {xeQ* — Q; dist(x, Q) < h}.

For y € Q* we set

oy) = LK*(x —Yo(x)dx, @y = J'

K"(x — y) ¢(x) dx .
Qe
With regard to (57) ¢, — 3¢ holds in C(0%). Easily we find that @, —» ¢ in C(8),

¢, = @,on Q — S, and

(69) Uy (%) = I K'x — y)daj(y), xeQ.
0
Then
J‘ Uy, dx = .[ K*x — y) o(x) dx dof(y) =
a >0
yen*
~
- j +H +ﬂ -
*e0 260 xe0
yeQ2 yedn2 yeSp*
=1 & dat'*‘j (o4 — @) doy; +J 2%““:"‘[ oy daj .
Ja ' o0 She
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For h - 0, [, @, dx; = [q ¢ d; holds
J‘ ((l’h - G_D-h) da;
Sh*

Wlth respeCt to (57), Ian 2(0,. ddi b d J‘an Q dai’

J’ P d“?
Sh*

This implies u), — (4, o;) in W, (2) and thus

< 2¢fean j d(z) ~ 0.

Sh

< [oleq j dlo| 0.

Sh*

||(“’ “i)“ W@ = }.i’% ““h” Wil(a)

Now we prove the converse inequality. [, |u,| dx — [, |u| dx holds on account of
the convergence u, — u in L,(Q). From (69) we deduce

Llth dx < HK"(x — y) dlaX(y)| dx =

xe2

ye*
=H +H+H <
xeN xeN2 xef2
yeQ2 yed yeSp*
< I de;| + J-J.2K"(x — y)dxdo] (y) + j dlaf] .
“ xeN st
yed2

The third right-hand side term converges to zero for h — 0. From (56) we conclude
faK*x — y)dx —» % uniformly for y€dQ and thus the second term converges
to [on dlay|.

Theorem 14. Suppose (u, «;, B) € W,'(Q). Then there exists a sequence u, € Wi(R)
such that

u, = (u, ) in Wul (@) and " “n“Wﬁ(Q) =* "(“r “i)" W) -
Proof. As in (50) we set
af=a; on 0Q, aj=0 on Q, &G=o;—a on .

Then (u, &, °), (0, &}, «,) € W, (£2) where B° is the inner trace of the function (u, a;)
and a, is its side.
Similarly as in Lemma 1 we set

uy(x) = J‘mR"(x - y)da(y), xe 69..
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Making use of Lemma 1 we obtain

.o in L0Q),  |u|rem — o]0 -

From Theorem 9 we conclude «; = v, on Q. Let us define «;; € L,(22) by

(70) J‘ o doy, =f ovu,dS, ¢eC(@Q); a;=0 in Q.
on o9

We find easily that (0, &, u;) € W, (&) and

(71) (0, 0,) = (0,) in W, (D).
We prove that
(72) 10, @), > (0, @) w,.s -
[ atobd = { -l a5 5 [[ o R = 5) ) ) e5te)
on on
=

< f (e () dles] () = j v dle] = Jo] com -
on on

We used
(73) [Va| = [¥|.|o|, ¥eC(0Q), xeL,(02)

in our reasoning.
The converse inequality can be obtained from (71). Let us set

(74) (5 o By) = (u, @; + atpy, B° + up) € W, (D)

(see our agreement), where B, is absolutely continuous with respect to dS. Theorem 13
implies the existence of uy, € W;'(2), k > 0 such that

(75) Upy — (u, am) in W,,l 3 "uhk";yll - ”(u, a'”)”wul .
=0 =0
From (71), (72) and (74) we conclude

(76) (o) = (w0) in We, [ ) = (s @) -
Suppose {¢’}j%, is a dense subset in the space [C(2)]"*!. For ¢ = (¢o, ..., @y) €
€ C"*1, (u, a)) € W, (£2) we define
N
(77) (4, o), @) = J’ “u@o dx +iZl _@ida;.
n =1Ja
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For each positive integer n, there exists h, > 0 such that

I((us ah,.i), ‘P'I> - <(u’ al)’ (pj> I < % for .’ = 1’ ey B

1

”l(“’ ab.l)"W,.‘ = H(u, al)"’,.ll < ; .

To this h,, there exists according to (75) such k, = 0 that

. 1 .
I(uh,.km (pj) - <(u9 ah,.i): ¢l>| < ;" fOl' J = lv ey B

1
e = 1 2l < 2

Hence we deduce [uy, s [lw,» = (4, ) w .

<uh,.k,.’ (PJ> = <(u’ ai); (P}> fOl' .’ = 19 2, LR

n— o

Thus, we obtain u,,, — (u, a;) in W, (). The theorem is proved.
R ©

§. 2. SPACE Wk
9. Definition and fundamental properties of W,

Let us denote e,, = (0, ...0,1,0,..., 0) the N-dimensional vector with the unit in
the m-th place. Let x be the number of multiindices i with |i| = k.

Definition 5. W,;(£2) is the space of all (x + 1)-tuples (u, «;),;=x such that ue
e Wi (), ¢;e L (@) and
(78) (D't typgys - vos Aysey) € Wo(2) forall |i| =k —1.

The norm is defined by

“(“’ “:)uv..*(ﬁ) = IIuIIW,k-.(,,, +|'_lz=k||°‘t"1-.(n)°

The w*-convergence in the space W is defined as the w*-convergence in the space
W4™! for the first component and as the w*-convergence in L ({2) for the other com-
ponents. The space W{{(Q) can be canonically imbedded into the space W,(2) by the
rule (in the sense of our agreement)

ue W (ﬂ) (u, D‘u)m_.,, € Wk(a)

The space W () is defined in the following way: (u, a;) € W*(Q) iffue W4 (Q)and
for all |i| = k — 1 the function from (78) belongs to the space W, ({2).
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Suppose (u, a;) € W(Q). The same decomposition as in Theorem 8 can be realized.
For [i| = k let us set

-

(79) o =oa;0on 02, o;=0o0nQ, &=0o —a on Q.

Regarding Theorem 8 we find that (u, &@,), (0, «;) € Wyi(Q).
Definition 6. The measure o, € L,(02) defined by
N
(80) o, = Z Vi oo v(kaeh +ote, on 0Q )

is called the side of the function (u, ;) € W($).
The formula for «, corresponds to the formula for the k-th derivative with respect

to the normal v for the functions from Wf. An analogical theorem to Theorem 9 is
valid.

Theorem 15. If (u, ) € Wi(Q), then

a = v ..ovira,, i=(iy..0iy) on 0Q
for all |x| = k.

Proof. Let us rewrite the assertion of the theorem into a more suitable form
at‘,l+._'+¢ik = v‘l “ee vikav ’ il’ veey ik =‘1, ooy N .

For k = 1, the assertion is proved in Theorem 9. With respect to the Definition 5 we
have

+‘..+¢,-k

(D"'z u, a,,.l+...+.,-,)'svl=1 eWi(Q).

N
The side of this function is equal to ) Viee, +..bey,®
1

=

From Theorem 9 we obtain

N
(81) Qe+t = Vi, Z v!xaeil+e,-2+...+e,-k » h=1.,N.

1=

The same assertion is valid for the index i,

N

(82) Qe +.tey, = vlzjzlvh a¢“+ch+t;3+...+e'-k » b=1..,N.
2=
If we substitute (82) into (81), then

N

a"|+"'+“k = vhvizj Z lvhvhaejx+'jz+‘i;+'"+¢l'k >
g 1,J2=



After k steps we obtain
N

Oe; +otes, = Vig oo Vi Z IVj, v Ve +ote; = Vigeo- Viy
J1seensdk=

Analogous theorems on imbedding are valid for W,(&2) as in the case of W,.

The imbedding Wi(2) - W;~'(Q), 1/]g = 1 — 1/N is continuous and the imbed-
ding W,(Q) > Wk (@), g* < g is compact. This imbeddings are defined by the rule
(u, o) = u.

Proof. The morms | D'u ., |i| = k — 1 can be estimated from Theorem 5 and the
norms ||D |, |i| £ k — 2 can be estimated by means of the imbedding W}™* —
- W -

Compactness can be proved similarly.

Theorems on imbedding of Wi() into Wg(), C**(£), e < k — 2, are valid in the
same form as for the space Wj (Q) This is a consequence of the transitivity of imbed-
dings, which makes it possible to obtain them from the imbedding Wy — W:™'.
Z " % 1@ is an equivalent norm in the space WHD).

Proof. Using Theorem 7 we can estimate the norms | Dju]] Ly |i| = k — 1 and then
we apply the theorem on equivalent norms in the space Wi~

If (u, a;) € Wy(8), then (u)q,, %;y,) € Wi(2'), where @ < Q. This assertion follows
immediately from Theorem 11 and from the definition of the space W;.

Let us denote [L(2)]* = {{a;}; |i| < k, «;€ L,(Q)}. The space Wi(Q2) can be
canonically imbedded into [L,(2)]* by: the rule (u, o;) = {2} <1 Where a; are the
same for |i| = k and a; = D’u (in sense of our agreement) for [i| < k — 1. The next
theorem is valuable in applications.

Theorem 16. The space W:(Q) is closed with respect to the w*-topology as a sub-
space of [L(2)]"".

The ball in the space W,(£2) is compact with respect to the w*-topolog y.

The same assertion is true for WX(Q).

Proof. Let (u,, a,) — {2;}}5<x (w*-convergence) in [L,(%2)]*'. By the same method
as in the proof of Theorem 6 we find from the theorems on imbedding that u =
= g€ W5™!(Q) and that «;€ L,(R), |i| < k — 1 (in the sense of our agreement).
Analogously as in the proof of Theorem 1 we can prove that a; = D'u, |1| k-1
in the sense of distributions. It remains to prove that (D'u, ;4. Jn=1 € W, for |i| =
= k — 1. However, this is a consequence of the Theorem 6 and of the fact that

(D Uy, an,i+e m 1 (Du,ai+¢m: 1 ln Wl(ﬁ)

The rest of the proof is the same as that of Theorem 6.
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Now we prove that W,'f is closed in [L,,(Q)]"' with respect to the w*-convergence.
Suppose (u,, a,;) = {&;};<x and (u,, a,;) € Wk. The first part of the proof implies
{@:} 1y sk = (w,’¢;) € Wy in the sense of canonical imbedding. Owing to the theorem
on imbedding, there exists a subsequence {u, } converging to u in the norm of the
space W4~ and hence u € W™*. For |i| = k — 1 we have

(D‘“n, a,,".f.,m) = (D‘u, a‘+¢m) in ”’“‘ .
From the fact (D'u,, o, ;+.,) € W, and from Theorem 2 we conclude (D'u, a;+,,) €
ew,.

The rest of the proof is the same as that of Theorem 6.

10. Regularisation of functions from W

We use the same method as that in Section 8. In order to prove the existence of the
extension similar to the extension (u", a,‘) from Theorem 13, we prove first of all
two lemmas. We shall assume that the boundary dQ is sufficiently smooth, so that
we were able to transform suitably pieces of the boundary in the proofs of lemmas 3
and 4. It suffices to assume that 39 is of the class C**!.

Lemma 3. Suppose (u, o)) € Wa(£). If a5 = 0, |i| = k then there exists a domain
Q* > 0 and a function (u*, o) € Wy(2*) such that

u*=uonQ, o =a,0nQ.

Proof. First we prove the assertion in the case of the cube. Let us denote
K ={x;0<x;,<b,i=1..,N—1, —=b<xy <0},
Ki={x;0<x;<b,i=1..,N—1, 0<uxy<b},

L ={x;0<x;<b,i=1..,N—1, xy=0}.

Let us assume that the support of (u, a;) € Wi(&2) is a subset of K U L. We extend the
function (u, ;) by zero on {x; xy < 0}. We use the method of Nikolsky — see [2].
Let A; ... 4 be real numbers such that

(83) ia,,,(-m)f=1 for j=0,..,N—1.
i m=1

Let us define the function # € W}~ '(K,) by the rule
k

(84) a(x', xy) = Zl).,,u(x', —mxy) .

38



Then fori = (i, ... iy) |i| £ k — 1 we obtain
K
Dia(x’, xy) = Y. An(—m)™ D'u(x’, —mxy) .
m=1

(85)
Let us define the measures &, € L,(K,) [i| = k by formula

o, xy) A5, ) = 5 h( =) L j 0 ( - —";) dafx', xy)

(86)

-
SN,

X7

K| Fig.2

If |i| = k — 1 then there exists u, € W, (K) such that
u, = (D'u a;.. )=y in W,(K).

Now, let us define i1, € W, (K,) by formula
k
iy (x', xy) = 3 Au(—m)™ u(x', —mxy), (x', xy) €K, .
m=1

#7)

By direct computation we find that
ﬁ" = (Diﬁ, &‘4.,/)?':1 in W;(K]) .

From (84) we deduce that & € W™ !(K,) and hence (i, &) € WX(K,). According to

(83) #,(x’, 0) = u,(x’, 0) is valid on Lin the sense of traces. Owing to Theorem 2 the

functions (D'u, a;,.,) and (D'@, &, ,.,) possess the same trace on L. Thus Theorem 12

enables us to fasten these functions together. Let us set u* = uon K, u* = 1 on K,
| =K. )

39

of =a,onkK,of =donkK,,af =a,+donL|i|=K
We obtain u*e Wi /(K u LUK,) from (83). Thus we conclude (u* af)e
€ Wi(K U K,). From formula (86) it can be seen easily that @& = 0 on L and hence



af = O0on L, |i| = K. The support of the function (u*, a}) is in K U LU K, and thus
(u*, «f) can be extended by zero on any larger domain. It can be seen from the proof
that the following estimate is true:

”(u*’ ar)”W,."(KU_KI) —S- c”(u, al')”W#"(i) .

Now, let us assume (u, @;) € Wi(&2) with o; = 0 on 89, |i| = k. Let the cubes K,
cover 9Q similarly as in Section 2 and let y,e C**!(Q), r = 0, ..., R be the cor-
responding decomposition of the unit. We extend smoothly each function y,, r =
=1,...,R on Ey so that its support is in K, and y, = Cy"'(Ey). Let us denote
u,=u.y onQ a,; = Dy, in Q, |1| = k in the sense of distributions and a,; = 0
on 9Q. Owing to Theorem 3 and 8 we find easily that (u,, o,;) € Wi(£2). Then we carry
out a .corresponding linear orthogonal transformation of coordinates, after which
there will be K, = {x;0 < x; < b} and 92 n K, will be described by formula
xy = a(x’) where a possesses the corresponding smoothness. At last we use the
transformation of coordinates

Az, ) (x’, ;T’)’C_) xN)

A transforms the domain Q N K, onto K,. We extend the function (u,, ,;) on (), o)
as at the beginning of the proof, then we pass to the original coordinates and finally
we put together the functions (u], o).

Xy
b K
R %
G,
Fig. 3
Q.

Lemma 4. If u’ € L,(0Q), then there exists a function u € W{(Q) satisfying

lullwiay < e’ Lion
and ,
ou * u &,

Uy=—=...=——=0, =4 on 02,
ov vk ovF1

where 6/8v is the derivative with respect to the exterior normal on 0Q.

Proof. The proof is completely analogous to that of Theorem in [3]. First we
prove the theorem in the case of the cube.
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For 0 < t < b let us denote
0, ={x10:0<x;<b,i=1..,N-1}.
There exist functions u, € C3(Q,) satisfying
() 3l Y A P Y Y B
n=1J0o
Suppose that t,, t,, ... is a decreasing sequence of positive numbers, t, — 0. Let us
denote

Po={(x,xy); 0<x;<b, i=1,..,N =1, t,,; <xy<t,}.

Let us define the function @ in the following way:

’

i=ulon Q,., Le #lx,t)=1ulx),

(89) u(x', xy) = So = Xn u(x’, 1,) + v = It iu(x’, t,y,) for (x', xy) € P,

n n+1 n n+1

and @(x’, xy) = 0 for xy = 1.
Let us estimate dii/dxy in Ly(K). For (x’, xy) € P, we obtain

Dy — Beal¥) = i)

Oxy In = thiq
o

in
I dx’ dxy =J dx'J
Py 0 Qo thsy

With respect to (88) we obtain the estimate

and hence

o dxy = | |upss(x) — up(x)] dx" .
0xy 2

XN

oii
(90) f —| dxy < ¢f|t’|Lion -
x 10xy
This estimate is independent of the sequence t,, t,,.... Now, let -us estimate

Ix | D' dx, |i| £ k, where D' is the tangent derivative (i.e. iy = 0). Owing to (89)
we obtain :

|Di(x', xy)| dx < |Diuy(x")| + |D'upss(x7)]
for (x’, xy) € P,. Let us denote
a, = | D'uy||Lio0r + | D'ttns1]lLsconr -
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Then
J. {D'a|dx S Y (ty — tas1) O S ). tar1(an + G44y) + 119, .
K n=1 n=1
The sequence {t,} can be chosen so that the following inequality be valid
(o1 [[ 108105 = ol or 1560 0.
K

Let us set

Uy = U,

uk—Z(x” xN) = I Nulz—l(x,’ E) dé ’
0

uy_3(x', Xy) = J‘ N"k—' J(x', &) d¢,
)

..............................

u(x’, xy) = uo(x’, xy) =I

0

X

Nu (x', &) d¢.

We shall estimate [ |D'u|dx for |i| < k. If i = (0, ..., 0, k), then D'u = dii[oxy
and thus (90) implies the required estimate. If i = (i, ..., iy), iy < k — 1 then
D'u = pU-in=1.0 _ Thus, it suffices to estimate the tangent derivative for the
functions uy, ..., y_, in L,(K). Let D' denote the tangent derivative. Then, with
respect to (91), we obtain

b XN
J [Diuy— 5| dx < J deJ' dx’f [Dia(x', )| d¢ <
K Qo o

0
b
< J deI |Dia(x’, &)| d& dx’ < blu’| Lo -
(1] K

Similar estimates for the functions u,, ..., 4,_; can be deduced recurrently. Altogether
we obtain the estimate

lullwreer < e]w’]lzieo -
We find easily that
e &*tu

Uy=—-=...= =0, —~
Oxy axk™? oxy !

’

=yU=1u

in the sense of traces on Q.

The assertion follows in the usual way, by means of the decomposition of the unit
and by a transformation of the boundary.
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Lemma 5. Let (u, a;) € Wi(£2) be such a function that its side «, is absolutely
continuous with respect to the measure dS on 0Q. Then there exists a bounded
domain Q* > @ and a function (u*, «f) € WS(Q*) with compact support in Q*
which satisfies

u*=uonQ, o =a,0nQ, o =2 0ndQ.

Proof. Let us decompose the measure «; = & + «; as in (79). There exists a func-
tion u’' € L,(09), u’ = a, in the sense of the agreement. We choose such Q* that it con-
tains the cubes K, from the decompositions of the unit used in the proofs of Lemmas 3
and 4. Owing to Theorem 15 it holds ajj, = Vit v (see the agreement), i =
= (iy, .-+ iy). According to Lemma 4, there exists a function uj e W{(Q* — Q)
satisfying

(92)
u; =Q‘-’l=_‘_=ak_2u; =0’ ak—lull

N avm—z awk-l

=(-1'4 on 0Q, v = —v

and moreover u; = 0 on the boundary 0Q*. Let us set
u, = uy on *—Q, u, =0 on @

@y, =D on @*—-2, «ay=a on 2, |i|=k.

We prove that (uy, ay;) € Wi(2*). It is easily to find that u, € Wi '(Q*). Let us
consider |i| = k — 1. We prove that the function (D'u;, &, ;4. )m=1 can be obtained
by the fastening together the functions (D'uj, D***"u}) € W,(2* — 2)and (0, a;.. )€
€ W, (f2). Hence it belongs to W, (2*). The function (0, ;.,,) possesses the trace
(Theorem 9) '

N N
Y Ve®iten = 2 VmVi' e VIV = Vi VR
m=1 m=1

We can see from (92) that for |i| = k — 1

Dhuy = vt Lovy (=) = v v,

holds on 922 in the sense of traces. From Theorem 12 we conclude (D'uy, ay ;.. ) €
€ W, (3*) and (u,, ay;) € Wi(£2*). According to Lemma 3 there exists a function
(42, @z;) € W(82*) such that u, = u on , ay; = «; on &, |i| = k. It suffices to set
(“" al.) = 2(“1- “u) + (uz’ “24)-

Now it is possible to prove theorems analogous to Theorem 13 and 14.

Theorem 17. Let us consider a function (u, «,) € W,(Q) with the side a, absolutely
continuous with respect to dS on 0Q. Suppose that (u*, a}) € W,(£2*) is the function
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from Lemma 5, i.e. u* = u on Q, af = a; on Q, af = 2a; on 6Q. For small h > 0
let us set

(93) uy(x) = J. K*x — y)u*(y)dy, xeQ.
o
Then there holds o \
= () in Wi(Q),  |ulwra ~ [ “i)||w,.:*<n)-
Proof. For small h > 0 and |i| = k — 1 we obtain
D'uy(¥) = J‘ K'x — y) D'u*(y)dy, xeQ.
o

Since (D'u*, af.,) € W, (2*) we deduce

D***mu,(x) =J' K(x — y)dafy., (), xeQ, m=1,..,N,
n*

s

where |i| = k — 1.

Thus we obtain
(94) Dlu(x) = f KHx — y)da¥(y), xe@,
a*
for |i| = k. Evidently

wou in W), uwr-ra > [ulwa-ia -

Following step by step the proof of Theorem 13 we prove D'u;, — a, in L (&), |z| =k
and

1D"usl| s = Nl > 1i] = k-
Theorem 18. For each function (u, a;) € Wy(£) there exists u, € W{(Q) such that

u, = (u,a) in W:(Q) ’ "“»"W.*(m =» "(“’ “t)"vv,.*(?zr

Proof. Let us decompose the function (u, &;) = (u, &) + (0, «}) as in formula
(79). As a consequence of Theorem 15 it is ;oo = v'a,, Where a, is the side ‘of the
function (u, a;) as well as the side of the function (0, a}), v' = vi' ... v}. Similarly
as in Lemma 1 let us set

u(x) = J‘ RYx — y)da(y).
on
Let us define the measures oy; € L,($2) by the rule a;; = vu; on 6@, oz, = 0 on Q.
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It is easy to see that (0, a;;) € W,¥(€2) and the function (0, a;) possesses the side u,.
Because of Lemma 1 and Theorem 15 we obtain

I o day; =J. oviu, dS —+J~ v da, =J- o da;
2 o0 9 7]

for all ¢ € C(Q) and hence (0, a;;) — (0, «;) in W, (). By the same argument as in the
proof of Theorem 14 we deduce

"“"vilan"Luwm - ||°‘§|an|,Lu(an>

and hence [oz]| @) — [|oi]c.@- Let us set (u, ay) = (u, & + o5;) € Wi(Q). It can
be seen easily that

16 )l = 1 @) + 0 @) e =
o s @)+ 10 ) = 5 @

At the same time the side of the function (u, o) is absolutely continuous.

The rest of the proof is the same as that of Theorem 14. The duality is defined for
¢ = {0}y 20 @i € C(Q) and for (u, ;) € W)(Q) by the formula

() 9> =% j Diupydx + 3 [ oyda.

[i|5k—1 =k Ja

The same theorem on equivalent norms is valid in the space W,(&) as in the space
WHR).

Theorem 19. The formula |u[| ., + Y. || cuq) is an equivalent norm in the
1=k
space W)(2).

Proof. Let us suppose that the functions u, € WY are those from Theorem 18.
u, = (u, a;) in W} implies

[Du|., <lim |Du,|., for |ij <k -1 and
lle, < lim |Diu,|y, for [i| = k.
The convergence ||u,]wx = [[(4, #;)|w,» implies
(95) [P, > | D'ulle, > [i] < k-1
IDwale, = Jolle. s il = K-

However the expression [u|,, + Y. | D'u|., is an equivalent norm in the space Wy.
|iT=k
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Using (95) we conclude
o)l = m Pl ctim e, + 3 10']] =

= c[[lu]., +m2=kllaillLJ-
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Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 97 (1972), Praha

A NOTE ON WEAKLY BOREL MEASURES

ZDeNA RIECANOVA, Bratislava
(Received March 16, 1970)

In [1] S. K. BERBERIAN compared several of the commonly used definitions of
“regular measure”. In Theorem 3 he proved that

if g is a finite measure on the weakly Borel sets of a locally compact Hausdorff
space X, the following conditions are equivalent:

(A) e is inner regular,

(B) e is biregular,

(C) g is sesquiregular,

(D) ¢ is outer regular, and there exists a Borel set E such that ¢(X — E) = 0.

In the present paper we show: 1. the assumption of the local compactness of X can
be dropped, 2. the conditions (A) and (D) can be replaced by weaker ones, 3. the
finiteness of ¢ can be replaced by (U, ¢)-finiteness.

Let X be an arbitrary nonvoid set of elements. Let S be the o-ring of subsets of X,
and C and U nonempty subfamilies of S. Let x4 be a measure defined on S. Measure u
is said to be inner C-regular on S if

u(4) = sup {u(C): 4 > CeC} forallsets A€S,
outer U-regular on § if
w(A) = inf {(u(U): A = UeU} forallsets AeS,

and (C, U)-regular on § if it is both inner C-regular and outer U-regular on S.

Troughout the paper X denotes an arbitrary Hausdorff space, C the family of all
compact subsets of X, D the family of all closed subsets of X and U denotes the family
of all open subsets of X. By $(C) and $(D) we denote the o-rings generated by C
and D respectively.

: A measure p on $(D) is said to be (U, ¢)finite if X = U U, U,eU, y(U,, < 00
n=1,2..).

Remark 1. If p is a o-finite and outer U-regular measure on (D) then u is (U 0)-
finite. In fact, if E € S(D) and u(E) < co then there exists'a set U € Usuch that U > E
and p(U) < oo.
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We compare the following conditions:

(@) M(U) = sup {4(D) : U > De D} for all sets Ue U and there exists a set
Ye S(C) suchthat y(X — Y) = 0,

(b) w(U) = sup {4(C): U o CeC} for all sets Ue U,

(¢) pis inner C-regular on S(D),

(d) p is sesquiregular on S(D) (i.e. u is outer U-regular on (D) and satisfies the
condition (b)),

(¢) pis (C, U)-regular on S(D), ,
(f) pis(D, U)-regular on S(D) and there exists a set Y € §(C) such that y(X — Y) =
iy

(g) p is outer U-regular on S(D) and there exists a set Y € §(C) such that u(X — Y) =
=0,

(h) w(D) = inf {u(U) : D = U e U} for all sets D e D and there exists a set Ye
€ §(C) such that y(X — Y) = 0.

Theorem 1. If X is an arbitrary Hausdorff topological space and y is a (U, 0)-
finite measure on S(D), the conditions (a)—(f) are equivalent.

Proof. (a) = (f): Let E e S(D) such that E = Uy e U, y(U,) < 0. The formula
1°(A) = p(A N U,) defines a finite measure on S(D). If U € U then

p°(U) = p(U " U,) = sup {§(D) : U n U, > De D} =
= sup {u(D) : U n Uy > De D} < sup {u%D):U > De D} < pu°U).

By ([2], Theorem 8, p. 43, or example 3, p. 45) u° is (D, U)-regular on S(D).
Hence

U(E) = u°(E) = sup {u°(D) : E > De D} = sup {y(D): E > D e D}
and
M(E) = p%(E) = inf {(i°’(U):Ec UeU} =inf {p(UNUy):EcUeU} 2
2 inf {y(U) :E c Ue U} 2 u(E).
Let A be an arBitrary set of S(D). From the (U, o)-finiteness of y it follows that
A =U(AnU) where U, e U, U, = U, 4, and p(U,) < 0, n = 1,2, ... According

to what was said above, 4 N U, and hence also A (see the proof of Theorem 3, [5],
p. 220) are (D, U)-regular sets according to p. Hence y is (D, U)-regular on S(D).
(f) = (e): Let E, € $(C) such that E, = C € C. Then

u(Eq) = sup {u(D) : E, > D e D} = sup {u(C) : E, > Ce C},
since De D, D < E, implies D € C.
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Let E € S(C) be an arbitrary set. Then E = J E,, where E, e S(C), E, < E,,,,
n=1
E, = C,eC(n =1,2,...). Hence p is inner C-regular on $(C). By ([3], Theorem 1,
p. 135) pis (C, U)-regular on S(D).
It is trivial that (¢) = (d) = (b) and (¢) = (c) = (b).
(b) = (a): Since C = D, it is

#(U) = sup {4(D): U > DeD} forall UeU.

From the (U, o)-finiteness of u it follows that X = U U, U,eU, y(U,) < o (n =
= ...)- By ([3], Lemma 1, p. 136) there exist sets Y, e S(C) such that p(U, —
- Y,,) =0.LetY= U Y,. Then Ye $(C) and u(X — Y) < Z wU, -Y,)=0.

n=1 n=1

Theorem 2. If X is a locally compact Hausdorff space and u is a (U o)-finite
measure on S(D), the conditions (a)—(h) are equivalent.
Proof. It is trivial that (f) = (g) = (h).

(h) = (e¢): From the (U, g)-finiteness of u it follows that u(C) < oo for all Ce C.
If Ce C and C = U e U, there exists an open Baire set O such“that C = 0 < U.
Hence

#(C) = inf {u(U) : C = U, U open Baire set} .

This proves the (C, U)-regularity of u on $(C). By ([3], Theorem 1 p. 135) p is (C, U)-
regular on S(D).
The other implications follow from Theorem 1.

Theorem 3. If X is an arbitrary Hausdorff topological space and u is a finite
measure on S(D), the conditions (a)—(h) are equivalent.
Proof. It is trivial that (f) = (g) = (h).

(h) = (f): By ([2], Theorem 8, p. 43, or example 3 p. 45). The other implications
follow from Theorem 1.
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ON DECOMPOSITIONS OF GROUPOIDS

MARSHALL SAADE, Athens

(Received April 8, 1970)

1. Introduction. In this paper some decomposition theorems for groupoids satisfying
certain identities are given. These theorems were motivated by studying examples of
groupoids ‘called point algebras and by extracting identities satisfied by them to be
used in a more general setting.

We now define point algebra. Let S be a non-empty set, n an integer =2 and
#(1), j(2), ..., j(n) a sequence of (not-necessarily distinct) integers where 1 < j(i) < n,
i=1,..,n A binary operation, (.), is defined on S"(=S x S x ... x S) as
follows: (X, ..r X5) . (V15 - s V) = (Lj1ys -0 Mymy) fOr all (xy, ..., X,), (Y5 - oo i)
in S", where each i;;, is a fixed element either equal to x,;, or y,.;. The groupoid
(S", .)is called a point algebra. Except for Theorem 2.2, point algebras in this paper
will be of the form (S3, .).

2. On the identity x?y*> = xy. The first theorem proved here enlarges a class of
groupoids characterized as unions of disjoint constant semigroups by EVANS in
[1, p. 368]. However, Evans’ result provides more information regarding the relation-
ships among the semigroups than does the theorem in this paper. Specifically, Evans
proves the following theorem.

Theorem. A groupoid satisfies the identities xy . z = xz, x . yz = xy if and only
if it is the union of disjoint constant semigroups C, where all products xy, with
x € C,, y € Cy are equal and belong to C,.

First we prove that the class of groupoids satisfying the identity x?y* = xy
properly contains the class satisfying the two identities given in the theorem above.
For suppose a groupoid satisfies the identities xy .z = xz and x. yz = xy. Then
x?y* = xy* = xy. Now let S be any set such that |S| > 1 and consider the following
multiplication on S>. If (x4, X5, X3), (¥1, Y2, ¥3) € S® then (x4, X2, X3) . (¥, Y2, ¥3) =
= (x3, X3, y3). It is easily shown that the point algebra (S?, .) satisfies the identity
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x2y? = xy but, in fact, satisfies neither of the identities, xy .z = xz or x. yz = xy.
The following characterization is now given.

Theorem 2.1. A groupoid G satisfies the identity x*y* = xy if and only if G = UG,

1}
where the G; are disjoint constant semigroups such that if x, we G;, y, z€ G then
Xy = wz.

Proof. The ¢“if” part is obvious. To prove the “only if”” part suppose G satisfies
the identity x*y* = xy. Define the relation ¢ on G by xgy if and only if x? = y2.
Thus g is clearly an equivalence relation and indeed a congruence relation. For
suppose xgy and wgz. Then x* = y* and w? = z2. Hence x*w? = y?z%2and xw = yz.
Let G, be the equivalence class containing u and let x, y € G,. Then x*> = y%, Thus
xy = x2y? = x*x? = x* and so (xy)* = (x*)? = x%. Therefore xygx. Hence G, is
a subgroupoid of G. The fact that G, is a constant semigroup follows from an
equation above, which states that xw = yz,if x, ye G;and w,z€ G;, if i = j.

The point algebra G which motivated Theorem 2.1 was the one mentioned pre-
viously, namely the one given by the operation (x,, X5, X3) . (1, 2, ¥3) = (X3, X2, ¥3)-
G is nonassociative and the g-equivalence classes, described in the proof above, for
this example are the sets, G,, = {(x, a, b) | x,a,beS, a,b, fixed}.

It is false in general that if a groupoid G is a union of disjoint constant semigroups
that G satisfies the identity x>y*> = xy. As an example, we note in the groupoid given
by the table:

ala|a)|a

bla|a|b

cjajla)c

that b%c? + bc. However the following result holds.

“Theorem 2.2. Let G = (S", .) be a point algebra such that G = G,, where the G;
: L

are disjoint constant semigroups. Then G satisfies the identity x*y* = xy.
Proof. As G = (S", .)is a point algebra, the binary operation (.) is defined by:

(1) (xl, ceey x") . (yl” “eey yn) = (1](1), “eey nl(,,)) .

We prove that G satisfies the identities x*z = xz and zx? = zx. These together
imply x?y* = xy. Let x, ze G where x = (ay,:..,4,)€G, and z = (z,, ...; z,). Let
k = (ky, ..., k,) € G, such that for all 5, € G,, st = k. In particular,

D) % = (@ e ) (@ ees 32) = (kts oo k) = (K1y oros o) (K k).
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We now show that x2z = xz, that is, that

(3) o (kps oo k) (215 os 20) = (ay, .0y @) (245 .05 2,)

We denote the left side of (3) by (cy, ..., ¢,) and the right side by (d,, ..., d,). Thus
we show that ¢, = d,, u = 1, ..., n. Clearly, from (1), for each i such that i;;, = y;,
¢; = z;4 = d;. Now suppose for some i, i;;) = x;(; in (1). Then from (3) ¢; = kj;,
and d; = a;;. From (2), considering the product (ky, ..., k,) (ky,..., k,) =
= (ky, ..., k,), we have k; = k;,. However, from the product (a,..., a,)(ay, ...
vees @) = (ky, ..., ky) in (2), k; = aj(;,. Hence a;;y = k;;, ie., ¢; = d;. Thus x?z =
= xz. Similarly, zx* = zx and hence for x, y € G, x*y* = xy.

3. Onthe medial law, xy . wz = xw . yz. A medial (entropic) groupoid is one which
satisfies the identity xy.wz = xw. yz. In the following theorems we prove that
groupoids satisfying certain identities are unions of disjoint medial subsemigroups.
We actually prove slightly stronger results which imply mediality. The following
lemmas will be useful.

Lemma 3.1. Let G be a groupoid such that G = \JG,, where the G; are disjoint

subgroupoids such that for all te G and all i, if x, y € G; then tx = ty. Then if
xeG,v,w,y,ze G, then xy.z = xw.v. Furthermore, each G, satisfies the medial
law.

Proof. xy.z = xw. z = xw. v. The fact that each G, satisfies the medial law is
immediate.

Lemma 3.2. Let G be a groupoid such that G = \JG,, where the G; are disjoint
i

subgroupoids such that for all te G and all i, if x, y € G;, then xt = yt. Then if
z€G,x,w,u, ye G, then x . yz = w.uz. Furthermore, each G, satisfies the medial
law.

Proof. x.yz = w. yz = w. uz. The fact that each G, satisfies the medial law is

immediate.
é

Theorem 3.1. If a groupoid G satisfies the identities x . yz = xz and x*y = xy
then G = JG,, where the G, are disjoint subsemigroups of G such that if x € G,
. :

w, y € G; then xw = xy € G;. Furthermore, if xe Gand v, w, y,z€ G;thenxy .z =
=xw. v and G, is medial.

Proof. Define the relation ¢ on G as follows: xgy if and only if tx = ty for all
te G. It is clear that g is an equivalence relation and indeed a congruence relation.
For if xgy and wgz then t. xw = tw = tz = t. yz. Thus xwgyz. If xgy then t . xy =
=ty and hence xygy. Thus each equivalence class G; is a subgroupoid of G. If
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x,y,z€G, i.e., xpyoz, then xy.z = x’z = xz = x. yz. Hence each G, is a sub-
semigroup of G. If x € G;, w, y € G; then xw = xypy, i.e., xy € G;. The remainder of
the theorem follows from Lemma 3.1.

A point algebra which motivated the above theorem is the following. Let |S | >1
and define the following binary operation on S3. For (xy, x5, x3), (y1, Y2, ¥3) € S3,
(%15 X2, x3) - (¥15 2, ¥3) = (x4, 2, X,). Then G = (S, .) is non-associative and
satisfies x . yz = xz and x?y = xy. The g-equivalence classes are the G, =
={(x,a,y)| a, x,y€eS, a, fixed}.

Theorem 3.2. If a groupoid G satisfies the identities xy .z = xz and xy* = xy
then G = JG,;, where the G, are disjoint subsemigroups of G such that if x, y € G,,

z€G; then xz = yz € G;. Furthermore if ze G and x,u,w, y € G; then x, yz =
= w.uz and G;is medial.

Proof. By defining a relation ¢ on G by xgy if and only if xt = yt, for all t e G,
one can show that g is a congruence relation on G and in a proof similar to that of
Theorem 3.1 and by applying Lemma 3.2 the proof of this theorem will follow.

A motivating example for the above theorem is the point algebra defined as follows.
Let |S| > 1 and define on S the product (x,, X3, X3) . (Y1, Y2, ¥3) = (X1, ¥1, ¥3)
Then G = (S3, .) is non-associative and satisfies xy .z = xz and xy* = xy. The
g-equivalence classes defined in the proof above are the G, = {(a, X, y) | a,x,ye
€S, a, fixed}.

Theorem 3.3. If a groupoid G satisfies the identities x . yz = xy and x*y = xy
then G = UGl, where the G; are disjoint subsemigroups of G such that if x € G,

Y, 2€G; then xy = xz € G;. Furthermore, if x€ G and v,w,y,z€ G;thenxy .z =
XW. v and G; is medial.

Proof. Define a relation ¢ on G by xgy if and only if tx = ty, for all t € G, and
proceed with a proof similar to that of Theorem 3.1.

A motivating example for Theorem 3.3 is the following. Let |S| > 1 and define the
product (x;, x5, X3) . (¥1, ¥25 ¥3) = (%1, X2, ;) on S3. Then G =(S3,.) is non-
associative and satisfies x.yz = xy and x2y = xy. The g-equivalence classes
from the proof of Theorem 3.3 are the G, = {(a, x, y) | a, x, y € S, a, fixed}.

Theorem 3.4. If a groupoid G satisfies the identities xy . z = yz and xy* = xy
then G = \JG,, where the G, are disjoint subsemigroups of G such that if x, w € G,,

V€Gj then xy = wy € G,. Furthermore if ze G and x,u,w, y€G; then x.yz =
= w.uz and G, is medial.

Proof. Define a relation ¢ on G by xpy if and only if xt = yt, for all t€ G, and
proceed with a proof similar to that of Theorem 3.2.
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A motivating example for Theorem 3.4 is the following point algebra. Let |S| >1

and define the product (x, X,, X3). (¥4, 2, ¥3) = (X2, ¥2, y3) on S Then G =
= (S3, .)is non-associative and satisfies xy . z = yzand xy? = xy. The g-equivalence
classes defined in the proof above are the G, = {(x, a, y) | a, x, y € S, a, fixed}.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 97 (1972), Praha

PARALLELE AXONOMETRIE UND EINSCHNEIDEVERFAHREN .

LADISLAV Drs, Praha

(Eingelangt am 15. April 1970)

EINFUHRUNG

Im Jahre 1937 hat L. ECKHART eine der elegantesten Methoden der darstellenden
Geometrie, das Einschneideverfahren, eingefiihrt [1]. Die Modifikation des Ein-
schneideprinzips an die parallele Axonometrie findet seitdem in jedem Buch iiber die
darstellende Geometrie Platz. Eine parallele Axonometrie G’ eines Gebildes G kann
man entweder als eine parallele Projektion von G erhalten, oder durch ein Ein-
schneideverfahren aus zwei affinen Bildern G,, G, von G. Hier wollen wir an die
Zusammenhinge zwischen einem orthonormierten Dreibein G und seinen Einschnei-
derissen G, G, hinweisen, welche dieselbe Axonometrie sowie durch das Projizieren
von G als auch durch das Einschneiden von G, und G, bestimmen.

In einer Ebene n seinen zwei affine Bilder G,(4,, ...), G,(4,, ...) eines Dinggebildes
G(4, . ..), das die Punkte 4, ... enthilt, und weiter zwei verschiedene Richtungen s,, s,
gegeben. Wenn wir die Punkte A4’, ... aus den Paaren 4,, 4,, ... durch das Einschnei-
deverfahren bestimmen (als Schnittpunkte der Geraden ay, a,;..., Ay €ay | sy,
A; € a, || 555 ...), so ist das Bildgebilde G'(4’, ...) wieder ein affines Bild von G(4,...).
Dieser Grundsatz aus [1] kann fiir die Konstruktion der parallelen Axonometrie aus
zwei Normalrissen benutzt werden (Abb. 1): In der Bildebene 7 seien zwei Risse
(04X,Y,Z,) und (0,X,Y,Z,) des orthonormierten Dreibeins (0XYZ) in der Richtung
z = OZ und y = OY gegeben, in beliebiger Lage und in dem gleichen Massstab,
sodass 0,X, = 0,Y, = 0,Z, = 0,X, =R, 0,X, 1 0,Y;, 0,X, L 0,Z, ist. Wei-
ter seien zwei verschiedene Richtungen s,, s,, 0, €5, % y;, 0, € 5, F z,, fiir welche
zugleich nicht s, = x; = 0,X,, s, = x, = 0,X, gilt, gegeben. Die durch das Ein-
schneideverfahren bestimmten Punkte 0’, X', Y’, Z' bilden das axonometrische Achsen-
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kreuz mit den Achsen x’ = 0'X’, y' = 0'Y’, z/ = 0'Z’' und mit den Einheitspunkten
X',Y’, Z'. Wenn zugleich ein Gebilde G(4, ...) in die Einschneiderisse G,(A4y, ...),
G,(A,, ...) abgebildet ist, dann bestimmt das Einschneideverfahren aus G,, G, seine
Axonometrie, mit anderen Worten eine parallele Projektion von einem Gebilde

Abb. 1

G(4, ...), das dem Gebilde G(4, ...) dhnlich ist. Dieses spezielle Einschneideverfahren
bezeichnen wir kurz als das s-Verfahren.

Wenn wir die Einschneiderichtungen s,, s, in gleichem Sinne wie die Achsen z’, y’
orientieren und I = Xy;8; = ¥y,2’, II = 8,2, = Xy'z,, a = Xy'z' = X5§;5;
bezeichnen, so gilt entweder 0° < a, I, II < 180° oder 180° < a, I, II < 360°. Weiter
kann nicht zugleich cosI = cos II = 0 sein. Durch R, a, I, II ist das s-Verfahren
bestimmt und wir konnen die axonometrischen Einheiten a = O'X’, b = 0'Y’,
¢ = 0'Z' und die Winkel = xz'x’, y = ¥x'y’ als Funktionen von R, I,II, o
ausdriicken: ‘ ’

(1) b=Rsinl:sina, ¢=Rsinll :sina,
a=tRo:sina, o=./(cos®I + cos®II + 2 cos]I cosll cos a)
2 sinf =+ sinacosl:o0, siny= +sinacosll:o,

mit dem oberen (unteren) Vorzeichen fiir a, I, II > 180° (<180°). Die Grosse o ist
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die dritte Seite des ,,charakteristischen Dreieckes*, dessen zwei andere Seiten die
Linge cos I, cos II haben und den Winkel & = 180° — « einschliessen.

Nach dem Pohlke’schen Satz ist die Existenz einer Richtung s und eines orthonor-
mierten Dreibeins (0XYZ) so gesichert, dass seine Projektion in der Richtung s in &
mit (0'X'Y’'Z’) iibereinstimmt. Fiir diese ,,Rekonstruktion aus der Axonometrie‘
ist der konstruktive Weg iiblich. Die analytische Rekonstruktion kommt nur aus-
nahmsweise vor [4]. Die erste analytische Rekonstruktion (mit einem Fehler, den
E. WENDLING [5] verbessert hat) stammt von H. KINKELIN [2] ab. Durch die Glei-
chungen

(3 rt = (4 - J(4* - 4BY),

4) cosp =r*.B7!,

(5) coso, = besina. B™1,

(6) cos v, = cos ¢ (rcosa; — \/(a®> — r*sin*a,)).r7",

inwelcheng = ¥ns, (n L n), 0, = ¥sx,v, = Xnxbedeutetund 4 = a> + b? + ¢?,
B? = (ab sin y)? + (ac sin B)* + (be sin a)® gesetzt ist, ist die Einheit r = OX, die
Richtung s und die Achse x = OX des Dreibeins (0XYZ) mit O = O’ bestimmt. Zu (5)
und (6) ganz analoge Gleichungen fiir 6, = ¥sy, 6; = ¥sz, v, = ¥ny, v; = ¥nz
bestimmen die weiteren Achsen y, z ([5], 77, 78). '

Durch das Einsetzen von (1) und (2) in diese Gleichungen ist nun auch die analyti-
sche Rekonstruktion direkt aus dem Einschneideverfahren moglich.

So erhalten wir, wenn wir noch zur Abkiirzung cos I cos II = cos | setzen:

(7) r* = R (1 Fcosy).(1 £ cosa)™?,
®) cos @ = (1 F cosy) (1 Fcosa).((1 + cosy) (1 + cosa))™ /2,
9 coso, = sinlsinll:siny,

cos g, = —cosIsinll :siny,

cosgy = FsinlcoslIl :siny,

(10) cos v,

I

[sinIsinII. /(1 F cosa) — (cosI + coslIl).
./(£(cos & + cos ¥))] : (1 £ cos ¥). /(1 % cosa),

cos vy, = [—cosIsinll. /(1 F cosa) —sinI.

- J(£(cos a + cos )] : (1 + cos y). /(1 £ cos ),
cosvy = [F sinIcosIl. /(1 F cosa) — sinll. :

s \/(-:t(cosa + cosy))] : (1 + cos ). /(1 £ cosa).

In diesen und auch in den weiteren Gleichungen gilt das obere (untere) Vorzeichen
fiir cos a0 + cos Y 2 0 (< 0).
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Aus (7) und (8) folgt: r < R, wenn cos « + cosy # 0 ist, und r = R, wenn
cos a + cos Y = 0 ist. In dem zweiten Fall ist ¢ = 0°. Also:

Die Einheit des s-Verfahrens ist niemals kleiner als die Einheit des rekonstruier-
ten Dreibeins.

Wenn die Winkel a,I,II des s-Verfahrens die Bedingung cosa + cosy = 0
erfiillen, so ist durch dieses Verfahren die orthogonale Axonometrie bestimmt.

Wenn das s-Verfahren eine orthogonale Axonometrie bestimmt, so ist die Einheit
des Verfahrens gleich der Einheit der Rekonstruktion.

Weiter bestimmen wir den axonometrischen Umriss U der Einheitskugel ® =
= (0, r). Die Exzentrizitiit e dieser Ellipse ist wegen e = r tg ¢ durch

(1) - e=R../(+2(cosa + cos y)) : sin
bestimmt.

Der Winkel w, = ¥n'x’ der Hauptachse n’ von U mit der Achse x’ ergibt sich
‘aus der Gleichung

(12)  cosw, = (a® + r*.cos?v, . tg> ¢ — r?.sin?v,): (2a.r.cos v, . tg 9),

die wir durch eine einfache trigonometrische Uberlegung ableiten kénnen. Analoge
Gleichungen gelten fiir v, = ¥n’y’ und w; = ¥n'z’. Wenn wir in (12) aus (1) und
(7)—(9) einsetzen und vereinfachen, so erhalten wir
(13) - cosw; = (cosI + cosIl). (1 % cosa)'/?:0,/2
.
cos w; = cos wz = /(1 + cosa) :2).
Das heisst: in der Axonometrie, die aus dem s-Verfahren entsteht, ist die Projek-

tion n’ der Normale n zur Projektionsebene n (die Hauptachse von U) die Symme-
trale der Achsen y', z'.

2

Die Theorie aus dem Abs. 1 benutzen wir jetzt zum Konstruieren spezieller Axo-
nometrien.

s-VERFAHREN FUR NORMALE AXONOMETRIEN

Es sei ein s-Verfahren durch R, a, I, II gegeben (Abb. 2). Wenn wir durch das
Einschneiden die Axonometric A4’ von Aexy, 0,4, Ls,, 4,0, =R, x*>0
konstruieren, so ist A’y’ = |R cos y|. Fiir einen Punkt A(4 € 4,4’, A0’ Ls,) ist
weiter Ay’ = |R cos a|. Wenn cos a, cos s gleiche (ungleiche) Vorzeichen haben, so
liegen die Punkte 4’, 4 an den verschiedenen (gleichen) Seiten von y’. Nur wenn
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A = A’ ist, so ist cos @ + cos Yy = 0 und von so einem Verfahren entsteht dann eine
orthogonale Axonometrie. Daraus leiten wir folgende Konstruktionen der s-Ver-
fahren, die eine normale Axonometrie bestimmen, ab:

Wir wihlen R, o, I (Abb. 3, 90° < I, « < 180°) und bestimmen den Winkel II.
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Es muss also A’ = A4 sein und der Punkt A, ist darum einer der Schnittpunkte des
Kreises (0, x*) mit der Geraden g(A’ € g || 5,). Mann muss hier einen solchen Punkt
wihlen, wofiir 90° < II < 180° ist.

Sy
0,la
5 02
! . 5
% >
k
Abb. 4

Wir wihlen R, I, II und bestimmen den Winkel a. In der Abb. 4 ist ¥ y,s, = I,
Yiey;, O,Y, =R, ¥ps;=1II, 90° <III <180°. Der Kreis 1(0,, |R cosl|)
schneidet die Gerade p im Punkte einer Normalen n zu s,. Der Schnittpunkt S von n
mit dem Kreis k(O,, R) bestimmt den Winkel ¥O0,S,s; = a, 90° < a < 180°.
Durch eine ganz dhnliche Konstruktion erhalten wir den Winkel I resp. II wenn R,
II, a resp. R, I, o gegeben sind.

s-VERFAHREN FUR DIMETRIE UND ISOMETRIE

Ganz trivial ergibt sich eine Dimetrie mit b = ¢ durch das s-Verfahren mit I =
= II = a. Wir wollen eine Dimetrie mit a = b resp. a = c erhalten. Zufolge (1) ist
o =sin] resp. o = sin II. Das charakteristische Dreieck mit den Seiten R cos]I,
R cos IT die den Winkel @ = 180° — « einschliessen, hat gegeniiber & die Seite Ro =
= |RsinI| resp. [RsinlI| und dadurch sind die Winkel a, I, II auch konstruktiv
verbunden. Wihlen wir z. B. R, I, II und suchen den Winkel «. In der Abb. 5 ist
I= Xy, II = Xps;, R = 0,Y, = O,P, Pep, Y, € y;. Die Normalen Y,1, P2
zu der Geraden s, bestimmen die Punkte 1, 2 und die Kreise (1, 1Y;), (0, 0,2)
schneiden sich im Punkte 3, fiir welchen ¥ 0,3, s; = «; I, I, « < 180° ist. Dieses
Verfahren bestimmt die Dimetrie mit a = b.

Ahnlich kénnen wir den Winkel II resp. I erhalten, wenn wir R, I, a resp. R, II, o
wihlen.

60



Fiir die Isometrie gilt I = II, cos & = (1 — 3 cos?I) : 2 cos® I. Wenn wir z. B. fiir
das s-Verfahren R,I = II wihlen und wenn wir die vorangehende Konstruktion
spezialisieren, so erhalten wir nach der Abb. 6 den Punkt 3 als den Schnittpunkt des

Kreises (1, 1Y;) mit dem Kreis (0, 0,1), x = ¥ 0,3, s,.

]

Abb. 5 Abb. 6

s-VERFAHREN FUR NORMALE DIMETRIE UND NORMALE ISOMETRIE

Die Bedingungen a = b, cos « + cos ¥ = 0 fithren zu der Gleichung
cos? I + cos®> Il — 2 cos®I cos? II = sin*1I,

welche entweder fiir cos? II = 1 oder fiir 1 — 2 cos? I = 0 erfiillt ist. Daraus folgtt
das s-Verfahren realisiert keine normale Dimetrie mit a = b % c. Das s-Verfahren
bestimmt eine normale Isometrie, wenn I = II = 135°, a = 120° ist.

Die Bedingungen a = ¢, cos a + cos i = 0 fiihren zu der Gleichung
cos?I + cos? II — 2 cos®I cos® II = sin® I ,

welche nur fiir cos II = —./(2) : 2, cos a = /(2) . cos I : 2 erfiillt ist. Daraus folgt:
das s-Verfahren realisiert eine normale Dimetrie mit a = ¢ nur dann, wenn der
Winkel II dieses Verfahrens 135° ist.

Die Konstruktion des Winkels « nach der Abb. 7. Gegeben ist I = Xy,s, und
R = 0,Y,, Y, € y,. Wir ziehen die Gerade g, 0, € Xg, y,g = 45°, und machen

Glly (Geg, 0,G =R, 1ey,), 12 L5,(0,2 = R); so erhalten wir den Winkel
&= ¥X0,2,s, und die Achse y’' = 0,2. Dadurch ist das s-Verfahren bestimmt:

01 = 02 = 0', *y’ZZ = 1350, 0222 = R, 02X2 L 0222, 02X2 = Ole = R. Es
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liefert die Dimetrie mit O'X’ = O'Z’, a = c. Als einen Spezialfall fiir a = b = ¢
erhalten wir das s-Verfahren fiir die Isometrie, welches wieder durch I = II = 135°,
o = 120° charakterisiert ist. '

GUNSTIGES s-VERFAHREN

Das s-Verfahren ist giinstig, wenn die dadurch entstandene Axonometrie eine
giinstige Bildwirkung hat. Das gelingt dann, wenn diese zwei Bedingungen erfiillt
sind ([3], 275): ) '
i1.R:2ZLa,b,c R :

(das Bild des Wiirfels soll nicht wie eine Platte aussehen), -
2.0°< ¢ < 30° - '
(der Kugelumriss soll nicht merklich von einem Kreis abweichen). -

Tab. 1. R = 100 'Tab. 2. a = 105°, R = 100
I e=u| a | b | o | | 1 | H | a| b ]| c| o
1200 105° | 52 | 90 | 29° | |105° | 120° | 52 | 100 | 90 | 29°
1352 | 105° | 7| 73 | 23° | [ 105° | 135° | 71 | 100 | 73| 23°
150°-{ 105° | 87 | 52 | 15° | {105 | 150° | 87 | 100 | 52 | 15°
150° | 120° | 87 | 58 | 23°:| | 120° | 120° | 63 | 90°| 90 | 28° |
150° | 135° | '88 | 71 | 31° 120° | 135° | 78 | 90| 737 [ 26°

; ' 135°( 120° | 78 (773 |90 | 26°7|°
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In den Tab. 1, 2 sind die Gréssen a, b, ¢, ¢ einiger giinstigen Axonometrien be-
rechnet. Alle erfiillen die Bedingungen 1, 2 und lassen sich leicht auf der Zeichen-
maschine durchfithren. In der Tab. 1 sind diese Verfahren durch « = II, also durch
R = c charakterisiert. Es sind die sog. ,,Schnellrisse ([6], 108). Die s-Verfahren
nach der Tab. 2 sind durch eine sehr geldufige Wahl von o = 105° ausgezeichnet.

3

Die Annahme verschiedener Massstibe der Einschneiderisse G; und G, fiihrt zu
einer allgemeineren Methode, die wir kurz als a-Verfahren bezeichnen. Wenn die

Einheit von G, wie bisher R ist, so nehmen wir 0,X, = 0,Z, = kR an. Das a-Ver-

Abb. 8

fahren bestimmt allgemeinere Axonometrien (weiter werden wir sehen, dass alle
Axonometrien durch ein a-Verfahren entstehen konnen) als das s-Verfahren. Sie sind
auf Grund des gegebenen a-Verfahrens durch diese Formeln charakterisiert:

(14) b=Rsinl:sina, ¢c=k.Rsinll:sina,

a=+Rd:sina, wo d=(cos®I + cos®II + 2k cosI cos II cos a)'/?,
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(15) sin = FcosIsina:d
. siny = Fk.cosllsina:d.

In diesen Formeln gilt das obere (untere) Vorzeichen fiir a, I, II <180° (>180°).

Ahnlich wie im Abs. 1 konnten wir die analytische Rekonstruktion direkt aus dem
a-Verfahren durchfiihren und zwar durch das Einsetzen (14) und (15) in (3)—(6).

Jetzt wollen wir zeigen, dass wir zu einer gegebenen Axonometrie (0'X'Y'Z’)
immer ein a-Verfahren finden kdnnen, das eben diese Axonometrie liefert. Dann
wird es unnétig sein, ein noch allgemeineres Einschneideverfahren, als a-Verfahren ist,
zur Konstruktion einer Axonometrie verwenden.

Die Einschneiderichtungen s,, s, sind mit den Achsen z’, y’ identisch, die Punkte
0,, 0, auf z’, y’ beliebig wihlbar und die Punkte X, Y, resp. X5, Z, liegen and den
Einschneidestrahlen durch X', Y’ resp. X', Z' (Abb. 8). Weiter muss 0,X, = 0.Y,
resp. 0,X, = 0,Z, und 0,X, 1 0,Y, resp. 0,X, L 0,Z, sein. Darum ziehen wir
durch O, resp. O, zu z’ resp. y’ normale Hilfsgeraden, welche die Einschneidestrahlen
in den Punkten 1, 2 resp. 3, 4 schneiden. Die Punkte X, Y, resp. X,, Z, erfiillen
dann die Bedingungen X,1 = 0,2, Y,2 = 0,1 resp. X,3 = 0,4, Z,4 = 0,3. Die
Grosse k dieses a-Verfahrens geniigt der Beziehung

(16) k* = (a*sin® y + ¢*sin? «) : (a® sin® B + b®sin® «),

Aus (16) folgt: einer Axonometrie gehirt ein s-Verfahren zu, wenn ihre Para-
meter a, b, c, a, B, y die Bedingung

(17) a?sin?y + c*sin® « = a?sin? B + b?sin’ a

erfiillen.

In der normalen Axonometrie gilt bekanntlich a> = —cos « : sin . siny, b* =
= —cos f:sina.siny, ¢ = —cosy :sina. sin B, ([6], 99). Die Ausdriicke beider
Seiten von (17) sind darum 1 gleich. Das bedeutet: zu jeder orthogonalen
Axonometrie gehirt immer ein s-Verfahren an.
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FREDHOLM ALTERNATIVE FOR NONLINEAR OPERATORS
AND APPLICATIONS TO PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS AND INTEGRAL EQUATIONS

JINDRICH NECAS, Praha*)

(Received April 15, 1970)

1. Introduction. The problem of solving a nonlinear boundary value problem or
an integral equation can be reduced often to the following abstract one: find a solu-
tion u of Tu = f, where T is a mapping from a real, reflexive Banach space B to its
dual B*.

Example 1. Let Q be a bounded domain with Lipschitz boundary ¢Q and let
afx, &gy €y --s &)y i =0, 1, ..., n, be continuous functions in @ x R, ,, satisfying
growth conditions

(1.1) laix, &)| < (1 + [¢m,

where 1 < m < 0. Let f,eL,(Q), 1/m" + 1/m =1, i =0,...,n. By W{(Q) we
denote the well-known Sobolev space of real L,, functions whose first derivatives are
also L,, functions. W,"(Q) is a Banach space with the norm [juy,.» = (fo (ju|™ +

+ Y |ou[ox,|™) dx)*/™ and is separable. W."(Q) is also reflexive as the closed sub-
i=1

space of [L,]"*!. Let W{"(Q) be the closure of D(), the space of infinitely differen-
tiable functions with compact support, in the space W."(2). We have to find u €
€ W(Q) such that for any v e W,"(Q)

(L.2) Zéza‘ x,u,a—“,...,ﬂ +vao(x,u,a—u,...,a—u dx =
0 i=1 ax,- axl ax,' y axl ax,,
=J.vf0dx— Zgﬂfidx.
Q i=10x;

e —

*) Lecture held on the Chicago area applied mathematics seminar.
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The function u is called weak solution of the differential equation

S 0 [ ou ou ou ou = o,
1.3) =Y —(a,(x,u,—, ..., +al(xu—,..,—)=f+Y L
(13) igl 6x,( ‘( 0x4 6x,,)) ( 0x, 6x,,) £ xgx 0x;

in Q, satisfying on the boundary the condition u = 0.

Denoting by (w*, u) the pairing between B* and B, we can define an operator T':
: B - B*, putting

(T’u,v)d=f (Za,(x,u,ﬂ-,...,ﬁ —‘Zg+ao x,u,—ai,...,ﬁ v)dx.
a \i=1 0x, 0x,/ 0x; 0x, ox,
»
Because -[ fov dx — [o Y f{@v/ox;) dx = (f, v), the equation (1.2) is reduced to the
i=1

problem of solving the equation Tu = f.

Example 2. Let us consider the Hammerstein’s integral equation
(1.4) u(x) — ).J K(x, y) f(y, u(y)) dy = w(x),
M

where the solution is supposed in L,(M), M being a compact subset of R,, w € Ly(M),
f(y,u) is a continuous function on M x Ry, satisfying the growth condition
|£ (3 w)| < c(1 + |u]). We suppose [y [u K*(x, y) dx dy < co. If (Tu) (x) = u(x) —
— A [ K(x, y) f(y, u(y)) dy, then T: L,(M) — L,(M) and the problem is reduced to
the solution of Tu = w.

2. Borsuk type theorem. A mapping T'is said to be bounded if the image of bounded
set is bounded and it is said to be demicontinuous, if from u, — u (strong con-
vergence) follows Tu, — Tu (weak convergence).

Theorem 1. Let T: B — B*, where B is a reflexive space, be a bounded, demi-
continuous mapping. Let T(u) = T(u) — t T(—u) for0 <t < 1. Let for0 < t < 1,
the condition (S) be satisfied:

(21) if u,—u and (T(u,)— T(u),u,—u)—>0,
then u, — u, and for f € B* the condition
(2.2) “Tu—(1—-10)f+0 for |u|=R>0, 05t<1.

Then there exists a solution of Tu = f. _

Let us remark first that the above solution is unique if, for example, the operator T
is strictly monotone: u # v = (Ty — Tv, 4 — v) > 0.

Theorems as above are based on the concept of monotone operators, and there is
a large amount of literature .on this subject, compare, for example, M. I. Vi§ik [11],

66



F. E. BROWDER [1], J. LErAY, J. L. LioNs [6], G. J. MiNTY [7]. The concept using
Borsuk’s theorem was recently used in the paper of D. G. DE FIGUEIREDO, CH. P.
GUPTA [3] and elsewhere.

The main ideas of the proof of Theorem 1: First, if B = R, then the degree
(T(u), B(0, R), 0) is an odd integer by Borsuk’s theorem, hence by homotopy, this
is true for T(u) — f, hence, there exists |u] < R such that Tu = f. If F = B is
a finite dimensional subspace of B and Y is the injection of T — B, ¢J§ being its

dual mapping, then for Ty -4 YTy, it can be proved by contradiction existence of

a F such that if F’' > F, then Tp.(u) — tTp(—u) — (1 — t) Y7 f + O for ||u]| = R,

ueF',0 <t < 1. Hence for every F’ o F, there exists ug. € F' such that Tp.up =

= Yy.f.Letusput My, = {up. | F” > F'}. The set of M. has finite intersection pro-

perty. If My. is the closure in the weak topology, then (Y\Mj. 3 u. If w, u € F’ for F’
¥

such chosen, then there exists u,e My, u, — u and because of lim (Tu, = Tu,

n—* o

u, — u) = lim (Tu,, u, — u) =..lilg (f, up — u) = 0, (Tu,, u, — u) = (f, u, — u)

n—aw
follows from the definition of T5.) the condition (2.1) implies u, — u, what, in virtue
of the demicontinuity of T, gives the result. We have clearly:

Consequence 1. If the operator T is coercive:

lim (—Tu’—u) = o, then T(B) = B*.
i~ uf

This is because (T, u) 2 c(||u|) ||, with ¢(s) - oo for s - co.

Consequence 2. If the conditions of theorem 1 are satisfied and T'is odd: T(—u) =
= —T(u) and if T is weakly coercive: lim |Tu| = oo, then T(B) = B*.
llull =
Let us consider the following class of operators: first if for » > 0 and every ¢ > 0:
A(tu) = 1* A(u), then A is called x-homogeneous.

An operator S is asymptotically zero if for » > 0 lim | Sul|/||u|* = 0.
llu]l =
We have the following Fredholm alternative:
Theorem 2. Let T = A + S, where A is demicontinuous, x-homogeneous, satisfies
the condition (S) (i.e. if u,— and (A(u,) — A(u), u, — u) > 0, then u, > u),
S is demicontinuous, asymptotically zero (with the same x as for A) and T'is bounded

odd and satisfies the condition (S). Then the range of T is all of B* if Au = 0=
= u = 0. In this case, for every solution,

23 Juf 5 ot + 7).

If (2.3) is true for every solution, then Au = 0 =>u = 0.
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Theorems of this type are recent. It seems the first paper is due to S. I. POCHOZAJEV
[10] and to the author [8]. For further results, compare F. E. BROWDER [2] and the
forthcoming papér of J. Ne€as [9]; compare also M. KUCERA [5].

Proof of Theorem 2:

(i) If (2.3) is true and there exists uo + O such that Au, = 0, then for u = tu,:

ol 5 ¢ (7 + ) ol = 0

which is a contradiction.

(i) Let Au = 0 = u = 0. Then (2.3) is true: if not, there exists a sequence [ju,[ —
— 00 such that

(24) - [uaf|* > n(1 + || Tu,|) and putting v, = Un_

Juall”

we can supposé v, — v and we obtain from (2.4) Av, — 0 and using (S) condition:
v, = v, hence ||| = 1 and Av = 0 which is a contradiction.

(iii) (2.3) implies (2.2), and (2.1) is satisfied because T(u) = (1 + ) T(u).

3. Back to the applications. Let us remark first that it is only a question of intro-
ducing enough of indices to treat general systems instead of one partial differential
equation as we will do; there is no essential difference.

I) We consider first the problem:

60 =3 (w2) - aao(vu 2 ) =i + 5 L

0xj X4 i=10x;

with a;; eLw(Q), Z a;¢&; = c|é|?. Let us suppose
i,j=1 .

(32)

;‘10("’ 1) —igob.-(x) f;’ < (r) [(iz;':ogg)l/z +1]

with ¢(f) - 0 for t — 0, b; € L,(R). The condition (3.2) implies immediately that
Ru < aq(x, u, dufox,, ..., dufox,) — Y bx) du[dx; — bo(x) u satisfies the condition
. i=1

lim ||Rulg,/||u]w,» = O. Supposing ao(x, —&) = —ao(x, £) and defining

llull =
n
(Au,v)d=f Y ay; 2~a—vdx, (Su,v) Jao(x,u,ﬂ-,. ] vdx,
o bi=1  0x; 0x; 2 0x4 6x

we obtain in virtue of the fact the imbedding Wi")(Q) — L,(€) is completely conti-
nuous, that Su is a completely continuous operator from W — (W{Y)*. Because 4
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and S above defined satisfy with ¥ = 1 the conditions of the theorem 2, this altogether
gives by theorem 2 this result:

For every f;€ Ly(Q), i = 0, ..., n, there exists a solution of (3.1) with u = 0 on 0Q

and for every solution, we have |ullw,a < (1 + ||folL, + Z Ifill..) if and only
if A is not an eigenvalue for the linear problem

_y 2 ( ax,) - ,12 <b,(x) ;’—;‘ + bo(x) u) —0, ueW(Q).

i,j=1 0xi
II) If we consider a nonlinear problem with m = 2, then we suppose:

(3.3) %%Q

—&@QF&MU+M”%i=Qmm,

where A (x, &) satisfy the conditions (1.1) and ¢,(f) — 0 for t — co. Let A(x, £) and
afx,&) be odd in & and A(x, t&) = " '4(x, &), t > 0. We shall suppose for
afx, &) and A(x, £) the conditions (we write them only for 4,): if [¢y,..., &,] +
+ [£&, ..., &] then

(3'4) ‘—Zl(Ai(x’ 50’ 51’ ceey én) - Ai(xa 60’ 517 bochy é;’.)) (éi - é:) > 0

and

(35) .ZIAE(X’ 60’ 61’ vaey éu) éi 2 CI.ZIKEIM - CZICOIM "

For to apply theorem 2, we can easily verify (for details compare J. LERAY, J. L.
LioNs [6]) the hypothesis eventually with the exception of the condition (S): for to
see this, let u, — u in W"(Q). We have first by the complete continuity of the imbed-

ding W{(Q) - L,(Q): u, > u in- L,(R). Choosing a subsequence, if necessary,
still noted u;, we have u,(x) — u(x) almost everywhere. By hypothesis,

lim Y (a x,uk,gﬁi,...,%‘ —a; x,u,—?—'i,...,?ﬁ

k-w Jgi=1 0x4 0x, 0x4 0x,
%—ﬁ‘— dx + a x,u,,,au",...,%‘n)-—ao x,u,a—u,...,2
ox;  Ox; 2 0x, ox, 0xy 0x,,

(4 — u)dx =0.

~ The second member tends to zero, hence also the first, but in virtue of (3.4) putting

o ou ou ou ou\/ou, . ou
filx) = a x,u,——"—,...,—")—-a Xy Upy — 5 o0ey — ——"—'-—)),
() s;( ‘< * 0x, 0x, : - 0%, 0x,/\0x;  0x;

69



we have f,(x) = 0 and [, fi(x) dx — 0. If necessary, for a subsequence, still noted f,,
fi(x) = 0 almost everywhere. This implies (du;/0x,)(x) — (du/dx;)(x) almost
- »
everywhere. But (3.5) gives uniform continuity of the integrals [y Y. |du,/ox;|™ dx
i=1

with respect to k. This implies du,/dx; — du/ox; in L,(%Q) for the original sequence.
Hence we obtain: the conditions (1.1), (3.3)—(3.5) being satisfied, there exists

a solution u € W,(®) of (1.2), and every solution is such that

(36) [l < et + 3 ] 21D
1=0
ifand onlyif u =0

is the only solution of (1.2) for f; = 0 and the coefficients 4.

III) As far as the integral equation (1.4), although there is a lot of possible general-
izations, we shall consider the condition:

(.7)

for t - o and a € L,(M). The operators from L,(M) — L,(M) defined by

(3.8) i LK(x, Y) f(y, u(y)) dy, '[MK(x, y) a(y) u(y) dy

tlf(y, tu) — a(y)ui Sof)(1 + [u]) with () >0

are completely continuous. If we have

(39) S, —u) = =f(3, u),

we can immediately apply Theorem 2. But it is easy to see that we can immediately
apply Theorem 1 in virtue of the complete continuity of (3.8) without (3.9). We
obtain:

The equation (1.4) provided (3.7) has a solution for every w € L,(M) and for every
solution holds |u]., < ¢(1 + |w|.,) if and only if 4 is not an eigenvalue for the
linear equation

u(x) — }.J.MK(x, y)a(y)u(y)dy = 0.

This result is very close to the corresponding result of M. A. KRASNOSELSKD [4].
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ZUM PETRSCHEN SATZ')

BRUNO BUDINSKY, Praha

(Eingegangen am 29. Mai 1970)

K. PeTR [3]?) hat diesen Satz?) hergeleitet:
Es sei A(A, ... A, ein ebenes n-Eck und

(1) Oy gy eeny Oy
eine beliebige Permutation der Zahlen
2nn, 2. 2xn, 3. 2n|n, ..., (n — 1). 27/n.

Auf jeder Seite AiA;,, (i =1,...,n; A4y = A,) als Grundlinie konstruiere man
das gleichschenkelige Dreieck A;A;, A; mit dem im positiven Sinn gemessenen
Winkel A} = a,. Auf den Seiten des neuen n-Ecks A\ A, ... A, konstruiere man

’) Unter diesem Stichwort ist das Theorem in [2], Band II, S. 331 angefiihrt.

2y Siehe auch [4], mitgeteilt aus [3].

3) Fiir ein Dreieck hat den Satz schon J. Langer [1] gefunden: Schlieft man an jede Seite eines
beliebigen Dreiecks ABC die gleichschenkeligen Dreiecke ABC’, BCA', CAB’ mit den Winkeln
A’ = B'= C’"= 2n[3 an (und zwar alle drei aufen von ABC oder umgekehrt), so ist das Dreieck
A’B’C’ gleichseitig. Der urspriingliche Beweis von J. LANGER 1Bt sich betrdchtlich verkiirzen.
Offensichtlich 24’ = [B+ C + k{C — B}*] mit 3k = + ,/3; das Symbol {...}* bedeutet die
Drehung (z. B. im positiven Sinn) des in den Klammern stehenden Vektors um den Winkel z/2.
Durch zyklische Vertauschung erhilt man die Ausdriicke fiir B’ und C’. Dann kann man schreiben
2A’— B)=—A+ B+ k{—A— B+ 2C}* und 24’ + B'— 2C)= —A4— B+ 2C +
-+ 3k{A — B}‘. Daraus ergibt sich (4’ — B’). [(4"— C’) + (B’ — C’)] = 0 und durch zyklische
Vertauschung folgen noch zwei dhnliche Gleichungen. Sie bedeuten, daB im Dreieck A’B’C’ jede
Hohe mit der Schwerlinie zusammenfillt. Folglich jst A’B’C” gleichseitig.

Auf dhliche Weise kann man dieses Analogon zum Satz von J. Langer beweisen: Auf den
Hohen des Dreiecks ABC, welche fortschreitend durch A, B, C gehen, wahlen wir die Punkte A’, B,
C’ derart, daf AA’: BC= BB':CA= CC’': AB=1 :-\/3 und dap alle Halbgeraden AA’, BB’,
CC’ zugleich die zugehdrigen (bzw. verlangerten) Seiten des Dreiecks ABC entweder schneiden oder
nicht schneiden. Dann ist das Dreieck A’B’C’ gleichseitig.

Meines Wissens gibt es kein einfaches Seitenstiick zum Satz von J. Langer, welches einVierflach
oder in raumliches Viereck betrifft. Deshalb ist das obengefithrte Theorem von K. Petr, das eine
elegante Verallgemeinerung des Satzes von J. Langer darstellt, wirklich liberraschend.
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wieder genau so wie vorher gleichschenkelige Dreiecke, indem man statt o, den
Winkel o, benutzt; so erhdlt man ein weiteres n-Eck A2A% ... A2. Auf diese Weise
entstehen aus dem urspriinglichen n-Eck A,A, ... A, unter Verwendung der Folge
(1) insgesamt n — 1 neue n-Ecke. :

Dann ist das vorletzte n°Eck A} A5 ... AL™? regelmdpig*) und das letzte
n-Eck A7 'A5 ' ... AA"! reduziert sich auf einen Punkt.

FuBend auf den komplexen Zahlen, was nur scheinbar wesentlich ist, hat K. Petr
den Beweis rein algebraisch gefiihrt. Wir beweisen seinen Satz, indem wir ein
mehr geometrisches Verfahren anwenden. Zum SchluB3 fiigen wir eine Bemerkung
betreffs der Isoperimetrie bei.

Es bezeichne x einen beliebigen Vektor in der Ebene ¢ des betrachteten n-Ecks.
Weiter sei F; die Abbildung, welche jeden Vektor x im positiven Sinn in ¢ um den
Winkel o; aus (1) ,,umdreht; endlich sei F, die identische Abbildung. Die Summe
F; + F; und das Produkt F.F; definieren wir auf iibliche Weise: (F, + F;) x =
_Fx+Fx (FF)x_ {F x)

Wegen F A} A1 = A} A2 ergibt sich lelcht (F, — Fo)AlA A1 = A,4,. Also auch
(Fy — FO)A A2 =A A3 Da freilich 4!~ A2 = A} Az — A Az,lSt(Fl - FO)A Az =
=F;A Az - ﬂ;, Die Induktion liefert fir i = 1,...,n — 1:

(2) (F; = Fo)(Fi_y — Fy)...(F; — F,) Aid; =
= Gy A Ay + GpArAy + ... + GpAidiy + (—1) AipAiy,,

wo G, die mit (—1)*~* multiplizierte (i — k + 1)-te elementarsymmetrische Funktion
von Fy,...,F;ist; k=1,...,i

Die Endpunkte der in einem Punkt T gefundenen Vektoren Fyx, F,x, ..., F,_;x
bilden — infolge der Wahl der Zahlen (1) — ein regelmaBiges n-Eck mit dem Schwer-
punkt T. Dementsprechend ist O = Fy + F, + ... + F,_, die Abbildung, in der
x — 0. Ahnlich ergibt sich, daB F} + Fi + ... + F/_, =0 firj=1,..,n — 1.

Infolgedessen

Gn—l,n—l = (-l)n [(Fo + Fl + .oa + Fn—l)] — Fo = (—1)"4-1 FO;
Gn_l,"_z = (—])"_1 [%FI(FO + Fl + ces + F,,._l) +
+4F,_(Fo+ Fy + ... + Fy_,) — ¥(F: + F} + ... + F2_)) -
—3Fo(Fo + Fy + ... + Fo_y) + F§] = (=1)"*' F, ;
im ganzen, wie auf Grund der Induktion leicht zu beweisen ist, G,_;,_; =

=Gpotp-2=-. =Gy = (—1)"+1 Go.
Folglich ergibt sich aus (2) fir i = n — 1, daB (F,_, — Fo) (Fp-2 — Fo) ...

) Aber nicht notwendig konvex. Es kann sich auch auf einen Punkt reduzieren. Das kann
Gibrigens fiir beliebiges der n — 3 voraustehenden n-Ecke der Fall sein.
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...(Fy = Fy) A’{'IA;'T =0. Also A7 'A% T = 0. Deshalb reduziert sich das
letzte n-Eck 45" '457"... 4;7" auf einen Punkt — und zwar offensichtlich auf den
Schwerpunkt T des urspriinglichen n-Ecks 4,4, ... A,. Da die Dreiecke A 2TA4% 2,
A3 2TAY %, ..., A" 2TA}"? gleichschenkelig sind und da noch ihre Winkel bei T
gleich sind, so ist das n-Eck 47724572 ... A"~ 2 regelmiBig.

Es sei L der Umfang und F der Fliacheninhalt eines ebenen konvexen Bereiches.
Die nichtnegative Zahl I*/4n — F ist das wohlbekannte isoperimetrische Defizit.
Um die unwesentlichen Ahnlichkeitstransformationen auszuschalten, fiihren wir die
Zahl D = I*[F ein. Angenommen, das urspriingliche, das erste, zweite, ..., (n — 2)-te
n-Eck aus dem Satz von K. Petr seien konvex. Es sollen Dy, D,, D,, ..., D,_, die
Zahlen D fiir diese n-Ecke bezeichnen. Z. NADENIK hat die Vermutung ausgespro-
chen, daB Dy, 2 D, = D, = ... = D,_;. Ist das der Fall, so ergibt sich daraus die
isoperimetrische Ungleichung fiir konvexe Polygone.
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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 97 (1972), Praha

MEHRDIMENSIONALES ANALOGON ZU DEN SATZEN
VON MENELAOS UND CEVA')

BRrRUNO BUDINSKY und ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingegangen am 29. Mai 1970)

Wir bezeichnen mit E,, , den (n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum, mit ¥,
seinen Vektorraum und mit {V,,} die Menge aller Richtungen in ¥,,; n = 2. Wir
benutzen im dhnlichen Sinn die Bezeichnungen E,,V,, {V} und nehmen an, daB
E, < E,i1, Vo < Vasys {Vo} = {Vo41}. Die Ergebnisse formulieren wir in der pro-
jektiven Erweiterung E, = E, U {V,} von E,.

Wir wihlen einen Punkt A, €(E,.+; — E,) und auf iibliche Weise definieren wir
die eineindeutige Abbildung f: E, » {V,,}, nimlich B — {B — 4,} ?) fiir VB€eE,
und B — B fiir VB € {V,}. Mit B* bezeichnen wir einen Reprisentanten der Richtung
f(B).

Im folgenden setzen wir stets voraus, daBB 4, ..., 4, linear unabhingige Punkte
in E, sind. Dann gibt es immer solche Zahlen by, b,, ..., b, ;, daB

(1) B* = boAo + byAy + ... + byyrApir; bo+ by + .o+ by =

Fiir b, = 0 ist B* €V, und B ist ein uneigentlicher Punkt in E,. Fiir b, # 0 ist B =
= —b,bg'4A; — ... — by, bg'4,,, und demzufolge B € E,.

n+1

Die in E, durch B} =jZObUAJ (i=1,...,n + 1) bestimmten Punkte By, ..., B,

liegen dann und nur dann in einer Ebene, wenn det (b;;)) =0 (i,j =1,...,n + 1).
In der Tat, infolge (1) haben die Matrizen # = (b;;) mit i,j =1,...,n + 1 und
B = (by)firi=1,...,n+1;j=0,1,...,n + 1 denselben Rang. Also det # = 0
dann und nur dann, wenn B} linear abhiingig sind, d. h. wenn sich die Punkte B, in
einer Ebene befinden.

1y Mit den n-dimensionalen Seitenstiicken zu diesen Sitzen haben sich fortschreitend K. K.
MoxkRriSCev [2], [3], Z. NADENIK [5], [6], N. M. BeskiN [1], H. SAsavaMa [7] und F. MOLNAR [4]
beschiftigt. Es ist der Zweck der vorliegenden Note, die auf langwierige synthetische Weise
hergeleitete Hauptergebnisse aus [5] und [6] kurz zu begrﬁnden Das Verfahren kann auf sphé-
rische Rdume ausgedehnt werden.

%) {B Ao} bedeutet freilich die durch den Vektor B — A, bestimmte Richtung.
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Wir wahlen zwei Punkte P, P’ € E, und eine reelle Zahl k. Wir sagen, der durch
R* = (k — 1) Ay + P — kP’ definierte Punkt R teile die Strecke PP’ im Verhilt-
nis k; wir schreiben (PP'R) = k. Das ist in Ubereinstimmung mit der iiblichen Defi-
nition. Denn fiir k #+ 1 ergibt sich — als Spezialfall der obigen Bemerkungen, daB
R=(1-k)"'P - k(1 — k)~! P'. Fiir k = 1 ist freilich R der uneigentliche Punkt
der Geraden PP'.

Weiter betrachten wir das (n + 1)-Eck 4,4, ... A,,,. Wir wihlen von Null
verschiedene Zahlen k,, ..., k,,; und auf jeder Seite 4;4;,, (i=1,...,n + 1;
A,,, = A;) den Punkt B, € E, derart, daB (4;4;,,B,) = k..

Der Satz von Menelaos. Die Punkte By, ..., B,, liegen in einer Ebene dann und
nur dann, wenn ky ... k.., = 1.

Da die Représentanten der Punkte B; durch
(2 Bf =(ki—1)Ao+ A4, — kA, (i=1,...,n+1)

ausgedriickt werden koénnen, so ergibt sich der Satz unmittelbar aus der obigen
Behauptung als ihr spezieller Fall.

Mit B, bezeichnen wir die Ebene, welche durch den Punkt B, der Verbindungslinie
A;A;+ und durch alle Ecken des betrachteten Polygons mit Ausnahme von A;, 4;,,
geht.

Der Satz von Ceva. Die Ebenen B, ..., B.+1 haben dann und nur dann einen
gemeinsamen Punkt, wenn ky ...k, = (—1)"*1.

Angenommen, alle Ebenen B; gehen durch den Purkt Q € E,. Es sei
(3) Q*=4qodo+ q1A; + ... + Gus14ns1s Qo+ a1+ o+ Guyy =0;

dabei ist q; + O fiir i = 1,...,n + 1, wie leicht zu zeigen ist.%) Fiir den Punkt B,
haben wir zugleich B} = (k; — 1) Ao + A; — k;A, und B} = bQ* + byA, +
+ b3A; + ... + b, 14,,,; die Koeffizienten by, b3, ..., b, interessieren uns nicht.
Setzt man fiir Q* aus (3) ein und vergleicht man dann beide Darstellungen, so erhalt
man 1 = bq,, —k, = bq,.

Auf Grund der zyklischen Vertauschung ergibt sich daraus

(4) ki, = "‘12/‘11, k, = "‘13/‘12, oo knyy = -‘11/qn+1 s

was freilich unmittelbar zu k, ... k,4, = (—1)"*" fiihrt. DaB bei k... ky4; =
= (—1)"*! die Ebenen B, einen gemeinsamen Punkt besitzen, beweist man auf be-
kannte elementare indirekte Weise.

Der gemeinsame Punkt der Ebenen 8, ..., B,+, ist dann und nur dann uneigentlich,
wenn

(5) K=1—k +kky,—...+(=1)ky ...k, =0.

3 vgl. [5), S. 5.
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In der Tat, wenn wir aus (4) fortschreitend g, ..., g,+, berechnen und in (3) ein-
setzen, so erhalten wir

(6) Q* = _qlKAO + qlAl - qlklAz + .o + (_1)" qlkl .ee k"An+1 .

Weil das Verschwinden des Koeffizienten von A4, einen uneigentlichen Punkt kenn-
zeichnet, ergibt sich daraus sofort (5).

Es sei n eine ungerade Zahl. Die Punkte By, ..., B, liegen dann und nur dann in
einer Ebene B, wenn die Ebenen f,, ..., f,, einen gemeinsamen Punkt haben. Der
Punkt Q und die Ebene f sind inzident. Q ist der Durchschnitt der durch die Punkte
By, B, ..., B, und B,, By, ..., B, bestimmten Unterrdume.

Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus den Satzen von Menelaos und Ceva.
Fiir ungerades n kann man Q* aus (6) unter Zuhilfenahme von (2) in dieser Form
schreiben:

*=(.)Ao + BY + kikyB + ... + kyk, ... k,_ B .

Folglich befindet sich der Punkt Q in dem durch die Punkte B,, B, ..., B, bestimmten
Unterraum.
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Casopis pro péstovani matematiky, ro¥. 97 (1972), Praha

SATZE VON MENELAOS UND CEVA FUR VIELECKE
IM SPHARISCHEN n-DIMENSIONALEN RAUM

BruNoO BUDINSKY, Praha

(Eingegangen am 29. Mai 1970)

1. Im (n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum denken wir uns die n-dimensio-
nale Einheitskugelfliche S, um den Nullpunkt O. Fiir 4 € S, setzen wir a = 04 und
mit a* 3+ 0 bezeichnen wir einen mit a kollinearen Vektor; dabei A* = O + a*.

In S, wihlen wir ein beliebiges sphirisches (n + 1)-Eck 4,4, ... A4, , fiir das die
Vektoren ay, ..., @, linear unabhingig sind. Man bezeichne a; € (0, 7) den nicht-
.orientierten Winkel von a;, a;,, und ZTA;“ den A; mit A;,, verbindenden und so
orientierten Bogen der Kreislinie, daB a; zugleich die GréBe des orientierten Winkels
des geordneten Paares a;,a;,; ist; i =1,...,n + 1; Die Indizes nimmt man
mod(n + 1). '

Es sei b; € (0, m). Auf der Seite :4:4;“ wihlen wir den Punkt B, derart, daB b;
der orientierte Winkel des geordneten Paares b;, a,, , ist. Die durch

(1) (A‘A.‘.,. 1B‘) = Sil’l (b‘ == a') :Sin bl

definierte Zahl heiBt Teilungsverhdltnis des Punktes B; in bezug auf das geordnete
Punktepaal’ A‘, A'+ 1
Wir konstruieren so den Punkt B, daB sich der Vektor b} in der Form

(2) b} =a; — kia;,,

schreiben 1aBt. Um die Unbekannte k; zu berechnen, multiplizieren wir (2) skalar
mit a;, a,,,. Es ergibt sich

|b}| cos (b; — a;) =1 — k;cos a;, |bf|cos b; = cos a; — k;
und folglich

(3 k; = sin (b, — a;) :sin b;.
Aus (1) und (2) ergibt sich das fiir weitere Betrachtungen fundamentale Ergebnis
(4) k‘ = (A‘AH. 1B‘) .
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Nach (2) und (1) darf k; eine beliebige Zahl sein. Es sei noch bemerkt, daB die
Punkte A4;, A;,, B; auf einer Halbkreislinie mit dem Endpunkt 4,,, liegen.

2. Der Satz von Menelaos. Wir wiahlen n + 1 von Null verschiedene Zahlen
Ky, ..., kn+y und nach (4) konstruieren wir n + 1 Punkte B;.
Die Punkte B, liegen dann und nur dann auf einem Gropkreis'), wenn

(5) klkz...k"+1 =1.

In der Tat, die Punkte B; haben jene Eigenschaft dann und nur dann, wenn die
durch (2) bestimmten Vektoren b, linear abhéngig sind, was unmittelbar zur obigen
Bedingung fiihrt.

3. Der Satz von Ceva. Durch jeden Punkt B, legen wir den sogenannten Scheitel-
kreis B;; es ist das der durch die Punkte A, ..., 4;_y, B;, 4;4,, ..., A+, eindeutig
bestimmte (n — 1)-dimensionale GroBkreis.

Alle Scheitelkreise B; haben dann und nur dann einen gemeinsamen Punkt, wenn
(6) kiks ... kppy = (—1)"*1.

Es sei Q € ;. Den Punkt Q kann man durch
(7) q=00; + ... + Wps14;

bestimmen; dabei alle w; + 0. Da der Punkt B, auf dem durch die Punkte Q, A4,, ...
.« Apnsy bestimmten GroBkreis liegt, konnen wir auch b} = oq + g;a; + ...
... + Qn4+19p+1 schreiben. Wenn wir fiir q aus (7) einsetzen und wenn wir die so
erhaltene Gleichung mit (2) fiir i = 1 vergleichen, bekommen wir gw, = 1, gw, =
= —k,. Die zyklische Vertauschung liefert

(8) ®y:0; = —ky, 03103 = —kz, ..., @y 1Wpy1 = —kpyy -

Daraus folgt sofort die Bedingung (6). — Die Umkehrung beweist man auf einfache
indirekte Weise.

Wir konstruieren jetzt auf jeder Seite A;A4,;,; unseres sphérischen (n + 1)-Ecks
den Punkt C; derart, daB (4,4,,,C;) = 1,d. h.

©) f=a;—a;,.

13

Nach dem Satz von Menelaos liegen alle Punkte C; in einem GroBkreis A, den
wir — und ebenso seine Punkte — mit dem Adjektiv ,,uneigentlich* kennzeichnen.

1) Darunter wird der Schnittpunkt der n-dimensionalen Kugelfliche S, und einer durch ihren
Mittelpunkt gehenden n-dimensionalen Ebene, also ein (n — 1)-dimensionaler sphirischer
Unterraum, verstanden.
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Der Punkt Q aus dem Satz von Ceva ist dann und nur dann uneigentlich, wenn
(10) e 1_kl+k1k2—...+(—1)"k1k2...k"=0.

In dem durch cf,..., ¢}, , bestimmten Vektorraum bilden die Vektoren a, —
— @,,4,09, —@,,,...,08, — a,,, eine Basis. Unter Zuhilfenahme von (8) 1aBt sich
(7) in dieser Form schreiben

(11) q = wl(dl — kl°2 + klk2¢3 - ... + (—l)n klkl CaCG kndn+1) ~

Arigenommen, es gelte (10). Statt (11) kann man dann q = o,[(a, — @,,,) —
— ky(a, —a,4y) + ... + (=1)"" ' kyk, ... k,_(a, — a,,)] schreiben. Daraus und
aus (9) folgt Qe #". — FuBend auf (11) ist schon leicht zu zeigen, daB sich aus
Q € & umgekehrt (10) ergibt.

Ist n eine ungerade Zahl, so 1aBt sich q nach (11) folgendermaBen darstellen:
q = w,[(a, — kya,) + kyk,(a; — ksa,) + ... + kik, ... k,_,(a, — k,a,,,). GemiB

(2) ist also q eine Linearkombination von b}, b3, ..., b}. Wir haben so bewiesen:

Wenn die Dimension von S, ungerade ist und wenn noch die Bedingung (5) — und
folglich auch (6) — besteht, so befindet sich der Schnittpunkt Q aller B; auf dem
durch alle B; gehenden Grofkreis. Auf diesem Grofkreis ist Q der Durchschnitt
der durch By, B,, ..., B, und B,, B, ..., B,,, bestimmten sphdrischen Unterrdume.

4. Polares (n + 1)-Eck. Im sphérischen Raum S,,, ist wiederum ein normales
spharisches (n + 1)-Eck 4,4, ... 4,,, gegeben. Man bezeichne W, den durch die
Vektoren

(12) Aiy15,9;425 000 Apyy, Ay, .00, A5y

gebildeten Vektorenraum. Mit dem Symbol [...] resp. {...} bezeichne man den
Vektorenprodukt resp. Gemischtenprodukt der Vektoren. Die Zahl y; € (0, ) durch
die Gleichung

[0i420i43 - a;_10] . [ai120;45 ... a;_1a;,4]

(13) cos u; = ;
: |[ai+2°i+3 ai—lai]l |[°i+2di+3 ai—lai+l]|

definiert, bezeichnen wir als WinkelgroBe der orientierten Vektorenriume W,
und W,,,.

Wir werden auch von p; als von GréBe des Winkels sprechen, der im sphérischen
Viereck gegeniiber der Seite A;4;, , liegt. Mit Hilfe der Gleichung
(14) m‘ = (—l)in [ai+ldi+2“‘dn+ldl ...d,-_l]

definieren wir n + 1 Vektoren m,;, i =1,2,...,,n + 1. Den Einheitsvektor der
iibereinstimmend parallel mit dem Vektor m; ist, bezeichnen wir a;. Weiter konstruie-
ren wir mit Hilfe der Gleichung

(15) A =5 +a
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n + 1 Punkte A;. Das Vieleck A{A45... 4,,, ist ein Normalvieleck im S,. Wir
nennen es Polarvieleck des Vielecks 4,4, ... Ay: .

Man bezeichne mit a; die GroBe der nichtorientierten Winkel der Vektoren

—
’

a;, a;,, und y; die GroBe des gegeniiber der Seite A;A;,, liegenden Winkels. Man
setze voraus, dal der Raum E, . ; so orientiert ist, daB

(16) V={a,a,..,a,.,}>0.

gilt.
Rechnen wir das Skalarprodukt a;. a;. Es gilt

7 a;.ai=T—i'—ai.
(17) ]

Benutzen wir die bekannten Eigenschaften des Vektorenprodukts, ergibt sich mit
Hilfe von (17), (14) und (16)
()" (=)"V_V

S i

14 13

Da weiter a; . a; = 0, fiir jedes Paar i + j, i,j = 1,2,...,n + 1, gilt (siehe auch [2]
S. 161 —164): -

(18) a,.a;, >0,a,.a;, =0,...,4a,,,.a;, =0,
a,.a, =0,a,.a, >0,...,a,,.a, =0,

Kennen wir die Einheitsvektoren a;, werden durch das System (18) die Einheitsvekto-
ren a; eindeutig festgesetzt. Mit Hilfe (18) konnen wir also zum gegebenen Normal-
vieleck eindeutig sein Polarvieleck feststellen.

Aus der Symetrie des Systems (18) ergibt sich aber augenblicklich, daB zu dem
gegebenen Polarvieleck eben das urspriingliche Vieleck polar ist. Wir leiten die
Beziehung zwischen aj und y; ab.

Aus den angefiihrten Definitionen und aus (14) ergibt sich, daB

cos } = a;.. af,, = TLIEL
Jmi' |'"i+1|
_ (—1)" [a‘“a,-” "1—1] . (_1)(i+l)n [.:.H,zc'lu_3 oo a;] _
|mi| I'"H 1'
= [d‘+za'-+3 con al'] . [ai+2¢l+3 vew ai_la'._'_l] (__1)1n+(i+l)n(__l)n-l '
|m,| |mt+1|
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Weil (= 1)t G+Om(_q)r=1 = (—1)2+D=1 = _ 1 jst, kénnen wir im Hinblick auf
(13) das vorgshende Resultat kurz als

(19) - COs @) = — COS Y;

schreiben.
Daraus ergibt sich

" (20) w+a;=m.

Da beide untersuchte Vielecke miteinander polar sind, muB auch cos a; = — cos y;
also

(21) . ) al' + Il: =T

gelten.

Dle Gleichungen (20) und (21) sind eine Verallgemeinerung der aus der sphérischen
Trigonometrie bekannten Gleichungen.

5. Dualsiitze. Es sei 4,4, ... A,,, ein normales sphérisches Vieleck im S, und
AjA; ... A, ein ihm polares Vieleck. Wahlen wir eine natiirlichs Zahl i {1, 2, ...
..o,n + 1} und eine reale Zahl k; # 0. Konstruieren wir den Punkt B; so, daBl
(A;A;+1B;) = k;. Erwéagen wir ein sphiérisches Vieleck 4,4, ... A;_BiA;, ... Apy1.
Es ist leicht zu beweisen, daB es im S, normal ist.

Als Polarvieleck zu ihm ist das Vieleck A} 45 ... A;BjA;,, ... A, , wo der Punkt B;
durch die Gleichung

(22) b, =(._1)(i+1)n [baiiz... 040y ... 0]
I[biai+2 v a"+lal e ai_l]l

bestimmt ist.
B=zeichnen wir b; als GroBe der nichtorientierten Winkel der Vektoren b,, a;, |

und' v; die GroBe des gegeniiber der Seite ﬁ;iﬂ liegenden Winkels. Ahnlich be-
zeichne man b} die GroBe des nichtorientierten Winkels der Vektoren a}, b} und v;

die GroBe des gegeniiber der Seite @’i liegenden Winkels. Im vorhergehenden
Absatz haben wir die Gleichungen (20) und (28) abgeleitet, die hier die Form

(23) v +bi=m,
(24 bi+vi=n
haben.

Da die Punkte A,, 4;, , B, auf einer Kreislinie liegen (sogar in einer Halbkreislinie
mit dem Endpunkt A4,,,), liegen die Punkte Aj,,, 4, B; auch auf einer Kreislinie
(sogar auf einer Halbkreislinie mit dem Endpunkt A)).
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Es hat also Sinn folgende Beszeichnung einzufiihren:
(25) ki = (A}+14iB) .
Aus (25), (23) und (20) ergibt sich

" _sin(b; — a}) _sin(n — v, — 7 + p,)
' sin b; sin (. — v,) '

Wir konnen also
@9 = - = )
sin v;
schreiben.
Nun kénnen wir verhaltnismaBig leicht die nachfolgenden zwei Satze beweisen:

Dualer Satz des Menelaos. Im sphdrischen Raum S, sei ein normales (n + 1)-Eck
AA; ... Ay gegeben. Mit Hilfe von (4) konstruieren wir auf jeder seiner Seite
A;A;, | den Punkt B;. Dann liegen alle Punkte B; auf einem Gropfkreis eben dann,
wenn '

27) sin (1"1 — py) sin (‘.’2 — i) sin (V..‘H — Hat1) _
sin v, sin v, sin v, ;4

gilt.
Beweis. Konstruieren wir ein Polarvieleck AjA5 ... A4, ,, und mit Hilfe von (22)

auf jeder seiner Seite AT:!; den Punkt B;. Durch den Punkt B; geht der Scheitel-
groBkreis B;. Eine ausfiirhlichere Erwagung wiirde beweisen, daB3 die Hyperebene des
GroBkreises B; senkrecht zur Linie SB; ist.

Setzen wir zuerst voraus, daf} alle Punkte B; in einem GroBkreis liegen, dessen
Pol wir als Q bezeichnen. Jeder von diesen ScheitelgroBkreisen geht durch den
Punkt Q. Es sind also die Bedingungen des Satzes von Ceva erfiillt und nach (25)
und (7) kénnen wir ' '

(28) Kk ... Kl py = (—1)"*1

schreiben. Aus (28) und (26) ergibt sich die Gleichung (27).

Setzen wir nun umgekehrt voraus, daB (27) und zugleich (28) gilt. Dem Satze
von Ceva nach gehen alle GroBkreise f; durch den gemeinsamen Punkt Q'. Ein
einfacher indirekter Beweis zeigt, daB sich daraus ergibt, daB alle Punkte B; auf
einem GroBkreis liegen. Dadurch ist dieser Satz bewiesen.

Dualer Satz von Ceva. Im sphdrischen Raum S, sei ein normales (n + 1)-Eck
A1A, ... A,y gegeben. Mit Hilfe von (4) konstruieren wir auf seiner jeder Seite
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A;A;,, den Punkt B; und durch ihn fiihren wir den Scheitelgrofkreis ;. Dann
gehen alle Scheitelgro_ﬂkreise durch einen gemeinsamen Punkt eben dann, wenn

(29) sin (Vl — fy) sin (Vz — K1) . sin (Vn.+1 — Htnt1) = (=1)*!
sin v, sin v, SIn vy, 4y

gilt.

Beweis. Setzen wir voraus, daB alle GroBkreise f; durch den gemeinsamen
Punkt Q gehen. Daraus ergibt sich, daB b; L SO fiir ie{l,2, ..o+ 1}. Alle
Punkte B; liegen also auf einem GroBkreis. Beniitzen wir den Satz des Menelaos,
(25) und (5), kénnen wir

Kk ... kipy =1

schreiben. Daraus und aus (26) ergibt sich (29). Es ist leicht zu beweisen, daB auch
umgekehrt aus der Voraussetzung (29) sich ergibt, daB alle GroBkreise §; durch einen
gemeinsamen Punkt gehen, und so den Beweis des Satzes beenden.

6. Die Grenzwertsiitze. Alle vorhergehenden Erwéigungen sind leicht auch auf die
n-dimensionale Kugelfliche eines beliebigen Radius R > 0 zu iibertragen. In diesem
Falle hat (3) die Form

(36) K =

. b;
sin —
R

und in (5), (7) und selbstversténdlich auch in (27), (29) kommt zu keiner Verinderung.
Setzen wir voraus, daB R — o, z. B. so, daB die Punkte A4; und Zahlen k; fest sind,
a;—a, b;—» b, p— i, v— ¥, B, > B, Der Grenziibergang ermdglicht uns den
Satz des Menelaos und den von Ceva fiir ein normales (n + 1)-Eck im euklidischen
Raum abzulziten.
Da
b; — a;
k, = lim SR

R—x

sin

i

ist, haben die Gleichungen (5) und (7) nach dem Grenziibergang die Form

n+1

= n+1 =
(31) 1223 1 wnd T[ 22% = (—1p+.
i=1 ; i=1 b,

Die ausfiihrliche Formulierung der Satze von Menelaos und Ceva fiir die Vielecke
in E, ist in [3] und [1].
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Sagen wir nur noch, daB a; eine orientierte Entfernung der Punkte A4;, 4;,, und b;
die Entfernung der Punkte B;, A, , ist.

Gehen wir in den Gleichungen (27) und (29) zum Grenzwert fiir R - + oo iiber,
erhalten wir die Gleichungen
@ OBy g TTROCE) (g

i=1 sin v, i=1 sin ¥;

die ekvivalent mit den Gleichungen (31) sind. Die Gleichung driickt den sgn. Dualen-
satz des Menelaos und den sgn. Dualensatz von Ceva fiir das im euklidischen Raum E,
sich befindende normale (n + 1)-Eck aus.
Wobei u; die GroBe des orientierten Winkels der Hyperebenen A4,,, ... 4,4, ...
WA A, Ay, AA .. A A, und V; die GroBe des orientierten Winkels
der GroBebenen A4;,, ... A,A; ... A;_ By, Ajyp ..  AyAy ... Aj_ 1Ay ist.
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STEJNOMERNA STABILITA A STEJINOMERNA ASYMPTOTICKA
STABILITA MNOZIN VZHLEDEM K SPOJITEMU TOKU

FRANTISEK TUMAIJER, Liberec
(Received August 19, 1970)

1. DEFINICE ABSTRAKTNIHO SPOJITEHO TOKU

1.1. Oznaéeni. V praci se studuji n&které vlastnosti parcialniho zobrazeni t : R' x
x P x R! - P, kde P je mstricky prostor s metrikou ¢ a R! mnozina viech realnych
¢isel s eukleidovskou metrikou. O parcialnim zobrazeni t pfedpokladdme, Ze spliiuje
nasledujici podminku

(1) (B, x,a)edomaint=pf=a v R'.
Symbolem gt, oznaime parcialni zobrazeni z P do P definované pfedpisem
stex = t(B, x, a) .

Symbolem E budeme rozumét {(x,«) € P x R' : («, x, &) € domain t}. Pomoci pravé
zavedenych pojmi a oznadeni vyslovime nasledujici definici.

1.2. Definice. Rikdme, %2 t je tok na P nad R!, pravé kdyZ ¢ je parcialni zobrazeni
R' x P x R' - P s podminkou (1) a majici nasledujici vlastnosti:

(i) (x,2) € E = t,x = x,
(i) g0 ptex = staX pro vizchna y = B 2 «, kdykoliv je jedna z obou stran této

rovnosti definovana.

1.3. Poznamka. Je-li dan tok ¢ a (x, «) € E, je pfirozené ptat se po vlastnosti mno-
ziny {9 € R' : (9, x, @) € domain t}. Je zfejmé ptimo z definice toku, Ze tato mnoZina
tvofi interval v R! majici « jako po&ateéni bod. Ozna¢me

e:E—(—o0, +0) :&(x,a) = sup {9 e R' : (9, x, ) € domain 1} .

1.4. D:finice. Rikdms, % tok t na P nad R! je lokdlni, resp. globdni, pravé kdyi
plati g(x, @) > a, resp. g(x, @) = + oo pro viechna (x, a) € E.
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1.5. Definice. Necht ¢ je tok na P nad R!. Rikame, Ze s je Fesenim toku t, pravé kdy?

(i) s je parcialni zobrazeni z R* do P,
(i) domain s je interval v R',

(iii) s(B) = pt, s(x) plati pro viechna a < B v domain s.

1.6. Definice. Rikame, Ze lokalni tok t na P nad R! je spojity, pravé kdyZ jsou viech-
na jeho feseni spojita zobrazeni.
Jako zakladni interpretaci definice 1.6 uvedeme piiklad.

1.7. Piiklad. Necht je dana diferencialni rovnice

2) j—g — f(x, 9)

v n-rozmérném eukleidovském prostoru R”, kde f:E — R" je spojité zobrazeni
oteviené podmnoziny E prostoru R"*! spliiujici Lipschitzovu podminku vzhledem
k proménné x. Redeni rovnice (2) jsou parciélni zobrazeri s:R' — R" takova,
7e domain s je interval v R! takovy, Ze plati

. a9

T f(s(9), 9) pro viechna 9 edomains .

K diferencialni rovnici (2) miZeme pfifadit spojity tok ¢ na R" nad R' timto zptisobem:
definujme y= #(B, x,«) prav€ kdyz x,yeR", « < B v R!

a existuje feSeni rovnice (2) nabyvajici hodnotu x v bodé a a y v f.

1.8. Poznamka. Ziejmé kazdy tok t na P nad R' definuje na odpovidajicim E
CasteCné uspotadani pfedpisem

(7 B) > (x,a) =y = t(B, x, %)
Je tedy pfirozené vyslovit nasledujici definici.
1.9. Definice. Necht ¢ je tok na P nad R'. Parcialni zobrazeni
V:E - R!

nazyvame ljapunovskou funkci toku t, pravé kdyz je V nezdporné a nerostouci podél t,
U). pravé kdyz ze vztahl

(¥, B) € domain V, (x, «) edomain ¥V, y = t(B, x,x) =0 < V(y, f) < V(x, ).

87



2. STEINOMERNA STABILITA A STEINOMERNA
ASYMPTOTICKA STABILITA

-

2.1. Oznaéeni. Kromé symboliky zavedené v pfedchazejici ¢asti budeme v nasledu-
jicim textu pouZivat tato daldi oznaeni. R° R™,I znamenaji po fadé mnoZiny
0, + ), (0, + ), (0, 1). Dale pfedpokladiame, Ze je déna neprazdnid uzaviend
mnoZina

(1) mc P x R!
takova, Ze zobrazeni
(2 . g:Px R' > R°
definované pfedpisem
g(x, o) = inf {o(x, y) : (v, «) e m}
je spojité.
2.2. Poznamka. Z definice zobrazeni g je zifejmé, Ze plati

3 (x,x)em<>g(x,2) =0.

2.3. Definice. Rikame, Z¢ m je invariantni vzhledem k toku ¢, pravé kdyz plati

(9, x, ) edomaint, (x,a)em = (yt,x,9)em.

2.4. Poznamka. Ze vztahu (3) plyne, Ze m je invariantni vzhledem k t, pravé kdyz
plati

(9, x, ) edomaint, g(x,a) =0=g(st,x,9,)=0.

2.5. Definice. Rikame, 7e m je stejnomérné stabilni vzhledem k toku t, pravé kdyz
existuje zobrazeni '

(4) Yl -1

takové, Ze plati
(5) (9, x, ) edomaint, g(x,a) < (&) = g(st.x, 9) < &.

2.6. Véta. Necht m je stejnomérné stabilni vzhledem k toku t. Potom je m invari-
antni vzhledem k t.

Dikaz. Necht existuje (B, x, «) e domain t takové, Ze g(x, @) = 0, g(st,x, B) =
= k > 0. Zfejm& pro kaZdou volbu zobrazeni y v (4) a pro kazdé k, €(0, k) n 1
plati g(x, &) < y(k,) a g(st.x, B) > k, coZ je spor s (5).
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2.7. Véta. m je stejnomérné stabilni vzhledem k spojitému toku t, prdvé kdy¥
existuje ljapunovskd funkce V s ndsledujicimi vlastnostmi:

(i) existuje 6 €I takové, Ze domainV = {(x, a) € E : g(x, a) < 6},
(i) existuji rostouci spojitd zobrazeni a : (0, 8) - R*, b :(0,8) - R*, b(¢) > 0
pro & — 0, takovd, Ze plati

(x, @) edomain ¥, 0 < g(x, «) = a(g(x, «)) < V(x, a) < b(g(x, )).

Dukaz. Necht m je stejnomérné stabilni. Bez ijmy na obecnosti miZeme pied-

pokladat, 7e zobrazeni  z definice 2.5 je rostouci a spojité s lim (&) = 0. Zvolme
§-0,
o > 1, poloZme & = y(1) a definujme parcialni zobrazeni V : E — R° pfedpisem

1+(%—a)o

(6) V(x, a) = sup {g(st,x, R

: 9 eda, &(x, a))}

pro (x, ) € E s g(x, «) < 8. (Cinitel (1 + ($ — «) 6)/(1 + 9 — «) je zde uveden jen
pro aplikaci v diikazu nasledujici véty). Z (5) vyplyva, Ze zobrazeni V je pro uvedena
(x, o) pfedpisem (6) skutedn& definovano. Ma tedy V vlastnost (i). Necht jsou dany
(x, «) € domain V, (y, ) e domain ¥V, y = ,t,x. Pak pro kazdé z = 4t,y plati také

1+ -2 _1+(8-po

z = 3t,x a = )
1+9 -« 1+9-28
takze
V. 0) = sup {alu. ) S < gt )] <

1+(9—a)

< sup {g(st,x, 9) (S ?.9¢ <o, &(x, az))} =V(x,a).

Odtud plyne, Ze zobrazeni V je ljapunovskou funkci. Je-li nyni (x, ) € domain ¥,
g(x, a) > 0, existuje ¢ e[ tak, Ze g(x, «) = Y(&), odkud dostavame pomoci (5)

9(stex, 8) = & = ¥ (g(x, @))

pro kazdé 9 € a, &(x, «)). JelikoZ je (1 + (9 — «) 0)/(1 + 3 — «) < o, plyne odtud
vztah

(7) V(x, a) < oy~ (g(x, a)).
Ztejmé plati

g(x, o) € {g(st,x, 9) ]1:_(8%3 : 9 e <, &(x, a))} 5
takze
(8) ' g(x, 2) S V(x, ).
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Definujeme-li nyni zobrazeni a, b z (ii) pfedpisem

.alE)=¢, bE)=0ay (&) pro £€(0,6),

vyplyva z (7) a (8), Ze ¥ ma také vlastnost (ii).
Necht nyni existuje ljapunovska funkce Vs vlastnostmi (i) a (ii). Zvolme 0 < J, < 0
a definujme zobrazeni y z (4) tak, aby platil vztah

0<by(f) <a(l) pro 0<&=d; a Y()=¥() pro s <=1
a ukaZme, Ze plati (5).

Necht je dano 0 < ¢ £ §, a pfedpokladejme, Ze existujz (x, @) € E, g(x, a) < y(¢&)
tak, Ze pro n&jaké y e <a, &(x, )) plati & < g(,t,x,y). Ozname B, = inf {f e R" :
: g(ptax, B) = &}. ProtoZe t a g jsou spojité, miZeme o y >pf, piedpokladat, Ze je
g(st.x, 9) < & pro viechna 9 € (B, y>. Pak je a(g(,t.x, 7)) £ V(,tox,7) < V(x,2) <
< b(g(x, @) < b(Y(&)) < a(é), odkud plyne g(,t,x,7) < & coZ je spor s nadim
pfedpokladem.

2.8. Definice. Rikame, Ze m je stejnomérné asymptoticky stabilni vzhledem k toku ¢,
pravé kdyZ m je stejnomé&rné stabilni vzhledem k ¢ a existuji konstanta

9 Qel
a zobrazeni
(10) T:1-R*
takové, ze Aplati
(9, x,x)edomaint, g(x,a) < Q, 9= a+ T()=g(stx,9) <&

2.9. Véta. m je stejnomérné asymptoticky stabilni vzhledem ke spojitému glo-
bdlnimu toku t, prdvé kdy? existuje ljapunovskd funkce V s vlastnostmi 2.7(i),
2.7(ii) a

(iii) existuje rostouci spojité zobrazeni c : (0, 8) - R™ s lim ¢(¢) = 0 takové, Ze

plati (=0t
(x, &) € domain V= V(gt,x, 9) — V(x, a) < — [2c(g(,tax, v)) dv,
kdykoliv je c(g(,t,x,v)) definovdno pro viechna v € {a, 9.
Dikaz. Necht m je stzjnomé&rné asymptoticky stabilni vzhledem k ¢. Bez ijmy na

obecnosti mizeme pfedpokladat, Ze zobrazeni T z definice 2.8 je klesajici a spojité

s lim T(¢) = + co. PoloZme & = min {2, (1)}, zvolme ¢ > 1 a definujme parciélni
§-0+

zobrazeni V : E — R° pfedpisem (6). Odtud a z dikazu véty 2.7 plyne, Ze V je ljapu-
novskou funkci s vlastnostmi 2.7(i) a 2.7(ii). Necht je dano (x, «) e domain V, g(x, &) >
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> 0. Pak z definice 2.8 pro viechna 9 = a + T[g(x, «)/o?] plyne g(st,x, 9) <
< g(x, @)/o?, odkud dostavame

g(stx9)1+(9 a)a<g(x,a)1+(3—rx)a' g():a)<g(x %) < V(x,q),

1+8—a ~ o 1+9—ua
takZe
S“P{g(s‘xs)u(—%ﬂ 9>a+T( g(x, a)>}<g(x,a)§V(x,cx).
1+3—-a

Nyni ze spojitosti t a g vyplyvéa existence 9, € (&, « + T[g(x, «)[o*]) takového,
Ze plati
1+ (190 - a) g

V(x, a) = g(gotax, 3
(x, 2) = g(s o) 1+ 9 —«a

Ozna&ime-li y = gt,x a z = 4t,y, pak ziejm& pro (y, B) € domain V, (z, 9) € domain V
plati

V(z, 9) = g(¥ts2, 7o) ;(YLO_—S;E = 9(oto o oo, y°)1~1%%7 N
~ L+ (o —Bo[, _ (c-1)E-§ <
= 9(sts¥ 0) 147 — B [1 L+ =91 + (vo — B) "]] -

< _ (-1 -5
=V(y’ﬁ)[1 U+ - 91+ (0 —ﬂ)a]]’
takze
Ve 8) V0B o () Yy, £) -
95 = (1 + 79 =91 + (vo — B) o]

Odtud a ze vztaht

0§70—3§T<g(—z’7§)>, 0<vo—ﬁ§r(&;ﬂ)+s—ﬂ

g (2

dostavdme nerovnost

(11)

Va9 V0B o,y V(z. 8) <
T e ]
(- 1) g(v. B)

[1 + T(g(%@)] [1 + aT(g(Z’ )) + (9 - B)] |

91



Jelikoz je lim g(z, §) = lim g(st5y, ) = g(y, B) a funkce T je podle pfedpokladu
S—-p+ =g+
spojita, vyplyva z (11), Ze plati

o, 7 V(stax, 8) — V(ptox, B) <
98-+ 3-8

- (a - 1) g(ﬁtax’ ﬁ)

= 7 (SB[ op (e f) |
[ ( 4 )][ ( a )]

Definujeme-li zobrazeni c z (jii) pfedpisem

(9 =(e - 1) :

@Il

a uvédomime-li si, Ze zobrazeni T je spojité a klesajici, vidime, Ze ljapunovska funkece V
ma také vlastnost (iii).

Necht nyni existuje ljapunovska funkce V majici vlastnosti 2.7(i), 2.7(ii) a (iii).
Z vlastnosti 2.7(i) a 2.7(ii) vyplyva podle véty 2.7, Ze m je stejnom&mné stabilni.
Zvolme 0 < J, < 6 a polozme Q = b~'(a(d,)). Pfedpokladejme, Ze existuji (x, &) €
€ domain V, g(x, a) < Q, vy = o takové, Ze plati

g(,t.x, 7) > d .

- Podobné jako v diikazu véty 2.7 se snadno ukaZe, Ze Ize pfedpokladat g(,t,x, y) < 6.
Pak je

a(g(tax, ) = V(itex, 7) = V(x, @) < b(g(x, @) = b(Q) = a(bo),

odkud plyne g(,t,x, ) < Jo, coZ je spor s nadim pfedpokladem. Je-li tedy (x, a)e
edomain V a g(x, «) < Q, potom je také (st,x, 9) € domain ¥ pro viechna 9 > a.
Definujme zobrazeni Tz 2.8(10) pfedpisem

b(Q

¢ = 20,

c(¥(2))
kde y je zobrazeni z definice 2.5 a ukaZme, Ze Q a T vyhovuji definici 2.8. Necht jsou
dany (x, @) € E, g(x, ) < Q a ¢ el. Pfedpokladejme, Ze pro n&jaké f = a + T(¢)
plati vztah g(st.x, ) > &. Je-li Y(€) < g(st.x, ) < & pro viechna 3 € {a, B), pak
z (iii) plyne nerovnost

Wm&m§Wm@—j%amnwws<wm—«mem=o,
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coZ je spor s definici ljapunovské funkce. Existuje-li y € a, B) takové, Ze g(,t,x,y) <
< Y(&), plyne ze vztahu gt,x = 4t, 0 ,t,x nerovnost g(st,x, B) < & coZ je spor
s nasim pfedpokladem. Odtud dostavime, Ze¢ pro kazdé (9, x, ) € domain ¢,

g(x,a) < Q, 9 2 a + T(&) plati g(st,x, ) < &. Je tedy m stejnom&rné asymptoticky
stabilni vzhledem k t.
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Summary

UNIFORM STABILITY AND UNIFORM ASYMPTOTIC STABILITY
OF SETS WITH RESPECT TO A CONTINUOUS FLOW

FRANTISEK TUMAJER, Liberec

The notion of the continuous flow in a metric space is introduced and both uniform
and uniform asymptotic stability of sets with respect to the flow are studied. In terms
of Liapunov’s functions theorems giving necsssary and sufficient conditions for either
type of stability are stated.
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STRUCNE CHARAKTERISTIKY CLANKU OTISTENYCH V TOMTO CiSLE
V CIZIM JAZYKU

Jikf SouCek, Praha: Spaces of functions on domain 2, whose k-th derivatives are measures
defined on . (Prostory funkci na @, jejichZ k-té derivace jsou miry na 2.)

V préci jsou definovdny nové prostory funkei, jejichZ k-té derivacé jsou miry. Tyto prostory
se lidi od prostorii BV nebo BV a tvoti zdklad pro zkoumdni variaénich problému v nereflexiv-
nich prostorech, napf. pro neparametricky problém minimélni plochy.

ZpENA RIECANOVA, Bratislava: A note on weakly Borel measures. (Pozndmka o slabo borelov-
skych mierach.)

Clanok obsahuje tvrdenia o regularnosti mier definovanych na najmen$om o-okruhu nad systé-
mom vietkych uzavretych podmnozin Tubovolného (resp. lokédine kompaktného) Hausdorffovho
topologického priestoru.

MARSHALL SAADE, Athens: On decompositions of groupoids. (O rozkladech grupoidii.)

V ¢&lanku jsou dokazany véty o rozkladech pro grupoidy spliiujici jisté identity. Tyto véty
byly motivovany studiem ptikladl grupoidd, tzv. bodovych algeber. Podminky spinéné v tomto
ptipadé byly pouZity pro obecné&jsi pripad.

LApisLAv Drs, Praha: Parallele Axonometrie und Einschneideverfahren. (Rovnobéznd axono-
metrie a Eckhartova metoda.)

V prvni &asti jsou uvedeny vzorce, urlujici rekonstrukci soutadnicové soustavy z jeji axono-
metrie dané specidlni zafezovou (Eckhartovou) metodou (a-metoda). Konstrukcemi ve druhé
Casti se ziskdvaji s-metody splitujici dodatedné poZzadavky na jimi uréené axonometrie (dimetrie,
isometrie, kolma axonometrie, ndzornd axonometrie). Posledni &ast je vénovana obecngjsi
a-metodé, pomoci niz Ize jiZ urdit jakoukoli rovnob&znou axonometrii. :

JINDRICH NEeCaAs, Praha: Fredholm alternative for nonlinear operators and applications to
partial differential equations and integral equations. (Fredholmova alternativa pro nelinearni
operatory a aplikace na parcidlni diferencidlni rovnice a integralni rovnice.)

Autor dokazuje za pouZiti véty Borsukova typu Fredholmovu alternativu pro nelinearni
operatory a aplikuje ji na okrajové ulohy.

BRrRUNO BUDINSKY, Praha: Zum Petrschen Satz. (K Petrové vété.)

V roce 1905 publikoval K. Petr zajimavou a elegantni vétu z teorie rovinnych mnohouhelnikii.
V pfedloZené praci je podan Cisté geometricky dikaz této véty, kterou K. Petr dok4zal algebraicky.
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BruNO BUDINSKY a ZBYNEK NADENIK, Praha: Mehrdimensionales Analogon zu den Siitzen von
Menelaos und Ceva. (Vicerozmérné analogie k Menelaové a Cevové vété.)

Pomoci homogennich barycentrickych soufadnic jsou odvozeny pro (m -+ 1)-thelniky lezici
v n-dimensiondlnim prostoru Menelaova a Cevova véta.

BRUNO BUDINSKY, Praha: Sdtze von Menelaos und Ceva fiir Vielecke im sphdrischen n-dimen-
sionalen Raum. (Menelaova a Cevova véta pro mnohouhelnik ve sférickém n-dimensiondlnim
prostoru.)

Pro normalni mnohouhelnik ve sférickém prostoru S, je dokézdna Menelaova a Cevova véta.
K danému mnohouhelniku je definovan poldrni mnohouhelnik, pomoci néhoz jsou véty ,,duali-
sovany*‘. Pomoci limitniho pfechodu, kdy polomér kruhové plochy R — +oc, jsou dokézany
Menelaova a Cevova véta a pfislu$né dudlni véty v euklidovském prostoru E,.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 97 (1972),

Praha

. RUZNE

O JEDNOM ZOVSEOBECNENI CISELNOTEORETICKEHO VZTAHU

[y, a,] = —2%2_ A JEHO POUZITI
(au a

PAVEL BARTOS, Bratislava

(Doslo diia 30. septembra 1970)

VY tomto ¢lanku odvodime jedno zovseobecnenie vztahu

a,a,
(1) [ai, ;] = ——
(ay, a;)

a tento pouZijeme na rieSenie diofantickej rovnice

(2 Xy + Xy oo+ Xy = Y[x15 X35 000y X,

v prirodzenych &islach.

Lema. Vztah (1) moZno pisaf v tvare

Ol [010 a5] = (a1, a5) [[“‘;:’2], [a. ]]

a,

Ddkaz. Plati

[a1, 5] = 222 = (ay, ;) ——

e oy Ty~ e
= (a,, a,) [[al’ a] , [a,, az]]

a a;

e

lebo

Tym je lema dokéizana.
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Vztah (3) moZno zovieobecnit pre Iubovolny podet prirodzenych ¢&isel ay, a,, ...
vy @y N = 2.

Veta 1. Nech a, a,, ..., a,, n = 2 st lubovolné prirodzené ¢isla. Potom plati

[ay, a2, s @] = (ays azr-.or @) [[“ SELA AL T

a; a,

a,

[a1s azs .. s a,,]]

Dokaz. Nech
k
a=[[pj", i=12..,n
j=1

pri€om p; st prvocisla, «; ; je pre kazdé i a kazdé j nezaporné celé ¢islo a aspoii pre
jedno i ¢islo prirodzené. Potom

k
[al, sy ooy a"] = I‘I pjm?x:u,j
‘ j=1
a teda

P

a; a

[[al,az, caf]  [ain a,,]] _

pjm?xai,j—mgnu_; - [a,, iy ouuy a,,]

- [ﬁpjm‘axa.',r-a;,j’.”’ l—k[ ij?xai'j_a"'j] _ k
j=1 j=1 j=1 (R N—

J

odkial vyplyva tvrdenie vety.

Odvodent vetu moZno pouZit pri rieSeni rovnice (2) v prirodzenych &islach. O tejto
rovnici pojednava ¢€lanok [1]. V flom odvodent vetu 1 mdZeme pomocou tu odvo-
denej vety 1 doplnif.

Veta 2. Vietky rieSenia rovnice (2) v prirodzenych ¢islach x,, x,, ..., X,, y dosta-
neme nasledovne:

Nech &, &,, ..., &, je Tubovolné riesenie rovnice

(5) N I
61 él én
v prirodzenych ¢islach. Potom
(6) X = [—f%r'iu]t’ y =(61’ 62"'-, fn)

Je rieSenie rovnice (2) v prirodzenych ¢islach, ked t je ubovolné prirodzené ¢islo.

’
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Dokaz. Podla vety (1) v ¢lanku [1] treba len dokazat, Ze y = (&, &y, ..., &,).
KedZe podIa (2) a (6) je
- [61’ 62, by ) én]
-y = i;l éi t =
[[éla 629 & 885 én] t ... [éla 623 ) Cn] t]
él én
= [61’62’ sieey cn] t -
t[[CI,.“, én] . [617'-'5 én]]
61 én
[él’ 62: LR ) én]
[[615 fz, viniey én] . [611 62’ se ey én]:l

— (61? 623 R3] ;.:n)

él én
podla vety 1, kedZe Y 1/&, =1 a [tay, tay, ..., ta,) = t[ay, a,, ..., a,).
i=1

Pozndmka. Ak & <&, ... <&, plati & < na (&,¢&, ..., &) < &, takZe

(&1, &2, -5 &) < m, Eo hovori veta (2) v &lanku [1]—
Literatira

[1] Bartos$, P.: O rieSeni rovnice x; + x, + ... + x, = y[xy, x5, ..., x,] arovnice x; + x, + ...
eoo + X, = yxyx,5 ... x, v prirodzenych &islach. Cas. pést. mat. 94 (1971), 367—370.

Adresa autora: Bratislava, Sibirska 9.
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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 97 (1972), Praha

RECENSE

P. Lorenzen ,,EINFUHRUNG IN DIE OPERATIVE LOGIK UND MATHEMATIK",
2. vydani, Springer-Verlag Berlin—Heidelberg—New York, 1969, VIII + 298 str., 54,— DM.

Prace P. Lorenzena pat¥i k diliim, jejichZ cilem je ukdzat moZnost vybudovani matematiky na
zakladech, které vzbuzuji méné pochybnosti neZ intuitivni teorie mnozin.

Autor vychazi z toho, Ze finitni metody metamatematiky jsou pfijimany jak zastanci klasické
matematiky tak i formalisty a intuicionisty. Pfedmétem metamatematiky jsou ur€ité kalkuly —
formalisace matematickych teorii. Proto P. Lorenzen bere za zdklad operativni logiky a matematiky
studium libovolnych kalkuli. Tim jsou z dal§iho zkoumani vylou¢ena nékterd odvétvi matemati-
ky (nap¥. geometrie). Naproti tomu zistdva ve, co patfi k matematice v uzsim slova smyslu (arit-
metika, analysa, topologie). Kromé stanoveni pfedmétu studia je je$té nutno vymezit okruh ,,do-
volenych‘* metod. Autor, aby pfili§ neziZil mozZnosti operativni matematiky, stanovi jedinou pod-
minku: zkoumané pojmy musi byt ,,definitni*‘. Pokusime se vysvétlit, v Cem toto omezeni spo¢iva.

Kalkul X je uréen zaddnim abecedy 4, seznamu slov v abecedé A (tzv. pocatenich slov kalku-
lu) a seznamu odvozovacich pravidel v abeced& A4, nazyvanych pravidly kalkulu.

Rekneme, Ze kone&nd posloupnost slov v abecedd 4 — Py, P,, ..., P, — je odvozenim (slova
P)) v K, jestlize kazdé slovo této posloupnosti je bud pocate¢nim slovem kalkulu K nebo se da
vytvoFit ze slov, kter4 mu v posloupnosti ptedchézeji, pomoci jednoho z odvozovacich pravidel
kalkulu K. Zavedeny pojem nazveme definitnim, protoZe je mozno efektivné (finitnimi metodami,
manipulaci se slovy) rozhodnout, zda je dand kone¢nd posloupnost slov odvozenim v daném
kalkulu nebo neni.

Rekneme, Ze slovo P je odvoditelné v kalkulu K (a oznatime & P), jestlize existuje odvozeni
tohoto slova v K. Jak vime, existuji kalkuly, pro néz problém odvoditelnosti slov neni efektivné
feSitelny. Zavedeny pojem viak nazveme definitnim, protoze k tomu, abychom potvrdili, Ze slovo
je odvoditelné v kalkulu X, sta¢i predloZit odvozeni tohoto slova v K a pojem ,,byti odvozenim**
je definitni.

Pojem ,,slovo ... neni odvoditelné v kalkulu ... nazveme téZ definitnim, protoze je mozno
pfedloZenim odvozeni slova P v K p¥isludny vyrok vyvratit.

Rekneme, ¥e odvozovaci pravidlo & je pkipustné (resp. relativn pfipustné) pro kalkul X,
jestlize pro kazdé slovo P (resp. kazdé slovo P v abecedé kalkulu K) plati: h P pravé kdyz % P
kde K’ oznatuje kalkul, ktery vznikne z K ptipojenim odvozovaciho pravidla /. Zavedené
pojmy jsou definitni, protoze je mozno ptisluny vyrok vyvratit predloZenim slova P v odpovi-
dajici abecedg, které je odvoditelné v K’ a neni odvoditelné v K (ptislu¥né pojmy jsou, jak jiZ vime,
definitnf).

Stru¢né feteno: pojem £ je definitni, jestlize 1) problem pravdivosti odpovidajiciho predikatu
Je efektivng Fesitelny nebo 2) je zaddn takovy zpisob, jak pravdivost prislunych vyrokt potvrdit
(tesp. vyvratit), v n¥mz viechny pouZité pojmy jsou jiZ definitni.

Autor uv4di, e omezenim se na definitni pojmy automaticky vylou¢ime viechny nepredikativni
Pojmy. Poznamenejme, ¥e mnoZinami jsou v operativni matematice obory pravdivosti predikata,
Vvyjadtitelnych formulemi.

Kniha m4 t¥i &4sti. Prvni (kapitoly 1—3) je vénovéana loglce druha (kapitoly 4—6) — konkrétni
Matematice a tfeti — abstraktni matematice.
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V prvni kapitole P. Lorenzen zavadi pojem kalkulu a zkoumd metody, pomoci nichz je
mozno se presv&dlit, Ze dané odvozovaci pravidlo je pfipustné pro dany kalkul. Na zdkladé ziska-
nych zkulenosti nachazi pét zdkladnich metod, které formuluje jako protologické principy
(princip eliminace, indukce, inverse, neodvoditelnosti a grafické rovnosti). Uvadi, Ze tyto metody
sice nevyterpévaji viechny moznosti, stadi viak k vybudovani logiky a matematiky v potfebném
rozsahu.

V druhé kapitole na zékladé studia odvozovacich pravidel, ktera jsou pfipustna pro libovolny
kalkul, a relativné pfipustnych pravidel autor zavadi logické spojky a kvantory a odvozuje pfislus-
né logické zdkony. Ukazuje se, Ze timto zpusobem dostaneme intuicionistickou logiku, kdeZto
platnost klasické logiky nelze prokézat (proto ji autor nazyva fiktivni logikou). Je oviem zndmo
(van Dantzig), Ze je moZno pfifadit pomoci systému pravidel kazdé klasické formuli F formuli F’
tak, Ze a) F a F’ jsou klasicky ekvivalentni a b) formule F’ je dokazatelna klasicky, pravé kdyz je
dokazateln4 intuicionisticky. Na zdklad€ toho autor dochdazi k zdvéru, Ze pouziti klasické logiky
je mozno v mnohych ptipadech ospravedinit. Ve své knize uZiva P. Lorenzen klasické logiky, napt.
pfi budovéni analysy.

Tteti kapitola je vénovana diskusi o0 moZnostech rozsiteni logiky o grafickou rovnost slov,
individudlni termy, funktory a relace. Kapitola je zakon¢ena paragrafem o modalité a pravdé-
podobnosti.

Ctvrt4 kapitola obsahuje elementarni teorii kone€nych mnozin. Na tomto z4dkladé je budovina
aritmetika a je ukdzdno, Ze je v ramci daného systému mozno definovat funkce primitivni rekursi.
Z4vér kapitoly je vénovan teorii redlnych algebraickych &isel, které je v daliim metodicky vyuZito
pFi definovéni realnych &isel. ’

Dal3i dv& kapitoly obsahuji zdklady analysy. Ukazuje se, Ze je tfeba vybudovat hierarchii
jazyka (do uritého limitniho spotetného ordinalniho &isla v&tsiho nez w?). To s sebou pFinasi
vysledky, které se zna¢né odchyluji od klasickych pfedstav. Dostdvame tak napf. celou hierarchii
druhii mnoZin ptirozenych ¢isel. Pojmy spotetnosti a nespodetnosti mnoZin se stavaji relativnimi:
mnozina viech mnoZin pfirozenych &isel, vyjadtitelnych v jazyce S, je nespoéetnd vzhledem k S,
a spotetnd vzhledemk S, 4 .

Redlnymi ¢&isly jsou nazyvany ty fezy mnoZiny viech raciondlnich ¢&isel, které lze vyjadfit
v jazyce S,z (tj. v nékterém jazyce mensiho typu). MnoZinu (resp. posloupnost) nazveme primarni,
je-li ji mozno vyjadtit v jazyce S2.

Uvedeme alespoit né€kolik zdkladnich vysledk®i. Pro primarni mnoZiny redlnych &isel plati
véta o supremu a Borelova véta o pokryti, kazdd omezena posloupnost redlnych &isel ma hromad-
ny bod. Pro tzv. quasiprimarni funkce jsou dokazany zdkladni véty o spojitych funkcich zndmé
z klasické matematiky. -

V zéavéru $esté kapitoly autor ukazuje, jak je moZno v operativni matematice definovat méfi-
telné funkce a vybudovat teorii Riemannova a Lebesgueova integralu.

Zbyvajici dv& kapitoly jsou vénovdny uvahdm o vyznamu axiomatickych systému a zdkladum
algebry a topologie.

Osvald Demuth, Praha

Underwood Dudley: ELEMENTARY NUMBER THEORY, edice ‘““A Series of Books in
Mathematics’’, W. H. Freeman & Co., San Francisco, 1969, vizané, 262 stran.

Kniha je udebnici elementarni teorie &isel. Od &tenafe nepfedpokladd 24dnou specidlni mate-
matickou erudici kromé& znalosti zdkladnich vlastnosti .redlnych &isel a elementdrni algebry.
Uviadi ¢tendfe do vétSiny partii elementarni teorie ¢isel a to velmi poutavym zpusobem. Protoze
autor podital se Sirokou &tendfskou obci, pfedevdim z fad mladSich studentii matematiky, jsou
diikazy psdny elementdrni formou a podrobn& a pro snadnéj§i pochopeni a zvlddnuti teorie je
zafazeno znatné mnoistvi numerickych ptikladi. Na druhé strané, na své si pFijde i velmi talen-
tovany studujici, nebof kniha nabizi velké mnoZstvi problémi k samostatnému feseni.
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Probereme obsah knihy podle jednotlivych kapitol: V kapitolach 1 az 5 jsou vyloZzeny zdkladni
vlastnosti celych ¢isel a kongruenci. V 6. kapitole jsou podany diikazy malé Fermatovy a Wilso-
novy véty. Ciselné-teoretické funkce d, o a @ jsou zavedeny a studovany v kapitoldch sedmé a?
devaté. Kapitoly 10 az 12 vrcholi vétou o kvadratické reciprocité. V nasledujicich kapitolach
trinacté aZ patnacté je vyloZzen material tykajici se reprezentace celych ¢isel v riiznych &iselnych
soustavach. Sestnacta aZ dvacatd kapitola pojedndvaji o ruznych diofantickych rovnicich a ka-
pitoly 21 a 22 o elementarnich vlastnostech prvocisel. Posledni, dvacata tfeti kapitola sestava
ze 105 rozmanitych problémt a spolu s ostatnimi pfiklady a cvi€enimi mé realizovat autorovu
ideu o tom, Ze jediny zpusob, jak se lze nautit matematiku je ,,délat* ji.

Pro podrobné;jsi pfedstavu o struktuie knihy uvddime ndzvy jednotlivych kapitol: 1. Integers.
2. Unique Factorization. 3. Linear Diophantine Equations. 4. Congruences. 5. Linear Congruences.
6. Fermat’s and Wilson’s Theorems. 7. The Divisors of an Integer. 8. Perfect Numbers. 9. Euler’s
Theorem and Function. 10. Primitive Roots and Indices. 11. Quadratic Congruences. 12. Quadrat-
ic Reciprocity. 13. Numbers in Other Bases. 14. Duodecimals. 15. Decimals. 16. Pythagorean
Triangles. 17. Infinite Descent and Fermat’s Conjecture. 18. Sums of Two Squares. 19. Sums of
Four Squares. 20. x2 — Ny? = 1. 21. Formulas for Primes. 22. Bounds for 71(x). 23. Miscellaneous
Problems.

Kniha bude nepochybné velmi uzitena pro prvni, aviak dikladné seznaméni s elementérni
teorii ¢isel a lze ji jako vybornou uéebnici doporugit studujicim i pfednasejicim.

Jaroslav Mordvek, Praha

C. Berge: PRINCIPES DE COMBINATOIRE, Dunod, Paris 1968, brozované, 149 stran.

V dne$ni dobé se velmi ¢asto mluvi o kombinatorice nebo o kombinatorické analyze a fada
matematiki, ktefi se sice touto specializaci bezprostfedn& nezabyvaji, sttetdva se ve svych oborech
Casto s problémy, u kterych ,,instinktivné‘* citi jejich kombinatorickou povahu. Pfitom, jak je
vystizné pfipomenuto v uvodu knihy, kombinatorika se vyvijela ¢asto ve stinu velkych matema-
tickych udalosti, jeji zadkladni poznatky byvaly &asto nékolikrat zapomindny a znovu objevovany.
Za viechno mluvi fakt, Ze N. Bourbaki neuvadi ani v jednom z mnozstvi doposud vy3lych svazki,
Zzadnou kombinatorickou vétu obecnéjsiho charakteru, ttebaze se v celém dile pouziva, a to nikoliv
ojedinéle, riiznych vzorch z kombinatoriky vZdy, kdykoliv to text vyzaduje. Claude Berge si
ziejmé kladl za cil pFispét k odstranéni tohoto nedorozuméni.

V 1ivodu ke knize vymezuje pojem kombinatoriky jako discipliny, kterd se¢ zabyva studiem
konfiguraci. O ,,konfiguraci‘ mluvime tehdy, mame-li rozmistit n&jaké objekty takovym zpiiso-
bem, aby byla respektovdna né&jakd predem dand omezeni. Matemati¢t&ji lze pojem konfigurace
vyjddfit jako zobrazeni n&jaké mnoZiny objektii do kone¢né abstraktni mnoZiny, na niZ je ddna
néjakd znadma struktura. Z tohoto obecného hlediska lze kombinatoriku rozdélit podle nékolika
aspekti: 1) Studium zndmé konfigurace, 2) Hled4ni nezndmé konfigurace, 3) Ur&eni pfesného
pottu konfiguraci (enumeraéni problémy), 4) Uréeni pfiblizného poétu konfiguraci (napf. razné
asymptotické odhady), 5) explicitni nalezeni viech konfiguraci, 6) extremédlni kombinatorické
problémy (ur&eni konfigurace, pro kterou nabyv4 dana redlnd funkce na mnoziné konfiguraci
svého extrému). .

Kniha se zabyv4 pouze enumerainimi problémy (pfevazin& aspekt 3)), které jsou dnes velmi
aktualni a ptitom z historického hlediska naleZeji k nejstar§im tématiim kombinatoriky. Vznikla
na zikMd& autorovy ptednadky uspofddané ve Skolnim roce 1967—68 na ,,Faculté des Sciences
de Paris**. Kniha je pséna modernim matematickym jazykem ve svétle dila Nicolas Bourbaki,
takZe se energicky vyporadala s klasickou terminologii typu ,,variace*, ,,kombinace s opakova-
nim*, aj., kter4 svou t&zkopadnou zastaralosti pisobila odpudivé na zajemce. K aktudlnosti dila
Plispiva ta okolnost, e na vkor dosti specidlnich aplikaci kombinatoriky na specidlni funkce
a elementarni teorii &isel autor dava prednost aplikacim obecn&j§iho vyznamu a aplikacim v mo-

101



dernich oblastech, jako napf. teorie informaci. Autor se téz zasadné vyhyba pouziti riznych
symbolickych kalkuli pro odvozovdni kombinatorickych identit, protoze zpravidla nemaji
vybudovinu dostateéné pevnou teoretickou zdkladnu a pfi formulaci vysledkit didvd pfednost
explicitnim vyjadfenim typu ,,poet konfiguraci dané mnoZiny = ...* pted méné ndzornymi
formulacemi pomoci vytvorfujicich funkci.

Zminime se o obsahu knihy. Po tvodu, o kterém jsem podrobné referoval, nasleduje 5 kapitol.
V prvni kapitole, nazvané ,,Les fonctions élémentaires de dénombrement* jsou rtizné elementérni
funkce kombinatoriky, zndmé vét§inou z gymnasidlnich kursi, zavedeny a interpretovany jako
mohutnosti jistych tfid zobrazeni koneénych mnozin, Kapitola je ukonena vykladem Stirlingo-
vych a Bellovych ¢&isel.

Druh4 kapitola je pojmenovana ,,Problémes de partages*. V ni je uren jednak pocet viech
rozkladli pfirozeného ¢isla » na m séitanci a pocet rozkladi, jejichZ nejmensi sitanec je 4,
jednak pocet standardnich tabulek, pfifazenych danému rozkladu a kapitola konéi pouZitim
Youngova svazu na problémy rozkladu.

Tieti kapitola ,,Formules d’inversion et applications* je vénovana kombinatorickému principu
inkluse a exkluse, jeho riznym zobecnénim a aplikacim. Je zaveden jisty operator obecného
derivovani, ptifazeny tzv. normélni posloupnosti polynomi, s pomoci néhoz se formuluje jistd
obecnd véta o inversi a uvadi se nékolik jejich aplikaci (napf. inversni formule Stirlingovy a La-
hovy). V daliim paragrafu 3. kapitoly je vyloZeno jedno zobecnéni véty o inversi na lokalné ko-
nedné, Casteéné usporddané mnoziny, pochéazejici od G. C. Rota. Tato zobecnénd véta o inversi
se potom aplikuje na aditivni funkci (napf. miru) koneénych mnoZin, odkud vyplyvd mimo jiné
zndmé Sylvestrova formule pro ureni miry mnoziny vSech prvka patticich do dané konetné
mnoziny X a souCasné nepatficich ani do jedné z danych mnoZin 4, 4,, ..., 4,. Zbytek tieti
kapitoly je vénovan riznym aplikacim principu inkluse a exkluse, z nichZ k nejvyznamné&jS§im
patii enumerace riiznych tiid stromui.

Ve &tvrté kapitole ,,Groupes de permutations* se vykladaji riizné vlastnosti grup permutaci.
Hlavni diiraz se pfitom klade na kombinatorické vlastnosti. Pro zajimavost uvedme, Ze je vyloZena
jedna Denésova véta o minimalnim po¢tu transposic k vyjadieni dané permutace ve tvaru jejich
soucinu a v kapitole je podniknuta i exkurse do Galoisovy teorie. Kromé samostatného vyznamu
slouZi 4, kapitola jako pfiprava pro studium paté, zdvére¢né kapitoly, pf¥inasejici velmi kompaktpi
a elegantni vyklad Polyova enumeradniho principu a pojmenované ,,La méthode de Polya‘‘.
Polyova metoda je ilustrovana na nékolika dileZitych aplikacich, zejména z teorie grafi. V posled-
nim paragrafu kapitoly a knihy je uréen cyklicky indikator pro né€kolik ¢asto se vyskytujicich
grup permutaci.

Bohatosti a aktuilnosti vylozeného materialu, jakoZ i originalitou, stru¢nosti i jasnosti vykla-
du, je kniha vynikajici uéebnici enumeracnich metod a kromé studentii a prednasejicich v ni
naleznou mnoho zajimavého jisté i odbornici.

Jaroslav Mordvek, Praha

L. Chambadal, J. L. Ovaert: ALGEBRE LINEAIRE ET ALGEBRE TENSORIELLE,
544 stran, vazané, Dunod, Paris, 1968.

Pii psani této knihy méli autofi, jak je patrné z predmluvy, pfed olima typ &tendfe, ktery
odpovidd francouzskému studentovi matematiky asi druhého roku vysoké $koly. V knize je
modernim zpisobem vyloZena linedrni a multilinedrni (tensorové) algebra libovolné dimenze
(kone¢né i nekoneéné) nad libovolnym komutativnim télesem. Knihy lze pfimo pouZit jako solidni
ptipravy pro aplikace linedrni algebry v dileZitych partiich analyzy, jako je teorie diferencidlnich
rovnic (obylejnych i parcidlnich), linedrni topologické prostory, spektrilni teorie operatori,
Lieovy algebry-aj. a podobng v fadé partii moderni algebry, napt. teorie komutativnich téles,
teorie komutativnich algeber a teorie invariantd. Pfi vykladu neni sice explicitné pouZzivano
jazyku kategorii a funktorli, aviak poukazuje se na diileZitost universilnich vlastnosti.
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Kniha je rozdélena do 24 kapitol, jejichZz ndzvy uvadime: 1. Vektorové prostory. 2. Linearni
zobrazeni. 3. Direktni souéty, projektory. 4. Vytvofujici systémy, linedrné€ nezavislé systémy, base.
5. Existence basi vektorového prostoru. 6. Vektorové prostory kone¢né dimenze. 7. Dualita.
8. Tensorové souciny. 9. Priklady pouziti tensorovych soudinii. 10. Algebry. 11. Matice. 12. Vy-
znaéné Ctvercové matice. 13. Tensorova algebra vektorového prostoru. 14. SmiSend tensorova
algebra vektorového prostoru. 15. Symetrickd algebra vektorového prostoru. 16. Vnéjsi algebra
vektorového prostoru. 17. Linearni rovnice. 18. Redukce endomorfismi. 19. Redukce endo-
morfismi v pfipadé kone¢né dimenze. 20. Bilinedarni a sesquilinedrni formy. 21. Redukce bili-
nearnich a sesquilinedrnich forem. 22. Adjungovand zobrazeni. 23. Hermitovy a Eukleidovy
vektorové prostory. 24. Redukce normalnich endomorfism.

Celkove lze fici, Ze kniha je velmi peclivé vypracovanou ucebnici linedrni algebry, vhodnou
pro tfeti semestr vysokoSkolského studia matematiky. Autorim se podafilo spojit modernost
vykladu s klasickymi interpretacemi pomoci maticového poétu a stejné koncentrovanost a kom-
paktnost vykladu ,,monografického‘ typu s velmi dobrou ¢itelnosti. Ke kvalité knihy pfispiva
v neposledni fadé€ i bohata zdsoba cvi¢eni uvedenych na jejim konci a rozdélenych podle jednotli-
vych kapitol.

Jaroslav Mordvek, Praha

MATHEMATISCHE HILFSMITTEL DES INGENIEURS. Vydavaji Robert Sauer a Istvan
Szabd. Cdst étvrtd: Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York 1970. XVIII + 596 stran,
130 obrazki. Cena DM 124,—. :

Posuzovana kniha uzavird &étyfdilnou prirutku, kterd vysla v nakladatelstvi Springer v letech
1967—1970 jako dily 139—142 znamé Zluté fady ,,Die Grundlehren der mathematischen Wissen-
schaften in Einzeldarstellungen* a ktera chce inZenyry seznamit s témi oddily moderni matemati-
ky, které se v technické praxi vyrazné uplatfiuji uz dnes nebo se uplatni — podle nazoru autort
a vydavateli — v nejblizsi budoucnosti.

Prvni tfi dily uz byly v tomto Casopise recenzovany, a to v rod. 94 (1969), str. 480—482 (Cast
prvni a tieti), a v ro¢. 96 (1971), str. 109—110 (&ast druhd). Zavérena &ast je tvorena tfemi oddily
L,MaN:

L. WoLFGANG HAHN: Stabilita pohybu soustav s konecné mnoha stupni volnosti (113 stran).

M. DIETRICH MORGENSTERN a VOLKER MAMMITZSCH: Podet pravdépodobnosti a matematickd
statistika (134 strany).

N. Véty a vzorce mechaniky a elektrotechniky:

N 1. WOLFGANG ZANDER: Mechanika (171 stran).

N II. KLAus POscHL: Elektrotechnika (107 stran).

Na rozdil od pfedchézejicich tfi dil, v nichz byly shrnuty vysledky fady matematickych
disciplin, pfevazuji v poslednim dile discipliny, v nich? se matematické prostiedky aplikuji.
V oddilu L jsou to ptedevsim vysledky z teorie oby&ejnych diferencidlnich rovnic, jak je patrno
1z ndzvh jednotlivych kapitol: I. Line4rni systémy nez4vislé na &ase. II. Linearni parametry zavislé
na ¢ase. II1. Nelinearni soustavy ve fizové roving. IV. Pfim4 Ljapunovova metoda. V. Vynucené
kmity. VI. Samobuzené kmity autonomnich soustav. VII. Harmonick4 linearizace a ptibuzné
Piiblizné metody.

0ddil M je vénovan matematické statistice a teorii pravdépodobnosti a jeho obsah je rozdélen
do 12 paragrafii. Po tivodu nasleduje ¢ast vénovana kombinatorice a zdkladnim definicim, dalsi
paragrafy jsou vénovany zdkon(im rozloZeni nahodnych veli¢in a mirdm z4vislosti, v obsdhlém
pbaragrafu je pojednano o specidlnich rozloZenich. Nasledujici &ast je vénovana teoriim ndhodného
V¥béru, odhadii, testd, linedrnich modeld, korelace a regrese a metodé nihodného vybéru.
Zavér tvori dva paragrafy vénované stochastickym procesiim a teorii informace.

Oddil N je rozdélen na dvé &asti. Pododdil N I je vénovdn mechanice a zadini rozsihlym
vykladem obecné teorie kontinua; v druhé &4sti jsou pak obecné zdkonitosti specifikovany pro
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specialni pfipady: je zde pojedndano o mechanice tuhého télesa, 0 mechanice proudéni (idedlni
kapaliny a plyny, vazka kapalina) a o teorii pruzného télesa. Dva dodatky obsahuji diferencidlni
vyrazy ve specidlnich soutadnych soustavich (obecné ortogondlni k¥ivoaré soutadnice, kulové
soufadnice a valcové soutadnice) a n&které formule z tenzorového poétu na plochach.

Pododdil N II podava piehled teoretickych metod elektrotechniky. Nejprve je Siroce pojedna-
no o teorii pole, predev§im o elektrickém a magnetickém poli; tuto ¢4ast uzavird paragraf vénovany
pohybu nabitych &4stic v elektromagnetickém poli (v&etné magnetohydrodynamiky a vin v po-
lovoditich). Zavér tvofi paragrafy v&énované $umuim, sitim a pfenosovym soustavam a teorii
signala.

Knihu uzavira jednak rejstiik k této &tvrté &4sti, jednak pak rozsahly (58 stran) celkovy rejstiik,
zahrnujici v8echny Ctyfi dily.

Jak uz bylo fe¢eno v recenzich ptedchazejicich dila, tvoki jednotlivé oddily ptiru¢ky samostatné
celky a obsah kaZdého z nich by mél ¢tendf pochopit i bez podrobné znalosti oddili ostatnich.
Jednotlivé oddily jsou spojeny odkazy a spole¢nym rejstiikem.

Zamér vydavatelti lze jen uvitat, stejné jako skute¢nost, Ze &tyfsvazkové dilo o celkovém
pottu 2385 stran skutetné také béhem &ty let vySlo. Koordinovat praci dvaceti autori — to je
jist& uctyhodny vykon. Teprve ¢as vSak provéfi, do jaké miry se vydavatelim poda¥ilo planované
zaméry také uskutednit. Je zcela pochopitelné, Ze celé dilo nemuize tvokit jednolity celek — rtizné
oddily jsou psdny na riznych rovnich, nékteré jsou zaméreny spiSe teoreticky, jiné zase inklinuji
k praktickym metodam. Jak volba oddild, které jsou do pFiru¢ky zatazeny, tak i vybér latky v kaz-
dém oddile je do zna¢né miry subjektivni, a teprve &tenafi, ktefi tuto ptiru¢ku budou uZivat, uvidi,
co jim je$té v pfirucce chybi a co ptipadné nebudou pottebovat. Je viak velmi uZite¢né, Ze podobna
publikace viibec vysla, nebof tvoti zdklad pro eventudlni zmény a dopliiky, a to zaklad zcela realny:
dokud tu takova priru€ka neni, jsou viechny tivahy nad jejim pfipadnym obsahem a rozsahem
zcela platonické.

Je tedy tieba na zavér jen zopakovat, Ze se jedna o dilo velmi uZite¢né, Ze v ném podle mého
nézoru neni nic zbytetného, Ze vybér autoru je reprezentativni a Ze $iroky okruh zainteresovanych
&tenafd dostdva do rukou pomicku, kterou si jisté davno pral.

Alois Kufner, Praha

J. L. Lions: QUELQUES METHODES DE RESOLUTION DES PROBLEMES AUX
LIMITES NON LINEAIRES. Dunod a Gauthier-Villars, Pafiz 1969, XX -+ 554 stran. Cena
128 F.

Monografie, vychézejici v edici ,,Etudes mathématiques*, je jednou z $esti publikaci, které
autor vydal sim nebo spoletné s jinymi autory v priib&éhu poslednich 4 let. Je to jisté tctihodny
vykon, svéd&ici o autorové plodnosti; pozoruhodné také je, Ze kvantum prace, spojené s vyddnim
téchto knih, nemélo Z4dny negativni vliv na hodnotu knihy, kterd m4 podobné jako ostatni auto-
rovy publikace vysokou odbornou i pedagogickou vroveii.

Ve velmi pfehledné a instruktivni pfedmluvé (kterd by uZ sama o sobg stdla za ocitovani)
autor zduraziiuje, Ze kniha pojednédva doslova o nékterych metodach fedeni okrajovych dloh pro
nelinedrni parcidlni diferencidlni rovnice (a nerovnosti), a plasticky demonstruje specifické probié-
my, které pti reSeni nelinedrnich Gloh vznikaji. ReSeni nelinedrni okrajové tlohy, které ma dvé
zdkladni etapy, totiz (a) konstrukei tzv. apriornich odhadt a (b) uziti téchto odhadi, déli autor na
tyto t¥i kroky: (1) volba tfidy funkci, v niZ budeme feseni hledat (to je krok zdsadni duileZitosti;
ptitom neni tfeba omezovat se uz pfedem na linedrni mnoziny funkci a na ptikladech je ukdzino,
e to neni nékdy ani kelné); (2) volba aproximativni metody (celou wlohu n&jakym zpuisobem
ptevedeme na sled problémi, které jsou relativné jednodussi, které ,,umime fegit*‘); (3) limitni
pfechod v této posloupnosti aproximativnich feleni.

Oba posledni kroky tvori pravé zmin&nou etapu uZiti apriornich odhadi a lze je uskutenit
riznymi postupy; posuzovand kniha pojednava o n&kolika z takovych moznych postupd. Jsou
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to tyto metody: I. metoda kompaktnosti; II. metoda monotdénnich operatort; II1. metoda regulari-
zace; IV. metoda penalizace; V. aproximativni iterani metody; a pochopitelné riizné kombinace
téchto metod. Metodé I je vénovana prvni kapitola, metodé II a jeji kombinaci s metodou I pak
kapitola druha. P¥i obou téchto metodich se aproximativni feSeni z kroku (2) konstruuje
redukci ulohy na konetné dimenziondlni ptipad (napf. Galerkinovou metodou), tj. feSeni se
hleda v mnoziné funkci, kterd ma koneé¢nou dimenzi, a jeho existence se dokaZe napf. uZitim vét
o pevném bodé zobrazeni nebo vét o existenci feSeni soustav obyéejnych diferencidlnich rovnic;
krok (3) pak spoé¢iva v tom, ze pfejdeme k limité pro dimenzi rostouci do nekone¢na. K dikazu
existence ,,limitniho fe¥eni‘‘ (coZ je velmi netrividlni problém) se pak uZije bud kompaktnosti
vnofeni jistych prostorti funkci (u metody 1) nebo monoténnosti p¥isluiného operatoru (metoda
1I). Metoda II mé proti metodé I tu vyhodu, ze — pokud ji lze uzit — je po technické strance
jednodussi.

Kapitola tfeti je vénovana metodam III a IV, posledni ¢tvrta kapitola pak metodé V. Na
rozdil od metod I a I1, u nichZ byla aproximativni metoda z kroku (2) stale tdZ a ménil se jen pocet
dimenzi, méni se u metod IIl az V aproximativni metoda a kompaktnosti nebo monoténnosti se
pak uzije pfi limitnim pfechodu. U metody III ,,regularizujeme** rovnici tim, Ze ji aproximujeme
istymi ,,lep8imi*, uz vyfeSenymi rovnicemi; metody IV se uziva pfedev§im pfi feSeni variaénich
nerovnosti: aproximujeme je nelinearnimi rovnicemi jednodus$i povahy, které uz umime vyf¥esit;
a kone¢né u metody V se pfi konstrukci aproximativniho feSeni uziva nékteré z klasickych ptibliz-
nych metod — metody postupnych aproximaci, metody siti apod.

Autor pfitom poukazuje na vyhody i uskali jednotlivych metod (napf. na nebezpeci nestability

nékterych metod a problémi via¢i zmé&nam, které by bylo moZno povaZovat za malé) a vie
ilustruje hojn& na ptikladech. Priklady vibec hraji v knize dileZitou roli; lze ¥ici, Ze v Lionsové
praci jde méné o rozvijeni obecné teorie existence feSeni okrajovych iloh a vice o feSeni fady
uloh konkrétnéjsino charakteru (Navier-Stokesovy rovnice, nelinearni rovnice kmitti desek, rovnice
z kvantové mechaniky, ulohy z optimalni regulace aj.). Je téZ tfeba zduiraznit, Ze metody, rozebra-
né v knize, jsou vhodné piedeviim pro dikaz existence fefeni; pfipadnd jednozna&nost feSeni
vyzaduje vétsinou fadu dal3ich specidlnich uvah.
" Jak je snad patrno z predchoziho, je kniha ¢len&na ne podle typti rovnic, jak je to b&%né, nybrz
podle pouzitych metod. Na zaatku knihy viak autor uvadi tabulku rovnic, které jsou v knize
vySetfovany, sestavenou podle typt, takze ¢tenaf se mize dobfe orientovat. Z této tabulky j€ také
patrno, Ze prevazuji rovnice parabolické a hyperbolické.

Za zminku stoji téZz podrobné biliografické komentare, kterymi jsou jednotlivé kapitoly zakon-
¢eny. Povazuji je za velmi cennou sougast knihy, nebot umoziiuji étenafi, aby celou problematiku
poznal ze Sir§iho hlediska, ukazuji mu dalsi moznosti, které davé pristupna literatura, a upozor-
fiuji na oteviené problémy.

Na zavér by bylo tieba uvést, komu je kniha uréena. Zde jsem trochu na rozpacich. Kniha sice
vznikla na zékladé pfednasek autora na pafiZské université ve $kolnim roce 1968/69 a podle
textu na zdloZce ,,bude zajimat viechny — matematiky &isté i uZité, fyziky, elektroniky — ktefi se
s nelinearnimi parciélnimi diferenci4lnimi rovnicemi setkavaji v analyze, v diferencidlni geometrii,
vV numerickych metodach, v teorii optimalni regulace, v mechanice atd.*, je viak tfeba Fici, Ze jde
0 knihu velmi naro¢nou, vyzadujici &tenate dob¥e pripraveného. Neni to tedy udebnice pro za¢4-
te¢niky, nybrz kniha uréena t&m, ktefi se v problematice okrajovych uloh jiZ trochu vyznaji.
Takovym &tendFiim viak miize dat hodné. .

Alois Kufner, Praha

Carlo Miranda: PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF ELLIPTIC TYPE. Druhé

Piepracované vydéani. Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York 1970. XIT + 370 stran.
Cena DM 58,—.

Prvni vydani této knihy, které vyslo v italském jazyce v roce 1955, znaji nasi étenati nejspise
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z ruského prekladu, ktery byl vydan v roce 1957. Autor si tehdy kladl za dkol shrnout do jedné
knihy zdkladni vysledky, jichZ bylo v priibéhu let v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic elip-
tického typu dosaZeno. Systematicky vylozil v knize zdkladni pojmy, mySlenky i metody této
teorie, zp¥istupnil 3ir§imu okruhu &tenard fadu daleZitych vysledkd, umoznil ¢tendftm, aby se
snéze orientovali v literatufe, vénované eliptickym rovnicim, a otevel tim cestu k novému badani
v této oblasti. Bibliografie prvniho vydani obsahla literaturu let 1924—1953 (star$i byla shrnuta
v Lichtensteinové prispévku v Enzyklopdidie der Mathematischen Wissenschaften) a bylo v ni
citovano vice nez 600 praci.

Druhé vydani pochopitelné nemohlo ignorovat velky rozvoj, ktery zminén4 teorie po roce 1953
prodé€lala, a autor také shledal, Ze k tématice prvniho vydani bylo za 12 let publikovdno vice nez
1600 novych praci, které by bylo tteba do nového vydani zahrnout. Musel proto p¥ikrocit ¥ tade
uprav. Vynechal latku, souvisejici s obsahem poslednich dvou paragrafu prvniho vydani, tj. prob-
lémy souvislosti s teorii funkci komplexni proménné a tulohy zavislé na parametru (tj. spektralni
zéleZitosti), ¢imZz excerpovanou literaturu znalné zredukoval, vynechal i nékteré prace, které
mezitim ztratily na vyznamu, a tak nové vydani obsahuje na 69 strankich seznam vice nez 1400
praci, zachycujicich pfedeviim (a skoro tiplng€) literaturu do roku 1965.

Takové kvantum vysledki oviem nelze na necelych 300 strankach detailné vyloZit; znamenalo
by to zndsobit rozsah knihy. Autor se proto drzel zasady, jiz se ¥idil uz v prvnim vydéni: podrobné;ji
pojednavéa pfedeviim o vysledcich, tykajicich se rovnic druhého f¥adu (a ani zde zdaleka ne o viech
vysledcich), zatim co u rovnic vy$§iho ¥adu a u systémii rovnic se omezuje na obecné upozornéni na
metody, obsaZené v citovanych pracich.

Struktura knihy je zhruba stejnd jako u prvniho vydéni a rozsah se zvét$il pfijatelnym zpuso-
ben. Kapitola prvni, slouZici jako tivod a obsahujici pfedeviim klasické definice obecného cha-
rakteru, se aZ na nékolik dopliiki nezménila. Kapitola druhd, vénovand vySetfovani zobecné-
nych potencialli, byla doplnéna o nové vysledky Sobolevovy a Calderona se Zygmundem. Ka-
pitola t¥eti je vénovéana jedné ze zdkladnich metod Feseni eliptickych rovnic — metodé pfevedeni
okrajové tlohy na integralni rovnici, a zde byly vedle dopliikki podstatnéji pfepracovany paragrafy
vénované otdzce existence fundamentdlniho feSeni a problému s kosou derivaci. Kapitola ¢tvrta,
nazvana Zobecnénd reseni okrajovych iloh a vénovand funkcionalné-analytickym metodam feSeni
eliptickych rovnic, byla doplnéna a obsahuje dva nové paragrafy, vénované lokdlnim vlastnostem
feseni eliptickych rovnic a studiu slabych feSeni okrajovych uloh. Také v paté kapitole, vénované
metodé apriornich odhadi, byla pozornost roziifena z Dirichletovy ulohy na viechny typy
okrajovych tloh a paragrafy, vénované existenci a regularité zobecnénych feseni, byly podstatné
pfepracovany.

Zatim co u prvnich péti kapitol se jednd pfevaziné o vétsi ¢i mensi dodatky, neménici podstatné
obecnou formu knihy, byly obé posledni kapitoly pfepracoviny zcela podstatn€, nebof zde byl
rozvoj v poslednich letech nejbouflivéjsi: je to kapitola Sestd o nelinedrnich rovnicich (druhého
fadu) a kapitola sedma pojednavajici o dalich vysledcich pro rovnice druhého ¥ddu, o rovnicich
vy$8iho fadu a o soustavach rovnic.

Ukol, ktery si kladlo prvni vydani této knihy a o némzZ byla fe¢ na zaédtku recenze, spliiuje
tedy — na p¥islu$né vy$§f urovni i vydani druhé. Znovu je oviem tieba zdlraznit, Ze nejde
o ucebnici, nybrz o ptehled vysledki z jisté discipliny, obsaZzenych v literatufe. I kdyZ mezitim
vysly uz dal§i publikace podobného charakteru (napt. L. Bers, F. John, M. Schechter: Partial
Differential Equations. Interscience Publishers 1964; rusky pifeklad 1966), je druhé vydani této
knihy dobrym podinem, nebof Mirandovy encyklopedické znalosti velmi pomohou mladym
matematikiim a dal$im specialistim p¥i orientaci v rozsahlé literatufe o eliptickych rovnicich.

Alois Kufner, Praha
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Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 97 (1972), Praha

ZPRAVY

PROF. ALEKSANDR GENNADIJEVIC KUROS ZEMREL

ViapiMir KoRINEK, Praha

Dne 18. kvétna 1971 zemfel vynikajici algebraik, profesor moskevské univerzity,
ALEKSANDR GENNADUEVIC KUROS, jeden z pfednich sovétskych matematikti. Patii
k té staré gardé&, ktera mezi dvéma svétovymi valkami vybudovala v Sovétském svazu
velkou svétovou matematiku. Zemfel po delsi téZké srdecni chorobg.

Aleksandr Gennadijevi¢ Kuro§ se narodil 19. ledna 1908 (gregoridnského kalen-
dafe) v malém méstetku Jarcevo smolenské oblasti, kde jeho otec byl malym tfedni-
kem. Studium na univerzité ve Smolensku ukonéil v roce 1928. Na jeho univerzitni
studium i na jeho dalsi védeckou drahu méla rozhodujici vliv ta okolnost, Ze v této
dobé& piisobil na smolenské univerzit€ PAVEL SERGEJEVIC ALEKSANDROV ktery se stal
pozdéji zakladatelem a vid¢i osobnosti moskevské topologické Skoly. Aleksandrov
byl Zakem NIKOLAJE NIKOLAJEVICE LUZINA. Luzin i Aleksandrov méli je$té moZnost
studovat v zapadni Evropé a seznamit se tam s nejnovéj§imi sméry matematického
badani, zaloZenymi, rozumi se, na Kantorové teorii mnoZin. Aleksandrov udinil
predmétem své v&decké prace topologii, ktera pravé po skondeni 1. svétové valky se
zacala budovat jako nova vyznamna védecka disciplina. V prvni poloviné dvacatych
let studoval Aleksandrov v nejvét§im matematickém stfedisku tehdejsi doby,
v Gottingen. Tam poznal téZ moderni algebru v algebraické skole vytvofené Emmy
Noetherovou. Tato algebra byla zdsadné budovana axiomatickou metodou na teorii
mnozin. Bystrozraku Aleksandrovovu neuslo, Ze se tato nova algebra stéle vice a pro-
nikavéji uplatiiuje v riznych disciplindich moderni matematiky a spravné rozpoznal, .
Ze v budoucnosti bude jeji vliv a dileZitost stale vzriistat.

A. G. Kuro3 pravdépodobné upozornil na sebe P. S. Aleksandrova jiZ za svych
univerzitnich studii, nebot po ukondeni studii v roce 1928 pftijal jej Aleksandrov za
svého aspiranta. KdyZ Aleksandrov pfesel ze Smolenska na univerzitu v Moskvé,
nasledoval tam Kuro$ roku 1929 svého 3kolitele. Aleksandrov byl prvni, ktery obratil
pozornost mladého Kuro$e na moderni algebru, kterou uéinil Kuro§ zahy oborem své
védecké préce. Dalsi okolnosti, kterd vedla KuroSe k této volbg, bylo to, Ze roku 1930
Orro JuLevic SmiDT (1891—1956) zaloZil moskevsky algebraicky seminéf, ktery
se pfedeviim v&noval teorii grup. (Viz [13] str. 262.)

A. G. Kuro3ovi nebylo jiZ dopfano, aby se pobytem v zahrani&i sezndmil s novymi
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matematickymi proudy a s metodami védecké matematické prace mimo Sovétsky
svaz. JiZ kolem roku 1930 se zacala postupna izolace sovétské védy od ostatniho svéta,
kteraZto tendencgé vyvrcholila po 2. svétové valce neblahym bojem proti tak zvanému
kosmopolitizmu, jenZ zptsobil sovétské véd€ tak velké $kody. Kuro§ mél proto jen
mozZnost sezndmit se s moderni algebrou v podani Aleksandrovové a u O. Ju.
Smidta, ktery rovné? pracoval v novych smérech a modernimi metodami. Sv&d&i
o velkém matematickém nadani A. G. KuroSe, Ze toto zprostiedkované poznani
statilo k tomu, aby se stal pfednim badatelem v teorii grup ve sv&tovém méfitku.
Kurosiv védecky vyznam vsak pfesahl ddleko teorii grup, jeho nejvlastnéj$i pracovni
pole.

Po skonéeni aspirantury se zafala KuroSova pedagogicka ¢innost na moskevské
univerzité, kde pisobil jako uditel na mechanicko-matematické fakulté az do své
smrti. V roce 1936 obh4jil disertaci pro doktorat fyzikalné-matematickych véd a roku
1937 byl jmenovan profesorem. Od fijna 1950 vedl aZ do své smrti katedru algebry
na MGU. Né&kdy po valce prevzal Kuro§ od O. Ju. Smidta, ktery byl jiZ nemocen
a jehoZ zajem se soustfedoval v té dob& na kosmogonii, vedeni seminafe, ktery se
stal mezitim velkym algebraickym badatelskym stfediskem vSesvazového vyznamu.
V poslednich né&kolika letech svého Zivota byl jiz velmi nemocen. Byl postiZzen n€ko-
lika infarkty a, atkoliv byl 1é€en v nemocnici i doléCovan v sanatoriich, jeho srdce to
nevydrZelo.

Vyli¢it celou Kuro$ovu obsahlou védeckou ¢innost v tomto ¢lanku nelze. Proberu
zde jen nejduleZitéjsi tematické okruhy jeho védecké prace. Po prvni své védecké
praci, ktera byla topologicka, vénoval se uplné algebfe. Nejdiive studoval rozklady
grupy Vv direktni sou¢in koneéného poctu ireducibilnich podgrup. Pro koneéné grupy
dokazal jiz Remak, Ze dva takové rozklady jsou vzdy centrdlné izomorfni. Obecné
viak tomu tak neni. Proto je zajimavé hledat ty tfidy grup, kde tato véta plati. O. Ju.
Smidt dok4zal tuto v& pro operatorové grupy s hlavni fadou, tj. grupy, v nichz
mnoZina normélnich podgrup spliiuje minimalni i maximélni podminku. Kuro§
dokazal to nejdfive pro tiidu grup bez operator, jichZ subnormalni podgrupy spliiuji
minimélni podminku. Zajimal jsem se tehdy téZ o tento problém a proto jsem pfi
svém zajezdu do Sovétského svazu roku 1935 vyhledal v Moskvé A. G. Kurose a od
té doby se datuji nase osobni i védecké styky pferusené jen 2. svétovou valkou. Abych
nemusil pfedpokladat, Ze grupa ma direktni rozklad v direktné ireducibilni faktory,
zadal jsem vySetfovat, za jakych podminek maji dva kone¢né direktni rozklady izo-
morfni zjemnéni. Ukazal jsem, Ze je to tehdy, kdyZ centrum grupy spliiuje minimalni
podminku pro podgrupy. Na tuto préci navazal opét Kuro§ vedle jinych matematik.
Kuro§ se v§ak nespokojil jen direktnimi rozklady grup, nybrZ pfenesl tuto problema-
tiku i na jiné algebraické utvary. Tak vy3etfoval v Gpln& modularnich svazech ([6]
a [7] § 44, 45, 46) rozklad prvku v direktni spojeni jinych prvki. Jeho vysledky maji
oviem zpétny vliv na direktni rozklady grup. Studium izomorfnich zjémnéni mozZno
téZ provadéti v ramci teorie kategorii. I to u¢inil Kuro$ v dvou pracich z roku 1959
a 1960. Vechny tyto vysledky vedly k jisté obecné teorii direktnich rozkladd v praci
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Kuro$ova zaka A. CH. L1VSICE o ortogondlnich soustavach idempotentii v pologru-
pach. (O vsech t&chto vysledcich viz [7] str. 452.)

Jednim z nejvétSich véedeckych vykonti Kuro$ovych je véta o podgrupéach volného
soudinu grup z let 1933 a 1934, dnes po celém svét& znama jako véta KuroSova ([6]
str. 212, [7] str. 211). KuroSovi se podafilo charakterizovat strukturu podgrup volné-
ho souéinu grup. JiZ pfijit na to, jakou tyto podgrupy maji strukturu, byl matematicky
vykon prvniho fadu, ktery musil pfedchéazet vlastnimu dikazu. Provedeni diikazu
bylo velmi obtiZné. Jak za té€chto okolnosti byva, ukazalo se, Ze Kurosiiv diikaz je
piili§ sloZity. Véci lezi totiZ velmi hluboko. Do dneska byla uvefejnéna fada dikazt
této véty, které, a& jsou jednodussi, nejsou nikterak jednoduché. (Viz [7] str. 458.)
Kuro§ pfitom zaroveii ukazal, 7Ze dva rozklady dané grupy ve volny soudin maji
vzdy izomorfni zjemnéni. I v této problematice vystoupil Kuro§ pozdgji z radmce
teorie grup. Studoval v letech 1947—1955 volné souciny neasociativnich algeber
a v roku 1960 vysla price o volnych soudtech multioperatorovych grup.

Roku 1935 vysla prvni KuroSova prace o normalnich soustavach podgrup ([6]
§ 56, str. 356, [7] § 56, str. 354). Pfikladem takové soustavy je napf. mnoZina podgrup
z jedné kompozi¢éni fady grupy, ktera ma kompozi¢éni fady. Tento pojem a jeho
specializace vedly nejdfive k definici zobecnénych nilpotentnich a zobecnénych fesi-
telnych grup a k vySetfovani vlastnosti té€chto tfid grup. Tim se otevielo velké nové
pole badani v teorii grup. Sovétsti matematici vybudovali pak celou novou velkou
teorii (Viz [11], [14], [16]). Dalsi Kurosova prace zékladniho vyznamu je abstraktni
definice radikélu v okruzich a grupach, ktera v sobé zahrnuje viechny dosavadni druhy
radikalu jako specialni pfipady (viz [12] a [15]).

PribliZzné kolem roku 1960 zacal se A. G. Kuro§ zabyvat teorii univerzalnich alge-
ber a teorii kategorii. Spravné rozpoznal, Ze obé teorie budou mit pro algebru zaklad-
ni vyznam a podnitil tak v Moskvé i v Sovétském svazu studium téchto disciplin
a jejich aplikaci na algebru. Sam napsal knihu: Jexyuu no obweii arzebpe (viz [8]),
kde vyklada zakladni v&ci z algebry v modernim pojeti z hlediska t&chto novych teorii.
Kniha byla pteloZena i do &edtiny (viz [9]). Nedavno vysla dalii kniha tohoto sméru,
patrn& posledni, kterou napsal: O6was aaze6pa [10]. Jsou to pfednasky, které konal
na mechanicko-matematické fakulté v Moskvé v roce 1969/70. V knize probira di-
leZité algebraické struktury, jako nap¥. grupy, pologrupy, kvazigrupy a lupy, okruhy,
svazy atd. z hlediska teorie univerzélnich algeber. Celkem moZno fici o védecké praci
prof. Kurose toto: Vy3el z teorie grup. Vybiral si pro svou praci zdkladni otazky této
teorie. Zpravidla v¥ak vySel nakonec z ramce teorie grup tim, Ze pfenésel a zobec-
fioval tyto vysledky i na jiné algebraické struktury. Tim pusobil velmi podnétné na
celou sovétskou algebru.

Jeho vliv na vyvoj algebry v Sovétském svazu byl podporovan mimo jiné i tim, Ze
sam byl vybornym uditelem. Mnozi &eskoslovensti algebraikové maji jisté v paméti
jeho krasné prednésky, které u nas konal. Jeho vyklad byl vZdy uplng jasny, srozumi-
telny a ptitom présny, i kdyZ se jednalo o velmi sloZité a hluboké otazky. Zde je
tfeba se zminit o jeho nejv&tsim kniZnim dile: Teorie grup. Prvni vydéni [5] této pro-
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slulé knihy bylo hotovo jesté€ pfed vypuknutim valky v Sov&tském svaze roku 1940.
V disledku valeénych udalosti vyslo vSak aZ roku 1944. Kniha znamenala v dobg
svého vyjiti velky pokrok v kniZni literatufe o teorii grup, kterd byla v této dob&
jesté velmi chuda. Kdo se chce o tom presvédEit, necht srovna tuto knihu s jednou
z nejmodernégjSich knih této doby, s knihod Zassenhausovou [17]. Kniha KuroSova
obsahuje k vykladim vZdy fadu ilustrujicich pfikladii a je tam zkoumén vZdy vyznam
pfedpokladi jednotlivych vét konstrukci vhodnych protipfikladi. To bylo novum
v knihach o teorii grup. Pfirozen& pfi sepisovari takové knihy je tfeba omezit n&jak
latku. Kuro§ klade diiraz na nekoneéné grupy, proto vynechal celou specialni teorii
koneénych grup. Vyklada jen ty vlastnosti koneénych grup, které maji vyznam pro
obecnou teorii, nebo se aspoii ¢asteéné daji pfenést na nekoneéné grupy. Dale nepro-
biré teorii ruznych tfid ,,.konkrétnich* grup, jako jsou na pfiklad grupy permutaci,
grupy matic, grupy linearnich transformaci, a vynechava viibec ty partie, které
jednaji sice o grupach, ale silné svymi metodami vybocuji z vlastni teorie grup, jako
reprezentace grup, topologické grupy, uspofddané grupy atd.

V roce 1953 vysla druhé vydéni knihy [6]. Od roku 1939 aZ do roku 1952 prosla
teorie grup velikym bouflivym vyvojem. Proto Kuro$ vypracoval pro toto druhé vy-
dani Gpln€ novou osnovu na zékladg téchto novych vysledkt a napsal vlastné€ knihu
novou. Pfepracovanim knihy ziskaly vyklady je$té vice na jasnosti a systematiénosti.
Tak napf. byly tipIné pfepracovany kapitoly o Abelovych grupach, o direktnich a vol-
nych soudinech, o Schreierovu rozsifeni grup a o nilpotentnich a feSitelnych grupach.
Kniha se tak stala standardni pfiru¢kou o teorii grup. Svédéi o tom mimo jiné prekla-
dy tohoto druhého vydani do mnoha cizich jazykd.

Kolem roku 1965 bylo druhé vydéni Teorie grup davno rozebrano a kniha se stala
velkou vzacnosti i na antikvarnim kniZnim trhu. Autor se proto rozhodl pfipravit
vydani tfeti. AvSak v letech 1952—1965 doznala teorie grup dalsi velky vyvoj. Autor
odhaduje na 1300 pocet praci tohoto obdobi z teorie grup, které patii do oblasti, jez
pojal do své knihy. Znamenalo by to nejen napsat knihu iplné novou, nybrz zvétsit neti-
nosné objem knihy. Prof. Kuro$ odhaduje to na t¥i svazky, kaZdy z nich vrozsahu 2. vy-
dani. Proto volil postup jiny. Pretiskl jen s nepatrnymi tipravami text druhého vydani
a doplnil jej n€kterymi paragrafy z 1. .vydani, které nebyly pojaty. do 2. vydani. Zato
pfipojil ke knize obsirny dodatek — 148 stran z 580 — nazvany: ,,Pazsumue meopuu
beckoneunvix 2pynn 3a 1952 —1965 22.“ V tomto dodatku vyklada dalsi vyvoj teorie
grup timto zpisobem: Uvadi pfesné viechny definice novych pojmil a zéroveti vysled-
ky praci. Dtikazy neprovadi, nybrZ odkazuje na originalni pojednani. Timto zpiiso-
bem zpracoval autor 1100 praci. Tim se dostal étenafi do rukou velmi instruktivni
piehled vysledki teorie grup az do roku 1965. Toto tfeti vydani je tedy vybornou
pomiickou pro kazdého pracovnika v teorii grup. -

KdyZ po smrti Stalinov& pfestala izolace sovétské védy od ostatmho sveta mezi
prvnimi_cestami, které prof. Kuro§ podnikl, byla cesta do Ceskoslovenska. Tim byly
obnoveny osobni pfedvaleéné styky mezi prof. Kurofem a mnou a od té doby, se da-
tuji i rezs4hlé velmi srdedné a pratelské styky mezi prof. KuroSem a &eskoslovenskymi
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matematiky. Prof. Kuro$ mél nejen k &eskoslovenskym matematikiim, nybr¥ i k Ces-
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koslovensku viely vztah. Sam mné fikal, jak se mu Praha jako mésto libi. Byl zname-
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nitym znatelem staré éeské hudby, kterd ho, velkého milovnika vazné hudby, velmi
zaujala. Vyznal se také dobie v Eeském malifstvi i v naSich déjinach. Nejen Eeskoslo-
venska matematika, nybrz i celé Ceskoslovensko ztraci v ném velkého a uptimného
ptitele, CehoZ je tfeba si velmi vaZit, zvlast€ v dneSni dobé. Ceskosloven§ti matema-
tikové zachovaji tomuto velkému algebraikovi vdéénou paméf. '
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ZPRAVA O PRIPRAVOVANEM ADRESARI CESKYCH MATEMATIKU

Pripravny vybor-matematické védecké sekce\JC MF hodla vydat podle vzoru fyzikalni védecké
sekce JCMF — JSMF adresit matematikd, ktefi pusobi na pracovistich Csl. akademie véd
a vysokych $kol v CSR. Ve jmenném seznamu by adresaf obsahoval tyto tidaje: Pfijmeni, jméno,
tituly, rok narozeni, pracovi§té s adresou, zaméfeni (védecko-vyzkumné, pedagogické, aplikovany
vyzkum), obor zajmu (¢islem podle seznamu v Mathematical Reviews). Adresat by byl doplnén
seznamem matematickych obori podle Mathematical Reviews, seznamem pracovist s adresami
a rozdélenim pracovnikli podle obort. Piipravny vybor MVS JCMF (Spalena 26, Praha 1)
ptivita jakoukoliv podporu v této akci a obraci se na matematiky uvedenych pracovist s zddosti
o v¢asné vyplnéni kartotéCnich listku.

Zbynék Nddenik, Praha
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