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ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN DER LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG [p(x) y'T + q(x) y = 0
IM NICHTOSZILLATORISCHEN FALL

Ivo REs, Brno

(Eingelangt am 1. Juni 1970)

1. BEMERKUNGEN

Die asymptotischen Entwicklungen der Lésungen gehoren zu den Problemen, die
bei den Differentialgleichungen zweiter Ordnung untersucht werden. Mit dieser Frage
beschéftigten sich viele Verfasser.

Die asymptotischen Eigenschaften der Differentialgleichung y” = A(x) y im nicht-
oszillatorischen Fall wurden in der Arbeit [2] untersucht. In dieser Arbeit werden

Bedingungen festgestellt, unter denen das Fundamentalsystem dieser Gleichung in
der Gestalt

v; — A~ Y% exp {ejj AY2(r) dt} -0, y;—eAY*exp {sjj AY2(r) dt} -0,

j=12; g =1, ¢ = -1,

geschrieben werden kann.

In der Arbeit [3] werden die asymptotischen Entwicklungen der Losungen der
Differentialgleichung [p(x) y']" + g(x) y = 0 untersucht. Die Losungen und deren
Ableitungen werden in der Form von unendlichen Reihen konstruiert, welche im
Intervall I = (x,, o) gleichmissig konvergieren.

In dieser Arbeit werden asymptotische Formeln fiir die Losungen der Differential-
gleichung

(1.1) [ YT + ey =0,

im nichtoszillatorischen Fall hergeleitet.
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2. BEZEICHNUNGEN, HILFSSATZ

Es seien A;(x), A,(x), F(x) € Co(I). Wir setzen

GIFW] = [ 4t f " At F(ty) dty dt, ,
GLF] = [ Ax(t) f " A1) F(t,) dt, dty,

G[Fo] = [ 4.t '[ " ay(ty) F(ty) dey dt,

G[FO)] = [ 4ats) J' " Ay(t) F(ty) dt, dt, .

Weiter setzen wir

€F()] = F(x), €j[F(x)] =€ "[F(x)],
€[F(x)] = F(x), €[F(x)]=¢¢"'[F(x)], i=12 i=12,...

und

@ <] ] t2
pe(#) = J Ay(t) J' |A5(t,)] diy di, = _f 145(1,)] f Ay(ty) dt, dt,
x 1 x x

yalx) = f|,4,(t,)| I :Al(tl) dt, dt, = E’A,(t,) f :|A,(t2)| dt, dt, .

Fiir x = a = x, gilt
1(x) S 1i(@) <1, 7(x) < v(a) < 1.

Schliesslich bezeichnen wir
|| = sup [F(5)|, [F[% = sup [F(s)].
t=x xoStsSx
Es gilt folgender Hilfssatz:

Hilfssatz 2.1. Es seien A7 '(x) € C,(I), A7 '(x) > 0, 4,(x) € Co(I),
0 t
(2.1) I A’(t‘)J |42(t2)| dt;dt; < 0, a2 x.

Dann hat die Differentialgleichung
22 [AT' () yT + Ax(x)y = 0
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ein Fundamentalsystem der Losungen

ey a0 =5E0, ne =S [Cag e,

AT ) = - 38 [ j:Az(t) dt], AT ) = - 5 (-1 40
Wenn noch
(2,4) r|A2(12)| dt, < o,
dann ist :

@) n =S, ne) =T 0| [Cana].
AT R = (- 1)*%(] z(t)dr) AT ) = = 3 (~1)' 6400)

und es gelten folgende Abschdtzungen

(2,6) [€1(F)| < JmAl('l)frllAz(t2)| dt, dty v '(a) | Flla

2 ( j‘ :Az(t) dt)

jei(e) < 28y,

0 j Ay at.

[o4(l s 2 |,

Die im Hilfssatz 2.1 zusammengefassten Ergebnisse sind im ersten Teil der Arbeit
[3] enthalten.

3. ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN — HAUPTSSATZE

Verabredung. Ist kein Missverstindnis zu befiirchten, so wollen wir das Argument
fortlassen. Zum Beispiel y = ¢ U(®), [7 f bedeutet y(x) = o(x) U[®(x)], [ f(¢) dt.

Satz 3.1. Es seien g, Q € Cy(J), p, P > 0; p, P e Cy(J), J = {a, ). Es seien ¢, ®
Funktionen, welche die Bedingungen ¢, ® € C,(J), @, ®, &' > O erfiillen. Weiter
sei U, V ein Fundamentalsystem der Losungen der Differentialgleichung

(3.1) (PY'Y + QY =0,
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wo V eine Hauptlosung ist. Existiert ein positiver Grenzwert

‘ lim P(¢)
x>0 pO2P’
und ist
(3.2) ’ J (”I‘f(;;) P(®) U(®) V(®)| < 0 ,

(pe’) @ + g0 - 20) 202 [U(®) V()| < o,

P(2)

o]

dann hat die Differentialgleichung (1,1) ein Fundamentalsystem der Losungen

@ U(¢)§)@§(1), Y3 =@ U(d>)§o(—1)"fgi (FAI),

x

I

(3’4) Y1

yi=[o U(¢)]’ii%‘;(l) - o U(®) A,ii% ( J:Az),
s = [p U@] X (~1)' ¢! (J‘U) _ o U(9) A3 (-1 40,

mit

(3,5) A7 = pe? U*(9),

A, = (’;‘)’2;)’) P(2) U(®) U(®) + [(p(p) 0 + q¢* g(((p)) p<p2¢'2] UX(9).

Beweis. Es sei U eine Losung der Gleichung (3,1), die keine Hauptldsung ist,
V eine von U unabhingige Losung von (3,1). Dann ist

® dt
=U| ——
I = P(t) U*(1)
und die Funktionen
(3,6) zy = U[®(x)], z, = V[®(x)]
bilden ein Fundamentalsystem der Losungen der Gleichung

Y WL O P

Fiir x =2 b = a haben wir

A U P
» P(®) 23 » P@)VH(®)  Jow
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so dass z, eine Hauptlosung ist. Setzen wir

(3.7) y=9Z.
Die Funktion Z geniigt der Gleichung

Z" + (log pe®) Z' + [m + Q] Z=0
4% p

Wenn wir noch die Substitution

(3.8) Z = A(x) z,
einfithren, erhalten wir
(3.9) (AT'X) + 4,4 =0,

wo A7 ', A, durch (3,5) definiert sind. Nun haben wir

LmAx(x) J':IAz(t)l dt dx = JmlAZ(t)IJwAl(x) dx df =

- [0l e S o [ W0 o < -
 konst. J :’ [MM] tP[(D(t)] Uo()] U[8()] J W) dedes

P[o(1)] U [o()] P[#(x)]
+ konst. [ | [o() 0’00 oft) + a() 07() — %ﬁgﬂwmwm>
- U?[a(1)] J' 0 (‘1;'](’2[¢(x)] dx d = konst. J‘ (”"’( “‘)’)P(zp) U(®) V(@) dt +

(p(pl)l(p ES qq)z Q( )p¢2¢12

+ konst. J‘b 7()

Nach dem Hilfssatz 2.1 gibt es ein Fundamentalsystem der Losungen der Differen-
tialgleichung (3,9), die wir in der Gestalt

(3,10) Ay ='§)<Ei(1), s =i§o(—1)"%i (LwAl),

|U(®) V(2)| dt < oo .

aiti= =3[ a), 4= - F e

Echreiben konnen. Die Behauptung des Satzes folgt unmittelbar aus (3,6), (3,7),
3.8), (3,10).

135



Satz 3.2. Es seien die Vorausetzungen des Satzes 3.1 erfiillt und es gelten statt
(3,2), (3,3) die Bedingungen

(3,11) ’ r

(3,12) f )

(%)’ P(0) U(®) U(ds){ 2 5,

A2) | 2

E!;)_ U*(®) < oo .

(r@) @ + q* —

Dann hat die Differentialgleichung (1,1) ein Fundamentalsystem der Lisungen

(313 3= o U@ T (-1 €l(1). 12 = U@ T (-1)¢! ( j A)

x

i = Lo U@ 3,(-1) 6i() + o U(@) 4 T (-1 ([ ).
1 =Lo V@I 3141 ([ 4) 0 U(@) 4, T (1) i)

x

Beweis. Die Bedingungen (3,11), (3,12) sichern, dass (2,4) gilt. Die Differential-
gleichung (3,9) hat also ein Fundamentalsystem der Lésungen

(1) L= (-1, b= 3 (-1 4 ( J wA,)

x

2 = Alg:o(—l)‘ ¢ ( f wA,), 2 = —Alii (—1) €4(1).

x

Aus (3,6), (3,7), (3.8), (3,14) folgt unmittelbar die Behauptung des Satzes.

4. ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN DER LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG (1,1) FUR EINE SONDERWAHL
) DER FUNKTIONEN

Satz 4.1. Es seien g€ Co(J), p > 0, pe Cy(J), ¢, D, ®' > 0, ¢, ® € C,(J). Wenn
ein positiver Grenzwert '

lim —l—
x~w pPd
existiert und wenn
(4.1 J [(po?®’)| < 0,
42 ,f (pe’) ¢ + a9* + p9?0?| < @
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gilt, dann hat die Differentialgleichung (1,1) ein Fundamentalsystem der Losungen

«»e«*[l + fm(r,) j:‘Az(rz) dty dr, + a(x)],

oot [ [“nae— [T [ [ e ae sty + 9]
i = ey [ 1+ [ i) J:lAz(‘z) dty dty + o) = o

[ o] oty -]

— (pe% [ J' °° A, df - J' j A,(t) .[ j J' :A,(t,) A(t,)dty dr, dt, + ﬁ(x)]_

— 9e®4, [1 - f Azftz)j Ay(t) dty di + s(x)]

[

(43) »n

Y2

und es gilt

(44) |

IIA

'”Alo,) j e dty 01, 595 ) =

= 1(r J‘ |42(1,)] dt, dt, yz(a) z(a)

B = [ Al(t)dti; @ < j A1) dt ?22( %) oxp rafn)}

x

|6(x)] < Px|A2(t)| dtéyi(a) = rlAz(‘)| dt 75(a) T%;(a)

o i 2
ol 5 3,5 s 2 e 1 -
Der Beweis folgt aus dem Satz 3.1 durch die Wahl P = 1, Q = —1 und aus (2,6).

Folgerung 4.2. Es seien g € Co(J), pe Cy(J), p > 0, ¢ € C5(J), ¢ > 0. Es gelte

Dann hat die Differentialgleichung (1,1) ein Fundamentalsystem der Lisungen

(46)  y, = @e® [1 + %J (e72%M — e=2%) 4 (1) dt + a(x)] ;

<.
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P = é(pe-o [1 + %J‘m(ezo(x) _ 200) ¢=490 4 () 4y + ﬁ(x)] ,
f ‘, K 1 2 200 _ ‘&)_— (p(x)tb’(x) —20(x)> ,
= e e )
Ay(1) dt + 8(x)],

1 (P¢l o
vy == (9" — qadt')e“"[l + — J‘ Ay(t)e 2O dt +
2 ' — 0P ), '

9+ 9P I 00(620(::) — e22M) =400 4 (1) dt + e(x)]
2((/” - (P¢') x

und es gilt

67l < e ([T1al)’
a9l < g ([ 1al)’
'“x)'“‘“’(f ora) i oo - il
I

Beweis. Wir setzen im vorigen Satz P =1, Q = —1, & = 1/pgp?, U = ¢°
¥V = ¢~%. Dann ist

ryr 1
, A =[(p<p) o+ q9° + —z]e“’,
j20

= e
Al = ;
t2 i © ©
yl(x) [ 2(t2)|J Al(tl) dtl dtz é J‘ |A2(‘2)|J‘ ¢’(11) e_zo(“) dtl dtz =
.
2

o
_Zﬂl(x)j~ |A2|

1) = [ o) j e ot = 4 [“Jas] 2o o <

_zo(x)f |A2| .
x

Nach dem Satz 3.2 gilt

y1 = 0e®[1 — 4,(1) +i§2(—1)' %i(1],

<

Nl»—t
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Y2

o[- 4) - o]

7 = (e [ = 6(0) + T (- 1) 6i(0] +

+ 9e®4, UjAz(t) dt - %, (fAz) +ii(—1)i(gi (fh)],
e[t ([ 4)fgre [ 4]

— @e®A,[1 — ,(1) +__22(—1)"%;(1)].
Nun haben wir

S [1 _ f (1)) e~ 20 j Ay(t) dt, dt, + oz(x)],

x 1

o) = 3 (=1 €1(1)

ist. Nach leichter Berechnung bekommen wir

0 t2
pe® [1 = J Az(tz)f o'(t) e 2% dr, dt, + a(x):l =

Il

Y1

pe® {1 + %f [e720® — e7 22 4,(¢) dt + oc(x)},
und es gilt

© i x 2 x . 2 x 1 B o 2
o) 5 5, B 5 1) oo T g Lo ([,

X

Ferner ist

¥y = e [; ¢-2000 4 % J' e=20 gy(1,) J Asts) (—e™ ) d1, dt, +
x ty

+i§2(— 1) 6 ( J' jAl)] = pe® B o200 _

0 t2 @ 3 ©
_ éj Az(‘z) e—ZO(tz)J‘ e—20(t|) Ql(tl) dtl dtz + Z(_l)i @; (J. Al)] =
i=2

x x x

o ; e [1 + ; I (€200 — €22(0) ¢=49) 4.(1) df + ﬁ(x)],
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wo

. B = 2e2°<=’§2(—1)f ¢ ( f wA,),

x
so dass

2!

o i 2 ® 2
Iﬁ(x)l < 2e2°§2 Yxi('x) . % e 29 < Yl(x) en® o ;1; e 40 (J‘ |A2|> .

Fiir die Ableitung y} erhalten wir

— (¢ + @) c® {1 . J' [e=200) — ¢~2009] A,(1) dt + a(x)} +

+ pd'e™® {L (1) dt — - (tz)J. e 2% 4,(1,) dt, dt, +

g
(o s omefi [ oo

9'(x) — o(x) ¢'(x) -zo(x)] A () dt + é(x)} s

o) + o(x) #(x)

WO
5(x) = a(x) + —2%_ 203 (1)l ( I AZ) -
o + @' i=2 -
1 o 0o (” ® —200)
S S AN At e 2% 4 (3,) dt, dt, ,
e f A )j (ts) dty d
so dass ’

[6(x)] < |)] +

o ane) oo 7 vl

Schliesslich haben wir

w -
y2 = (¢’ + ¢@')e® {% e 2% 4 ij. Ay(t) €720 [e7220) — 720 ¢ 4+

+i§2(—1)‘ € ( fA,)} - oP'e”® [1 - %JjA,(z) e 290 d¢ +§2(—1)‘ %’;(1)] =
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