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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha

SVAZEK 97 * PRAHA 10.5.1972 * C[SLO 2

O PROJEKTIVNICH DEFORMACICH KONGRUENCI ROVIN
V n-ROZMERNEM PROJEKTIVNIM PROSTORU

JAROSLAV BAYER, Brno

(Dogslo dne 27. kvétna 1970)

V této praci je zkoumana existence projektivni deformace 2. fadu kongruenci rovin
projektivniho prostoru P, (pro n > 5) v souvislosti s deformacemi 1. fadu jinych
objektd a v jednotlivych p¥ipadech je prokazana existence dvojic (C, E).

Podnétem k této praci byl seminaf prof. K. SvoBoDY o soustavach Pfaffovych
rovnic.

1. Je zde provedena &asteCna specializace priivodniho reperu kongruence rovin
v P, tim, Ze vrcholy A, A,, A; reperu jsou umistény v ohniscich bézné roviny kon-
gruence. Pfi pohybu roviny bude kazdé ze tfi ohnisek opisovat fokélni plochu dané
kongruence rovin. Ve specializaci je pokradovano daliim zjednodusenim aZ do tvaru
vhodného pro na$e pouZiti.

2. Jsou zde uvedeny nutné a postacujici podminky existence projektivnich defor-
maci 1. a 2. fadu kongruenci rovin v projektivnich prostorech P, a P,.

3. Pomoci te¢né kolineace je realizovana korespondence mezi fokalnimi plochami,
ktera je deformaci 1. fadu. Je ukazano, Ze jeji existence je nutnou a posta&ujici pod-
minkou k existenci projektivni deformace 2. fadu kongruence rovin v P, pron = 8
a dokazéna existenéni véta pro dvojici (C, L).

4. Zavedena korespondence C* :[E’E®] » [E7E®] soulasné s korespondence-
miC, (i = 1,2,3) jsou deformacemi 1. Fadu a jejich existence je nutnou a postadujici
podminkou k existenci projektivni deformace 2. fddu kongruenci rovin v P,. Je zde
dokazana existence dvojice (C, L).

5. Konetng existence korespondence C* :E” - E7 a korespondenci C; (i =
=1, 2, 3), které jsou deformacemi 1. f4du, jsou nutnou a postatujici podminkou
k tomu, aby existovala projektivni deformace 2. ¥adu kongruenci rovin v Pg a existen-
¢ dvojice (C, L) je zde dokéazéana. '
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1. SPECIALIZACE . REPERU KONGRUENCE

V projektiviim n-rozmé&rném prostoru P, (n > 5) provedeme &aste€nou speciali
zaci priivodniho reperu. O funkcich vyskytujicich se v dalsim budeme vzdy predpokla
dat, Ze jsou spojité diferencovatelné aZ do potfebného fadu, resp. Ze jsou analytické
Reperem projektivniho prostoru P, (n > 5) budeme rozumét kteroukoliv uspofada
nou (n + 1)-tici linearn& nezévislych aritmetickych bodi A,, 4, ..., 4,4+, pro n&

(1,1) [4,4;... 4,4 =1.

V dal$im budou séitaci indexy nabyvat vZdy hodnot:
m=12,...,n+1, i =1,2,3,
u =1,2,...,n+1, j =123,
v =1,2,..,n+1, I =4,5,6,
M=45...,n+1, k=7,829,...,n+1,
N=45...n+1, - 1 =7,89,...n+ 1.

Obecny pohyblivy reper zavisi na (n + 1)> — 1 parametrech a relativni komponen-
ty ey jsou pak uréeny na zékladé

(1,2) d4, = Ywjd,,
kde
(1,3) Do) = Yw, A o) .

Diferencovanim (1,1) dostaneme
(1,4) Yawy=0.

Nyni zvolime vrcholy 4, A4,, A; reperu vZdy v rovin€ kongruence L. Diferencové-
nim dostaneme )
(1,5 d[4,4,45] = 0i[4,4,45] + §w¥[AMA2A3] +

+ w3[A4,4,45] + %ngf[AlAMAg + w3[A414,45] + Yo [4,4,4,] -
vM .

V dal§im se omezime né studium kongruenci charakteru 5. Budeme pfedpokladat,

Ze v kazdé b&Zné rovin& kongruence existuji t¥i ohniska neleZici na jedné ptimce.

Symbolem & ozna&ime variaci (diferencovani pouze podle vedlejiich parametri)
a poloZime

() = € .
Variacf (1,5) obdrZime

0[A1424;5] = (ei + €} + €3) . [4,4,4,],

114



takZe formy

(1,6) o}

jsou hlavni.

Protoze hlavni formy zaviseji pouze na dvou hlavnich parametrech, jsou mezi nimi
pouze dvé nezavislé, dejme tomu

(1*7) w‘;Ewl; Wy = Wy
a necht
0 = w; = a3(w, + rw,), kde a3 +0, r+0, r+ .

Zbyvajici hlavni formy (1,6) vyjadiime jako linearni kombinace forem (1,7).

V3echny koeficienty hlavnich forem (1,6) zaviseji obecn& na hlavnich a vedlejsich
parametrech.

Bod F = ) x'4; se nazyva ohniskem pfislusnym k fokalnimu sméru p,w, +

+ p,w, = 0, jestlize pfi pohybu roviny v tomto fokalnim sméru je [4,4,4; dF] = 0.
Nyni provedeme specializaci reperu tak, aby vrchol A; byl ohniskem pfisluSnym
ke sméru w; = 0, coz vyjadiime rovnici

(1,8) [4,4,45dA;],,=0 = 0.
Z (1,24 ,,3) uzitim (1,8) plyne
(1,9) o, A0 =0, pro i=1,2 je M+i+3.
Z piedchazejicich vztahi (1,9), aplikaci Cartanova lemmatu plyne dale:
(1,10) o =a¥w,, rovn&ipro i=1,2 je M+i+3.
Pfi dalii specializaci reperu se podle predchéazejiciho omezujeme na pfipad, Ze

kazdé ze t¥i ohnisek pfi pohybu roviny opisuje regularni plochu (nazveme ji plochou
fokalni).

Po dosazeni (1,10) do (1,2) je z prvnich t¥i rovnic vid&t, Ze te¢né roviny fokalnich
ploch (4,), v pfisluinych bodech A,, leZi v prostorech

(1,11) [4,4,4, §a§"AM], kde af=a}=1.
Zvolime reper tak, aby uvedené te¢né prostory (1,11) byly
[4;4,43ai*34;,5], kde af=a3=1, tji. aff =0 pro M+i+3.
Odtud podle (1,10) plyne

(1,12) wf =0 pro M+i+3.
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Viimnéme si nyni podrobné&ji hlavni formy
- w3 = 0§ = aj(w, + ro,).
Vnéjsim diferencovanim dostaneme
w; A {da§ + aj(0] + 0f — 0] — ©)} +
+ @, A {d(a3r) + ajr(e; + wf — 0} — w3)} =0.

V dal§im se omezime na p¥ipad a$ + 0 a bez ujmy na obecnosti zvolime a§ = 1.
V tomto pfipadé je r relativnim invariantem a

(1,13) - 0 =0, + ro, = o, .
Ze tii hlavnich forem w,, w,, ®, j'sou kazdé dvé navzajem nezavislé, nebot plati
0, AWy ¥$0; 0y Aw3+F0; 0w, Awy£0.
Vypodtéme jejich vnéjsi diferencialy
Do, = ; A (0f — 0}); Do, = 0, A (03 — @3);
D(w; + rw,) = (0; + rw,) A (0f — @3).

Vng&jim diferencovanim rovnic (1,12) a uZitim Cartanova lemmatu uréime dalsi
hlavni formy a zapiSeme je jako linearni kombinace piislu$nych dvou nezavislych
hlavnich forem (1,13) ve tvaru

(1,14) w? = dlo, + do,, ws = By 0 + ro,)
3_ 3 3 5 _ 2 2
wl — alwl + al(wl + rwz) 'y w4 — ﬂlwl - ale )
k k—3 6 3 3
wg = py "0y, wy = plo, — aj(w, + rw,),
‘D; =2 “5601 + a;wz > w: = —a;wl + ﬂ;wz ,
03 = a0, + aj(w, + ro,), w; = P, — a)(o, + ro,),
ws = 5w, , ws = —a3o, + :B;(wl + ro,),
1 _ 1 1 5 _ 2 2
w3 — a3a)1 + a3(wl + rwz) > w6 — _a3w2 + ,33(601 + er) .

w3 = ang + ag(wl + rwz) .
Vnéjiim derivovanim hlavnich forem (1,14) obdrZime
(1,15) w; A {da} + a}(0} — w}) + Wi} +
+ 0, A {de? + ¢}(20] — 0] — 03)} + 0} A 0} =0,
; A {da} + a}(0} — w}) + w3} +

+ (@; + ro;) A {do] + 2}(203 — 0] — 0f)} + wf A @3 =0,
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o; A {doaj + 320] — 0} — w})} +
+ o, A {daj + aj(0] — @3) + w3} + @3 A 03 =0,
w; A {da3 + aj(0) — w3) + wl} +
+ (0, + ro,) A {da} + 3203 — 0 — 0} + w3 A 0] =0,
w; A {doj + 3(20] — 03 — 0})} +
+ (0 + rw,) A {da} + aj(0] — wg) + wg} + w3 A @) =0,
wy A {do} + 3205 — 03 — @)} +
+ (0, + rw,) A {da} + aj(0) — ©f) + Wi} + 0} A 0} =0,
oy A {dB} + Bilwr + 0F — 207) + Y1 wi} -
— w; A {da} + a}(w} — wi) + Wi} + W A @z =0,
o1 A {dB} + Bilw; + o5 — 203) + XA 0} —
— (0, + ro,) A {daj + aj(w} — 0}) + 0} + w3 A 05 =0,
—w; A {daj + aj(0; — ©3) + w5} +
+; A {df; + Ba(@F + wf — 205) + Zk:ﬂ'é'3w?} +w§ A wg =0,
on 148 + B0} + 0 — 20) + T8t} -
— (0; + rw,) A {daj + aj(w3 — @3) + W3} + 0F A 0§ =0,
— o, A {da} + aj(w] — ®f) + ws} +
+ (w; + rw,) A {dB5 + Bi(03 + 0§ — 2w8) + zk:ﬁ';'aw,‘,‘} + w; A0t =0,
—w, A {da} + ai(w; — ) + i} +

+ (0 + roy) A {dB3 + Bi(w3 + @i — 207) + YA 0} + ws A i =0,
k

n—5
o1 A BT + BT w1 — 208 + i) + 3B 06ri} + 6, =0,

s
o, A {dB57° + ﬂ;"(wg - 203 + w:) +,Zlﬁ;+lwg“} +6,=0,

n—5
(@0, + rw,) A {dB53 + B (03 — 208 + f) + Y By w6} + ©;=0,
i=1
kde ©; oznatuje vn&jsi soutin piislu$nych hlavnich forem. Z (1,15) je vidét, Ze of
(i % J) jsou relativni invarianty, tak¥e je moZno specializovat reper volboua) = 0

Proi % j.
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Pfi této volb& reperu je podle (1,14)
(1,16) - ! = do, pro i#*j,
oy = %0, pro M+i+3.

Dalsi ivahy budou se vztahovat na pravé sestrojeny reper.

2. PROJEKTIVNI DEFORMACE

BudiZ dana kongruence Lrovin v P, (n > 5) s reperem specializovanym podle pfed-
choziho paragrafu a kongruence Lrovin v projektivnim prostoru P,, s obdobng& spe-
cializovanym reperem. Reper, Pfaffovy formy a vSechny relace patfici ke kongruen-
ci L budeme oznadovat vinovkou. Necht mezi kongruencemi existuje rozvinutelni
korespondence C : L — L, uréen4 analyticky rovnicemi

(21) @, = ) + 1
pro 1t=1=0 je &, =0, a & =0w,.

Korespondence C mezi rovinami ¢.a 6 nazyva se projektivni deformaci fadu
k = 1,2, kdyZ ke kazdé dvojici .odpovidajicich si rovin o, & existuje kolineace
K : P, - P,, ktera realizuje analyticky styk fadu k mezi kongruencemi La KL rovin,
v rovingé ¢ = Ko = Co.

Tyto poZadavky jsou andlyticky vyjadfeny rovnicemi:

(2,2) K[A,A4,45] = [4,4,45] .
(2,3) K d[A1A2A3] = d[1114~21:1~3] + 91[1‘?11;2113] s
(24) K d*[A4,4,4,] = d*[4,4,45] + 29, d[4,4,4,] + 9,[4,4,4;]

pro k = 2, kde 9, , je jakasi Pfaffova forma. Pro jednoduchost budeme pfedpokladat
existenci regularni kolineace K, realizujici projektivni deformaci 2. fadu ve tvaru

(2,5) KA, =cjid;, KAy =Yc4A,.
u
ProtoZe kolineace K je regularni, plati
ciczcilen| 0,
pfi¢emz |cy| je determinant o prvcich c}y.
Vysetfujme nyni projektivni deformaci 1. fadu. Podle (2,2) z (2,5) vyplyva
(2,6) | cicacl =1,
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Pomoci zkonstruovaného reperu stanovime diferencial roviny [4,4,4,] ve tvaru

(2,7) d[4,4,4;5] = [4,4,45] (0] + @3 + 03) — [4,4345] 0, +
+ [A,4;4,] o, + [A4,4,46] (0 + ro,).

Dosazenim (2,7) do rovnice (2,3) s vyuZitim (2,5) a s pfihlédnutim k (2,6) dostaneme
2,8) [4,4,4;] . {(0] + 0} + 0}) + wycicics + (0 + ro,) cicies +

+ wicicyes} + %[/TI/TZ,‘TM] (0 + ro,) ciciey + ;[II/‘Q/TM] (—w,) cicied +

+ Y[ 4,43 Ap] 0123 = [A,4,4:] (@) + 02 + o) + 1} + 2 + 12 + 9,) +

Y ALA] (0 + rey) + [DAA] (—0y) + [y 4] o -

Ze srovnani koeficientt v rovnici (2,8) plyne

(2,9) ' =0 pro I+ M;
d=cii}; F=r;
8, = (c3c3cs + ciched) g + (cieics + cicdeir) w, — (11 + 15 + 13) .

Zavedenim jednodui$iho oznadeni ¢} = g; se piivodni rovnice (2,5) kolineace K

redukuji na tvar

(2’10) KA; = ‘Ii/‘Ti , KAijys3 = ZC::+31‘Ti + in~i+3 , K4, = ZC;‘"/‘Tm .

Pii vySetfovani projektivni deformace 2. fadu budeme pottebovat fadu pomocnych
vypoctl, které nyni pfehledn€ uvedeme. Z diferencidlnich rovnic zkonstruovaného
reperu dostaneme:

(2,11)  d?[4,4,45] = (.) [414,45] + {Bi(w; + ro,)* — ai(w,)?} [414244] +
+ {Bi(0; + rw,)* — odi(w,)?} [4,4,45] +
+ {20} + 203 + 03 + w¢) (0 + rw,) + do; + do, . r + w, dr} [4,4,46] +
+ )kj(w1 + 1rw,)? BiT[A,4,4,] + {a3(w,)? — Bi(w,)?} [41434,] +
+ {2} + @] + 203 + ©3) (—,) — do,} [4,4;45] +
+ {03(w; + rw,)* — B3(wy)*} [4,4346] +
- ;13’{3((02)2 [41434,] + 205(0; + rw,) [4,4546] +
+ {oy(0] + 203 + 203 + 0}) + do,} [4,454,] +
+ {Bi(wy)* — ai(w,)?} [424345] +
+ {Bi(wy)* — a(w; + rw,)*} [A,4:46] +
vz zk:ﬂti—s(wl)z} [42434:] +
— 20,(w; + rw,) [A,4446] + 20,0,[A34445] .
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Porovnanim vné&jiich diferencidli hlavnich forem a uZitim Cartanova lemmatu
vyjadfime nové hlavni formy

(2,12) ’ T = iy = fio; .

Nyni mame jiZ vie potfebné k vySetfeni projektivni deformace 2. fadu. Z relace
(2,4) stanovime

(2,13) K dz[AlAzAa] = {‘11‘13_1[13:13(0’1 "wz) - a:lx(wl)z] - 2113—1‘%0’1(0’1 + ro,) +
+ qu B3 (o) + rw,)} [4,4,4,] +
=+ {‘12‘1;1[“33(0)1 rw:)z = a3(w2)2]] = 2‘1;1660’2(0’1 + rw,) +
+ ;qglcfﬁ';':’(w, + rw,)} [4,4,45] +
+ {d(w; + ro,) + (0, + rw,) 2w; + 205 + 03 + @) + 2q; 'cwy(w, + rw,) +
+ 297 'cioy(0, + ro,) + Zq"lc,f 430y + rw,)?} [4:4,46] +
+ Z;q;, apy oy + rw,)? [414,4;] +
+ {‘11‘1;1[“;(‘91)2 - ﬁ;(wz)z] + zq;‘céﬂhwz +
+ Zq{’c}‘( B573) (w,)*} [4,454,] +
— {dw, + 0,20] + 0} + 20} + ®3) + (0, + rw,) 2¢5 ‘o, + 297 'ciw,0; +
+ ;q;lcsﬂ’i_s(wz)z} [111315] +
+ ‘13‘12-‘[“3(0)1 + rw,)? — ﬂg(wz)z] + 2‘12_15'30’2(0’1 + rw,) —
- Zq"cf 5 (w,)?} [414546]) +
i+ Zszh 'el(=B37%) (wo)? [4:454,] +
J
+ 2w,(w, + rw,) [4,4546] +
+ {do; + o,(0] + 20} + 203 + ©}) + 295 'cio(0; + ro,) +
+ 2g; 'ciw,0, + qu Lex By (w4)?} [424344] +
+ {q;lqz[[ﬁf(wl)z - “1(‘02)2]] - 2‘11 54(01‘02 + Z‘h Cfﬂl—s(wx)z} ["721315] +
+ {91 'a3[Bi(wy)* — ai(wy + r@,)] — 2q7 'cioy(w;, + ro,) +
+ Zk:‘h ‘e By 3(‘01)2} [‘12‘43‘16] 0y ij":‘h Lelpy 3((01)2 [121311] +
— 204(w, + rw,) [4,4446] + 2w1w2[1'31415] ; mod [4,4,4;].
(2,14) d2[111213] + 2\9 d[iljzla'g] + (.) [1111;2113] =
= {fi(0; + rw,)* — &(w,)?} [4:4,4.] +
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+ {Bi(0; + rw,)* — @(w,)?} [4,4,45] +
+ {d(o, + rw,) + (01 + rw,) o] + 203 + 03 + 0g — 1] + 1¢) +
+2g7 'cqoy(w; + rw,) + 2q; 'ciwy(w, + ro,) + 2g5 'ci(w; + rw,)?} [A1 4,46 +
+ Zﬂ{;_a(wl + rw,)* [znjzf;j] + {&3(w,)* - ﬂ;(wz)z} [“7113]4] -
- zdwz + 0,20] + ©F + 203 + @) — 13 + 13) + 2q; ‘0,0, +
+ 2q; 'ci(w,)? — 295 'cowy(wy + rw,)} [4,4545] +
+ {&3(w, + rw,)?* — B3(w,)*} [4:4346] —
— 2B (@) [A1454,] + 20y(01 + ro,) [414546] +
+ {do, -:— o(0] + 20} + 203 + 0f — 11 + 15) + 2q; ‘i) +
+ 2g; w0, + 295 'cioy(0, + ro,)} [4,434,] +
+ {Bi(0,)* — a}(w,)*} [4,4545] +
+ {Bi(w,)* — @}(w, + rw,)} [4,4346] +
+ YB1 7 (w1)? [424:4,] +
_ 2oy + rog) [DAAL] + 2000 A AA] s mod [AAoAs] .

Srovnanim koeficientd pravych stran rovnic (2,13) a (2,14) vzhledem k (2,12)
a vhodnym uspofadanim dostaneme pro neznamé

. 4i; Ciess o
rovnice:
(2’15) q:fi = 2C::+3 - ;Ci“ ’.“—3 ,
(2.16) 9l = q;uf (i +J)»
(2,17) aiBl = q;p} + ;di”ﬂ?" (i *J),
(2.18) }‘:q.-l?!" = ;;dﬂ?", ‘
(2,19) s =0 (i +J).

Rovnice (2,15—19) udavaji nutné podminky pro existenci pfojektivni deformace
2. tadu kongruenci rovin. Snadno nahlédneme, Ze podminky jsou i postadujici.
V dalsim provedeme zv143t vySetfenipron = 8,n = 7an = 6.

3. DEFORMACE KONGRUENC] ROVIN V P,, n = 8

VySetfujme ptipad projektivni deformace 2. ¥adu kongruenci rovin, vnofenych
do n-rozmérného projektivniho prostoru pro n = 8. Budeme pfedpokladat, Ze matice

(877
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ma hodnost tfi a pro urlitost se omezime na pfipad, Ze determinant utvofeny
z prvnich tfi sloupct je rizny od nuly. V kapitole 1 zkonstruovany reper pfifazeny
ke kongruenci I» 1ze bez omezeni obecnosti zvoliti tak, Ze plati

(3,1) BitP =g =0 (i+)).
Pfitom se rovnice (2,15—2,19) zjednodusi na tvar

(3’2) a.fi = 2.3 — ciieBit?

(3.3) qd = q; _ (i *J);

(3.4) gl = aq;pl + i (i +));

(3.5) . qiBit = iy

(3:6) =0 (k+1).
Tedy plati:

Véta 3.1. Korespondence C : L — L je projektivni deformaci 2. Fadu prdvé tehdy,
mad-li soustava (3,3) Feseni q; + 0 (i = 1, 2, 3).

Zkoumejme nyni, zda existuje te€na kolineace K, ke korespondenci C;, kterd sou-
&asné realizuje deformaci 1. fadu mezi fokalnimi plochami (4,) a (4,).

Aby korespondence C; : (4;) — (4;) byla deformaci 1. ¥adu, musi platit

(3’7) KA; = ‘Iif‘ri
(3.9) K(d4;) = d(q;4)) + () 4;.

Kolineace K nechf je pro jednoduchost uréena rovnicemi (2,10). Z prvnich tfi
rovnic zkonstruovaného reperu na zakladg relace (3,8) vzhledem k (2,14) plyne

(39) YA (diwq; + 20,cl,3) = Y Ad#q,0; + Aiys09; pro j+i, modAd;.
] J
Porovnanim koeficient v rovnicich (3,9) dostaneme
(3,10) a8 = qal pro i#j;
(3,11) g =0 pro I'+m, I +m+3.
Uvedené rovnice (3,10,11) vyjadfuji nutné a je zfejmé, Ze i postadujici podminky

k existenci deformace 1. fadu mezi fokalnimi plochami. ObdrZeli jsme vysledek:

Véta 3.2. Korespondence C : L — Lje projektivni deformaci 2. Fadu prdvé tehdy,
kdy? korespondence C; : (4;) = (A)) (i = 1, 2, 3) jsou soucasné deformacemi 1. Fadu.
Zkoumejme nyni existenci koengruence L v P,. Kongruence L je uréena systémem
rovnic

o =0 pro i+3%+ M, }=adjo,+ro,).
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Vnéjsim diferencovanim tohoto systému dostaneme

5 1 4 1 4
VIADy+ 0, A =0, 03 Aw; +0;, Aos =0, w3 Ao + w3 Awg =0,
6 2 5
w‘i’/\w3+w1/\a)g=0,wg/\w3+w2/\w5=0,w3/\w2+w3/\w6=0,

k k
0, A0k =0, w, ANws =0, w3 A wg =0,

w; A {da§ + ai(w] + 0} — 0} — wi)} +
+ o, A {d(air) + a§r(w; + 0f — 03 — w3)} =0.
Uzitim Cartanova lemmatu vyjadfime nové hlavni formy pomoci N = 3n + 6
nezavislych koeficientil. ProtoZe podet nezavislych forem ¢ = 3n — 1, podet nezavis-

lych kvadratickych rovnic s, = 3n — 8 je s, = 7 a Cartanovo ¢islo Q = 3n + 6, je
systém v involuci a plati

Véta 3.3. Kongruence L existuje a zdvisi na sedmi funkcich dvou proménnych.
Vysetfeme dale, zda ke kongruenci Lexistuje dvojice (C, E) za predpoklada

(3,12) P =1=r;
Br=0 (m+i;m=+i+3);
#H=o (i+})).
Tato volba neni na tukor obecnosti a rovnice (3,3) jsou splnény pro
qg;=1.
K dané kongruenci L je dvojice (C, L) ur€ena systémem
(3.13) =0 (i+m), =0 (I+M):
Uzavér tohoto systému je
(1a) o A (13— <) = 0,
oy ATy + oy A —11)=0,
oy A =11+ 1)+, A (T3 —1)=0,
oy At} =)+ o, AT5=0,
o, A=) +w, A —15+12)=0,
oy At} — 13 4+ 1) + 0, AT =0,
Wy ATg+w, A3 —13 +12)=0.
(3,15) 0 AT =0 (k+i+6),
o; A (tive — 7iv3) =0,

Wy AT+ o, A(=13) =0,
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o A (15— 1) + o, A(-13) =0,
w; A(=15) +w, AT =0,
w; A(=13) + @, A (15 —13) =0,
oy A (=16 + 15) + 0y ATs =0,
W, ATy + o, A(T3—1)=0.

UZitim Cartanova lemmatu vyjadfime nové hlavni formy pomoci (22 + 3n)
koeficientt, z nichZ je pravé (4 + 3n) nezavislych, tj. N = 4 + 3n. ProtoZe pocet
nezavislych forem g = 2 + 3n, polet nezavislych kvadratickych rovnic (3, 14, 15)
jes; = 3n,jes, = 2a Cartanovo €islo Q = 4 + 3n, takZe systém je vinvoluci
a plati:

Véta 3.4. Je-li ddna kongruence L, pak dvojice (C, E) existuje a zdvisi na dvou
funkcich dvou proménnych.

4. DEFORMACE KONGRUENCI ROVIN V P,

-V pfipadé& projektivni deformace 2. fadu kongruenci rovin vnofenych do projek-
tivniho prostoru P, budeme pfedpokladat, Ze matice

(Bi)

mé vSechny determinanty 2. fadu rtizné od nuly. Zkonstruovany reper pfifazeny k L
Ize zvolit tak, Ze plati

(4.1) Bi =83 =0,

coZ neni na tikor obecnosti; f%, B3, B3, B3 jsou pak nenulové relativni inva-
rianty. Rovnice (2,15-— 19) nabudou tvaru

4.2) aifi = 2cie3 — ci13B*? pro i=1,2

aproi =3
9ifi = 2cies = Fa B

(4»3) ‘Ii&{ = ‘Ij“{ (i + j) s
(4,4) aifl = q;B! + clieBi™® pro. i=1,2 (i +)),
aproi=3

9l = 4,fi + LaBT (1)),
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(4.9) qfit? = cliSpit? pro i=1,2,

4 4, 85 .
‘131}3 = C;ﬂa 5 4333 = Caﬂg >

(4,6) ca=c3=0.
Z relaci (4,5) je k uréeni ¢} a c§ nutné a stadi, aby platilo
B i B B
(4.7) 4155 =93 3> 92755 = q3 —<-
B3 s B B3

Tedy plati:

Véta 4.1. Nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby existovala projektivni
deformace 2. Fddu mezi kongruencemi rovin L, L, je existence takovych q; £ 0
(i = 1, 2, 3), kterd spliiuji rovnice (4,3) a (4,7).

Hledejme nyni podminky pro to, aby korespondence C; a C* byly deformacemi
1. fadu, realizovanymi touZ te¢nou kolineaci, vzhledem k C.

Za timto ucelem zavedeme k reperu A,, 4,, ..., A,+,; reper dualni, tvofeny ve
vhodném pofadi (n + 1) analytickymi nadrovinami, neprochézejicimi jednim bodem.
Pro nadrovinu E™ = (—1)" [4,A4, ... A,_1A4,+, ... Ag] plati:

jestlize

d4,, = YwnA,,
potom
(4.8) dE™ = —~Y wjE".

Priinik nadrovin E’, E® ozna&ime [E’E®]. Korespondence C* necht je dana pted-
pisem

(4,9) Cc*:[E'E®] » [E"E?®].

Podminky pro deformace C; jsou ureny v rovnicich (3,10). Rovnice pfisluiné
kolineace jsou

(4’10) KA4; = qizi, KA, 3 = C§+3Zi + Qi/‘fn-s , KAy = ch,t"‘;fm .

Aby korespondence C* byla deformaci 1. fadu realizovanou kolineaci (4,10),
musi platit

(4,11) K[E'E®] = (.) [E"E®],
K d[E'E®] = (.)d[E"E®] + 9.[E"E®].
Uvedeme né&které dali vypodty, které budeme v daldim pouZivat:
(412) dE” = —wlE® — w]E" — Bi(w, + ra,) ES — Biw,E® — Btw,E*,
dE® = —wgE® — 03E” — Bi(w; + rw,) E® — B3w,E° — Biw,E*,
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(4.13) KE® = (q,9:95)* ¢7E®,
E" = (419295)* c3E7 + (4919295)" s E®,

= (9192)” 43¢7¢3E° + (9192)* 43c8SE7 — (9192) q3¢7c3E® +
+(4192) ascies B2

= (9195)* 42¢7¢3E° + (9195)* 92633 E7 — (9195)7 q2¢7c3E® —
— (4:195)° 42653 E°

= (‘12‘13)2 ‘1103"254 - (‘12‘13)2 ‘110‘;"357 s

' K[E"E®] = (4:4295)* cJc3[E"E*] .

(4,14) K d[E'E®] = —B3(w; + ro,) (9192)* (93)° (c7)? ca[ E°E®] —
= ﬂ?wl(‘h)s (9293)* (c7)? c3[E*E®] + B5(w; + rw,).
(9192)* (a3)° C;(Cg)z [E6E7] + ﬂng(%qsy (92)° ereh [EsE7] ,  mod [E?Eg] >
(4.15) (.) d[E7E®] + 9,[E"E®] = (4:4295)" c}e3{~Pifo + revs)} [EE*] +
— Bto[E*E®] + Bi(w; + rw,) [ESE™] + Brw,[E°E"], mod [E7E8] .

Na zakladg (4,11), porovnanim koeficientii u pravych stran rovnic (4,14) a (4,15)
dostavame

(4,16) aiBt = Bt 4By = B3 asBs = ciB3 ;s asB3 = cgp3 .
Mame vysledek:

Véta 4.2. Korespondence C : L — Lje projektivni deformaci 2. Fddu prdvé tehdy,
kdyz korespondence C; a C* jsou soucasné deformacemi 1. Fddu.

Zkoumejme, zda ke kongruenci L existuje dvojice (C, L) za predpokladii:
(4,17) M=o (i+)),
B=B=B=K=K==8=5,
pi=B=B=B=F=F=F=pH=0,
r=1l.

Tato volba neni na tikor obecnosti a rovnice (4 3) (4,7) jsou splnény pro q; = 1.

K dané kongruenci L je dvojice (C, L) urdena systémem (3, 13) pro n = 7. Uzavérem
tohoto systému jsou:kvadratické rovnice (3,14) a systém :

i =7

(4,18) P s Y ey Aty o A (<13) =0,

"oy A (15 = 1) + 0y AY(=13) =0,
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COI/\(T?,—‘L':)=0,
w; A8 =0,
w; A(=15)+ o, A5 =0,
o A (=1 + @, A1 —13) =0,
wz/\‘cg=0,
w, A (1§ —13)=0,
wy A(T5+ 18 — ) + 0y A5 +15) =0,
oA +1)+w, AT +13—12)=0,
oy A (1) — 18 + 1) + 0y A(1] — 18 +14) =0,
o A(Th =18+ 13) + o, A (g —18+13)=0.

Uzitim Cartanova lemmatu vyjadfime hlavni formy systému (3,14) a (4,18) pomo-
ci 37 koeficientdi, z nichZ pravé 21 je nezavislych, tj. N = 21. Pocet nezavislych
forem g = 21, pocet nezavislych kvadratickych rovnic je s; = 21a Q = 21, systém
je vinvoluci a dostivame vétu: -

Véta 4.3. Je-li ddna kongruence L, pak dvojice (C, L) existuje a zdvisi na 21
funkcich jedné proménné.

5. DEFORMACE KONGRUENCI ROVIN V P

Jako posledni piipad vy3etfime projektivni deformaci 2. fadu kongruenci rovin,
vnofenych do projektivniho prostoru P¢. Budeme uvazovat obecny pfipad, kdy

(5.1) Bi +0.

Rovnice (2,15—19) za pfedpokladu (5,1) pro n = 6 jsou

(5’2) q:fi = 26::.,.3 - C;+3ﬁ? s
(5’3) Qi&{ = qja{ (i + J) s
(5:4) aifl = q;8} + 4B (i 1)),
(5’5) "L‘B? = C;B: .
Z (5,5) vychazi: R
B 4 4 pa
(5’6) C;=‘h—i=‘12—i=‘13ﬂ—i-
1 B B
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Tedy plati:

Véta 5.1. Iforespondence C:L— L, realizovand kolineaci K, je projektivni
deformaci 2. Fddu prdvé tehdy, kdy? existuji q; + 0 (i = 1, 2, 3), kterd jsou FeSenim

(5.3) a (5.6).
Nyni zjistime podminky pro to, aby korespondence C; a C* byly deformacemi
1. fadu, realizovanymi touz te¢nou kolineaci vzhledem k C.

Jednotlivé korespondence jsou nyni:
C:L-L; C;:(4)»(d); C*:E"»E".
Podminky pro deformaci C; jsou uréeny v rovnicich (3,10). Rovnice pfislusné
kolineace jsou (4,10).

Aby korespondence C* byla deformaci 1. fadu, realizovanou rovnéZ? kolineaci
(4,10), must platit

(5,7) KE' = () E", KdE" = (.)dE" + 9,E7.
Uvedeme nékteré pomocné vypocty:
(5.8) KE" = (q,9:95)* E7,
¢ = (419 quZF (4192)" 455E
= (4:95)? q42¢7E (‘11‘13)2 42¢67E
= (4295)" 9:1¢7E* — (4245)° qlc7E‘7 .

(59) KdE" = —B3(0y + r®,) (4:9:)* 43¢7E® — B30,(q193)* g2¢7E° —
— B101(4295)* 9:c7E*, mod E7;

(5,10 () dE7 + 9 E" = (q19245)* {—07E" — B3(w, + rw,) E® —
,32(02 Blle4} + SEE7 ¢

Na zékladg (5,7), porovnanim koeficientd u pravych stran rovnic (5,9) a (5,10)
dostavame

(5,11) | aBt = it
Tedy plati:

Véta 5.2. Korespondence C : L — Lje projektivni deformaci 2. ¥ddu prdvé tehdy,
kdy#¥ korespondence C; a C™ jsou soucasné deformacemi 1. rddu.

Zjistime, zda ke kongruenci Lexistuje dvojice (C, L) za pfedpokladii
(5,12)  #H=dd (%0
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