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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha

SVAZEK 97 * PRAHA 10.5.1972 * C[SLO 2

O PROJEKTIVNICH DEFORMACICH KONGRUENCI ROVIN
V n-ROZMERNEM PROJEKTIVNIM PROSTORU

JAROSLAV BAYER, Brno

(Dogslo dne 27. kvétna 1970)

V této praci je zkoumana existence projektivni deformace 2. fadu kongruenci rovin
projektivniho prostoru P, (pro n > 5) v souvislosti s deformacemi 1. fadu jinych
objektd a v jednotlivych p¥ipadech je prokazana existence dvojic (C, E).

Podnétem k této praci byl seminaf prof. K. SvoBoDY o soustavach Pfaffovych
rovnic.

1. Je zde provedena &asteCna specializace priivodniho reperu kongruence rovin
v P, tim, Ze vrcholy A, A,, A; reperu jsou umistény v ohniscich bézné roviny kon-
gruence. Pfi pohybu roviny bude kazdé ze tfi ohnisek opisovat fokélni plochu dané
kongruence rovin. Ve specializaci je pokradovano daliim zjednodusenim aZ do tvaru
vhodného pro na$e pouZiti.

2. Jsou zde uvedeny nutné a postacujici podminky existence projektivnich defor-
maci 1. a 2. fadu kongruenci rovin v projektivnich prostorech P, a P,.

3. Pomoci te¢né kolineace je realizovana korespondence mezi fokalnimi plochami,
ktera je deformaci 1. fadu. Je ukazano, Ze jeji existence je nutnou a posta&ujici pod-
minkou k existenci projektivni deformace 2. fadu kongruence rovin v P, pron = 8
a dokazéna existenéni véta pro dvojici (C, L).

4. Zavedena korespondence C* :[E’E®] » [E7E®] soulasné s korespondence-
miC, (i = 1,2,3) jsou deformacemi 1. Fadu a jejich existence je nutnou a postadujici
podminkou k existenci projektivni deformace 2. fddu kongruenci rovin v P,. Je zde
dokazana existence dvojice (C, L).

5. Konetng existence korespondence C* :E” - E7 a korespondenci C; (i =
=1, 2, 3), které jsou deformacemi 1. f4du, jsou nutnou a postatujici podminkou
k tomu, aby existovala projektivni deformace 2. ¥adu kongruenci rovin v Pg a existen-
¢ dvojice (C, L) je zde dokéazéana. '
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1. SPECIALIZACE . REPERU KONGRUENCE

V projektiviim n-rozmé&rném prostoru P, (n > 5) provedeme &aste€nou speciali
zaci priivodniho reperu. O funkcich vyskytujicich se v dalsim budeme vzdy predpokla
dat, Ze jsou spojité diferencovatelné aZ do potfebného fadu, resp. Ze jsou analytické
Reperem projektivniho prostoru P, (n > 5) budeme rozumét kteroukoliv uspofada
nou (n + 1)-tici linearn& nezévislych aritmetickych bodi A,, 4, ..., 4,4+, pro n&

(1,1) [4,4;... 4,4 =1.

V dal$im budou séitaci indexy nabyvat vZdy hodnot:
m=12,...,n+1, i =1,2,3,
u =1,2,...,n+1, j =123,
v =1,2,..,n+1, I =4,5,6,
M=45...,n+1, k=7,829,...,n+1,
N=45...n+1, - 1 =7,89,...n+ 1.

Obecny pohyblivy reper zavisi na (n + 1)> — 1 parametrech a relativni komponen-
ty ey jsou pak uréeny na zékladé

(1,2) d4, = Ywjd,,
kde
(1,3) Do) = Yw, A o) .

Diferencovanim (1,1) dostaneme
(1,4) Yawy=0.

Nyni zvolime vrcholy 4, A4,, A; reperu vZdy v rovin€ kongruence L. Diferencové-
nim dostaneme )
(1,5 d[4,4,45] = 0i[4,4,45] + §w¥[AMA2A3] +

+ w3[A4,4,45] + %ngf[AlAMAg + w3[A414,45] + Yo [4,4,4,] -
vM .

V dal§im se omezime né studium kongruenci charakteru 5. Budeme pfedpokladat,

Ze v kazdé b&Zné rovin& kongruence existuji t¥i ohniska neleZici na jedné ptimce.

Symbolem & ozna&ime variaci (diferencovani pouze podle vedlejiich parametri)
a poloZime

() = € .
Variacf (1,5) obdrZime

0[A1424;5] = (ei + €} + €3) . [4,4,4,],
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takZe formy

(1,6) o}

jsou hlavni.

Protoze hlavni formy zaviseji pouze na dvou hlavnich parametrech, jsou mezi nimi
pouze dvé nezavislé, dejme tomu

(1*7) w‘;Ewl; Wy = Wy
a necht
0 = w; = a3(w, + rw,), kde a3 +0, r+0, r+ .

Zbyvajici hlavni formy (1,6) vyjadiime jako linearni kombinace forem (1,7).

V3echny koeficienty hlavnich forem (1,6) zaviseji obecn& na hlavnich a vedlejsich
parametrech.

Bod F = ) x'4; se nazyva ohniskem pfislusnym k fokalnimu sméru p,w, +

+ p,w, = 0, jestlize pfi pohybu roviny v tomto fokalnim sméru je [4,4,4; dF] = 0.
Nyni provedeme specializaci reperu tak, aby vrchol A; byl ohniskem pfisluSnym
ke sméru w; = 0, coz vyjadiime rovnici

(1,8) [4,4,45dA;],,=0 = 0.
Z (1,24 ,,3) uzitim (1,8) plyne
(1,9) o, A0 =0, pro i=1,2 je M+i+3.
Z piedchazejicich vztahi (1,9), aplikaci Cartanova lemmatu plyne dale:
(1,10) o =a¥w,, rovn&ipro i=1,2 je M+i+3.
Pfi dalii specializaci reperu se podle predchéazejiciho omezujeme na pfipad, Ze

kazdé ze t¥i ohnisek pfi pohybu roviny opisuje regularni plochu (nazveme ji plochou
fokalni).

Po dosazeni (1,10) do (1,2) je z prvnich t¥i rovnic vid&t, Ze te¢né roviny fokalnich
ploch (4,), v pfisluinych bodech A,, leZi v prostorech

(1,11) [4,4,4, §a§"AM], kde af=a}=1.
Zvolime reper tak, aby uvedené te¢né prostory (1,11) byly
[4;4,43ai*34;,5], kde af=a3=1, tji. aff =0 pro M+i+3.
Odtud podle (1,10) plyne

(1,12) wf =0 pro M+i+3.
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Viimnéme si nyni podrobné&ji hlavni formy
- w3 = 0§ = aj(w, + ro,).
Vnéjsim diferencovanim dostaneme
w; A {da§ + aj(0] + 0f — 0] — ©)} +
+ @, A {d(a3r) + ajr(e; + wf — 0} — w3)} =0.

V dal§im se omezime na p¥ipad a$ + 0 a bez ujmy na obecnosti zvolime a§ = 1.
V tomto pfipadé je r relativnim invariantem a

(1,13) - 0 =0, + ro, = o, .
Ze tii hlavnich forem w,, w,, ®, j'sou kazdé dvé navzajem nezavislé, nebot plati
0, AWy ¥$0; 0y Aw3+F0; 0w, Awy£0.
Vypodtéme jejich vnéjsi diferencialy
Do, = ; A (0f — 0}); Do, = 0, A (03 — @3);
D(w; + rw,) = (0; + rw,) A (0f — @3).

Vng&jim diferencovanim rovnic (1,12) a uZitim Cartanova lemmatu uréime dalsi
hlavni formy a zapiSeme je jako linearni kombinace piislu$nych dvou nezavislych
hlavnich forem (1,13) ve tvaru

(1,14) w? = dlo, + do,, ws = By 0 + ro,)
3_ 3 3 5 _ 2 2
wl — alwl + al(wl + rwz) 'y w4 — ﬂlwl - ale )
k k—3 6 3 3
wg = py "0y, wy = plo, — aj(w, + rw,),
‘D; =2 “5601 + a;wz > w: = —a;wl + ﬂ;wz ,
03 = a0, + aj(w, + ro,), w; = P, — a)(o, + ro,),
ws = 5w, , ws = —a3o, + :B;(wl + ro,),
1 _ 1 1 5 _ 2 2
w3 — a3a)1 + a3(wl + rwz) > w6 — _a3w2 + ,33(601 + er) .

w3 = ang + ag(wl + rwz) .
Vnéjiim derivovanim hlavnich forem (1,14) obdrZime
(1,15) w; A {da} + a}(0} — w}) + Wi} +
+ 0, A {de? + ¢}(20] — 0] — 03)} + 0} A 0} =0,
; A {da} + a}(0} — w}) + w3} +

+ (@; + ro;) A {do] + 2}(203 — 0] — 0f)} + wf A @3 =0,
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o; A {doaj + 320] — 0} — w})} +
+ o, A {daj + aj(0] — @3) + w3} + @3 A 03 =0,
w; A {da3 + aj(0) — w3) + wl} +
+ (0, + ro,) A {da} + 3203 — 0 — 0} + w3 A 0] =0,
w; A {doj + 3(20] — 03 — 0})} +
+ (0 + rw,) A {da} + aj(0] — wg) + wg} + w3 A @) =0,
wy A {do} + 3205 — 03 — @)} +
+ (0, + rw,) A {da} + aj(0) — ©f) + Wi} + 0} A 0} =0,
oy A {dB} + Bilwr + 0F — 207) + Y1 wi} -
— w; A {da} + a}(w} — wi) + Wi} + W A @z =0,
o1 A {dB} + Bilw; + o5 — 203) + XA 0} —
— (0, + ro,) A {daj + aj(w} — 0}) + 0} + w3 A 05 =0,
—w; A {daj + aj(0; — ©3) + w5} +
+; A {df; + Ba(@F + wf — 205) + Zk:ﬂ'é'3w?} +w§ A wg =0,
on 148 + B0} + 0 — 20) + T8t} -
— (0; + rw,) A {daj + aj(w3 — @3) + W3} + 0F A 0§ =0,
— o, A {da} + aj(w] — ®f) + ws} +
+ (w; + rw,) A {dB5 + Bi(03 + 0§ — 2w8) + zk:ﬁ';'aw,‘,‘} + w; A0t =0,
—w, A {da} + ai(w; — ) + i} +

+ (0 + roy) A {dB3 + Bi(w3 + @i — 207) + YA 0} + ws A i =0,
k

n—5
o1 A BT + BT w1 — 208 + i) + 3B 06ri} + 6, =0,

s
o, A {dB57° + ﬂ;"(wg - 203 + w:) +,Zlﬁ;+lwg“} +6,=0,

n—5
(@0, + rw,) A {dB53 + B (03 — 208 + f) + Y By w6} + ©;=0,
i=1
kde ©; oznatuje vn&jsi soutin piislu$nych hlavnich forem. Z (1,15) je vidét, Ze of
(i % J) jsou relativni invarianty, tak¥e je moZno specializovat reper volboua) = 0

Proi % j.
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Pfi této volb& reperu je podle (1,14)
(1,16) - ! = do, pro i#*j,
oy = %0, pro M+i+3.

Dalsi ivahy budou se vztahovat na pravé sestrojeny reper.

2. PROJEKTIVNI DEFORMACE

BudiZ dana kongruence Lrovin v P, (n > 5) s reperem specializovanym podle pfed-
choziho paragrafu a kongruence Lrovin v projektivnim prostoru P,, s obdobng& spe-
cializovanym reperem. Reper, Pfaffovy formy a vSechny relace patfici ke kongruen-
ci L budeme oznadovat vinovkou. Necht mezi kongruencemi existuje rozvinutelni
korespondence C : L — L, uréen4 analyticky rovnicemi

(21) @, = ) + 1
pro 1t=1=0 je &, =0, a & =0w,.

Korespondence C mezi rovinami ¢.a 6 nazyva se projektivni deformaci fadu
k = 1,2, kdyZ ke kazdé dvojici .odpovidajicich si rovin o, & existuje kolineace
K : P, - P,, ktera realizuje analyticky styk fadu k mezi kongruencemi La KL rovin,
v rovingé ¢ = Ko = Co.

Tyto poZadavky jsou andlyticky vyjadfeny rovnicemi:

(2,2) K[A,A4,45] = [4,4,45] .
(2,3) K d[A1A2A3] = d[1114~21:1~3] + 91[1‘?11;2113] s
(24) K d*[A4,4,4,] = d*[4,4,45] + 29, d[4,4,4,] + 9,[4,4,4;]

pro k = 2, kde 9, , je jakasi Pfaffova forma. Pro jednoduchost budeme pfedpokladat
existenci regularni kolineace K, realizujici projektivni deformaci 2. fadu ve tvaru

(2,5) KA, =cjid;, KAy =Yc4A,.
u
ProtoZe kolineace K je regularni, plati
ciczcilen| 0,
pfi¢emz |cy| je determinant o prvcich c}y.
Vysetfujme nyni projektivni deformaci 1. fadu. Podle (2,2) z (2,5) vyplyva
(2,6) | cicacl =1,
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Pomoci zkonstruovaného reperu stanovime diferencial roviny [4,4,4,] ve tvaru

(2,7) d[4,4,4;5] = [4,4,45] (0] + @3 + 03) — [4,4345] 0, +
+ [A,4;4,] o, + [A4,4,46] (0 + ro,).

Dosazenim (2,7) do rovnice (2,3) s vyuZitim (2,5) a s pfihlédnutim k (2,6) dostaneme
2,8) [4,4,4;] . {(0] + 0} + 0}) + wycicics + (0 + ro,) cicies +

+ wicicyes} + %[/TI/TZ,‘TM] (0 + ro,) ciciey + ;[II/‘Q/TM] (—w,) cicied +

+ Y[ 4,43 Ap] 0123 = [A,4,4:] (@) + 02 + o) + 1} + 2 + 12 + 9,) +

Y ALA] (0 + rey) + [DAA] (—0y) + [y 4] o -

Ze srovnani koeficientt v rovnici (2,8) plyne

(2,9) ' =0 pro I+ M;
d=cii}; F=r;
8, = (c3c3cs + ciched) g + (cieics + cicdeir) w, — (11 + 15 + 13) .

Zavedenim jednodui$iho oznadeni ¢} = g; se piivodni rovnice (2,5) kolineace K

redukuji na tvar

(2’10) KA; = ‘Ii/‘Ti , KAijys3 = ZC::+31‘Ti + in~i+3 , K4, = ZC;‘"/‘Tm .

Pii vySetfovani projektivni deformace 2. fadu budeme pottebovat fadu pomocnych
vypoctl, které nyni pfehledn€ uvedeme. Z diferencidlnich rovnic zkonstruovaného
reperu dostaneme:

(2,11)  d?[4,4,45] = (.) [414,45] + {Bi(w; + ro,)* — ai(w,)?} [414244] +
+ {Bi(0; + rw,)* — odi(w,)?} [4,4,45] +
+ {20} + 203 + 03 + w¢) (0 + rw,) + do; + do, . r + w, dr} [4,4,46] +
+ )kj(w1 + 1rw,)? BiT[A,4,4,] + {a3(w,)? — Bi(w,)?} [41434,] +
+ {2} + @] + 203 + ©3) (—,) — do,} [4,4;45] +
+ {03(w; + rw,)* — B3(wy)*} [4,4346] +
- ;13’{3((02)2 [41434,] + 205(0; + rw,) [4,4546] +
+ {oy(0] + 203 + 203 + 0}) + do,} [4,454,] +
+ {Bi(wy)* — ai(w,)?} [424345] +
+ {Bi(wy)* — a(w; + rw,)*} [A,4:46] +
vz zk:ﬂti—s(wl)z} [42434:] +
— 20,(w; + rw,) [A,4446] + 20,0,[A34445] .
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Porovnanim vné&jiich diferencidli hlavnich forem a uZitim Cartanova lemmatu
vyjadfime nové hlavni formy

(2,12) ’ T = iy = fio; .

Nyni mame jiZ vie potfebné k vySetfeni projektivni deformace 2. fadu. Z relace
(2,4) stanovime

(2,13) K dz[AlAzAa] = {‘11‘13_1[13:13(0’1 "wz) - a:lx(wl)z] - 2113—1‘%0’1(0’1 + ro,) +
+ qu B3 (o) + rw,)} [4,4,4,] +
=+ {‘12‘1;1[“33(0)1 rw:)z = a3(w2)2]] = 2‘1;1660’2(0’1 + rw,) +
+ ;qglcfﬁ';':’(w, + rw,)} [4,4,45] +
+ {d(w; + ro,) + (0, + rw,) 2w; + 205 + 03 + @) + 2q; 'cwy(w, + rw,) +
+ 297 'cioy(0, + ro,) + Zq"lc,f 430y + rw,)?} [4:4,46] +
+ Z;q;, apy oy + rw,)? [414,4;] +
+ {‘11‘1;1[“;(‘91)2 - ﬁ;(wz)z] + zq;‘céﬂhwz +
+ Zq{’c}‘( B573) (w,)*} [4,454,] +
— {dw, + 0,20] + 0} + 20} + ®3) + (0, + rw,) 2¢5 ‘o, + 297 'ciw,0; +
+ ;q;lcsﬂ’i_s(wz)z} [111315] +
+ ‘13‘12-‘[“3(0)1 + rw,)? — ﬂg(wz)z] + 2‘12_15'30’2(0’1 + rw,) —
- Zq"cf 5 (w,)?} [414546]) +
i+ Zszh 'el(=B37%) (wo)? [4:454,] +
J
+ 2w,(w, + rw,) [4,4546] +
+ {do; + o,(0] + 20} + 203 + ©}) + 295 'cio(0; + ro,) +
+ 2g; 'ciw,0, + qu Lex By (w4)?} [424344] +
+ {q;lqz[[ﬁf(wl)z - “1(‘02)2]] - 2‘11 54(01‘02 + Z‘h Cfﬂl—s(wx)z} ["721315] +
+ {91 'a3[Bi(wy)* — ai(wy + r@,)] — 2q7 'cioy(w;, + ro,) +
+ Zk:‘h ‘e By 3(‘01)2} [‘12‘43‘16] 0y ij":‘h Lelpy 3((01)2 [121311] +
— 204(w, + rw,) [4,4446] + 2w1w2[1'31415] ; mod [4,4,4;].
(2,14) d2[111213] + 2\9 d[iljzla'g] + (.) [1111;2113] =
= {fi(0; + rw,)* — &(w,)?} [4:4,4.] +
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+ {Bi(0; + rw,)* — @(w,)?} [4,4,45] +
+ {d(o, + rw,) + (01 + rw,) o] + 203 + 03 + 0g — 1] + 1¢) +
+2g7 'cqoy(w; + rw,) + 2q; 'ciwy(w, + ro,) + 2g5 'ci(w; + rw,)?} [A1 4,46 +
+ Zﬂ{;_a(wl + rw,)* [znjzf;j] + {&3(w,)* - ﬂ;(wz)z} [“7113]4] -
- zdwz + 0,20] + ©F + 203 + @) — 13 + 13) + 2q; ‘0,0, +
+ 2q; 'ci(w,)? — 295 'cowy(wy + rw,)} [4,4545] +
+ {&3(w, + rw,)?* — B3(w,)*} [4:4346] —
— 2B (@) [A1454,] + 20y(01 + ro,) [414546] +
+ {do, -:— o(0] + 20} + 203 + 0f — 11 + 15) + 2q; ‘i) +
+ 2g; w0, + 295 'cioy(0, + ro,)} [4,434,] +
+ {Bi(0,)* — a}(w,)*} [4,4545] +
+ {Bi(w,)* — @}(w, + rw,)} [4,4346] +
+ YB1 7 (w1)? [424:4,] +
_ 2oy + rog) [DAAL] + 2000 A AA] s mod [AAoAs] .

Srovnanim koeficientd pravych stran rovnic (2,13) a (2,14) vzhledem k (2,12)
a vhodnym uspofadanim dostaneme pro neznamé

. 4i; Ciess o
rovnice:
(2’15) q:fi = 2C::+3 - ;Ci“ ’.“—3 ,
(2.16) 9l = q;uf (i +J)»
(2,17) aiBl = q;p} + ;di”ﬂ?" (i *J),
(2.18) }‘:q.-l?!" = ;;dﬂ?", ‘
(2,19) s =0 (i +J).

Rovnice (2,15—19) udavaji nutné podminky pro existenci pfojektivni deformace
2. tadu kongruenci rovin. Snadno nahlédneme, Ze podminky jsou i postadujici.
V dalsim provedeme zv143t vySetfenipron = 8,n = 7an = 6.

3. DEFORMACE KONGRUENC] ROVIN V P,, n = 8

VySetfujme ptipad projektivni deformace 2. ¥adu kongruenci rovin, vnofenych
do n-rozmérného projektivniho prostoru pro n = 8. Budeme pfedpokladat, Ze matice

(877
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ma hodnost tfi a pro urlitost se omezime na pfipad, Ze determinant utvofeny
z prvnich tfi sloupct je rizny od nuly. V kapitole 1 zkonstruovany reper pfifazeny
ke kongruenci I» 1ze bez omezeni obecnosti zvoliti tak, Ze plati

(3,1) BitP =g =0 (i+)).
Pfitom se rovnice (2,15—2,19) zjednodusi na tvar

(3’2) a.fi = 2.3 — ciieBit?

(3.3) qd = q; _ (i *J);

(3.4) gl = aq;pl + i (i +));

(3.5) . qiBit = iy

(3:6) =0 (k+1).
Tedy plati:

Véta 3.1. Korespondence C : L — L je projektivni deformaci 2. Fadu prdvé tehdy,
mad-li soustava (3,3) Feseni q; + 0 (i = 1, 2, 3).

Zkoumejme nyni, zda existuje te€na kolineace K, ke korespondenci C;, kterd sou-
&asné realizuje deformaci 1. fadu mezi fokalnimi plochami (4,) a (4,).

Aby korespondence C; : (4;) — (4;) byla deformaci 1. ¥adu, musi platit

(3’7) KA; = ‘Iif‘ri
(3.9) K(d4;) = d(q;4)) + () 4;.

Kolineace K nechf je pro jednoduchost uréena rovnicemi (2,10). Z prvnich tfi
rovnic zkonstruovaného reperu na zakladg relace (3,8) vzhledem k (2,14) plyne

(39) YA (diwq; + 20,cl,3) = Y Ad#q,0; + Aiys09; pro j+i, modAd;.
] J
Porovnanim koeficient v rovnicich (3,9) dostaneme
(3,10) a8 = qal pro i#j;
(3,11) g =0 pro I'+m, I +m+3.
Uvedené rovnice (3,10,11) vyjadfuji nutné a je zfejmé, Ze i postadujici podminky

k existenci deformace 1. fadu mezi fokalnimi plochami. ObdrZeli jsme vysledek:

Véta 3.2. Korespondence C : L — Lje projektivni deformaci 2. Fadu prdvé tehdy,
kdy? korespondence C; : (4;) = (A)) (i = 1, 2, 3) jsou soucasné deformacemi 1. Fadu.
Zkoumejme nyni existenci koengruence L v P,. Kongruence L je uréena systémem
rovnic

o =0 pro i+3%+ M, }=adjo,+ro,).
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Vnéjsim diferencovanim tohoto systému dostaneme

5 1 4 1 4
VIADy+ 0, A =0, 03 Aw; +0;, Aos =0, w3 Ao + w3 Awg =0,
6 2 5
w‘i’/\w3+w1/\a)g=0,wg/\w3+w2/\w5=0,w3/\w2+w3/\w6=0,

k k
0, A0k =0, w, ANws =0, w3 A wg =0,

w; A {da§ + ai(w] + 0} — 0} — wi)} +
+ o, A {d(air) + a§r(w; + 0f — 03 — w3)} =0.
Uzitim Cartanova lemmatu vyjadfime nové hlavni formy pomoci N = 3n + 6
nezavislych koeficientil. ProtoZe podet nezavislych forem ¢ = 3n — 1, podet nezavis-

lych kvadratickych rovnic s, = 3n — 8 je s, = 7 a Cartanovo ¢islo Q = 3n + 6, je
systém v involuci a plati

Véta 3.3. Kongruence L existuje a zdvisi na sedmi funkcich dvou proménnych.
Vysetfeme dale, zda ke kongruenci Lexistuje dvojice (C, E) za predpoklada

(3,12) P =1=r;
Br=0 (m+i;m=+i+3);
#H=o (i+})).
Tato volba neni na tukor obecnosti a rovnice (3,3) jsou splnény pro
qg;=1.
K dané kongruenci L je dvojice (C, L) ur€ena systémem
(3.13) =0 (i+m), =0 (I+M):
Uzavér tohoto systému je
(1a) o A (13— <) = 0,
oy ATy + oy A —11)=0,
oy A =11+ 1)+, A (T3 —1)=0,
oy At} =)+ o, AT5=0,
o, A=) +w, A —15+12)=0,
oy At} — 13 4+ 1) + 0, AT =0,
Wy ATg+w, A3 —13 +12)=0.
(3,15) 0 AT =0 (k+i+6),
o; A (tive — 7iv3) =0,

Wy AT+ o, A(=13) =0,
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o A (15— 1) + o, A(-13) =0,
w; A(=15) +w, AT =0,
w; A(=13) + @, A (15 —13) =0,
oy A (=16 + 15) + 0y ATs =0,
W, ATy + o, A(T3—1)=0.

UZitim Cartanova lemmatu vyjadfime nové hlavni formy pomoci (22 + 3n)
koeficientt, z nichZ je pravé (4 + 3n) nezavislych, tj. N = 4 + 3n. ProtoZe pocet
nezavislych forem g = 2 + 3n, polet nezavislych kvadratickych rovnic (3, 14, 15)
jes; = 3n,jes, = 2a Cartanovo €islo Q = 4 + 3n, takZe systém je vinvoluci
a plati:

Véta 3.4. Je-li ddna kongruence L, pak dvojice (C, E) existuje a zdvisi na dvou
funkcich dvou proménnych.

4. DEFORMACE KONGRUENCI ROVIN V P,

-V pfipadé& projektivni deformace 2. fadu kongruenci rovin vnofenych do projek-
tivniho prostoru P, budeme pfedpokladat, Ze matice

(Bi)

mé vSechny determinanty 2. fadu rtizné od nuly. Zkonstruovany reper pfifazeny k L
Ize zvolit tak, Ze plati

(4.1) Bi =83 =0,

coZ neni na tikor obecnosti; f%, B3, B3, B3 jsou pak nenulové relativni inva-
rianty. Rovnice (2,15-— 19) nabudou tvaru

4.2) aifi = 2cie3 — ci13B*? pro i=1,2

aproi =3
9ifi = 2cies = Fa B

(4»3) ‘Ii&{ = ‘Ij“{ (i + j) s
(4,4) aifl = q;B! + clieBi™® pro. i=1,2 (i +)),
aproi=3

9l = 4,fi + LaBT (1)),
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(4.9) qfit? = cliSpit? pro i=1,2,

4 4, 85 .
‘131}3 = C;ﬂa 5 4333 = Caﬂg >

(4,6) ca=c3=0.
Z relaci (4,5) je k uréeni ¢} a c§ nutné a stadi, aby platilo
B i B B
(4.7) 4155 =93 3> 92755 = q3 —<-
B3 s B B3

Tedy plati:

Véta 4.1. Nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby existovala projektivni
deformace 2. Fddu mezi kongruencemi rovin L, L, je existence takovych q; £ 0
(i = 1, 2, 3), kterd spliiuji rovnice (4,3) a (4,7).

Hledejme nyni podminky pro to, aby korespondence C; a C* byly deformacemi
1. fadu, realizovanymi touZ te¢nou kolineaci, vzhledem k C.

Za timto ucelem zavedeme k reperu A,, 4,, ..., A,+,; reper dualni, tvofeny ve
vhodném pofadi (n + 1) analytickymi nadrovinami, neprochézejicimi jednim bodem.
Pro nadrovinu E™ = (—1)" [4,A4, ... A,_1A4,+, ... Ag] plati:

jestlize

d4,, = YwnA,,
potom
(4.8) dE™ = —~Y wjE".

Priinik nadrovin E’, E® ozna&ime [E’E®]. Korespondence C* necht je dana pted-
pisem

(4,9) Cc*:[E'E®] » [E"E?®].

Podminky pro deformace C; jsou ureny v rovnicich (3,10). Rovnice pfisluiné
kolineace jsou

(4’10) KA4; = qizi, KA, 3 = C§+3Zi + Qi/‘fn-s , KAy = ch,t"‘;fm .

Aby korespondence C* byla deformaci 1. fadu realizovanou kolineaci (4,10),
musi platit

(4,11) K[E'E®] = (.) [E"E®],
K d[E'E®] = (.)d[E"E®] + 9.[E"E®].
Uvedeme né&které dali vypodty, které budeme v daldim pouZivat:
(412) dE” = —wlE® — w]E" — Bi(w, + ra,) ES — Biw,E® — Btw,E*,
dE® = —wgE® — 03E” — Bi(w; + rw,) E® — B3w,E° — Biw,E*,
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(4.13) KE® = (q,9:95)* ¢7E®,
E" = (419295)* c3E7 + (4919295)" s E®,

= (9192)” 43¢7¢3E° + (9192)* 43c8SE7 — (9192) q3¢7c3E® +
+(4192) ascies B2

= (9195)* 42¢7¢3E° + (9195)* 92633 E7 — (9195)7 q2¢7c3E® —
— (4:195)° 42653 E°

= (‘12‘13)2 ‘1103"254 - (‘12‘13)2 ‘110‘;"357 s

' K[E"E®] = (4:4295)* cJc3[E"E*] .

(4,14) K d[E'E®] = —B3(w; + ro,) (9192)* (93)° (c7)? ca[ E°E®] —
= ﬂ?wl(‘h)s (9293)* (c7)? c3[E*E®] + B5(w; + rw,).
(9192)* (a3)° C;(Cg)z [E6E7] + ﬂng(%qsy (92)° ereh [EsE7] ,  mod [E?Eg] >
(4.15) (.) d[E7E®] + 9,[E"E®] = (4:4295)" c}e3{~Pifo + revs)} [EE*] +
— Bto[E*E®] + Bi(w; + rw,) [ESE™] + Brw,[E°E"], mod [E7E8] .

Na zakladg (4,11), porovnanim koeficientii u pravych stran rovnic (4,14) a (4,15)
dostavame

(4,16) aiBt = Bt 4By = B3 asBs = ciB3 ;s asB3 = cgp3 .
Mame vysledek:

Véta 4.2. Korespondence C : L — Lje projektivni deformaci 2. Fddu prdvé tehdy,
kdyz korespondence C; a C* jsou soucasné deformacemi 1. Fddu.

Zkoumejme, zda ke kongruenci L existuje dvojice (C, L) za predpokladii:
(4,17) M=o (i+)),
B=B=B=K=K==8=5,
pi=B=B=B=F=F=F=pH=0,
r=1l.

Tato volba neni na tikor obecnosti a rovnice (4 3) (4,7) jsou splnény pro q; = 1.

K dané kongruenci L je dvojice (C, L) urdena systémem (3, 13) pro n = 7. Uzavérem
tohoto systému jsou:kvadratické rovnice (3,14) a systém :

i =7

(4,18) P s Y ey Aty o A (<13) =0,

"oy A (15 = 1) + 0y AY(=13) =0,
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COI/\(T?,—‘L':)=0,
w; A8 =0,
w; A(=15)+ o, A5 =0,
o A (=1 + @, A1 —13) =0,
wz/\‘cg=0,
w, A (1§ —13)=0,
wy A(T5+ 18 — ) + 0y A5 +15) =0,
oA +1)+w, AT +13—12)=0,
oy A (1) — 18 + 1) + 0y A(1] — 18 +14) =0,
o A(Th =18+ 13) + o, A (g —18+13)=0.

Uzitim Cartanova lemmatu vyjadfime hlavni formy systému (3,14) a (4,18) pomo-
ci 37 koeficientdi, z nichZ pravé 21 je nezavislych, tj. N = 21. Pocet nezavislych
forem g = 21, pocet nezavislych kvadratickych rovnic je s; = 21a Q = 21, systém
je vinvoluci a dostivame vétu: -

Véta 4.3. Je-li ddna kongruence L, pak dvojice (C, L) existuje a zdvisi na 21
funkcich jedné proménné.

5. DEFORMACE KONGRUENCI ROVIN V P

Jako posledni piipad vy3etfime projektivni deformaci 2. fadu kongruenci rovin,
vnofenych do projektivniho prostoru P¢. Budeme uvazovat obecny pfipad, kdy

(5.1) Bi +0.

Rovnice (2,15—19) za pfedpokladu (5,1) pro n = 6 jsou

(5’2) q:fi = 26::.,.3 - C;+3ﬁ? s
(5’3) Qi&{ = qja{ (i + J) s
(5:4) aifl = q;8} + 4B (i 1)),
(5’5) "L‘B? = C;B: .
Z (5,5) vychazi: R
B 4 4 pa
(5’6) C;=‘h—i=‘12—i=‘13ﬂ—i-
1 B B
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Tedy plati:

Véta 5.1. Iforespondence C:L— L, realizovand kolineaci K, je projektivni
deformaci 2. Fddu prdvé tehdy, kdy? existuji q; + 0 (i = 1, 2, 3), kterd jsou FeSenim

(5.3) a (5.6).
Nyni zjistime podminky pro to, aby korespondence C; a C* byly deformacemi
1. fadu, realizovanymi touz te¢nou kolineaci vzhledem k C.

Jednotlivé korespondence jsou nyni:
C:L-L; C;:(4)»(d); C*:E"»E".
Podminky pro deformaci C; jsou uréeny v rovnicich (3,10). Rovnice pfislusné
kolineace jsou (4,10).

Aby korespondence C* byla deformaci 1. fadu, realizovanou rovnéZ? kolineaci
(4,10), must platit

(5,7) KE' = () E", KdE" = (.)dE" + 9,E7.
Uvedeme nékteré pomocné vypocty:
(5.8) KE" = (q,9:95)* E7,
¢ = (419 quZF (4192)" 455E
= (4:95)? q42¢7E (‘11‘13)2 42¢67E
= (4295)" 9:1¢7E* — (4245)° qlc7E‘7 .

(59) KdE" = —B3(0y + r®,) (4:9:)* 43¢7E® — B30,(q193)* g2¢7E° —
— B101(4295)* 9:c7E*, mod E7;

(5,10 () dE7 + 9 E" = (q19245)* {—07E" — B3(w, + rw,) E® —
,32(02 Blle4} + SEE7 ¢

Na zékladg (5,7), porovnanim koeficientd u pravych stran rovnic (5,9) a (5,10)
dostavame

(5,11) | aBt = it
Tedy plati:

Véta 5.2. Korespondence C : L — Lje projektivni deformaci 2. ¥ddu prdvé tehdy,
kdy#¥ korespondence C; a C™ jsou soucasné deformacemi 1. rddu.

Zjistime, zda ke kongruenci Lexistuje dvojice (C, L) za pfedpokladii
(5,12)  #H=dd (%0
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B =B,
Bi=B=B=1=r=cj,
Bi=B=pB=0.
Tato volba neni na tkor obecnosti a rovnice (5,3) a (5,6) jsou spln&ny pro g, = 1.

K dané kongruenci Lje dvojice (C, L) urgena systémem (3,13) pro n = 6. Uzavé-
rem tohoto systému budou kvadratické rovnice (3,14) a systém

(5,13) wy A (15 —13) + 0, A(—13) =0,
o A(t7—13) =0,
oy A(=13) +o, AT =0,
w, A(t;—13)=0,
oy AT+ o, A (5 —12)=0,
oy AT =)+, A(1]—10)=0.
Uzitim Cartanova lemmatu vyjadfime hlavni formy systému (3,14) a (5,13) po-
moci 28 koeficientdi, z nichZ je pravé 15 nezavislych, tj. N = 15. ProtoZe podet

nezavislych forem q = 15, podet nezavislych kvadratickych rovnic (3,14) a (5,13) je
s;=15a Q = 15, je systém v involuci a plati véta:

Véta 5.3. Je-li ddna kongruence L, pak dvojice (C, f.) existuje a zdvisi na 15
funkcich jedné proménné.
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Zusammenfassung

UBER PROJEKTIVE DEFORMATIONEN VON EBENENKONGRUENZEN
IM n-DIMENSIONALEN PROJEKTIVEN RAUM

JAROSLAV BAYER, Brno

In dieser Arbeit ist im n-dimensionalen projektiven Raum P, (n > 5) ein zwei-
parametersystem von Ebenen (die Ebenenkongruenzen) mit Hilfe der Methode von
E. Cartan untersucht.

Es wird da eine teilweise Spezialisierung des begleitenden Dreibeines der Ebenen-
kongruenz in P, so durchgefiihrt, dass die Scheitelpunkte 4, A,, A3, des Dreibeines
in den Brennpunkten der freien Ebene der Kongruenz sind. Bei der Bewegung der
Ebene beschreibt jeder der drei Brennpunkte die Fokalfliche der gegebenen Kon-
gruenz der Ebenen. In der Spezialisierung wird nach einer weiteren Vereinfachung
fortgeschritten bis zu der fiir unseren Gebrauch geeigneten Form. In dieser Arbeit
sind notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz projektiver Defor-
mationen 1. und 2. Ordnung fiir die Kongruenz der Ebenen Lund Lin den einander
entsprechenden Riumen P, und P, gegeben.

Mit Hilfe der tangierenden Kollineation K wird die Korrespondenz C zwischen
Fokalflichen dargestellt, welche eine Deformation 1. Ordnung ist. Es wird gezeigt,
dass deren Existenz eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
einer projektiven Deformation 2. Ordnung der Kongruenzen von Ebenen in P, fiir
n = 8 ist, und es wird bewiesen, dass das Paar (C, L) existiert und zwei Funktionen
von zwei Variablen abhingt. Die eingefiihrte Korrespondenz C*:[E’, E®] »
> [57, Es] zusammen mit den Korrespondenzen C,; sind Deformationen 1. Ordnung
und deren Existenz ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
einer projektiven Deformation 2. Ordnung der Ebenenkongruenzen in P, und das
Paar (C, L) existiert und héingt von 21 Funktionen einer Variablen ab.

Schlieslich ist die Existenz der Korrespondenz C*: E” + E7 und der Korrespon-
denzen C;, welche Deformationen 1. Ordnung sind, eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass eine Projektivdeformation 2. Ordnung von Ebenenkongru-
enzen in Py existiert. Soeben ist bewiesen, dass das Paar (C, E) existiert und von
15 Funktionen einer Variablen abhéngt.
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&asopis pro péstovini matematiky, ro¥. 97 (1972), Praha

ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN DER LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG [p(x) y'T + q(x) y = 0
IM NICHTOSZILLATORISCHEN FALL

Ivo REs, Brno

(Eingelangt am 1. Juni 1970)

1. BEMERKUNGEN

Die asymptotischen Entwicklungen der Lésungen gehoren zu den Problemen, die
bei den Differentialgleichungen zweiter Ordnung untersucht werden. Mit dieser Frage
beschéftigten sich viele Verfasser.

Die asymptotischen Eigenschaften der Differentialgleichung y” = A(x) y im nicht-
oszillatorischen Fall wurden in der Arbeit [2] untersucht. In dieser Arbeit werden

Bedingungen festgestellt, unter denen das Fundamentalsystem dieser Gleichung in
der Gestalt

v; — A~ Y% exp {ejj AY2(r) dt} -0, y;—eAY*exp {sjj AY2(r) dt} -0,

j=12; g =1, ¢ = -1,

geschrieben werden kann.

In der Arbeit [3] werden die asymptotischen Entwicklungen der Losungen der
Differentialgleichung [p(x) y']" + g(x) y = 0 untersucht. Die Losungen und deren
Ableitungen werden in der Form von unendlichen Reihen konstruiert, welche im
Intervall I = (x,, o) gleichmissig konvergieren.

In dieser Arbeit werden asymptotische Formeln fiir die Losungen der Differential-
gleichung

(1.1) [ YT + ey =0,

im nichtoszillatorischen Fall hergeleitet.
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2. BEZEICHNUNGEN, HILFSSATZ

Es seien A;(x), A,(x), F(x) € Co(I). Wir setzen

GIFW] = [ 4t f " At F(ty) dty dt, ,
GLF] = [ Ax(t) f " A1) F(t,) dt, dty,

G[Fo] = [ 4.t '[ " ay(ty) F(ty) dey dt,

G[FO)] = [ 4ats) J' " Ay(t) F(ty) dt, dt, .

Weiter setzen wir

€F()] = F(x), €j[F(x)] =€ "[F(x)],
€[F(x)] = F(x), €[F(x)]=¢¢"'[F(x)], i=12 i=12,...

und

@ <] ] t2
pe(#) = J Ay(t) J' |A5(t,)] diy di, = _f 145(1,)] f Ay(ty) dt, dt,
x 1 x x

yalx) = f|,4,(t,)| I :Al(tl) dt, dt, = E’A,(t,) f :|A,(t2)| dt, dt, .

Fiir x = a = x, gilt
1(x) S 1i(@) <1, 7(x) < v(a) < 1.

Schliesslich bezeichnen wir
|| = sup [F(5)|, [F[% = sup [F(s)].
t=x xoStsSx
Es gilt folgender Hilfssatz:

Hilfssatz 2.1. Es seien A7 '(x) € C,(I), A7 '(x) > 0, 4,(x) € Co(I),
0 t
(2.1) I A’(t‘)J |42(t2)| dt;dt; < 0, a2 x.

Dann hat die Differentialgleichung
22 [AT' () yT + Ax(x)y = 0
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ein Fundamentalsystem der Losungen

ey a0 =5E0, ne =S [Cag e,

AT ) = - 38 [ j:Az(t) dt], AT ) = - 5 (-1 40
Wenn noch
(2,4) r|A2(12)| dt, < o,
dann ist :

@) n =S, ne) =T 0| [Cana].
AT R = (- 1)*%(] z(t)dr) AT ) = = 3 (~1)' 6400)

und es gelten folgende Abschdtzungen

(2,6) [€1(F)| < JmAl('l)frllAz(t2)| dt, dty v '(a) | Flla

2 ( j‘ :Az(t) dt)

jei(e) < 28y,

0 j Ay at.

[o4(l s 2 |,

Die im Hilfssatz 2.1 zusammengefassten Ergebnisse sind im ersten Teil der Arbeit
[3] enthalten.

3. ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN — HAUPTSSATZE

Verabredung. Ist kein Missverstindnis zu befiirchten, so wollen wir das Argument
fortlassen. Zum Beispiel y = ¢ U(®), [7 f bedeutet y(x) = o(x) U[®(x)], [ f(¢) dt.

Satz 3.1. Es seien g, Q € Cy(J), p, P > 0; p, P e Cy(J), J = {a, ). Es seien ¢, ®
Funktionen, welche die Bedingungen ¢, ® € C,(J), @, ®, &' > O erfiillen. Weiter
sei U, V ein Fundamentalsystem der Losungen der Differentialgleichung

(3.1) (PY'Y + QY =0,
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wo V eine Hauptlosung ist. Existiert ein positiver Grenzwert

‘ lim P(¢)
x>0 pO2P’
und ist
(3.2) ’ J (”I‘f(;;) P(®) U(®) V(®)| < 0 ,

(pe’) @ + g0 - 20) 202 [U(®) V()| < o,

P(2)

o]

dann hat die Differentialgleichung (1,1) ein Fundamentalsystem der Losungen

@ U(¢)§)@§(1), Y3 =@ U(d>)§o(—1)"fgi (FAI),

x

I

(3’4) Y1

yi=[o U(¢)]’ii%‘;(l) - o U(®) A,ii% ( J:Az),
s = [p U@] X (~1)' ¢! (J‘U) _ o U(9) A3 (-1 40,

mit

(3,5) A7 = pe? U*(9),

A, = (’;‘)’2;)’) P(2) U(®) U(®) + [(p(p) 0 + q¢* g(((p)) p<p2¢'2] UX(9).

Beweis. Es sei U eine Losung der Gleichung (3,1), die keine Hauptldsung ist,
V eine von U unabhingige Losung von (3,1). Dann ist

® dt
=U| ——
I = P(t) U*(1)
und die Funktionen
(3,6) zy = U[®(x)], z, = V[®(x)]
bilden ein Fundamentalsystem der Losungen der Gleichung

Y WL O P

Fiir x =2 b = a haben wir

A U P
» P(®) 23 » P@)VH(®)  Jow
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so dass z, eine Hauptlosung ist. Setzen wir

(3.7) y=9Z.
Die Funktion Z geniigt der Gleichung

Z" + (log pe®) Z' + [m + Q] Z=0
4% p

Wenn wir noch die Substitution

(3.8) Z = A(x) z,
einfithren, erhalten wir
(3.9) (AT'X) + 4,4 =0,

wo A7 ', A, durch (3,5) definiert sind. Nun haben wir

LmAx(x) J':IAz(t)l dt dx = JmlAZ(t)IJwAl(x) dx df =

- [0l e S o [ W0 o < -
 konst. J :’ [MM] tP[(D(t)] Uo()] U[8()] J W) dedes

P[o(1)] U [o()] P[#(x)]
+ konst. [ | [o() 0’00 oft) + a() 07() — %ﬁgﬂwmwm>
- U?[a(1)] J' 0 (‘1;'](’2[¢(x)] dx d = konst. J‘ (”"’( “‘)’)P(zp) U(®) V(@) dt +

(p(pl)l(p ES qq)z Q( )p¢2¢12

+ konst. J‘b 7()

Nach dem Hilfssatz 2.1 gibt es ein Fundamentalsystem der Losungen der Differen-
tialgleichung (3,9), die wir in der Gestalt

(3,10) Ay ='§)<Ei(1), s =i§o(—1)"%i (LwAl),

|U(®) V(2)| dt < oo .

aiti= =3[ a), 4= - F e

Echreiben konnen. Die Behauptung des Satzes folgt unmittelbar aus (3,6), (3,7),
3.8), (3,10).
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Satz 3.2. Es seien die Vorausetzungen des Satzes 3.1 erfiillt und es gelten statt
(3,2), (3,3) die Bedingungen

(3,11) ’ r

(3,12) f )

(%)’ P(0) U(®) U(ds){ 2 5,

A2) | 2

E!;)_ U*(®) < oo .

(r@) @ + q* —

Dann hat die Differentialgleichung (1,1) ein Fundamentalsystem der Lisungen

(313 3= o U@ T (-1 €l(1). 12 = U@ T (-1)¢! ( j A)

x

i = Lo U@ 3,(-1) 6i() + o U(@) 4 T (-1 ([ ).
1 =Lo V@I 3141 ([ 4) 0 U(@) 4, T (1) i)

x

Beweis. Die Bedingungen (3,11), (3,12) sichern, dass (2,4) gilt. Die Differential-
gleichung (3,9) hat also ein Fundamentalsystem der Lésungen

(1) L= (-1, b= 3 (-1 4 ( J wA,)

x

2 = Alg:o(—l)‘ ¢ ( f wA,), 2 = —Alii (—1) €4(1).

x

Aus (3,6), (3,7), (3.8), (3,14) folgt unmittelbar die Behauptung des Satzes.

4. ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN DER LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG (1,1) FUR EINE SONDERWAHL
) DER FUNKTIONEN

Satz 4.1. Es seien g€ Co(J), p > 0, pe Cy(J), ¢, D, ®' > 0, ¢, ® € C,(J). Wenn
ein positiver Grenzwert '

lim —l—
x~w pPd
existiert und wenn
(4.1 J [(po?®’)| < 0,
42 ,f (pe’) ¢ + a9* + p9?0?| < @
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gilt, dann hat die Differentialgleichung (1,1) ein Fundamentalsystem der Losungen

«»e«*[l + fm(r,) j:‘Az(rz) dty dr, + a(x)],

oot [ [“nae— [T [ [ e ae sty + 9]
i = ey [ 1+ [ i) J:lAz(‘z) dty dty + o) = o

[ o] oty -]

— (pe% [ J' °° A, df - J' j A,(t) .[ j J' :A,(t,) A(t,)dty dr, dt, + ﬁ(x)]_

— 9e®4, [1 - f Azftz)j Ay(t) dty di + s(x)]

[

(43) »n

Y2

und es gilt

(44) |

IIA

'”Alo,) j e dty 01, 595 ) =

= 1(r J‘ |42(1,)] dt, dt, yz(a) z(a)

B = [ Al(t)dti; @ < j A1) dt ?22( %) oxp rafn)}

x

|6(x)] < Px|A2(t)| dtéyi(a) = rlAz(‘)| dt 75(a) T%;(a)

o i 2
ol 5 3,5 s 2 e 1 -
Der Beweis folgt aus dem Satz 3.1 durch die Wahl P = 1, Q = —1 und aus (2,6).

Folgerung 4.2. Es seien g € Co(J), pe Cy(J), p > 0, ¢ € C5(J), ¢ > 0. Es gelte

Dann hat die Differentialgleichung (1,1) ein Fundamentalsystem der Lisungen

(46)  y, = @e® [1 + %J (e72%M — e=2%) 4 (1) dt + a(x)] ;

<.
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P = é(pe-o [1 + %J‘m(ezo(x) _ 200) ¢=490 4 () 4y + ﬁ(x)] ,
f ‘, K 1 2 200 _ ‘&)_— (p(x)tb’(x) —20(x)> ,
= e e )
Ay(1) dt + 8(x)],

1 (P¢l o
vy == (9" — qadt')e“"[l + — J‘ Ay(t)e 2O dt +
2 ' — 0P ), '

9+ 9P I 00(620(::) — e22M) =400 4 (1) dt + e(x)]
2((/” - (P¢') x

und es gilt

67l < e ([T1al)’
a9l < g ([ 1al)’
'“x)'“‘“’(f ora) i oo - il
I

Beweis. Wir setzen im vorigen Satz P =1, Q = —1, & = 1/pgp?, U = ¢°
¥V = ¢~%. Dann ist

ryr 1
, A =[(p<p) o+ q9° + —z]e“’,
j20

= e
Al = ;
t2 i © ©
yl(x) [ 2(t2)|J Al(tl) dtl dtz é J‘ |A2(‘2)|J‘ ¢’(11) e_zo(“) dtl dtz =
.
2

o
_Zﬂl(x)j~ |A2|

1) = [ o) j e ot = 4 [“Jas] 2o o <

_zo(x)f |A2| .
x

Nach dem Satz 3.2 gilt

y1 = 0e®[1 — 4,(1) +i§2(—1)' %i(1],

<

Nl»—t
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Y2

o[- 4) - o]

7 = (e [ = 6(0) + T (- 1) 6i(0] +

+ 9e®4, UjAz(t) dt - %, (fAz) +ii(—1)i(gi (fh)],
e[t ([ 4)fgre [ 4]

— @e®A,[1 — ,(1) +__22(—1)"%;(1)].
Nun haben wir

S [1 _ f (1)) e~ 20 j Ay(t) dt, dt, + oz(x)],

x 1

o) = 3 (=1 €1(1)

ist. Nach leichter Berechnung bekommen wir

0 t2
pe® [1 = J Az(tz)f o'(t) e 2% dr, dt, + a(x):l =

Il

Y1

pe® {1 + %f [e720® — e7 22 4,(¢) dt + oc(x)},
und es gilt

© i x 2 x . 2 x 1 B o 2
o) 5 5, B 5 1) oo T g Lo ([,

X

Ferner ist

¥y = e [; ¢-2000 4 % J' e=20 gy(1,) J Asts) (—e™ ) d1, dt, +
x ty

+i§2(— 1) 6 ( J' jAl)] = pe® B o200 _

0 t2 @ 3 ©
_ éj Az(‘z) e—ZO(tz)J‘ e—20(t|) Ql(tl) dtl dtz + Z(_l)i @; (J. Al)] =
i=2

x x x

o ; e [1 + ; I (€200 — €22(0) ¢=49) 4.(1) df + ﬁ(x)],
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wo

. B = 2e2°<=’§2(—1)f ¢ ( f wA,),

x
so dass

2!

o i 2 ® 2
Iﬁ(x)l < 2e2°§2 Yxi('x) . % e 29 < Yl(x) en® o ;1; e 40 (J‘ |A2|> .

Fiir die Ableitung y} erhalten wir

— (¢ + @) c® {1 . J' [e=200) — ¢~2009] A,(1) dt + a(x)} +

+ pd'e™® {L (1) dt — - (tz)J. e 2% 4,(1,) dt, dt, +

g
(o s omefi [ oo

9'(x) — o(x) ¢'(x) -zo(x)] A () dt + é(x)} s

o) + o(x) #(x)

WO
5(x) = a(x) + —2%_ 203 (1)l ( I AZ) -
o + @' i=2 -
1 o 0o (” ® —200)
S S AN At e 2% 4 (3,) dt, dt, ,
e f A )j (ts) dty d
so dass ’

[6(x)] < |)] +

o ane) oo 7 vl

Schliesslich haben wir

w -
y2 = (¢’ + ¢@')e® {% e 2% 4 ij. Ay(t) €720 [e7220) — 720 ¢ 4+

+i§2(—1)‘ € ( fA,)} - oP'e”® [1 - %JjA,(z) e 290 d¢ +§2(—1)‘ %’;(1)] =
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— Lo = po)ee {1 + __"-’“’—J Ax(f) e=200 dt +
2 Qo — o®

x

o' + od' Im[ 20(x) 20(1)7 . —40(t)
— | [e — e*®]e Ay(f) dt + (x)},
2((P, - (p<pl) x
mit
’ + ¢l Q’ -] i
o(x) = 222 px) - 2 T2 3 (1) €i(1).
o — ¢ ¢ — P i=2
Es gilt also
’ ' | ’ 2
le(x)] < (p,—+(£, |B(x)| + 2 ’,ﬂ—, 1) g
¢ — P o — @' 2!
Damit ist der Satz bewiesen.
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1. INTRODUCTION

In the present paper we give a modification of methods having been presented in
the paper of B. E. JoHNSON and A. M. SINCLAIR [5]. The question is, under which
condition a linear transformation S commuting with a linear continuous operatot T
in a (complex) Banach space X is continuous. Similarly as in the paper mentioned
above we shall deal with operator T having a suitable spectral decomposition. More
exactly: suppose that there exists, for every closed subset F of the complex plane C,
a closed linear subspace &(F) in X such that the following conditions are fulfilled:

(1) 6(0) = {0}, &(C)=X;
@ N&(F) = 6(NF:;
(3) if {G;}7= is a finite open covering of the complex plane, then

X =6(G,) +... + 6G,);
(4) T&(F) = 6(F) and o(T|&(F)) = F.

For the sake of completness we recall now some definitions.

Definition. Let x € X. A complex number A is an element of g(x) if there is a vector-
valued analytic function x(.) defined in a neighbourhood G, of 4 such that (ul —
— T) x() = x for all u € G,. The spectrum o(x) is the complement of g;(x).

Obviously a4(x) = o(T).

Definition. An operator Te #(X) (the algebra of all linear continuous operators
of X) is said to have the single-valued extension property if for every open subset G
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of the complex plane and for any vector valued analytic function f: G - X the
equality (AI — T) f() = 0 on G implies f = 0.

For every operator T having the single-valued extension property o4(x) = 0 if
and only if x = 0.

It has been shown in [2] that each operator of the present class has the single-
valued extension property and that the present class of operators is nothing else than
the class of decomposable operators (in sense of [2]) with

(5) &(F) = {x:04(x) = F}.

We shall use the usual notation X(F) = &(F). Let L € #(X) be such that TL =
= LT. Then it is easy to prove that LX (F) = X(F) for every F closed.

Hence, consider now a linear transformation S commuting with our operator T
and such that S X(F) = X (F) for every F closed.

Denote by o the linear subspace of X consisting of all elements x such that there
exists a sequence x, — 0 with Sx, — x. The subspace oy is closed. According to the
closed graph theorem the transformation S is continuous if and only if o5 = 0.

Since we have, for an arbitrary finite open covering, the decomposition of X, it is
natural to take into account only the subspaces on which S is not continuous. It is
easy to see that each such subspace must have a non-trivial intersection with 5. We
shall consider, therefore, the subspace X7(F) such that oy = X,(F). If 4 is not an
element of F, then there exists a closed neighbourhood G of A with G n F = 0 and
S [ X1(G) is continuous by the closed graph theorem. This fact leads quite naturally
to the following

Definition. We shall call a number 1 a discontinuity value if the operator S | X (F)
is discontinuous for every closed neighbourhood F of A.

Obviously every discontinuity value is an element of the set F such that o5 < X (F).

Further, from the definition it follows immediately that the set of all discontinuity
values is closed and contained in o(T).

Lemma. o5 = X(K) where K is the set of all discontinuity values.

Proof. Let A¢ K, let F, be a closed neighbourhood of A such that S ] XT(FO) is
continuous. Let {G,, G;} be an open covering of the complex plane, G, = F,,
4 ¢ G,. Take an x € X, let x, - 0 with Sx, — x. Since we have, for every x € X, the
decomposition x = x; + x, where x; € X1(G,), x, € X;(G,), we can find sequences
X, = 0, x2 — 0 such that x, = x! + x2, x! € X1(G,), x2 € X1(G,). We have Sx, =
= Sx, + Sx7. Since S|Xy(G,) is continuous it follows Sxj — 0, Sx? —» x and
xeX(G,), i.e. 05 = X7(G,). We have obtained the following implication: if 1 ¢ K
then there is a closed F; such that 1 ¢ F, and o5 = X(F,). By (5) the family of sub-
Spaces X ;(F) is closed with respect to the intersection and we have

Og C nXT(Fl) = XT(nFl) < XT(K).
A¢K A¢K
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However, for the proof of the main theorem we have taken generalized scalar
operators for which it is easy to characterize the structure of spaces X ({A}).

-

2. PRELIMINARIES

2.1. Definition. Denote by (C*(R,), ) the Fréchet space of all infinitely differen-
tiable complex functions ¢(x;, x,) defined on R, with the family of pseudonorms

+
apl Pl(p(xh xz)
amxl apzxz

|olm= X  sup

P1+p2=0 (x1,x2)eK

for every compact set K and py, p, m 2 0.

2.2. Definition. A continuous linear operator T in a Banach space X is said to be
a generalized scalar operator if thére exists a continuous linear mapping % :
:(C*(R,), ) = ZL(X) such that

Upy = U, for ¢,y eC(R,),
U, =1, U,=T where a(l)=A41.

We shall use some properties of generalized scalar operators contained in [1]
(Theorem 2, Propositions 1, 2, 3) which we mention without proving them.

2.3. Proposition. Every generalized scalar operator T has the single valued
extension property. If we denote X(F) = {x : 64(x) = F} for F = F, then X(F)
is a closed invariant subspace with respect to T such that o(T | X+(F)) = F.

2.4. Proposition. Let x € X, let ¢, ¢, be two functions from C*(R,) such that ¢, =
= 1 in a neighbourhood of o1(x) and supp ¢, N o1(x) = 0. Then %, x = x and
U p,x = 0. .

2.5. Proposition. Let x € X. Then % ,x € X (supp @) for every ¢ € C*(R,). Further
supp ¥ = o(T).

Remark. Every generalized scalar operator T is an element of the class of operators
having been considered in the introduction.

Indeed, proposition 2.3 asserts that (1) and (4) is satisfied for each X (F). (2) is
obviously satisfied and to prove (3) take an open covering {G,}7-; of the complex
plane. There exist functions ;€ C®(R;) such that 0 < ¢, < 1, supp ¢; = G;

m

(j=1,2,..,m)and ¥ ¢, = 1 in a neighbourhood of o(T). Since supp % = o(T)

ji=1 m _
we may write, for every x, that x = )" %, x where %, x € X1 (supp ¢,) = X(G))
forj=1,2,..., mand (3) holds. ’=!
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Every linear operator in the finite dimensional space as well as every spectral
operator of the finite type are generalized scalar operators. For other examples see [1].
It will be useful to characterize the spaces X ({4}).

2.6. Proposition. Let Q be a polynomial with the roots py, ..., u,. Then {x :
: Q(T) A 0} = XT({“I’ ey un})

Proof. Let A be a complex number and let x, y € X be such that x = (Al — T) y.
Obviously 64(x) = o4(y). We shall show that a,(y) = o4(x) U {1} or equivalently
or(x) " {C\ A} = o4(y). Take a p #+ A and pe gr(x). There exists an analytic
function x(y) defined in a neighbourhood G, of u(A ¢ G,) with x = (yI — T) x(y) for
ye G, Put y(y) = [1/(y — )] (y — x(v)). The function y(y) is analytic in G, and
(yI = T) y(y) = y. This means of course that u € g-(y).

Let Q(T)z = x. The induction with respect to the degree of the polynomial [0)
yields 64(z) = a(x) U {uy, ..., p,}. Particularly if x = 0 then we obtain the result
desired.

2.7. Proposition. If {1, ..., 4} is a finite set of complex numbers, then there is
a polynomial P(.) with the roots Ay, ..., A such that

P(T) | Xo({Ay, .. 1)) =

Proof. Denote %, = U, | X1({41, ..., 4}). Itis easy to see that T' = T'| Xo({4,, ...
.» /1)) is a generalized scalar operator and %’ is its distribution. Let n be the order
of the distribution %, let f be a continuous linear functional defined on £(X). Put
=[(A=24).(A =4)...(A = Z)]"*". Then ¥", = f%,, is a continuous linear
functional on (C*(R,), 1), supp ¥" < supp ' < {4y, ..., 4} and the order of ¥~ does
not exceed the order of %'. Since P(1) is zero on supp ¥~ and all derivatives up to n
are zero as well, it follows by [3], theorem 1.5.4. that ¥"p = f%} = 0 for each f so
that P(T) | X({4y, ..., 4}) = %p = 0.

Remark. From 2.6 and 2.7 it follows that X({4,, ..., 4}) = X:({us, ..., u;})
(< k) where p; are all eigenvalues of T from the set {1y, ..., 4,}.

3. LINEAR TRANSFORMATIONS COMMUTING WITH GENERALIZED
SCALAR OPERATORS

Let T be a generalized scalar operator and let S be a linear transformation such
that SXT(F) c XT(F) fOl‘ F = F_.

3.1. Lemma. The set of discontinuity values is either empty or it has only a finite
humber of elements.
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Proof. To prove the lemma, we shall suppose that there is a sequence of distinct

discontinuity values {,}% ; and a closed sets F, such that A, € Int F;and F; n DT] =
= J¥i
= 0 for every i € N. Take further ¢, € C*(R,) with supp ¢, " U F; = @ and ¢, = |
Jj¥i
in a neighbourhood of F,. The restriction of S to each of X(F,) is a discontinuous

operator so that there exists, for each i € N, an element ¢; € X (F) such that
1
(1) & < i

ol -

o0
Now put n = Y. &;. We can write, for each i € N,
i=1

Sn=SE+SY ¢

J¥i
Ifa j + iis given, then &; € X4(F;) = X(U F;) and Y &;e X4( U F)).
J¥i Jj¥i J¥Fi
By the assumption all X(F) are invariant with respect to S so that S&; € X4(F))
and S Y ¢; € X( U F,). Using 2.4 we obtain
Jj¥i Jj¥i
ST 6 =0, 4,58 =5t
JFi

We have, for any i € N, the estimate

|, | - |51 2 |#,5n] = |s&| > i|u

ol

and this is a contradiction.

We shall show now that the existence of the distribution % is not essential and we
can prove the same result for wider class of operators.

3.2. Definition. A decomposable operator T'is said to be a strongly decomposable
operator if the equality

8(F) = 6(F) n &(G,y) + ... + 6(F) n 6(G,)

holds for every finite open covering {G;}7-; of the complex plane and for every
subspace &(F).

The problem if there exists a decomposable operator which is not a strongly
decomposable one is still open.

We shall use again the notation X (F) = &(F)

Lemma 3.1. Let T be a strongly decomposable operator. Then the set of disconti-
nuity values is empty or it has only a finite number of elements.
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Proof. Take the same sequence of discontinuity values as in 3.1. Let i be fixed.

Since T'is strongly decomposable, we have, for every x € X ( 'GnF ;), @ unique represen-
tation x = x} + x3 where xj € Xy(F,), x} GXT(U—‘Fj)' Tllle operator Rix = x! is
linear, continuous and R} # 0. The transformajti*oln S| X(F,;) is a discontinuous
operator and we can find a ¢ € X(F,;) with [¢] < 1/2 and |S¢,| > i[R}|. Put 5 =
= if,-. Then

R;Sﬂ = Risfi + R'iSjZ Ej = S¢;.
*i
We have, for each i € N, . '
[Ri|. [Sn| = i|R}|.

With regard to the properties of generalized scalar operators we can reformulate
the lemma from the introduction as follows:

3.3. Lemma. Either o5 = {0} or there exists a finite set of eigenvalues {1, ..., 4;}
of T with the property

os < Xr({Ags -os Au}) -

Proof. First we shall find the minimal subspace X ;(F) containing o5. Denote by A
the family of all closed F such that o5 = X4(F). Put Y = ) X4(F). It follows im-
Fel

mediately from 2.3 that Y = X;( ) F) and o(T|Y) < F for each F e A. To prove
Fel

the lemma, it is sufficient to show that o(T| Y) consists of discontinuity values only.
Indeed, if the set of discontinuity values is empty, then o5 = Y = X{(o(T|Y)) =
= X(0) = {0}. If the set of discontinuity values consists of elements A,, ..., 4,
then og = X7({1, ..., 4}).

In view of the remark in the end of the preceding section we may assume that all
Ay ..., A are eigenvalues of T. "

Take a A which is not a discontinuity value. In such case there is a closed neigh-
bourhood F,, of A such that S | X4(F) is continuous. We can find functions ¢,, ¢, €
€ C*(R,) such that ¢; + ¢, = 1, ¢, = 1ina neighbourhood of 1 and supp ¢, = F,.

We shall show that there exists a closed set F for which A ¢ F and o5 = X(F).
To prove that, take an x € o5. Let {x,} be a sequence such that x, — 0 and Sx, — x.

We have

Sxp, = SUpxp + SUp,x, -
Since supp ¢, < F,, it follows that %, x, € X1(F,) and S%,,x, = 0 by the as-

Sumption that S | X T(F 0) is continuous. From this fact S%,,,x, — x; x being a limit
of elements of X (supp @,), it is an element of X (supp @,) as well.

147



3.4. Definition. A complex number 1 is said to be a critical eigenvalue of T if A
is an element of the point spectrum of T and the range R(AI — T) is of infinite co-
dimension, i.e. a Hamel basis in the quotient space X [R(AI — T) is not a finite set.

Consider now a T having a critical eigenvalue. Then there exists a discontinuous §
such that TS = ST and SX(F) = X(F) for every F closed. To prove this we shall
apply the example given in [4], lemma 2.1.

Let A be a critical eigenvalue, let y € X be a corresponding eigenvector Ty =
= Ay. R(AI — T) has not a finite codimension. Using a Hamel basis in X/R(AI — T)
we can construct a discontinuous linear functional f defined on X with the property
f(x) = 0 for x e R(AI — T). The linear transformation S defined by the formula

Sx =y f(x)

is obviously discontinuous and from the equality (A — T)S = S(AI — T) =0 it
follows that S commutes with T.

According to the definition we have, for every x, 6,(Sx) = o4(y) = {1}. Providing
that 1 € o7(x) we have 67(Sx) = o(x). If A ¢ 67(x), then there is an x, such that
x= (A = T)x;eR(AI — T) and Sx = y.f(x) = 0 so that o(Sx) = 0 = a4(x).
We have obtained ¢,(Sx) = o(x) for every x € X and this is obviously equivalent
to SX(F) = X(F)for F = F.

Now, knowing the properties of space X {({1}) in case of generalized scalar
operators, we can prove the following

3.5. Theorem. Let T be a generalized scalar operator in a Banach space X which
has no critical eigenvalue. Let S be a linear transformation such that

1) TS = ST,
2) SX(F) = X{(F) for F = F.
Then S is continuous.

Proof. In the preceding lemma we showed that either o5 = {0} and S is continuous
or that there exists a k = 1 and elements 4, ..., 4, of the point spectrum of T'such that
05 = X1({As, ..., 4}). By 2.7 there exists a polynomial P(.) with P(T)|as =0.
Denote by g the quotient map from X onto X/os and by P(T)' the corresponding
operator to P(T) from X/os into X both being continuous. By the closed graph
theorem we see that ¢S is a continuous operator so that P(T)S = P(T) ¢S is
continuous as well. .

Since each R(4,I — T) (i = 1,2, ..., k) has a finite codimension, it is easy to se¢
that P(T) X has also a finite codimension. In this case there exists a finite dimensional
vector space Z such that we can find, for each x € X, a unique representation x =
= x; + x, with x, € P(T) and x, € Z. It is not difficult to prove that the maps
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Ryx = x;, R,x = x, are continuous and the space P(T) X is closed. See also [4].
Now we have

Sx = SRlx + Ssz .

Since S| P(T)X and S|Z are continuous, S is a continuous operator on the
whole X as well.

We have obtained the above result by a slight modification of the methods in [5].
However, the assumption that {0} is the only T-divisible subspace can be replaced
by the assumption that all X ,(F) are invariant with respect to S, which is weaker.

3.6. Definition. A subspace Y is called T-divisible if for every complex number 1
thereis (AI — T)Y =Y.
Let Z be a subspace of X invariant with respect to T. Similarly as in [5] we denote

by N(4 € M) (AI — T) Z the constant value of the transfinite sequence Z(«) defined by
1) Z(0) = Z,
2) Z(a + 1) = N (A — T) Z(a),
ieM

3) Z(«) =ﬂQ Z(p) for limit ordinals.

We can always find such transfinite sequence with eventual constant value. If we put
Z=Xand M = C, then (1€ C) (AI — T) X is the largest T-divisible subspace in X.

o
For other properties see also [5]. It is easy to see that every (A e M) (AI — T) X is
invariant with respect to any linear transformation commuting with T. Further,

X{(F) = A(1 ¢ F) (Al — T) X and particularly x € (\(A ¢ o1(x)) (A — T) X.

3.7. Proposition. Let T be a generalized scalar operator for which {0} is the only
T-divisible subspace.

Then, for every closed F, the subspace X (F) is invariant with respect to any
linear transformation S such that ST = TS.

Il
—

Proof. Take an x € X and a ¢ € C*(R,) with the properties 0 < ¢ < 1and ¢
In a neighbourhood of ¢,(x). We shall show that %, _,Sx = 0. We have

xeNAéo(x)) (U - T)X.
Since the subspace on the right hand side is invariant with respect to S, we obtain
)
SxeN(A¢orx)(AI - T)X.
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On the other hand we can easily show that

Wy V(¢ or(x) (A — T)X < ((A¢or(x) (U — T)%s_ X .

Take a 1€ 04(x). By 2.5 the subspace %,_,X = X(supp (1 — ¢)) and thus the
operator (AI — T) is one-to-one on %, _,X. Let us show that (AI — T) maps %, _,X
onto itself.

Let x = %, _,z, then there is a y € X(supp (1 — ¢)) such that x = (A — T) y.

Put y(2) = 0 and ¥(p) = (1 — @(u))/(2 — a(n)) for u + A, so that Y € C*(R,).
Denote u = %,z — y. Since

M-Tu=%,_yz—(MU-T)y=0,

it is o7(u) = {A}. On the other hand o4(y) = supp (1 — ¢), 61(%z) = supp (¥) =
= supp (1 — ¢) and thus o(u) = supp (1 — ¢). But o (u) = supp (1 — @) n
N {1} =0 and u = 0. We have obtained y = #%,z. Let ¢, € C*(R;), ¢, = 1
in a neighbourhood of a(y) such that supp @, N 67(x) = 0. Then y = %, y =
= U1-oUpoii-a)Z € U1 - X.

So we can write

N ¢ 02(x) (U = T) X = N(AeC) (M — T) %y _X .

Since {0} is the only T-divisible subspace, we have #,_,Sx =0 and Sx =
= U, _,Sx + U,Sx = U,Sx € X(supp ¢) for every ¢ € C*(R,) such that ¢ = 1 in
a neighbourhood of o(x). From this fact it follows obviously ¢(Sx) = o(x).

Open problem: Is there a generalized scalar operator or a spectral operator of the
finite type having a non-trivial divisible subspace? ')
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&asopis pro p&stovani matematiky, roé. 97 (1972), Praha

O BODOVE DEFORMACI KONGRUENCI ROVIN
V PETIROZMERNEM PROJEKTIVNIM PROSTORU

Joser Cu¢ka, Brno

(Doslo dne 18. ¢ervna 1970)

V praci, k niZ dal podnét prof. K. SvOBODA v seminafi o soustavach Pfaffovych
rovnic, jsou studovany Cartanovou metodou pohyblivého reperu nékteré otazky
souvisejici s bodovou deformaci dvou dvojparametrickych systémii rovin — dale
struénéji nazyvanych kongruencemi L, L' — vnofenych do pétirozmérnych projektiv-
nich prostorii Ps, P5.

Ukazuje se, Ze né&které poznatky dnes jiZ dobfe zpracované teorie pfimkovych
kongruenci v P, (napf. [1]), maji své analogické prot&jsky v dale studovaném piipad&
kongruenci rovin v Ps.

V §1 je pro dalsi u€ely vhodné specialisovan priivodni reper kongruence L a zave-
deny bodové formy ¢;.

V §2 je zcela pfirozenym zptisobem modifikovan pojem bodové deformace uzivany
akademikem E. CECHEM. Obsah paragrafu je shrnut ve v&té 1 a existenéni v&t& 2.

V §3 je objasnén geometricky smysl rovnosti bodovych forem kongruenci L, L.
Véta 4 poukazuje na vztah mezi bodovou deformaci kongruenci L, L' a projektivni
deformaci prvniho fadu pfisluinych fokalnich ploch.

Na rozdil od indext j, k, I, jejichZ prub&h je vZdy vyznaden, probiha index ,,i
zasadné &isla 1, 2, 3.

1. Reperem pétirozmé&rného projektivniho prostoru Ps budeme rozumét libovol-

nou uspofadanou 3estici linedrn& nezavislych aritmetickych bodi 4; (j = 1, ..., 6),
Pro néz je
(1) [A;A,A454,A546] = 1.

O funkcich vyskytujicich se dale budeme pfedpokladat, Ze jsou analytické.
Zakladni deriva¢ni formule jsou

) dd; =Tl (ik=1,....6),
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kde relativni komponenty wj vyhovuji rovnicim struktury

3 . dob =Y} A of (jk1=1,...,6).
]
Hlavni parametry znaéme u, v. Pfaffovy formy a)j: splfiuji rovnici
Yol=0 (j=1,..,6).
J
Nechf vrcholy A,, 4,, A; reperu inciduji s béZnou rovinou p kongruence L. Pak
d[AlA2A3] = [dA1A2A3] + [Al dA2A3] + [A1A2 dAs] =
= Yoi[4:4,45] + Z;wﬂ[A AAr] 5

kde i, j, k jsou cyklické permutace z prvki1 1,2,3al = 4,5, 6.
Variace (tj. diferencovani jen podle vedlejsich parametri) je

0[A,4,45] = Z‘:e::[AlAzAs] .
kde jako obvykle

€&, = wp(d),
takZe formy
@) wit (j=1,23)

jsou hlavni a z nich Ize vybrat pravé dvé nezavislé; necht jsou to
o =o', o =o0’.

"Zb)"vajici formy (4) lze vyjadtit jako jejich kombinace s koeficienty zavisejicimi
obecné na hlavnich i vedlej$ich parametrech.

Ohniskem roviny (4;, A;, A;) piislusnym k fokalnimu sméru (napf. q'e' +
+ g*w? = 0) rozumime bod F této roviny, ktery pfi jejim pohybu ve fokalnim
sméru spliiuje relaci [4,4,4; dF] = 0. Jak znamo [6], existuji v kaZdé rovin& kon-
gruence tfi ohniska, o nichZ budeme v dal§im pfedpokladat, Ze neleZi v jediné pfimce.

Volme nyni vrcholy 4,, A,, A, reperu v ohniscich roviny p pfislusnych k fokalnim
smérim

wl'=0, 0*=0, o!'+ro*=w*=0,
kde .
) - r*0.

Rovnicim )
[A1A2A3 dAi]w‘=0 = 0

1ze vzhledem k (2) (j = 1,2, 3; k = 1,..., 6) vyhové&t, kdyZ
(6) o' A}t =0 (j=1,273).
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Uzitim Cartanova lemmatu nabyvaji (6) tvaru
(7) oy =ate' (=123 d} =ai = 1}.

Omezme se na ptipad, kdy kaZdé ze tfi ohnisek A; opisuje regularni plochu (tzv.
plochu fokalni).

Teéné roviny fokalnich ploch {4;} v bodech dotykd A, leZi v prostorech

(8) (A19 AZ’ A3’ Za?+jA3+j) (.] = 1’ 2, 3; a? = a; = ])'
J

Zvolime reper tak, aby tyto te€né prostory byly
(A4, 4z, A3, A4) > (Ap A, A4;, As) > (Ala Az, A4, a§A6) , a3+ 0,
to jest

a}*'=0 (j=1,23;i+})).
Odtud a ze (7) vyplyva

aitt=0 (j=1,23;i+}).
Vngjsim diferencovanim rovnic (7) pro i = j = 3 vychazi

o' A {da§ + ai(0] + 0 — 0} — o))} +
+ @* A {dair + a§r(w; + wf — w3 — w3)} =0.

Bez Gijmy na obecnosti zvolime a$ = 1.

Vnéjsim diferencovanim zbyvajicich rovnic (7) dostaneme
9) o'Aol -0 A3li=0 (j=1,2,3i+))
a vidime, 7e formy
w; + 0g — 03 — i, o), 03t} (=1,23;i%))

jsou hlavni.
Vzhledem k (6) a nerovnostem

o'Ad £0 (j=1,23igj+1)
miZeme na (9) aplikovat Cartanovo lemma a obdrzime
(1) of = alo' +lo!, W31 =plo'—ale/ (=123 i+)).
Ptihlédneme k rovnostem
(11) do' = (0} — 031) A @,
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které okamZit& plynou z podminek integrability (3) a prodlouZime (10). Ziskame tim
rovnice tvaru

o Adal+ o Ad 0l Awl =0,
W' AR — o Add+ D3I A0 =0, (,l=1,2,3;i%j+1%+i)
kde
(12) da) = da} + ai(w] — 031)) + 0}4;,
do] = dod + oj20) — 0} — 031)),
Ap] = dp] + Bl + ©31] — 203%) (=1,2,3;i+))
jsou dalii hlavni formy.

Ze vztahii (12), poznavame, Ze lze reper dale specialisovat volbou
al=0 (j=1,23i+))),
pfi¢emz se stavaji formy
by (=123 i0%+))
hlavnimi formami.

Z definice hodnoty vn&jsiho diferencialu a hodnoty vn&jsiho souginu plyne z (11)
(13) S0’ = o'(el — e311).

Uvedme jesté kvili prehlednosti variace relativnich invariantt a derivaéni formule
reperu.

(14) o) = ale + e31) — 2¢)), OB] = Bi(2e31i — el — €31)
(= 1,2,3; i +j),
dr=r(es+el—e; —ey) =rles+e3— e —ef).
(15) d4, = 0iA, + 0?4, + djw4; + 0'4,,
d4, = w'd, + 034, + Gwld; + 0*4ds,
d4; = ajw'd, + Bdw’d, + vi4, + w34q,
d4, = wiA, + 0iA, + 0iA; + wiA, + Piw'As + Biw'Ads,
d4s = wiA, + 034, + 034, + Biw?d, + wids + Prwid,,
dA6 = w},A, + w%Az + sz_-, + ﬁ;w3A4 + ﬂ3w3A5 + w6A6 .
Nyni lze snadno ovéfit, Ze bodové formy
(16) ¢, = Baio’n®, ¢, = duele®, @ = dajo'ew?
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a formy
¥, = dguiolo’e’, ¥, = gaieio'o’e’
jsou invariantni (tj. 6¢; = 6y; = 0). Z identity

©10:03 = Y ¥,

je ovsem ihned vidét, Ze nejsou nezavislé.

2. Pfedng pfipomeiime [1] pojem bodové deformace.
Budiz dana

— kongruence L = Ps rovin p = p(u, v),

— kongruence L < Pj rovin p’ = p'(v’, v'),

— regularni korespondence C : L —» L, Cp(u, v) = p'(u’, v')
rovnicemi u’ = u'(u, v), v’ = v'(u, v).

Rekneme, 7e C? je bodové rozsifeni korespondence C, jestlize je pro kazdou dvo-

jici odpovidajicich si rovin p e L, Cp = p’ € L déana kolineace
n = n(u, v) : p(u, ) > p'{u'(u, v); v'(u, v)} .

Dostavame tak bodovou korespondenci C? : V(L) — V4(L) mezi &tyfrozmérnymi
bodovymi varietami V,(L), V4(L).

Korespondence C se nazyva bodovou deformaci, jestlize existuje takové bodové
roz§ifeni C na CP, Ze Ize pro kaZdou dvojici (u, v) najit kolineaci K(u, v) : Ps — P
takovou, Ze plati:

Je-li Aep(u,v) bod a I' libovolna kfivka (4 eI < V,(L)), pak kfivky C°T
a K(u, v) I maji v bod& C’4 analyticky styk prvniho fadu, tj. pfi

(17) KA = C*4
plati rovnost
(18) K dA = d(C"4) + 3C*4,

kde 9 je jista hlavni forma. Rikame pak, Ze K realizuje (v rovin& p(u, v)) bodovou
deformaci.

Jde nam nyni o nalezeni podminek pfi jejichZ splnéni budou kongruence L = Ps,
L' = P} v bodové deformaci.

Ke kongruenci L pfifadime oviem reper s derivadnimi formulemi (15) a ke kon-
gruenci L' zcela analogicky reper ¢arkovany.

Korespondence C necht je uréena relacemi

(19) o* = Ybiw' (k,1=1,2),
1
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kde
(20) . | #=0 (K 1=1,2).

Pak je oviem

o? = bjo' + bio? + r'(bio' + bjw?).

Bodové rozsifeni C® korespondence C : L— L necht je dano kolineaci n : p — p’

uréenou rovnicemi
nA; = Zc{A", (j=1,23)

s determinantem I

(21) - el £0 (j=1,223).

Pfedpokladejme, Ze kolineace K

KA4; =c4;, (k=1,23)
KAy, =ci4; (1 =1,...,6)

realizuje bodovou deformaci kongruenci L, L.
Necht je kfivka I' opisovana bodem

A= E‘:x"(t) Afu,v),
kde

u=ut), v=1uot).
Pak

dA = Y3 {(dx' + X)) 4; + x'o'4s.} (G =1,2,3)
Jji
a
(22) Kd4= zzg{c{(dx" + x*of) + d,x'0} 4] (j=1,...6; k=1,23).
ij

Dale je

(23) C’'A =KA =3Yclx'd; (j=123)
iJ
a
(24) d(ct4) = Zzg{["ji dx’ + xi(de] + cfw)] 4] + cx*w Ay}
i j

(sk =1,2,3).

Dosadime z (22), (23) a (24) do (18) a porovname koeficienty u x'd} (I=4,5,6)
Dostaneme

(25) o3t =0'd (j=1,2, 3).
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2

S uvaZenim (19) porovnejme v (25) koeficienty nyni u forem w', w?. Ziskdme tak

systém rovnic
(26) cib? = eib} = b2 = c2by =0,
ci(bl + r'b3) =0, c3(by + r'by) =0,
¢§ = ci(by + r'by), 5 = c3(bi + r'bj),
g = c3(by + r'by), cor = c3(b} + r'b3),
¢t =cibl, ct=clbl, cir=cib?, ct =cib},
c; =c2by, ¢ =c2bk, c¢i =ciby, cor = cib3.
Po pfihlédnuti k podminkam (20), (21), (5) a analogické r’ =+ 0, Ize diskusi systému
(26) ukazat, Ze je fesitelny jen kdyz
(27) b3 =b}=0,
nebo by = b2 = 0. Vybér jedné z téchto dvou moznosti je geometricky nepodstatny
a my zvolime (27).
Vsimn&me si je§t& rovnic (25). Lehce z nich plyne
()
6 5.6 .4

4 5 1.2 2.3.1 1.2 3
(caeses + ciesee 3 H o’

4
+ ceied) w'w?w® = (ciciel + cicies + ciexed) o'lw 0" .

Korespondence C : L — L tedy transformuje rozvinutelné variety (torsy) kongru-
ence L do rozvinutelnych variet kongruence L. Takova korespondence se nazyva
rozvinutelna (torsalni).

Vratme se nyni k relacim (26) a (27). Nahlédneme z nich platnost rovnosti
(29) d=cd=a=g=a=d=d=cd=cG=c=c=c=0.

Vztahy (19) vzhledem k (27) jsou nyni
(30) o'l = blo!, o'?= biw?
a po piihlédnuti ke (29) nabyva (28) tvaru

cocsciw'0’w’ = cicicio 0?0 .
Ozna¢me
o — of =1t
Vngjsim diferencovanim (30) vychazi
{db] + bi(7§ — 1)} A @' =0, {db} + b3(z} — 1)} A @?=0

a tim se pfesvédujeme, Ze b}, b3 jsou relativni invarianty. MZeme tedy klast

= bi=1.



Pak oviem
Bt - = fot (k= 1,2)

-

jsou hlavni formy.
Doséhli jsme tak bez obsahové tijmy na obecnosti situace, kdy
(31 o*=0o" (k=1,2).

Systém (26) se tak zredukoval na

’

(32) ch=cl, ci=c2, €=¢c3, cCr=cir.
Z poslednich dvou rovnic (32) ihned vyplyva
(33) r=v.

S pouzitim (29), (31), (32), (33) porovnéavejme dale koeficienty v (18) nyni u x'4;
(j = 1,2, 3). Soudasn& pouzijme vyjadfeni hlavnich forem pFichystaného vy (15).
Dostaneme
(34);-3 def = cltl + ¢i9 = ¢}, 0

i1

(34)4-5 cilw + eh 0 = cejfot (j=1,2,3; i £j).

Porovnéanim koeficientdi u forem ', w? v rovnicich (34),_, méame ihned
d=cl=cl=cl=ci=ct=0
a

(35) cih=cll (F *1,2;3; # 4 j).
JelikoZ lze pozadavku (21) vzhledem k (29) vyhovét pravé kdyz
(36) el £0,
dospivame ze systému rovnic (35) pro nezndmé cj, c3, c3 k podminkam
(37) wa; = aiay , ajey = afaly; odas = aPal,
wodel = aedas, odadad = affoded?,

které oviem nejsou nezAvislé.
Kolineace K realizujici bodovou deformaci C je tedy uréena rovnicemi

15l

(38) KA; = cid;, KAyy; = ¢y di + cidsys

kde koeficienty c}, ¢} ,; jsou Fedenim systému rovnic (35) a (34), 5.
Shrnutim dosavadnich Gvah a porovnanim (37) a (16) je dokazéana
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Véta 1. Bodovd deformace C : L —» L je rozvinutelnd korespondence; kolineace K
ji realisujici transformuje ohniska A,, A,, A5 do ohnisek A}, A}, Aj.

Kongruence L, L jsou v bodové deformaci C : L —» L prdvé tehdy, plati-li
P =@1, 92=0¢2, ¢3=0;
a aspoii jedna z rovnosti
Yi=vi, ¥Y2=9;.

Vysetfujme nyni, zda k dané kongruenci L = P opravdu existuje korespondence C
a kongruence L' = P§ — dale stru¢n&ji dvojice (C, L) — tak, 7e C : L L je bodovou
deformaci.
Bez tjmy na obecnosti volme v relacich (35) of = «f (j = 1, 2, 3; i + j) a pamatuj-
me na (31) a (33). P¥i dané kongruenci Lje pak dvojice (C, L) uréena systémem
(39) =0 (j=1,...,6; i % j)
s uzavérem
(40) D' AQ;=0, 0®AQ,=0, 0®AQs=0,
' AT+ 0P AR =0 0P ATl -0 AR, =0
AT AR +Q)=0 P ATg—0' AR, +Q)=0
W ATE+ 0} A3, =0 0} AT -0 AddQ,=0,
kde
Q =1-1, Q=13-13, Q =1-1},
Q =1—-13, Q=15—13.
Snadno nahlédneme, Ze hlavni formy
Ti’ Ti: t;’ Tg’ Té’ 12’ Ql’ QZ’ Qa’ 94’ QS >

stejn€ jako vng&jsi kvadratické rovnice (40), jsou linearn& nezavislé. Pfi obvyklém
oznaceni je tedy
g=11, s5,=9, s, =11-9=2. i
Cartanovo &islo
Q=s5;,+25,=94+4=13.

Roziesme (40) uzitim Cartanova lemmatu.

(41) Q3 =f1w1’ Q4=fzw2: Qs =f3w3,
Ti =f4°0l +fsw2 > T; = f13a)2 '*'fu.w1 ,
1@, = fs0' + fs0?, Q= —f1a9* + fis0',
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73 = f10' + feo?, %6 = [0 + f1i0",
“?(Ql + Q,) = fro' + fow?, ’1;(91 + ;) = —f170° + fig0',
f100® + f200%,

—f200° + f2,07.

13 = f100? + f1,0°, Ts

Ty 2 3 2
Q, = f110° + f1,07, o302,

Dosadime-li ze (41) do (40), najdeme mezi koeficienty f, (k = 1, ..., 21) osm linear-
nich relaci, tedy N = 21 — 8 = 13. Protoze Q = N je systém (39) v involuci a je
dokézana existencni

Véta 2. Je-li ddina kongruence L < Py pak dvojice (C, L) existuje a zdvisi na
dvou funkcich dvou proménnych.

3. Predné se budeme zabyvat otazkou, kdy jsou dvojice fokalnich ploch {4}, {4}
v projektivnich deformacich C; prvniho fadu [5], které budeme realisovat sougasné
jednou kolineaci ¢, transformujici ohniska 4; do ohnisek A4;.

Rovnice kolineace 4" pfedpokladejme ve tvaru

(42) XA, =K

(43) fA3+i = ZK$+1A_; (j = 1"“, 6)7
J

kde

(44) KIK2K3 +0.

Fokalni plochy {4}, {4;} jsou v projektivnich deformacich C,:{4,} — {4}}
prvniho ¥adu realizovanych kolineaci ¢, plati-li pfi

relace &'(d4;) = d(Kj4}) + 9,K}A;, neboli

(43) H(dA) = K} dA; + p,41,
kde 9, jsou vhodné Pfaffovy formy a y; = dK} + 9,K%.
Jest .
dA; = Yowld;, dA;=Ywi4; (j=1,..,6),
J J
tedy
(46) ;w{(.}fAj) = KiYo/A; + yd; (j=1,...,6).
J

Nyni dosadime za o A; do (46) ze (42), resp. (43), a za w{ jejich vyjadfeni z matice
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koeficienti (15). Porovnanim koeficientd u AYj = 1, ..., 6) a pak u ' a w? dosp&jeme
po snadnych vypoctech ke vztahiim

K:=Ki=K,=K$=K.! =K} =K{=K¢=K.=K:=K{!=K;=0

(47) Kigj =K}  (j=1,2,3; i+}))
(48) K=kl
(49) Kiti + 7, = Kj, 0.

Systém rovnic (47) je aZ na ozna&eni hledanych funkci K! identicky se systémem
(35). Obsahové jsou stejné i pozadavky (44) a (36). Jest tedy

Ki=¢!
a vzhledem k (48)
K3ti=c;.
Rovnice (49) nabyvaji nyni tvaru
Cgt:: +7; = Ki, 0

a Ize z nich uréit K, ;. Tim je dok4z4na

Véta 3. Fokdlni plochy {A;}, {A}} kongruenci L, L jsou v projektivnich deforma-
cich proniho Fadu C;:{A;} - {A}} realisovanych soucasné jedinou kolineaci X
pravé tehdy, plati-li

’
@i = ¢
a aspon jedna z rovnosti

Yo =Vi, Y2=19;.
Rovnice kolineace A" jsou tvaru
HA, =cd,
H Az = c34,4; + GAsy; .
Z obsahti véty 1 a véty 2 vyplyva tvrzeni, které podava
Véta 4. Rozvinutelnd korespondence C :L— L' mezi kongruencemi L,L je

bodovou deformaci prdvé tehdy, jsou-li korespondence C,:{A;} — {A}} mezi
fokdlnimi plochami {A,}, {4} projektivnimi deformacemi proniho Fddu.
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Zusammenfassung

UBER DIE PUNKTDEFORMATION DER EBENENKONGRUENZEN
IM FUNFDIMENSIONALEN PROJEKTIVEN RAUM

Joser Cu¢ka, Brno

In der Arbeit wird die Korrespondenz C zwischen zwei zweiparametrigen ebenen
Gebilden L, L' (Kongruenzen von Ebenen), welche in die fiinfdimensionalen projek-
tiven Riaume P, P eingebettet sind, erwégt. Es wird vorausgesetzt, dass die Kon-
gruenz L, bzw. L drei verschiedene nicht ausgeartete Brennflichen {4,}, bzw. {4}
besitzt. Mittels der Cartan’schen Methode des beweglichen Bezugssystems werden
zu der Kongruenz L geometrisch bedeutsame invariante quadratische Formen ¢;,
(die sog. Punktformen) und invariante kubische Formen v, y, aufgefunden.

Es wird bewiesen, dass die Gleichheit der Punktformen ¢; = ¢; und die Giiltigkeit
zumindest einer der Gleichung W, = ¥/, ¥, = ¥/} eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir sind, dass

1) die abwickelbare Korrespondenz C : L —» L eine Punktdeformation ist,

2) alle drei Brennflichenpaare {4}, {4]} sich zugleich in der projektiven Defor-
mation C; erster Ordnung entsprechen. . '

Der Satz 2 sichert dass zu der gegebenen Kongruenz Ldas Paar (C, L) tatséchlich
existiert und von zwei Funktionen zweier Variablen abhéangt.
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Casopis pro péstovani matematiky, ro¢. 97 (1972), Praha

LJAPUNOVSKE FUNKCE V TEORII OMEZENOSTI
ABSTRAKTNICH RESTRINGOVANYCH PROCESU

FRANTISEK TUMAJER, Liberec

(Doslo dne 21. srpna 1970)

UvoD

V praci [1] zavadi J. NAGY pojem abstraktniho regulovaného procesu, ktery je
bezprostfedn& spjat s pojmem abstraktniho procesu uvedeného O. HAIJKEM na
symposiu EQUADIFF 1I. Abstraktni regulovany proces neni sice abstraktnim pro-
cesem, ale ukazuje se, Z¢ ma s nim mnoho spole¢nych vlastnosti. V praci [2] jsou
studovany pomoci ljapunovskych funkci vlastnosti omezenosti abstraktnich procesi.
V ptedloZené praci uzivame podobnych metod ke studiu silné a slabé omezenosti
tzv. abstraktnich restringovanych procesii; jejichZ specialnim ptipadem jsou regulo-
vané procesy z prace [1]. Pfipomeneme si proto nejprve zakladni definice a oznageni
z praci [1] a [2].

Symboly R', R% R* budou znadit po fad& nasledujici mnoZiny: (— oo, + o),
<0, + ), (0, + o). R znadi danou neprazdnou podmnozinu mnoZiny R', P a W
dané abstraktni mnoZiny. V textu budeme pouZivat zobrazeni projekce, které defi-
nujeme nasledujicim zptisobem. Necht je dan systém mnoZin X; proj = 1,2, ..., n.
Pro kazdou kombinaci (iy, i, ..., i) pfirozenych &isel takovych, ze 1 < i; < ijy; < n
prol < 5 £ k — 1, definujeme

Proj;, it i X1 X Xy X oo x X, > Xy x X, x ... x X;

Ik

pfedpisem
PLOYy, 1.t Bys Gy oo Be) = (@i Gy o o5 A1)

Dale se budeme zabyvat jistou relaci t na mnoZin& P x W x R. Predpokladame, Ze
relace t m4 vzdycky nasledujici vlastnost:

(1) e (> wi, B), (x, w,0) € P x W x R, (y, wy, B) t(x,w,a), pak B = «.
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Kazdé takova relace uréuje systém relaci

)] - {st:BZavR} na PxW
definovanych vztahem

G (v, w1) ptalx, w) <= (v, wy, B) t(x, w, o)

a také obracen& kazdy systém relaci (2) definuje pomoci vztahu (3) relaci ¢ na P x
x W x R. Je-li t relace na mnoZiné P x W x R, pak oznalime

E = domain ¢,

D={9x,wa)eR x Px Wx R:(y,wy,9) t(x, w, )
pro n&jaké (y, w,)eP x W},

sta(%, w) = {(y, wy) € P x W:(y, wy, 9) t(x, w, @)}

a zobrazeni

e:E—(—o00, +0) :&(x,w,a) = sup {BeR: (B, x,w,a)e D}.

1. DEFINICE ABSTRAKTN{HO RESTRINGOVANEHO PROCESU

1.1. V této &sti pfipomeneme nejdfive definici abstraktniho procesu z prace [2]
a zavedeme pojem abstraktniho restringovaného procesu. Budeme pfitom bez dalsich
poznamek pouZivat oznadeni a konvenci zavedenych v tivodni ¢asti. Identickou relaci
na P x W oznadime 1p, .

1.2. Definice. Rikame, Ye t je proces na P x W nad R, pravé kdyz P, W jsou mno-
Ziny, R = R, t je relace na P x W x R vyhovujici podmince

(1) ple = P = a pro viechna a, feR
a majici nésledujici dv& vlastnosti:

(i) ate = 1pxw pro viechna a € R,
(i) ,t5© gty = ,t, pro viechna B e <a, y> v R.

Rikame, %e proces t je lokdlni, tesp. globdlni, pravé kdyZ pro kazdé (x, w,0)€E
plati &(x, w, @) > a, resp. &(x, w, a) = + 0.

1.3. Definice. Necht ¢ je proces na P x W nad R. Rikdme, Ze t pFipousti periodu
T € R!, pravé kdyZ pro viechna f > « v R plati

p—tta—t e ﬁta = ﬂ+¢ta+t .
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1.4. Definice. Nechf ¢ je proces na P x Wnad R. Rikame, Ze o je Fesenim procesu t,
pravé kdyz

(i) o je parcialni zobrazeni R — P x W,
(ii) domain ¢ je interval v R,
(iii) (a(9), 9) t(a(x), @) plati pro viechna § > « v domain o.

Rikame, Ze t je uplny vzhledem k FeSenim, pravé kdyZ ke kazdé dvojici (x, w, a),
(v, wi, B) € E, (¥, wy, B) t(x, w, @) existuje fedeni o takové, Ze a(a) = (x, w), o(B) =
= (y9 wl)' .

1.5. Poznimka. Je-li o feSenim procesu t, « € domain o, pak fikame, Ze ¢ prochazi
bodem (x, w, «), pravé kdyz o(x) = (x, w).

1.6. Definice. Nechf t je proces na P x W nad R. Restringovanym procesem p
na P nad R nazyvame relaci p mezi P x W x R a P x R definovanou takto:

(z, 9) p(x, w, @) , pravé kdyz existuje w, € W takové, Ze plati (z, wy, 9) #(x, w, a) .
Rikame, Ze restringovany proces p je lokdlni (globdlni), resp. pFipousti periodu

te R', pravé kdyz t je lokalni (globalni), resp. pfipousti periodu 7.

1.7. Lemma. Necht p je restringovany proces procesu t. Pak plati

(z, 9) P(xy, wis &y), (x4, Wy, 2y) H(x, w, &) = (z, 9) p(x, w, @) .

Dikaz plyne pfimo z definice 1.6.

1.8. Definice. Necht p je restringovany proces procesu t. Zobrazeni V: E — R°
nazyvame ljapunovskou funkci restringovaného procesu p, pravé kdyz je V nerostouci
podél p, tj. pravé kdyZ ze vztahu

(xpwpa)eE, j=1,2, (x5 wyay)H(xy, wy, ;) plyne
V(xz, was ) £ V(xy, wy, @) .
1.9. Definice. Nechf p je restringovany proces procesu t. Rikame, %e parcialni
Zobrazeni s : R — P je reSenim restringovaného procesu p, pravé kdyZ existuje fe-

Seni o procesu t takové, %e s = proj, o a.
Rikame, Ze p je uuplny vzhledem k FeSenim, pravé kdy? t je uplny vzhledem k feSenim.

1.10. Definice. Nechf p je restringovany proces procesu t. Rikame, %e zobrazeni
V:E - R° je slabé ljapunovskou funkci restringovaného procesu p, pravé kdy? ke
kazdému (x, w, «) € E existuje feSeni ¢ procesu t takové, Ze domain o o <{a, &(x, w, @))
aV je nerostouci podél g, tj.

V(5(3), 9) < V(o(B), ) pro viechna a < B < 9 < g(x,w,a) v R.
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2. SILNA OMEZENOST RESTRINGOVANYCH PROCESU

2.1. Oznaéeni. V této Casti pfedpokladame, Ze jsou dany restringovany proces p
procesu t, neprazdna mnoZina

(1) mc P x R

a zobrazeni

(2 g:PxR->R°
tak, Ze plati

(3) g(x,2) =0« (x,0)em.

2.2. Definice. Rikame, Z¢ p je silné omezeny vzhledem k m, pravé kdyZ existuje
zobrazeni

(1) “ @ :proj, 3 E - R*
takové, Ze plati
(2 (9, x,w,a)e D, (z,9)p(x,w,a)=>g(z,9) < o(x, ).

2.3. Véta. p je silné omezeny vzhledem k m, prdvé kdy? existuji zobrazeni
(1) V:E-R° g@q:proj, s E—>R*, a:R* > R* a jerostouci, a(v) > +o
pro v— +o0,

majici ndsledujici vlastnosti:
(i) vV je liapunovskd funkce,
(ii) (x, w,®) € E =V(x, w, &) < @, a),
(i) (x, w, @) € E, g(x, @) € R* = a(g(x, 2)) < V(x, w, ).

Diuikaz. Necht p je silné omezeny. Definujme zobrazeni
(2) V:E - R®:¥(x, w, @) = sup {g(z, 9) : (z, 9) p(x, w, a)},
(3) @0 : proj; 3 E > R* : @o(x, @) = o(x, a),
(4) a:R* > R* :a(v) = v.
Nyni dokéZeme, Ze zobrazeni (2), (3) a (4) maji vlastnosti (i) aZ (ii).

Ad (i): Necht (x,w,x)eE a necht (x,,w,, a;)t(x, w,«). Pak pro kazdé
(2, 9) p (x4, wy, «,) plati podle 1.7 také (z, 9) p (x, w, @), a tedy

V(%y, wy, 0y) = sup {g(z, 9) : (z, 9) p (x1, wy, @)} <
<sup{g(z,9):(z,9) p(x,w,a)} =V(x,w,0a),
takZe V je ljapunovskou funkci.
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Ad (ii): Necht (x, w, a) € E. Pak pro kazdé (z, 9) p (x, w, «) plati podle 2.2 (2) vztah
g9(z, 9) £ o(x, a), takze V(x, w, ) je pfedpisem (2) skutetn& definovano a mé vlast-
nost (ii).

Ad (iii): Z¥ejmé& plati

g(x,2) e {g(z, 9) : (z, 9) p (x, w, @)} ,
a tedy

g(x, @) S V(x, w,0).

Necht existuji zobrazeni (1) majici vlastnosti (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, &) € E.
Definujme zobrazeni ¢ z 2.2(1) tak, aby byl spln&n vztah

a(o(x, a)) = @o(x, @) .

Nyni se snadno ukéze, ze pro kazdé (9, x, w, a) € D, (z, wy, 9) t (x, w, @), g(z, 3) e R*
plati '

a(g(z, '9)) é V(Z’ Wi ‘9) é V(X, w, a) é (PO(x’ a) é a((P(x; a)) ’
odkud plyne g(z, 9) < ¢(x, «). Je tedy p siln& omezeny vzhledem k m.
2.4. Poznimka. Podminku (iii) ve v&t& 2.3 Ize zam&nit podminkou:
(iii)" existuje zobrazeni {, : R* — R* takové, Ze plati

K(x,w,a) £ o= g(x, o) < {(0).

2.5. Definice. Rikame, Ze p je silné asymptoticky omezeny vzhledem k m, pravé
kdyz p je siln& omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(1 xeR*
a zobrazeni
(2) _ T:proj;,3 E—» R*

takové, ze plati
(3) (O x,woa)eD, $2za+T(xa), (29 p(x wa)=g(z9)=x.

2.6. Véta. Restringovany proces p procesu t je silné asymptoticky omezeny
vzhledem k m, prdvé kdy# existuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) a# 2.3 (iii)
a zobrazeni T, : proj, s E - R*, xo € R* takové, Ze plati

(iv) (8, x, w, @) € D, 8 = a + Ty(x, &), (z, wy, 9) t(x, w, &) = V(z, wy, ) < 0.

Dikaz. Necht p je siln& asymptoticky omezeny. Pak podle prvni &asti ditkkazu véty
2.3 existuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) aZ 2.3 (iii). Zvolme v (iv) za %, € R*
konstantu x z 2.5 a definujme zobrazeni Ty, : proj, 3 E = R* : Ty(x, o) = T(x, ), kde
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T je zobrazeni z 2.5. Pak podle 2.5 (3) pro kazdé (9, x, w, @) € D, (z, wy, 9) t (x, w, a),
9 2 a + Ty(x, ) plati g(z, 8) < x,, a tedy vzhledem k 2.3 (2) je také V(z, w,, 9) < x,.

Necht exiStuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) aZ 2.3 (iii), o € R* a zobraze-
ni T, majici vlastnost (iv). Z vlastnosti 2.3 (i) aZ 2.3 (iii) vyplyva podle véty 2.3, Ze
p je siln& omezeny vzhledem k m. Definujme konstantu x z 2.5 (1) tak, aby byl splnén
vztah

a(x) = »,

a za zobrazeni Tz 2.5 (2) zvolme zobrazeni T, z (iv). Pak pro kazdé (9, x, w, ) € D,
9 2 o+ T(x,a), (z, wy, 9) t (x, w, &), g(z, 9) € R* plati

a(g(z, 9)) < V(z, wy, 9) < % < a(x),

odkud plyne g(z, 9) < . Je tedy p siln& asymptoticky omezeny vzhledem k m.

2.7. Véta. Necht p je globdlni restringovany proces procesu t, uplny vzhledem
k Fesenim. Necht existuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) a2 2.3 (iii), konstanty
%0, %1 € R* a zobrazeni ¢ : {x,, + ) » R* zdola omezené na kaZdém kompaktnim
podintervalu intervalu {x,, +oo) kladnym ¢islem a majici ndsledujici vlastnosti:

(iv) (x, w, @) € E, g(x, @) < %, = V(x, w, @) < %o,
(v) pro kaZdé FeSeni o procesu t a vSechna o, 3 € domaino, « < 3 plati

V(a(9), 9) — V(o(a), @) < — |2 c(g(proj; o a(v), v)) dv, kdykoliv je c(g(proj, -
o o(v), v)) definovdno pro viechna v e {a, 95, v € R.

Potom je p silné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Diukaz. Z vlastnosti 2.3 (i) aZ 2.3 (iii) zobrazeni 2.3 (1) vyplyva podle véty 2.3,
Ze p je siln& omezeny vzhledem k m. Volme x z 2.5 (1) tak, aby platil vztah

a(x) = xo .

Necht je dano (x, w, ) € E, g(x, a) < x, a pfedpokladejme, Ze existuji (B, x, w, «) € D,
(», wy, B) t (x, w, &) takové, Ze g(y, B) > x. Pak je

a(x) < a(g(y, B)) < V(y, wy, B) S V(x, w, ) < %,

odkud plyne a(x) < x, coZ je spor s volbou konstanty x. Plati tedy
(1) (9, x,w,a)eD, g(x,a) <x,, (z9)p(x,w,a)=g(z,9) < x.
Nechf je nyni (x, w, @) € E, g(x, «) = x,. PoloZme
Mx, a) = inf {c(v) 12, S v < o(x, @)},
kde ¢ je zobrazeni z definice 2.2.
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Definujme zobrazeni Tz 2.5 (2) pfedpisem
T(x, a) = 1 + M
A(x, o)

a ukaZme, Z7¢ x a T vyhovuji definici 2.5. Pfedpokladejme, Ze pro né&jaké
(v, wy, B) t(x, w, @), B = a + T(x, a) plati vztah g(y, f) > x. Necht o je feseni pro-
cesu  prochézejici body (x, w, a) a (y, wy, B). Je-li x; < g(proj, ¢ a(9), 9) pro viechna
9e{a, B>, 3€R, pak pomoci 2.3 (ii) a 2.7 (v) dostavame vztah V(o(B), B) <
< V(o(a), @) — [2 c(g(proj, o o(v), v) dv < @4(x, @) — A(x, a) T(x, ) < 0, coZ je ve
sporu s definici zobrazeni V. Existuje-li y € {a, B) takové, Ze g(proj, < a(y), y) < x,,
plyne z (y, B) p (a(y), 7) a ze vztahu (1) nerovnost g(y, f) < %, coZ je spor s nasim
pfedpokladem. Odtud dostavame, Ze pro kazdé (9, x,w,a)e D, 9 2 « + T(x, a),
(z9) p(x, w, ) plati g(z,9) < x. Je tedy p siln& asymptoticky omezeny vzhle-
dem k m.

2.8. Poznamka. Ziejmé v obou piedchazejicich vétach lze podminku 2.3 (iii) nahra-
dit podminkou 2.4 (iii)".

2.9. Definice. Rikame, Ze p je silné stejné omezeny vzhledem k m, pravé kdyz
existuje zobrazeni

(1) {:Rx R* > R*
takové, Ze plati
(2) 8, x,w,x)eD, g(x,0) <w, (z9)p(x,w,a)=g(z,9) < {(a, 0).
2.10. Véta. p je silné stejné omezeny vzhledem k m, pravé kdy? existuji zobrazeni
(1) V:E->R®, {,:Rx R*-R*, a:R* > R*, arostouci,
alw)> +0 pro w— +oo,
majici ndsledujici vlastnosti:

(i) V je ljapunovskd funkce,
(i) (x, w, ) € E, g(x,0a) < 0 = V(x, w, @) £ {o(a, o),
(ii) (x, w, a) € E, g(x, 2) € R* = a(g(x, @) < V(x, w, a).

Dikaz. Necht p je siln& stejn& omezeny. Definujme zobrazeni V : E — R° vztahem
2.3 (2), zobrazeni

(2) {o:R x R* 5 R* : {o(a, w) = {(o, w),
(3) a:R*" > R":4(0) = 0.
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Nyni dokaZeme, Ze zobrazeni V, (2) a (3) maji vlastnosti (i) aZ (iii). Zobrazeni V' a (3)
maji zfejm& podle 2.3 ad (i) a 2.3 ad (iii) vlastnosti (i) a (iii). Podle 2.9 (2) ze vztahi
(9, x, w,®)e D, (z,8) p(x, w,2), g(x,2)eR* plyne g(z, 9) < (o, g(x, a)) takZe
V(x, w, a) je pfedpisem 2.3 (2) skute¢n& definovano a ma vlastnost (ii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Definujme zobrazeni { z 2.9 (1)
tak, aby byl splnén vztah

a(l(a, ®)) = Lo, ) .

Pak ze vztahd (9, x, w, ) € D, g(x, «) < @, (z, wy, 9) t (x, w, @), g(z, 9) € R* dosta-
vame

Ca(g(z, 9)) < V(z, wy, 8) S V(x, w, a) < Lo, ) < a(l(a, w)),

odkud plyne g(z, 9) < {(«, w). Je tedy p siln& stejn& omezeny vzhledem k m.
2.11. Pozndmka. Podminku (iii) ve vét& 2.10 Ize zam&nit podminkou 2.4 (iii)'.

2.12. Definice. Rikame, Ze p je silné stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m,
pravé kdyz p je silné stejn€ omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(1 xeR*

a zobrazeni

) T:R x R* - R*

takové, Ze plati

(3) %, x,w,a)eD, g(x,0)Sw, 9o+ T(xw)),

(z,9)p(x, w,a)=>g(z,9) < x.

2.13. Véta. Restringovany proces p procesu t je silné stejné asymptoticky omezeny
vzhledem k m, pravé kdy# existuji zobrazeni 2.10(1) s vlastnostmi 2.10 (i) aZ 2.10 (iii)
a zobrazeni
(1) T,:R x R* > R*, x,eR*
takové, Ze plati

(iv) (%, x,w,a)eD, g(x,0) Sw, 92a+ Ty, w), (z,w,9)t(x,w,a)=
= V(z, wy, 9) < %,. ‘
Diikaz. Necht p je siln& stejné asymptoticky omezeny. Pak podle prvni &sti dii-
kazu v&ty 2.10 existuji zobrazeni 2.10 (1) s vlastnostmi 2.10 (i) az 2.10 (iii). Zvolme
v (1) za %, € R* konstantu x z definice 2.12 a zobrazeni T, : R x R* —» R* defi-
nujme pfedpisem
To(2, w) = T(x, ),
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kde Tje zobrazeni z 2.12. Pak podle 2.12 (3) pro kazdé (9, x, w, @) € D, g(x, @) < o,
(z,wy, ) t(x, w,0) a 9 = a + Ty, ) plati g(z, ) < o, a tedy vzhledem k 2.3 (2)
je V(z, wy, 9) < %,. Odtud plyne, Ze zobrazeni V ma také vlastnost (iv).

Necht existuji zobrazeni 2.10 (1) s vlastnostmi 2.10 (i) az 2.10 (iii) a (1) majici
vlastnost (iv). Z vlastnosti 2.10 (i) aZ 2.10 (iii) vyplyva podle véty 2.10, e p je siln&
stejn& omezeny vzhledem k m. Definujme konstantu » z 2.12 (1) tak, aby byl spln&n
vztah

a(x) = x,
a za zobrazeni Tz 2.12 (2) zvolme zobrazeni T, z (1). Pak pro kazdé (9, x, w, «) € D,
g(x,0) £ w, 9 = a + T(a, w), (z, wy, 9) t(x, w, @), g(z, 9) e R* plati
a(g(z, 9)) < V(z, wy, 9) < % < a(x),

odkud plyne g(z, 9) < x. Je tedy p siln& stejn& asymptoticky omezeny vzhledem k m.

2.14. Véta. Necht p je globdlni restringovany proces procesu t, uplny vzhledem
k FeSenim. Necht existuji zobrazeni 2.10 (1) s vlastnostmi 2.10 (i) a# 2.10 (iii),
konstanty x4, %, € R* a zobrazeni c : {x;, + ©) > R* zdola omezené na kazdém
kompaktnim podintervalu intervalu {x,, + oo) kladnym ¢islem a majici ndsledujici
vlastnosti: '

(iv) (x, w, @) € E, g(x, o) < %, = V(x, w, &) < x,,
(V) pro kazdé Feseni o procesu t a viechna a, 9 € domain ¢, « < 3 plati
) V(o(9), 9) — V(o(x), o) < — [2c(g(projy o a(v), v)) dv,
-kdykoliv je c(g(proj, o 6(v), v)) definovdno pro vsechna ve {«, 3, veR.
Potom je p silné stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Diikaz. Z vlastnosti 2.10 (i) aZ 2.10 (iii) zobrazeni 2.10 (1) vyplyva podle véty 2.10,
Ze p je silng stejné omezeny vzhledem k m. Necht { je zobrazeni z definice 2.9. Po-
lozme A(a, w) = inf {c(v) : %, < v < {(«, w)}. Definujeme-li zobrazeni T z 2.12 (2)
predpisem

T, w) =1+ o(®, @) ,
Mo, o)

konstantu x € R* tak, aby platilo a(x) 2 x%,, ukaZeme podobné jako v dikazu vty
21, Ze pro (9, x,w,0)eD, g(x,0) S, $2a+ T(x,w), (29)p (x, w, ) je
9(z, 9) < . Je tedy p siln& stejn& asymptoticky omezeny vzhledem k m.

2.15. Poznimka. Ziejm& v obou pfedchazejicich vétach Ize podminku 2.10 (iii)
nahradit podminkou 2.4 (iii)’.
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2.16. Definice. Rikame, Ye p je silné stejnomérné omezeny vzhledem k m, pravé
kdyZ existuje zobrazeni

(1) ¢E:RY > RY
takové, Ze plati

@ (OxwaeDd, gxa) v, (z9)p(nwa) =gl 9) = ).

2.17. Véta. p je silné stejnomérné omezeny vzhledem k m, prdvé kdyZ existuji
zobrazeni

(1) V:E - R° rostouci a:R* - R*, a(y) > +o0 pro ¥ — oo, neklesajici
"b:R° > R*,

s ndsledujicimi vlastnostmi:

(i) V je liapunovskd funkce,
(ii) (x, w, @) € E, g(x, @) € R* = a(g(x, a)) < V(x, w, a),
(iii) (x, w, @) € E = V(x, w, @) < b(g(x, a)).

Dukaz. Necht p je silné stejnomémé& omezeny. Bez (jmy na obecnosti miZeme
pfedpokladat, 7e zobrazeni ¢ z 2.16 je rostouci. Definujme zobrazeni V: E — R°
ptedpisem 2.3 (2). Odtud a z 2.16 (2) plyne, Ze zobrazeni Vje timto pfedpisem skute&né
definovano a ma vlastnost (i). Definujme zobrazeni a, b z (1) vztahy

a() =¢; bY) =¢W) pro Yy =1, by)=¢(1) pro Ye0,1).

Ze vztaht (9, x, w, ®) € D, g(x, a) € R*, (z, 9) p (x, w, &) plyne g(z, 9) < &(g(x, «)),
takZe také V(x, w, @) < &(g(x, «)). Zfejm& plati g(x, «) < V(x, w, «), a tedy zobrazeni
(1) maji vlastnosti (ii) a (iii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Definujme zobrazeni ¢ z 12 (1)
tak, aby platilo

a(¢(V)) 2 b(y) -

Pak ze vztaht (9, x, w, @) € D, g(x, ®) < ¥, (z, wy, 9) t(x, w, ), g(z, 9) € R* dosta-
vame

a(g(z, 9)) = V(z,wi, 9) < V(x, w, o) < b(Y) < a(¢(¥)),
odkud plyne g(z, 9) < &(¢). Je tedy p siln& stejnom&rné omezeny vzhledem k m.
2.18. Poznémka. Podminku (iii) ve v&t& 2.17 mbZeme zaménit nasledujici pod-
minkou:
(iii) existuje zobrazeni &y : R* — R™ takové, %e plati (x, w, @) € E, g(x, «) < ¢ =

= V(x, w, @) < &(¥).
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2.19. Poznimka. Podminku (ii), resp. (iii), ve v&t& 2.17 miZeme ziejm& zamé&nit
podminkou 2.4 (iii)’, resp. 2.18 (iii)’".

2.20. Pozniamka. Necht restringovany proces p pfipousti periodu t© > 0 a necht
zobrazeni g z 2.1 (2) je periodické v druhé proménné s periodou t. Je-li p silné
stejné omezeny vzhledem k m a existuje-li zobrazeni p:R* — R* takové, %e
ww) 2 {(x, w) pro vsechna a €0, 1), x € R, w € R* a néjaké { vyhovujici definici
2.9, pak plati:

(i) p je silné stejnomérné omezeny vzhledem k m,
(i) existuje ljapunovskd funkce V periodickd v posledni proménné s periodou t
a majici vlastnosti 2.17 (ii), 2.17 (iii), 2.4 (iii)’ a 2.18 (iii)'.

Diukaz je zfejmy.

2.21. Definice. Rikame, 72 p je silné stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem
k m, pravé kdyzZ p je silné stejnomé&rné omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(1) xe€R*

a zobrazeni

(2) T:R* > R*

takové, Ze plati

(3) (9, x,w,a)eD, g(x,0) <y, $2a+ TWY),

(z9)p(x,w,a)=>g(z,9) < x.

2.22. Véta. Restringovany proces p procesu t je silné stejnomérné asymptoticky
omezeny vzhledem k m, prdvé kdy? existuji zobrazeni 2.17 (1) s vlastnostmi 2.17 (i)
az 2.17 (iii) a zobrazeni
(1) T, :R* > R*, x,eR*
takové, %e plati

(iv) (9, x,w,a) e D, g(x,2) S ¥, 8 = a+ To(¥), (z,wy,9)t(x, w,a)=>
= V(z, wy, 9) £ x,.

Dukaz je zfejmy, nebot véta 2.22 je stejnom&rnou modifikaci véty 2.13.

2.23. Viéta. Necht p je globdlni restringovany proces procesu t, tiplny vzhledem
k FeSenim. Necht existuji zobrazeni 2.17 (1) s vlastnostmi 2.17 (i) a# 2.17 (iii),
konstanta x, € R* a zobrazeni c:{x,, +®)— R* zdola omezené na katdém
kompaktnim podintervalu intervalu (x,, + o0) kladnym Cislem a majici ndsledujici
vlastnost:
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(iv) pro kaZdé Feseni ¢ procesu t a vSechna o, 9 € domain o, a < 9 platiV(o(9), 9) =

— V(a(a), )) £ — [2 c(g(proj; - o(v), v)) dv, kdykoliv je c(g(proj, o a(v), v))
definovdno pro viechna ve («, 9, veR.

Potom je p silné stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Dukaz. Z vlastnosti 2.17 (i) az 2.17 (iii) zobrazeni 2.17 (1) vyplyva podle véty 2.17,
Ze p je siln& stejnomérné omezeny vzhledem k m. Necht ¢ je zobrazeni z definice 2.16.
Polozme A(Y) = inf {c(v) : %, < v < &()}. Definujeme-li konstantu % z 2.16 (1)
predpisem

x = ()
a zobrazeni Tz 2.16 (2) pfedpisem

9 2 a + T(Y), (z, 9) n(x, w, ) je g(z, 9) < x. Je tedy p siln& stejnom&rn& asympto-
ticky omezeny vzhledem k m.

2.24. Poznamka. Ziejm& v obou pfedchézejicich vétach lze podminku 2.17 (ii),
resp. 2.17 (iii), nahradit podminkou 2.4 (iii)', resp. 2.18 (iii)".

3. SLABA OMEZENOST RESTRINGOVANYCH PROCESU

3.1. Oznaceni. V celé této ¢asti pouZivame i nadéle oznaceni zavedenych v pfedcha-
zejicim textu. Specialn& bude ¢ znacit lokalni proces na P x Wnad R, p jemu odpo-
vidajici lokalni restringovany proces. Podobné jako v piedchozi &sti je dana mnoZina
m < P x R a zobrazeni 2.1 (2) vyhovujici vztahu 2.1 (3). Krom& toho pro dané
(x, w, cx) € E oznatime symbolem X(x, w, a) mnoZinu vSech feSeni o procesu ¢t tako-
vych, Ze a(®) = (x, w) a domain ¢ > («, &(x, w, @)); symbolem S(x, w, «) pak mno-
Zinu v3ech feSeni s restringovaného procesu p takovych, Ze existuje o € Z(x, w, o),
pro které s = proj, o a.

3.2. Definice. Rikame, Ze p je slabé omezeny vzhledem k m, pravé kdyZ existuje
zobrazeni ' ®oeld
1 - ¢ : proj; 3 E— R*
takové, Ze plati ‘ '

(2) (x,w,a)e E = g(s(9),9) < o(x,a) pro n&jaké seS(x,w,«) a viechna 9€
e <{a, &(x, w,@)) v R.
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3.3. Véta. p je slabé omezeny vzhledem k m, prdvé kdy? existuji zobrazeni
(1) V:E—>R% ¢q:proj, ; E—> R*, a:R* - R*, a je rostouci, a(v) > +
pro v — + 00,
majici ndsledujici vlastnosti:
(i) V je slabé ljapunovskd funkce,

(ii) (x, w, @) € E = V(x, w, &) £ ¢o(x, @),

(iii) (x, w, @) € E, g(x, a) € R* = a(g(x, a)) < V(x, w, a).

Diikaz. Necht p je slabé omezeny. Podle definice 3.2 k danému (x, w, a)eE
existuje fefeni o € X(x, w, a) takové, ze pro s = proj, o o plati 3.2 (2). Definujme
zobrazeni
(2) V:E - R%:V(x, w,a) = sup {g(s(9), 9) : 9 € <a, &(x, w, a)) v R},

3) @0 : proj; 3 E > R 1 o(x, 2) = o(x, @),
(4) a:R* > R*:a(v)=v
a ukazme, Ze (2), (3), (4) maji vlastnosti (i), (ii) a (iii). Podle 3.2 (2) je vid&t, Ze V(x, w, o)

je pfedpisem (2) skute&n& definovano a mé vlastnost (ii). Zfejm& pro kazdé (x, w, a) €
€ E plati

g(x, @) € {g(s(9), 9) : 9 € (&, &(x, w, a)) v R},
takZe podle (2) je také g(x, a) < V(x, w, &), coZ je vlastnost (iii). Zbyva jest& dokazat,
Ze V je slab& ljapunovskou funkci restringovaného procesu p. Jsou-li 8,y € R takova,
Zea < B <y <e(x,w,a), pak je
{(o(9), 9) : 9 €<y, &(x, w, a)) v R} = {(a(9), 9) : $ € B, &(x, w, @) v R} .
Odtud snadno plyne -

V(a(y), y) = sup {g(s(9), 9) : 9 € {, e(x, w, a)) v R} <
sup {9(s(9), 9) : 9 € (B, &(x, w, «)) v R} = V(a(B), B) ,
takZe zobrazeni V z (2) je slab& ljapunovskou funkci.

Necht nyni existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, @) €
€ E. Definujme zobrazeni ¢ z 3.2 (1) tak, aby byl splnén vztah

a(o(x, @) = @o(x, a) .

Podle (i) existuje o € Z(x, w, &) takové, Ze V je nerostouci podél . Nyni se snadno
ukaze, 7e fefeni s = proj, o 6 vyhovuje definici 3.2 (2). Plati totiz pro kazdé 9 e
€<a, g(x, w, @), 3 v R, g(s(3), 9) e R*, a(g(s(9), 9)) < V(a(9),9) = V(x,w,0) £

< @o(x, @) < a(g(x, «)), odkud vzhledem k tomu, Ze a je rostouci, plyne g(s(9), 9) <
= ¢(x, «). Je tedy p slab& omezeny vzhledem k m.

IA
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3.4. Definice. Rikame, Z¢ p je slabé asymptoticky omezeny vzhledem k m, prave
kdyZ p je slab& omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

-

(1 x€R*
a zobrazeni
(2) T:proj, ; E— R*

takové, Ze plati
(3) (x,w,x)e E=g(s(9),9) < x pro n&aké s z3.2(2)a viechna 9 = a +

+ T(x, «) v domain s.

3.5. Viéta. Necht p je globdlni restringovany proces. Necht existuji zobrazeni
3.3 (1) s vlastnostmi 3.3 (ii) a 3.3 (iii), zobrazeni ¢ : R® > R* zdola omezené na
ka2dém kompaktnim podintervalu intervalu R* kladnou konstantou a konstanty
%o, %1 € R* s ndsledujicimi vlastnostmi:

(iv) (x, w, @) € E, g(x, @) < %, = V(x, w, ) < %,
(v) (x, w, @) € E = V(o(7), y) — V(a(B), B) < — [} c(g(proj;  a(v), v)) dv pro néja-
ké o€ Z(x, w,a) a kazdé « < B < y € domain g.

Potom je p slabé asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Dikaz. Necht je dano (x, w, «) € E. Podle vlastnosti (v) existuje o € X(x, w, a)
takové, Ze V je nerostouci podél ¢. Odtud a z véty 3.3 vyplyva, Ze p je slab& omezeny
vzhledem k m. Volme x z 3.4 (1) tak, aby byl spln&n vztah

a(x) = %, .

Necht g(x, a) < », a pfedpokladejme, Ze existuje f = o takové, Ze plati g(proj;
o o(p), p) > x. Pak je

a(x) < a(g(proj,  o(B), B)) < V(a(B), B) S V(x, w, ) < 2,,
odkud plyne a(x) < %, coZ je spor s volbou konstanty x. Plati tedy

(1) (x,w,a)€E, g(x,a) < x; = g(proj; > 6(9),9) < » pro viechna « < 9¢€
€ domain o.

Nechf je nyni (x, w, «) € E, g(x, @) 2 x,. PoloZme
Ax, o) = inf {c(v) : %, < v £ o(x, @)},

kde ¢ je zobrazeni z definice 3.2. Definujme zobrazeni T z 3.4 (2) pfedpisem

o e Pofx, @)
T ) =1+ Ax, o) ’
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v

feSeni s restringovaného procesu p vztahem
§ = proj; oo

a ukaZme, Ze %, T a s vyhovuji definici 3.4. Pfedpokladejme, Ze pro n&jaké f = o +
+ T(x, ) plati vztah g(s(B), B) > x. Je-li x; < g(s(9), 9) pro viechna 9 € <a, B> V R,
pak pomoci 3.3 (ii) a (v) dostavame vztah

V(a(B), B) < V(x, w, a) — [Be(g(s(v), v)) dv < @o(x, @) — A(x, a) T(x, ®) <O,

coz je ve sporu s definici zobrazeni V.

Existuje-li y € o, B) takové, Ze g(s(y), y) < %y, plyne z (s(B), B) p (a(y), y) a vztahu
(1) nerovnost g(s(B), B) < x, coZ je spor s nasim pfedpokladem. Odtud dostavame,
Ze plati (x, w, @) € E = g(s(9), 9) < » pro viechna 9 = « + T(x, «) v R. Je tedy p
slabé asymptoticky omezeny vzhledem k m.

3.6. Poznimka. Zfejm& v obou piedchazejicich vétach lze podminku 3.3 (iii)
nahradit podminkou 2.4 (iii)'.

3.7. Definice. Rikame, 7e p je slabé stejné omezeny vzhledem k m, pravé kdyz
existuje zobrazeni

(1) ¢:R x R*¥ - R*

takové, Ze plati

) (x,w,0)€E, g(x,a) < o= g(s(9),9) < {(x, @) pro n&aké se S(x,w,a)
a viechna 9 € <o, &(x, w, «)) v R.

3.8. Véta. p je slabé stejné omezeny vzhledem k m, pravé kdy? existuji zobrazeni

(1) V:E-R% {,:R x R* > R*, a:R* > R*, a rostouci, a(w) - +o pro
® 5 + o0, s ndsledujicimi vlastnostmi:

(1) V je slabé ljapunovskd funkce,
(i) (x, w,2) € E, g(x, 2) £ 0 = V(x, w, @) < {o(a, »),
(iii) (x, w, @) € E, g(x, a) € R* = a(g(x, «)) < V(x, w, a).

Diikaz. Necht p je slabé stejn& omezeny. Podle definice 3.7 k danému (x, w, «) € E,
9(x, ) £ w existuje feseni o € Z(x, w, @) takové, Ze pro s = proj, o ¢ plati 3.7 (2).
Definujme zobrazeni V : E — R vztahem 3.3 (2), zobrazeni
(2) , {o:R x R* » R* : {o(a, w) = {(a, w),

(3) a:R* > R*:a(0w) = w.
Nyni dokaZeme, Ze zobrazeni ¥, (2) a (3) maji vlastnosti (i) aZ (iii). Stejnym zplisobem
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jako v diikazu véty 3.3 se ukaZe, Ze zobrazeni V a (3) maji vlastnosti (i) a (iii). Podle
3.7 (2) ze vztaht 9 € <o, &(x, w, @)) v R, g(x, @) € R* plyne g(s(9), 9) < {(a, g(x, «)),
takZe V(x, w, a) je pfedpisem 3.3 (2) skutedn& definovano a ma vlastnost (ii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, a) € E,
g(x, @) £ w. Definujme zobrazeni z 3.7 (1) tak, aby byl spln&n vztah

a(¢(a, w)) 2 Lo(a, ) .

Podle vlastnosti (i) existuje feSeni o € X(x, w, o) takové, Ze zobrazeni V' je nerostouci
podél 6. Nyni se snadno ukaZe, Ze feSeni s = proj, o 0 a zobrazeni { vyhovuji
definici 3.7. Plati totiZ pro g(s(9), 9) e R*, 9 € <a, &(x, w, a)) v R vztah

a(g(s(9), 9)) S V(6(9). 9) < V(. w, o) < Lofe, @) S all(w ).

odkud plyne g(s(9), 9) < {(a, ). Je tedy p slab& stejn& omezeny vzhledem k m.

3.9. Definice. Rikame, Ze p je slabé stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m,
pravé kdyzZ p je slabé& stejné omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(1) xeR*
a zobrazeni
(2) T:R x Rt - R*

takové, Ze plati

(3) (x,w,2)€E, g(x,a) < w=g(s(9), 9) < » pro n&aké s z 3.7 (2) a viechna
9 2 « + T(2, w) v domain s.

3.10. Véta. Necht p je globdlni restringovany proces. Necht existuji zobrazeni
3.8 (1) s vlastnostmi 3.8 (ii) a 3.8 (iii), zobrazeni c : R® - R* zdola omezené na
kaZzdém kompaktnim podintervalu intervalu R* kladnou konstantou a konstanty
%o, ®; € R* s ndsledujicimi vlastnostmi:

(iv) (x, w, @) € E, g(x, @) < %y = V(x, w, a) < o,
(4) (x, w,0) € E = V(s(0), ) — V(o(B) B) = — Jf ca(projy o), ) dv pro né
jaké o € X(x, w, «) a kaZdé « < B < y € domain o.
Potom je p slabé stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Diukaz. Necht je dano (x,w,a)€E, g(x, «) < w. Podle vlastnosti (v) existuje
o € Z(x, w, ) takové, Ze V je nerostouci podél ¢. Odtud a z vlastnosti 3.8 (ii), 3.8 (iii)
dostdvame podle véty 3.8, Ze p je slab& stejn& omezeny vzhledem k m. Necht { je
zobrazeni z definice 3.7. PoloZme

Mo, w) = inf {c(v) : %, £ v £ {(o, @)} .
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Definujeme-li zobrazeni T 'z 3.9 (2) pfedpisem

o, W) = ————Co(a’ @)
Tee) =1+ e

feSeni s restringovaného procesu p vztahem

S = proj; o o
a konstantu x z 3.9 (1) tak, aby platilo

a(x) z %o,

ukéZeme podobné jako u dikazu véty 3.5, Ze pro (x, w, @) € E, g(x, o) < w a viechna
9 2 o + T(x, w) v domain s plati g(s(9), 9) < x. Je tedy p slabg stejn& asymptoticky
omezeny vzhledem k m.

3.11. Poznémka. V obou pfedchazejicich v&tach lze podminku 3.8 (iii) nahradit
podminkou 2.4 (iii)'.

3.12. Definice. Rikame, Ze p je slabé stejnomérné omezeny vzhledem k m, pravé
kdyZ existuje zobrazeni
(1) £:R* > R*
takové, Ze plati

) (x,w,a)€E, g(x,a) <y = g(s(9), 9) < &) pro n&jaké s € S(x, w, «) a viechna
9 e<a, &(x, w,®)) v R.

3.13. Véta. p je slabé stejnomérné omezeny vzhledem k m, prdvé kdy? existuji
zobrazeni

(1) V:E - R rostouci a:R* - R*, a(y) » +o pro Y —» +oo, neklesajici
b:R° - R*,
§ ndsledujicimi vlastnostmi:
(i) V je slabé ljapunovskd funkce,

(i) (x, w, @) € E, g(x, ) € R* = a(g(x, a)) < V(x, w, a),
(iii) (x, w, @) € E = V(x, w, «) < b(g(x, «)).

Dikaz. Nechf p je slab& stejnom&rn& omezeny. Podle definice 3.12 k danému
(x, w, ) € E, g(x, o) < y existuje feSeni o € X(x, w, a) takové, Ze pro s = proj, o &
Plati 3.12 (2). Bez ujmy na obecnosti miizeme pfedpokladat, Ze zobrazeni ¢ z 3.12 je
rostouci. Definujme zobrazeni V': E — R® pfedpisem 3.3 (2). Odtud a z 3.12 (2) plyne,
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Ze zobrazeni V je timto vztahem skuten& definovano a mé vlastnost (i). Definujme
zobrazeni a, b z (1) vztahy

aW) =¥ b¥) = W) pro Wz 1, by)=¢1) pro Yeco,1).

Ze vztah@ 9 € (o, &(x, w, a)) v R, g(x,a) e R* plyne g(s(9), 9) < &(g(x, «)), takze
také V(x, w, @) < &(g(x, «)). Ziejm& plati g(x, «) < V(x, w, a), a tedy zobrazeni (1)
maji vlastnosti (ii) a (iii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, a) € E,
g(x, a) < . Definujme zobrazeni ¢ z 3.12 (1) tak, aby platilo

a(&(V)) 2 b(¥) -

Podle vlastnosti (i) existuje feSeni o € Z(x, w, «) takové, Ze zobrazeni V je nerostouci
podél 0. Oznadme s = proj, o a. Pak ze vztahi 9 € <o, &(x, w, @) v R, g(s(9), ) e R*
dostavame

afa(s(0. 8)) < V(o(0). 8) < Vlx. w.3) < b(¥) < ale(¥)).
odkud plyne g(s(9), 9) < &(¥). Je tedy p slab& stejnom&rn& omezeny vzhledem k m.

3.14. Pozndmka. Podminku (ii), resp. (iii), ve v&t& 3.13 miZeme zfejm& zaménit
podminkou 2.4 (iii)’, resp. 2.18 (iii)".

3.15. Poznimka. Necht restringovany proces p pFipousti periodu t > 0 a necht
zobrazeni g z 2.1 (2) je periodické v druhé proménné s periodou t. Je-li p slabé
stejné omezeny vzhledem k m a existuje-li zobrazeni p:R* — R* takové, Ze
p(w) = {(a, w) pro vSechna o€ €0, t), € R, w € R* a néjaké { vyhovujici definici
3.7, pak plati:

(i) pje slabé stejnomérné omezeny vzhledem k m,
(ii) existuje slabé ljapunovskd funkce V periodickd v posledni proménné s perio-
dou t a majici vlastnosti 3.13 (ii), 3.13 (iii), 2.4 (iii)’ a 2.18 (iii)".

Diikaz je zfejmy.

3.16. Definice. Rikame, %e p je slabé stejnomérné asymptoticky omezeny vzhle-
dem k m, pravé kdyZ p je slabé stejnomérné omezeny vzhledem k m a existuji kon-

stanta ,
(1) xeR*

a zobrazeni

(2 T:R* - R*

takové, Ze plati
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(3) (x,w,a)€E, g(x,a) < ¢ = g(s(9), 9) < » pro n&aké s z 3.12 (2) a viechna
9 =2 « + T(¥) v domain s.

3.17. Véta. Necht p je globdlni restringovany proces. Necht existuji zobrazeni
3.13 (1) s vlastnostmi 3.13 (ii) a 3.13 (iii), zobrazeni ¢ : R® - R* zdola omezené na
kazdém kompaktnim podintervalu intervalu R* kladnou konstantou a majici
ndsledujici vlastnost:

(iv) (x, w,®) e E=V(a(y), y) — V(o(B), B) < — [} c(g(proj, o a(v), v)) dv pro néjaké
o€ X(x,w,a) a kazdé « < B < y e domain .

Potom je p slabé stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Dukaz. Necht je dano (x, w, o) € E. Podle vlastnosti (iv) existuje o € X(x, w, «)
takové, Ze V je nerostouci podél o. Odtud a z vlastnosti 3.13 (ii) a 3.13 (iii) dostavame
podle véty 3.13, Ze p je slabg stejnomérné omezeny vzhledem k m. Nechf ¢ je zobrazeni
z definice 3.12. PoloZme A(y) = inf {¢(v) : 1 £ v < &()}. Definujeme-li konstantu x
z 3.16 (1) pfedpisem

x = ¢(1),
zobrazeni T z 3.16 (2) pfedpisem

(7]
W) =1+ o

a feSeni s restringovaného procesu p vztahem
§ = proj, c o,

ukazeme podobné jako v diikazu véty 3.5, Ze pro (x, w, «) € E, g(x, o) < ¢ a viechna
9 2 « + T(y) v domain s plati g(s(9), 9) < x. Je tedy p slab& stejnom&rn& asympto-
ticky omezeny vzhledem k m.

3.18. Poznimka. Ziejmé& v pfedchazejici v&t& 1ze podminku 3.13 (ii), resp. 3.13 (iii),
nahradit podminkou 2.4 (iii), resp. 2.18 (iii)".
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Summary

LIAPUNOV’S FUNCTIONS IN THE THEORY OF BOUNDEDNESS
OF ABSTRACT RESTRICTED PROCESSES

FrRANTISEK TUMAIJER, Liberec

The notions of strong boundedness, strong asymptotical boundedness, strong
equiboundedness, strong asymptotical equiboundedness and their uniform and weak
modifications for abstract restricted processes are introduced. By means of Liapunov’s
functions theorems are proved which give sufficient and in most cases also necessary
conditions for the above-mentioned types of boundedness.
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ON AN APPLICATION OF THE STONE THEOREM
IN THE THEORY OF DIFFERENTIAL EQUATIONS

VALTER SEDA, Bratislava

(Received September 4, 1970)

In the theory of differential equations one often solves a given problem by ap-
proximating it by a similar one with additional properties which allow to solve it
and then by making a limit passage. This method sometimes requires the approxima-
tion of a continuous function by means of smoother functions, usually by polynomials.
However, when some additional properties of the approximating functions are re-
quired, the Weierstrass theorem is of no use. Still much can be done by using the more
poverful Stone theorem. This theorem is especially useful when the uniform ap-
proximation of a continuous function by means .of Holder continuous functions is
required. This case is of importance in the theory of differential equations. Of course,
the same method can be applied to other classes of continuous functions such as to
the class of continuous functions of bounded variation etc.

Let (R, ) be a metric space, ® + M < R be a set and let d(M) be the diameter
of M. A set A % 0 of real continuous functions on M (in what follows only real
continuous functions are considered) will be called a lattice of continuous functions
on M if with each pair f, g € A also max (f, g) € A and min (f, g) € 4. H,(M) will
mean the set of all Hélder continuous functions on M of exponent a, 0 < o < 1.
Thus f € H,(M) iff f is defined on M and there exists a constant L = L(f) > 0 such
that for any two points x, y € M the inequality |f(y) — f(x)| £ L[e(x, y)]* is true.
The following remarks will be of use.

a) If d = d(M) < +oo, in virtue of the inequality |h(y)g(y) — h(x)g(x)| =
< |h(y) = h(x)| - |g(y)] + |g(») — g(x)| - |h(x)|, x,yeM being arbitrary points,
and by the boundedness of h, g € H,(M) it follows that H,(M) forms an algebra of
Continuous functions on M.

b) Since for each fe H/(M) also |f| e H/(M), and on basis of the equalities
max (a, b) = 4(a + b + |a — b|), min(a, b) = ¥(a + b — |a — b|) which are true

for arbitrary real numbers a, b, we get that H (M) is a lattice of continuous functions
on M.
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c) If d = d(M) < + oo, and B satisfies the inequalities 0 < « < f < 1, then from
the relation [o(x, y)]* < [o(x, »)]* and [o(x, »)]* < @*~*[e(x, y)]*, respectively,
which is vahd for g(x, y) < 1and 1 < ¢(x, y) < d (if d > 1), respectively, it follows
that Hy(M) < H,(M).

d) If fe H,(M) for 0 < « < 1, then there exists an extension f,, of the functlonf
on R with the property f, € H,(R) ([1], p. 117—118). The proof of that statement is
given in the euclidean space, but applies to an arbitrary metric space.

The last remark deals with locally compact separable metric spaces. If (R, ¢) is
such a space, then there exists an increasing sequence {M,},%; of compact sets in R

such that R = | M, This follows from the Theorem 3.18.3, [2], p. 62.
n=1

Before going to give the application of the Stone theorem, we shall state this
theorem in an appropriate formulation. (For the proof, see [3], p. 150—152.)

Stone’s theorem. Let M be a compact set, f € Co(M) and let A be a lattice of con-
tinuous functions on M with the following property:

(a) For every pair x, y, x % y, of points of M, there exists a function g € A such
that g(x) = f(x), g(y) = f(»)-

Then there exists a sequence {f,} of functions f, € A which uniformly converges
tofonM. :

Recall that an algebra A of functions on M which separates points on:M and
vanishes at no point of M has the property (a) ([3], p. 149).

Theorem 1. Let M be a compact set, « be a real number satisfying the inequalities
0 < a <1 and fe Co(M). Let further the functions F,, F, € H(M) and such that
Fy(x) < f(x) < Fy(x) for each x € M. Then there exists a sequence f, € H(M),
n = 1,2,3,... which is uniformly convergent to f on M whereby

(1) Fy(x) £ fi(x) £ Fa(x)
for each x € M and all natural n.

Proof. By the remarks a) and b), H,(M) forms an algebra as well as a lattice of
continuous functions on M. Since for x, € M the function ¢(x, x,) € H,(M) = H,/(M)
(with regard to the remark c) is such that g(x;, x;) = 0 < ¢(x,, x,) for x, €M,
x, # X,, and H,(M) contains a constant function different from 0, the lattice H,(M)
has the property (a). Hence, by the Stone theorem, there exists a sequence g,€
€ H(M), n = 1, 2,3, ... which is uniformly convergent to f on M.

Let us consider now the functions f,, n = 1, 2, 3, ..., defined on M in this way:

gi(x) if Fy(x) £ g,(x) < F()
Ja(x) = {Fa(x) if Fy(x) < gu(x)
Fi(x) if g,(x) < Fy(x)
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The sequence f, already satisfies the inequalities (1) for each x € M and all natural n,
and is uniformly convergent to f on M. Further by the remark b) as well as by the
equality f,(x) = max {F,(x), min [g,(x), F,(x)]}, x € M, we have that all f, € H,(M).

Theorem 2. Let (R, ¢) be a locally compact separable metric space and {M,}n_,
an arbitrary increasing sequence of compact sets in R such that R = \J M,,. Let

m=1
the number « satisfy the inequalities 0 < o < 1. Let the function f € Co(R). Then
there exists a sequence {f,},, of the functions f, € H(R) which is uniformly con-
vergent to f on each M,, m = 1,2,3, ...
If moreover there exist two functions Fy, F, such that Fy, F, € H,(R) (for each
m=1,23,..., Fy, F,e H(M,)) and F(x) < f(x) < F,(x) for every x € R, then

the sequence {f,}:2, satisfies the inequalities (1) for each x € R and all natural n

(the sequence {f,}-, satisfies the inequalities (1) for each x € R and all natural n,
but instead of f, € H,(R) it is only true that f, € H(M,,) for each m = 1,2,3,...).

Proof. By Theorem 1 for each m = 1,2, 3, ... there exists a function g,, € H(M,,)
such that |g,(x) — f(x)| < 1/m, x € M,,. Let g, be its extension with g, € H,(R)
as it is mentioned in the remark d). Then, with respect to the inclusion M,, = M,,,,,
m=1,2,3,..., the sequence {g,o} uniformly converges to f on each M,, m =
=1,2,3,... :

If Fy, F,e H(R)(if F,, F, € H(M,)foreachm = 1,2,3,...)and F,(x) < f(x) £
< Fy(x), x € R, we define the functions f,, n = 1, 2, 3, ... on R by the relation f,(x) =
= max {F,(x), min [g,o(x), F2(x)]}. The sequence {f,},>, satisfies the inequalities
(1) for all x € R and all natural n, is uniformly convergent to f on each M,, and by the
remark b) all f, € H(R) (all f,e H(M,) form = 1,2,3,..)).

Remarks. 1. By approximating a continuous function by means of polynomials
in the euclidean space R" we obtain Theorems 1 and 2 only in a special case when
Fi<f—¢F,2f+e¢¢e>0.

2. When the Stone theorem is considered in a compact topological space, then
Theorem 2 is true for a o-compact space R.

3. Theorem 2 was applied to the proof of the existence of a generalized solution to
the first boundary value problem for a nonlinear parabolic equation [4]. Here
another theorem is given by means of which a result in the theory of ordinary differen-
tial equations will be improved.

Theorem 3. Suppose a is a real number, f = f(x, y, z) is continuous on D =
=<a, + ) x R? and such that

b) f is nondecreasing in y for fixed x, z, f is nondecreasing in z for fixed x, y,
¢) f(x,0,0) = 0on <a, + o).
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Then there exists a sequence {f,} of functions f, € Co(D) satisfying the condi-
tions b) and c) as well as

d) a Lipschitz condition with respect to z on each compact subset of D
which uniformly converges to f on each compact subset of D. '

Proof. For each natural m, let M, = (a,a + m) x (—m, m) x {—m, m).
Let us choose and fix an M,,. Let A be the set of all functions f € Co(D) having the
properties b), ¢) and d). A * 0, since f,(x, y, z) = y + z € A. When considering the
restriction of the functions g € 4 on M,,, we shall show that A is a lattice of continuous
functions on M,, with the property (a). This will imply that there is a function f,, € 4
such that |f(x, y,z) — fu(x, y, 2)| < 1/m for (x,y,z)€M,. Then {f,}n-; will
possess all required properties.

Ifg,€A4,g9,€4,(x, y1,2) €M, (x, y;, z) € M, and g(x, y, 2) = gy, i, k = 1, 2,
then inthecase g,y < 951,912 = 922

min (912’ gzz) =gy 2 g5 2 min (gn’ gzl)
and

max (911’ 921) = g, S g2 S max (912’ gzz) .

The same result will be obtained in the other cases. It can be similarly proved that
min (g,, g,) as well as max (g,, g,) are nondecreasing in z, too. Hence min (g,, g,),
max (g,, g,) possess the property b). The property c) is clearly shared by these two
functions. Finally, by using the remark b) we have that 4 is a lattice of continuous
functions on M,,.

In proving that A satisfies the condition (a), the following lemma will be useful.

Lemma 1. Given three points (y;, z;), i =0, 1,2, on the plane and a function
fo = fo(y, z) which is the restrinction to these points of a function satisfying the
condition b) from the last theorem, there exists an extension g, of fo on the whole
plane which is continuous, fulfils the condition b) and satisfies a Lipschitz condition
with respect to z on the entire plane.

Proof. The straight lines y = y,, z = z;,i = 0, 1, 2, divide the plane into a system
of rectangles, half-stripes and quadrants. f, can be extended first to all vertices of
those sets and then to the entire plane, by using the linear inter- and extrapolation
in such a way that g, possesses all the properties stated in the lemma.

Now, consider two different points (x;, y;, z;)€ M, i =1,2. When x, % x,,
by Lemma 1, there exist two functions g; = g(x, y, z) defined on the plane x = x;,
i = 1,2, such that g(x,, 0,0) = 0, g(x;, y;, z;) = f(x;, v, 2;), having the property b)
and d). The functions g, can be extended into a function g € Co(D) possessing the
required properties b), c) and d) and satisfying

(2) g(xi’ Yi’ Z‘) =f(xb yi, Z,-), i= 1’ 2 .
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If x, = x,, again by Lemma 1, there exists a function g, with the properties men-
tioned in Lemma 1 such that g,(x,, y;, z;) = f(xy, yi» z)), i = 1,2,and g,(x,, 0, 0) =
= 0. Then g(x, x, z) = g,(xy, y, z) for x € {a, ), y, z arbitrary shows all the desired
properties. Thus g € A and satisfies the conditions (2).

By means of Theorem 3 a theorem by L. K. Jackson [5], p. 342, will be improved.
Preserving the notations from Theorem 3, the statement of the Jackson’s theorem
given here as Lemma 2 is as follows:

Lemma 2. Let f = f(x, y, z) be continuous on D, satisfy the conditions b) and c).
Assume either that f satisfies d) or is such that the solutions of initial-value problems
for y" = f(x, v, y') are unique.

Then for any real A the boundary-value problem

(3) Y =f(x5), ¥a)=4
has a unique bounded solution on {a, ).

From the proof of that theorem it follows that this unique bounded solution y
satisfies the inequalities: If A = 0 (4 < 0), then 0 < y(x) < 4, y'(x) < 0, for every
x 2 a(then A £ y(x) £ 0, y'(x) = 0, for x = a). The bounds for y’ from the other
side are given by

=

Lemma 3. Suppose that f satisfies all conditions from Lemma 2, for every x
y20, S, N={(s,0):x<s<x+1,0=1t=<y(1 - s+ x)} for every x
y<0, Sx,p)={610):x<s=<x+1 y1 —s+x)<t=0}, Mx,y)

max f(s,1,0), m(x,y) = min f(s, t,0). Then the unique bounded solution y
(s,0)eS(x,y) (s,)eS(x,y)
of the problem (3) satisfies for x 2 a the inequality

2
2

R

(4) Yz —-y— Mxy)

when A > 0 and the inequality

<
IIA

-y — m(x, y)
ifA <0,

Proof. Consider only the case 4 > 0. The remaining case can be dealt with
similarly. Let x, a £ x < oo, be arbitrary but fixed. By the properties b) and c) of f,
M(x, y) = 0. Two cases may happen: 1. y'(x) = —y(x). Then (4) is true at. x.
2. y'(x) < —y(x). Then y(x) > O since otherwise y(x + 8) < 0 for a & > 0. Let H
be the hypotenuse of S(x, y). y must cross H at a point b, x < b < x + 1. By the
Mean value theorem there is a point ¢, x < ¢ < b, such that y’(c) = — y(x). Then
there exists ¢;, x < ¢; < ¢, with y'(s) < —y(x) for x s < ¢y, ¥(cy) = —y(x)
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and (s, y(s)) € S(x, y), x < s < ¢,. This implies

(e = =39 = 6 + [ 190 Y s 5 6 + [ 200,008 5

< y(x) + Mx, y).-
Again (4) is true.
Applying the last theorem and lemmas the following theorem will be proved. The
notations will be the same as in Theorem 3.

Theorem 4. Suppose f = f(x, y, z) is continuous on D and fulfils the conditions b)
and c). Then for every real A the boundary-value problem (3) has at least one
bourided solution on <a, ).

Proof. The case A = 0is trivial. The case 4 < 0 can be dealt with similarly to the
case A > 0, therefore only the last case will be considered.

By Theorem 3, there exists a sequence {f,} of functions f, € Co(D) satisfying the
conditions b), ¢) and d) which is uniformly convergent to f on each compact subset
of D. Lemma 2 then assures that the problem

) Y =f%.5), ¥a)=4

has a unique bounded solution y, on {a, «). Following the remark after Lemma 2,
and by Lemma 3, all y, satisfy the inequalities:

(6) 0=y (x) A4, —A4— M(x, A) £ —y(x) — M(x, ya(x)) £

Sy(x)=0, x=a

Choose an arbitrary positive integer m. By the continuity of f, the inequalities (6)
imply that {y;} is uniformly bounded on <a, a + m) and so, both sequences {y,},
{y.} are uniformly bounded and equicontinuous on {a, a + m). Therefore there is
a subsequence {y, }i>, which is uniformly convergent on (a,a + m) together
with {y, }2~, to a function y, and its derivative, respectively Making use of (5) we
have that {y }i=1 is uniformly convergent to y” on the same interval and that y
satisfies y” —f(x, ¥,y') on <a,a + m). In this way for every m =1,2,3,.

a sequence {y,, ,}»=, can be constructed such that:

1. {y, »} is a subsequence of {y,};
2. {Vm+1.} is a subsequence of {y,, .} for every m = 1,2,3,...; Ly

3. The sequences {y,, ,,} {Vmn}> {¥mn} are uniformly convergent on <a, a + m)
to a function j,, and y,, y,, respectively, whereby y,(x) = f(x, Jn(X), Jn(x)) for every
xe€<{a,a + m). By 2., y,,,H(x) = jn(x) for every xe<{a,a + m) and so there
is a function y on {a, oo) such that y(x) = y,(x) on (a4, a + m). From 1. and 3. it
follows that y is a bounded solution of (3) on (a, ).
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CONTINUITY AND DIFFERENTIABILITY PROPERTIES
OF NONLINEAR OPERATORS

Joser KoLomy, Praha
(Received October 5, 1970)

1. INTRODUCTION

A number of fixed-point theorems and approximate methods of solutions of non-
linear equations involving continuous, weakly continuous and strongly continuous
operators have been recently discovered by methods of the nonlinear functional
analysis. Hence it is important to establish some simple conditions under which
a mapping F or its derivative F'(u) possess certain continuity properties at some point
uo € X or on some subset M of a normed linear space X.

This note is devoted to the study of the above mentioned problems and it is a con-
tinuation of our papers [1], [2], [3], [4]. For the recent results concerning the related
topics, see the bibliography in [1—4].

2. TERMINOLOGY AND NOTATION

Let X, Y be normed linear spaces, X*, Y* their (adjoint) dual spaces. The pairing
between the points of X* or Y* and the elements of X or Y respectively we denote
by <., .). We use the symbols “—”, “—”" to denote the strong and weak convergence
in X,Y. To fix our notation we introduce the following well-known definitions.
A mapping F : X — Y is said to be
a) “closable” if u, — 0, F(u,) —» v implies v = F(0);

b) weakly continuous at u, € X, if u, — ug implies F(u,) = F(u,);

c) strongly continuous at u, € X, if u, — u, implies F(u,) > F(u,) ;

d) bounded in X, if for each bounded subset M = X, F(M) is bounded in X;

e) compact in X, if for each bounded set N = X, F(N) is compact in Y (a subset
M < X is called compact in X, if from each sequence (u,) € M one can select
a subsequence (u,,) so that (u, ) converges to some point u, € X);

f) p — positively homogeneous on X, if F(tu) = t* F(u) for each t 2 0 and u € X,

(p>0)
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A mapping F : X — X* is said to be monotone, if (F(u) — F(v), u — v) 20
for each u,ve X.

For the Gateaux, Fréchet differentials and derivatives, the notions of compactness,
strong continuity of the Fréchet derivative and uniform differentiability of mappings
see the terminology and notations given in the Vainberg’s book [5, Chap. I.]. We
need also the concept of the bounded differential which is due to SucHOMLINOV [6].
This notion can be introduced equivalently as follows: We shall say that a mapping
F : X — Y possesses a bounded differential dVF(u,, h) at u, € X, if

F(ug + h) — F(uy) = dVF(uo, h) + w(ug, h), heX,

where lim !]w(uo, h)|] / ||h|| = 0, dVF(uo, .) is bounded in some open neighborhood
h||—=0

V(0) of 0 and dVF(u,, ah) = a dVF(uq, h) for each real a, h € X.
Suppose that there exists a linear Géteaux differential DF(u, h) in some neighbor-
hood V(u,) of u, € X. Then DF(u, h) is said to be
g) continuous jointly at (ug, ug) € X x X, if (u,) € V(uo), (h,) € X, u, = ug, h, = u,
imply
DF(u,, h,) = DF(ug, uo) ;

h) weakly continuous jointly (strongly continuous jointly) at (ue, u,) if (u,) € V(u,),
(h)eX, u,— ug, h,—uy, imply DF(u,, h,) = DF(uo, uo) (DF(u,, h,) -
b d DF(uo, uo)).

3. CONTINUITY AND DIFFERENTIABILITY OF NONLINEAR OPERATORS

Theorem 1. Let X,Y be normed linear spaces, F a p-positively homogeneous
mapping on X. Suppose one of the following two conditions to be fulfilled: 1) F : X —
-Y,dimY < oo, F is “closable”. 2) F : X — X* is monotone on X, dimX < oo.
Then F is continuous at 0 and bounded in X.

Proof. First of all, F(0) = 0. Suppose that F is not continuous at 0. Then there
exists a sequence (v,) € X, v, > 0 and &, > 0 so that |F(v,)| 2 . Set

1

u,=Wv,,, (n=12..).

Then |u,| < (1/e3/?) |va| = O whenever n - co and

|F(u,)| = ‘F (W v,.) s (u-p(ul)W) |F@n)] = 1

foreach n (n = 1,2,...). Denote K = {yeY: ||y|| S 1}, K* = {o*eX*: "w"‘" <
S 1}. Asdim Y < oo and dim X = dim X* in the case 2), the Riesz’s theorem implies

191



that K, K* are compact in Y, X*, respectively. Hence there exists a subsequence
(F(u,,)) of (F(u,)) so that F(u,)—y as k > oo and y€Y, yeX*, respectively.
Assume 1), then u,, — 0, F(u,, ) —» yimply y = F(0) = 0, a contradiction to “ y| =1
Assuming 2), we have (F(u) — F(u,,), 4 — u, > = 0, u € X. Passing to the limit in
this inequality, we obtain (F(u) —y,uy=20forallueX.Setu =1tv,t >0,veX.
Then {F(w) — y,v> 2 0, ve X. Since

lim |F(tu)| = lim | F(u)| = 0,
t-0 4 t—0 4

we conclude that {y, v) = 0 for every ve X. Therefore y = 0, a contradiction to
“ y” 1. Hence F is continuous at 0 in the both cases 1), 2). Thus for given ¢ = 1
there exists d, > 0 so that Hu" < 8o = ||F(u)| < 1. Let Dg(0) = {ue X : |u| < R}
be an arbitrary closed ball in X. Then there exists an integer n, so that R/ny < §,.

( )
”0

e = |r ()

Hence F is bounded in X. This completes the proof.

= n§ < n§.

Theorem 2. Let X, Y be linear normed spaces, F: X - Ya p — positiéely homo-
geneous operator. Let one of the following three conditions be fulfilled: (a) There
exists an open subset G = X, 0€G, so that sup |F(u)| < +o0. (b) There exists

a Baire subset M = X of the second category in X such that sup ||F(u)” < 400 and

(1) |F(u — v)| < f(max (||u], o

for each u,ve M, where a real function f(r) is defined on J = [0, + 0] and is
bounded on each subinterval [0,a] of J. (c) (u,) e X, ueX, u, > u= |F(u)]| =
< lim "F(u,,)”, X is of the second category in itself and F satisfies (1) on X.

n— o

Then F is continuous at 0 and bounded in X.

Proof. First of all we prove (a). Assume ¢, > 0 is such that |ju]| < ¢, = u€G.
Suppose F is not continuous at 0. Then there exists a sequence (u,) € X, u, -0
such that |F(u,)| = m > 0. Set

€o
2]

17l = (e 1Pl = (57

v, = u,, n=12...

Then v, € G and
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It is u, — 0, lim (e8/(2|u,]|)’) = + 0 and therefore sup |F(v,)| = +oc0,a con-
n—oo n=1,2,..

tradiction to v, € G. Hence F is continuous at 0. Assume (b). According to the

well-known theorem [7, Chap. 3] the set Wof all differences w = u — v, where u, ve

e M, is a neighbourhood of 0. Using (1), we see that F is bounded on some open

neighbourhood of 0. This fact together with the assertion (a) imply that F is conti-

nuous at 0. Assuming (c), let X, = {ueX : ”F(u)“ < n}. Then X, are closed and
o)

X = U X,. By the Baire Category Theorem at least one of X,, say X, contains an

n=1
open ball D # Q. Since X is of the second category in itself and D is open, D is
a Baire subset of the second category in X. Moreover, sup |F(u)|| < no. Now it
ueD

suffices to apply (b). Hence F is continuous at 0 in all the cases (a), (b), (c). This
property together with the p — positive homogeneity imply the boundedness of F
in X. Theorem is proved.

Let us remark that we need not require the assumption of the p — positive homo-
geneity of F for the boundedness of F in (c). Compare with the proof of Theorem 1
[3]- Theorem 2 extends the Banach’s results [8], see also [9], which concern the con-
tinuity properties of linear operations.

Theorem 3. Let X,Y be normed linear spaces, F: M - Y, M = X a bounded
subset of X, K : X —» Y a linear compact mapping in X such that HF(u) — F(v) —
— K(u — v)|| £ ofju — v|, (x > 0) for each u, ve M. Suppose there is a constant
y >0 such that HF(u) - F(v)” > y”u - v], u,ve M. If y > a, then F is strongly
continuous on M.

Proof. For u, ve M we have )
|Fl) = FO)| < «fu —of + [K(u - o) <
< :—: |F(u) — F(v)| + [|K(u — v)| -
Hence ‘ '

,u,veM.

|Fl) - F@)M < (1 - §>~1}|K(u ~v)

Suppose u, is an arbitrary point of M and (u,) € M, u, — u,. As K is compact and
linear, Ku, — Ku,. Since (Ku,) € K(M) and the weak convergence is equivalent with
the strong one on a compact set [5, chapt. I.], Ku, = Ku,. Hence K is strongly con-
tinuous in X and in view of the last inequality F(u,) — F(u,). This concludes the
proof. ,

The following theorem is a completion and generalization of Proposition 1 [10].

Theorem 4. Let X, Y be normed linear spaces, F : X - Y a mapping having a linear
Gdteaux differential DF(u, h) on some convex neighborhood V(uo) of ug€X.
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If DF(u, .) is continuous jointly, weakly continuous jointly, strongly continuous
jointly at (uo, u,), then F is continuous, weakly continuous, strongly continuous at
Uy, respectively.

Corollary 1. Suppose that F : M — Y is a compact mapping on a convex bounded
set M = X and that F possesses a linear Gdteaux differential DF(u, .) on M.
If DF(u, h) is weakly continuous jointly at the points of the diagonal AM of M
(AM = {(u, u) : u € M}), then F is strongly continuous on M.

Corollary 2. Let M = X be an open convex bounded set, F : M — Y a uniformly
Fréchet — differentiable mapping on M. Suppose F'(u) h is strongly continuous
jointly at the points of the diagonal AM of M. If F'(u) is compact on M, then F'(u)
is strongly continuous on M.

Proof. Use Theorem 4 and the arguments similar to those in [5, Thm. 4.5].

Theorem 5. Let G = X be a convex bounded subset of X, F : G - Y a mapping
such that F possesses the Fréchet derivative F'(u) and the second linear Gdteaux
differential D*F(u, h, k) on G. Assume D*F(u, h, k) is strongly continuous jointly
in (u, k) at the points of the diagonal AG of G for each (but fixed) he X. If F'(u)
is compact on G, then F'(u) is strongly continuous on G.

Proof. Let u, € G be arbitrary (but fixed), (u,) € G so that u, — u,, h € X. By the
mean-value theorem for any e} € Y*, |e,ﬂ| =1,(n=1,2...), we have

CF'(u,) h — F'(uo) h, €3> = (D*F(uq + 1,(u, — uo), h, u, — ug), eny =
= (D?*F(uo + 1,(u, — o), h, u,), ey> —
— (D*F(up + 1,y — uo), h, ), en) <
< ”DzF(uo + 1,(u, — o), h, u,) — D*F(uy, h, uo)” +
+ | D*F(uo, h, uo) — D*F(ug + t,(u, — uo), h, u)| ,
where 1, = 1,(e}) €(0, 1). As u, — u, and u, + 7,(u, — o) — u,, the both terms

on the right hand side of the last inequality tend to 0. By the Hahn-Banach theorem

we can choose e} € Y* with [}, | =1, (n = 1,2,...) so that

(F'(un) h — F'(uo) h, eyo> = |F'(un) h — F'(uo) h| .
Hence F'(u,) h — F'(uo) h for each he€ X whenever n — co. As (F'(u,)) € F'(G) =
= {F'(u) : u € G} and F'(G) is a compact set in the space (X — Y) of all linear con-
tinuous operators from X into Y, F'(u,) » F'(u) as n = co in the norm of (X — Y)
by Lemma 4.2 [5]. This completes the proof.
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Theorem 6. Let X, Y be normed linear spaces, F : X - Y a p — positively homo-
geneous operator on X. If F possesses a bounded differential dVF(u,, h) at some
uo€X, then F has dVF(u, h) on the set {tug, t > 0} and t*w(uq, h) = w(tu,, th)
for each t > 0 and he X.

Proof. First of all, we prove the following fact: if F possesses the Gateaux differen-
tial VF(uo, h) at uo, then VF(tu,, h) exists and VF(tug, h) = t*~! VF(u,, h) for each
t > 0 and h e X. Indeed,

VF(tuo, h) = ipi [F(tup + ah) — F(tup)] =
= tim (1) (o + (xf) 1) — Flouo)] (1) =

= ¢t lim © [F(u + 2'h) = Flug)] = =" VF(uo, ), ' =t
o

a’'=0
Now it is easy to see that dVF(tu,, h) exists for each t > 0 and h € X and that
) dVF(tug, h) = t*~' dVF(uo, h) .
For each h € X we have

F(t(ug + h)) — F(tug) = dVF(tue, th) + o(tug, th).
This equality, the p — positive homogeneity of F and (2) give

t°(F(uo + h) — F(uo)) = 1* dVF(uq, h) + w(tug, th), heX, (1> 0).
By the hypothesis
F(uo + h) — F(uo) = dVF(uo, h) + ow(ug, h). heX.

Our assertion follows immediately from the last two equalities. This concludes the
proof.

4. SOME REMARKS

i) The following assertion is a simple consequence of Thm. 2(b). Suppose that X, Y
are normed linear spaces, F : X —» Y a p — positively homogeneous operator on X.
Assume there exists a subset M = X of the second category in X, a mapping G : M —
= Y having the Baire property in M (i.e. there exists a subset 4 = M of the first
Category in M sothat the restriction G/(M — A) of G to M — A is continuous) so that
U€M = |F(u)| < ||G(u)|. If F satisfies the inequality (1) for each u, v € M, then F
1S continuous at 0 and bounded in X.
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ii) Let us note that the existence of a linear Géateaux differential DF(u, h) of
F : X - Y in some convex neighborhood V(u,) of u, € X and its joint continuity at
(4o, uo) dots not imply the existence of the Fréchet derivative F'(u,), in general.
A. Alexiewicz and W. Orlicz [11] proved that there exists a mapping f : ¢y — ¢,
satisfying the condition of Lipschitz, having everywhere linear Gateaux differential
DF(u, h) continuous in (u, h) jointly and being nowhere Fréchet differentiable. The
above conclusion dozs not hold even if we impose on X more restrictive conditions.
Indeed, let h(u) = g(u(x), x) be an operator of Nemyckii, where a function g(u, x)
satisfies the conditions of Thm. 20.2 [5]. Then [12] h(u) is Gateaux — differentiable
in the spacz L,, Dh(u, v) is continuous jointly in (u, v) on L, and h(u) satisfies the
condition of Lipschitz on L,. However, h(u) is nowhere Fréchet — differentiable
in L,.

iii) Let F : X — Ybe a mapping having a bounded differential DVF(u,, h) at u, € X.
Then F is continuous at u,. Indeed, dVF(u,, .) is bounded in some open neigh-
borhood U(0) of 0 and being homogeneous in h € X, dVF(u,, .) is continuous at 0
by Thm. 2 (a). Hence for given ¢ = 1 there exists , > 0 so that he X, h” < 8=

= ||dVF(u,, h)| < 1. Let h € X be arbitrary, then

"héo

ho
— =0 advF (ug, —2
il == [ (e i)

Hence ||dVF(u, h)| < 85'||h|| for each he X. Let (u,) € X, uo € X, u, — uo. Then
u, = uy + z,, (z,) € X, where z, - 0. By our hypothesis

[F(uo + z2) = Fluo)| = [aVF(uo, z,)| + [loluo, z,)]| < 067z + of]zu]) -

Hence F(u,) — F(u,).
iiii) If F : X — Yis p — positively homogeneous on X, (p > 1) and sup ”F(u)“

< + o0, then F possesses the Fréchet dcrlvatlve F'(0) at 0 and F'(0) = O
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 97 (1972), Praha

UBER DIE ZERLEGUNG VON LINEAREN HOMOGENEN
DIFFERENTIALOPERATOREN IN OPERATOREN ERSTER ORDNUNG

JArROMIR SUCHOMEL, Brno

(Eingegangen am 26. October 1970)

Mit C,(I) bezeichnen wir die Gesamtheit aller Funktionen y(x), die im Intervall I
stetige Ableitungen bis zur n-ten Ordnung einschlieBlich besitzen. Gegeben sei die
homogene lineare Differentialgleichung

1)

Jeder Funktion y € C,(I) ordnen wir die Funktion z = ¥ a;y"~? zu. Diese Zurod-
i=0

i

aiy("_i) = 0 mit aiECO(I) fljr i =O,],-..,n-

nung ist ein Differentialoperator n-ter Ordnung mit dem Definitionsbereich C,(I).

Wir bezeichnen ihn mit 4 = Y a;D""’ und nennen ihn den durch die Gleichung (1)
i=0

erzeugten Operator. In der oben eingefiihrten Schreibweise gilt also z = Ay. Ist

a, * O fiir alle x € I, so ist A4 ein reguldrer Operator.

Es seien zwei Differentialoperatoren B, C gegeben, fiir die Ay = B(Cy) fiir alle

y € C,(I) gilt. Das symbolische Produkt BC nennt man die Zerlegung von 4. Mit den
2 1

Zerlegungen von reguliren Operatoren von der Form 4 = [] 4,, wo A, regulire

Operatoren erster Ordnung sind, befaBten sich z. B. Mammana in [1] und Ascoli

in [2]. In der Arbeit [3] wurden die Zerlegungen von der Form

(2) u®Y, = [u*D + a;u* — (n — 1) uu']"
studiert, wo Y, der regulire, durch die iterierte Differentialgleichung
(3 I(y;ay;,a;) =0 mit a;eC,_; fir i=1,2, siche[3;S.49],

erzeugte Operator ist. Die Funktion u ist ein Integral der Gleichung

3
4 "+ a; —ay,—al)y=0
(4) y n+1(2 1 1)y

198



und kann also isolierte Nullstellen haben. Die Aufgabe dieser Arbeit ist zu jedem
reguliren Operator A n-ter Ordnung eine Funktion fe Cy(I) zu suchen, sodaB

1
fA =[] 4, gilt. vgl. [4].

Das Symbol W(yy, y,, ..., ;) = v, bedeutet die Wronskische Determinante von
Yis Y2s -+ Vs € C(I) und W(yy, y3, ..., ¥, D) ist der durch die Differentialgleichung
W(y1, Y25 --» Vs ¥) = 0O erzeugte Operator. ,

1. Lemma. Es seien Funktionen y,e C(I) fiir i =1,2,...,s, 2 <'s, gegeben.
Dann gilt °
(5) Vg1 W(¥1s Y25 s ¥ D) = (0D — v)) W(yy, ¥35 -0 ¥s=1, D).

Beweis. Die Formel (5) wird in der Form

W(.vl’ ) PTRER ys-—l) W(_V], Y25 e005 Vo y) =

= W[W(yl, Y2500 ys)a W(yh Yas oo Vs—15 y)]
in [5; S. 403] bewiesen.

2. Lemma. Es seien Funktionen y;e C,_(I) fiir i = 1,2, ..., n gegeben, fiir die
v, * O fiir alle x € I in Kraft ist. Dann konnen die Funktionen v, fiirs = 1,2,...,n
nur isolierte Nullstellen haben.

Beweis folgt aus dem Satz 1 der Arbeit [6].

3. Lemma. Es seien Funktionen y,e C(I) fiir i = 1,2, ..., s gegeben. Dann gili

1
(6) s W(y1s 2, .- ¥o D) = [1(b:D — b))
mit
(7) b,=viu"_1 fu.r ‘i=1,2,...,s, ul=uo=1
i-1
u, =[] o} far i=2,3;...,s.
k=1

Beweis wird mittels Induktion in bezug auf s vermége (5) und u, = U v,y
durchgefiihrt.

4. Satz. Es seien die Gleichung (1) mit ay # O fiir alle x € I und ihr beliebiges
Hauptsystem i, y,, ..., y,€ C,(I) gegeben. Dann existieren Funktionen b;e
€Cpyy-{I) fiir i = 1,2, ..., n und eine Funktion fe Co(I), die nur isolierte Null-
stellen haben kann, sodaf folgendes gilt

fznl a,D" ! = ll[(b,D - b))
i=0 n

i=

1
{IT®:D - b))}y =0 fiir s=1,2,...,n, k=1,2,..,s.
i=s
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Beweis. Der Satz folgt aus Lemma 2 und Lemma 3, wo f = ag 'v,u, und (7) zu
nehmen ist.

5. Folgerung. Zu jeder regulidren Gleichung (1) existiert eine mit ihr quasiidentische
Gleichung, sodaB der durch sie erzeugte Operator in der Form eines symbolischen
Produkts von Operatoren erster Ordnung geschrieben werden kann. Vgl. [3;
Def. 6,3].

6. Satz. Es sei das Hauptsystem y; = ((i — ))) "o " fiir i =1,2,..,n
der Gleichung (3) gegeben, wo u,v Ldisungen von (4) mit W(u,v) =1 fiir alle
xel sind und a = exp {— [% a,(t)dt}, xo€l. Bezeichnen wir v;' W(y, y,, ...
.ss Yo D) = Y,. Dann ist die Zerlegung (2) richtig.

Beweis. Nach [7;(3,2)] ist v; = a’u'™"? und nach (7) gilt u; = u?(aw” 3)?".
S(oeu™ )71 und b; = u(au""3)*" "' fiir i = 1, 2, ..., n. Die Formel

®) [1(b:D — b) = (=)= [u2D + a? — (n — 1) ']’
fir s = 1, 2, ..., n kann mittels Induktion in bezug auf s bewiesen werden. Nach (6),
(8) gilt fir s = n

3 u n+1 N
u (;) (" )" W(y1, ¥2s oo Yo D) =

= (" )" [u?D + ayu* — (n — Duu']",

woraus die Formel (2) folgt. Vgl. [3; Satz 8,1].
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Casopis pro péstovani matematiky, ro¥. 97 (1972), Praha

O VNORENIi DICHOTOMICKEHO STROMU DO KRYCHLE

IvAN HAVEL, PETR LiEBL, Praha

(Doslo dne 2. listopadu 1970)

Trividlni nutnou podminkou pro vnofitelnost koneéného grafu ¥ = (V, E)
do n-rozmérné krychle je, aby || < 2". V piipadé, Ze ¢ je had (viz [1]), je tato pod-
minka rovné&Z postacujici (viz [2]). Na druhé stran& nemiZe byt n mensi neZ maxi-
malni stupefi uzlu v 4. Vznika zajimava otazka: jak souvisi minimalni dimense n
se strukturalnimi vlastnostmi grafu, napf. se stupni jeho uzli. V &lanku je tento
problém feSen pro t¥idu tzv. uplnych dichotomickych stromt 9,. Ukaze se, Ze zde je
minimalni dimense pfisluiné krychle pfesné o jedni¢ku vétsi, nez vyzaduje odhad
podle po&tu uzla.

V dal§im bude N oznacovat mnoZinu viech pfirozenych ¢&isel.

Definice 1. Bud 4 = (V, E) graf, konecny nebo nekonecny. Zobrazeni  : E > N
nazveme C-ohodnocenim grafu %, jestliZe plati

a) Je-li (ey, ..., e,) posloupnost hran prosté konecné oteviené cesty v 4, pak
existuje i € N takové, Ze se v posloupnosti Cisel (Y(ey), ..., Y(e,)) vyskytuje i lichy
pocet krdt.

b) Je-li (fy,....fs) posloupnost hran prosté uzavrené cesty v %, pak se kazdé
¢islo z posloupnosti (Y(f+), ..., Y(f;)) vyskytuje v této posloupnosti sudy pocet krat.

C-ohodnoceni grafu % nazveme jeho C,-ohodnocenim, jestlife E zobrazuje do
mnofiny {1, 2, ..., n}.

Definice 2. Rikdme, Ze graf 4 = (V,E) je ldstenym podgrafem grafu 4’ =
= (V',E') jestlizeV<V',E< E n(VxV).

Definice 3. Oznac¢me € mnoZinu grafi, pro né existuje C-ohodnoceni, €, mnoZinu
grafii pro né? existuje C,-ohodnoceni, € mnoZinu grafii takovych, ¥e kady jejich

konec¢ny ¢dstecny podgraf je v €.

Poznimka. Je-li 4 kone&ny, pak z % € € vyplyva ¢ € €, pro jisté n. Déle je zfejmé&
UE, cCce.
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Definice 4. Krychli dimense n rozumime graf X", = {V, E), kde V = {1 2,3,...
} (a, b) € E prdvé kdy? existuje prdvé jednop € {1, ..., n} tak, Ye a = Z g2 1,
b= 26,2’ Le =¢ proi# p, ¢, + ¢, kde ¢, & nabyvaji hodnot 0,1.

i=1
A", ma, jak znamo, n . 2"~ ! hran a kazdy uzel je stupné n.

Definice 5. Oznacme K, mnoZinu édstecnych podgrafi A, a & mnoZinu grafi
takovych, %e kaZdy jejich konecny édsteény podgraf je v K, pro néjaké n.

(15) -

N

/(1 4’\
(1 3) (23) ...
{1.2) '(2.2) (32) (4,2) ...
/  \ /7 \ VAN 7 \
(1,1 (2,4)(3,1) (4,1) (54) (6,) (71) (8] ...
Obr. 1

Véta 1 préace [2] fika v naSem ozna&eni, Ze

1) K, <€,
(2) gsouvislya9eC,=>%eR,,
() € = &.

Z této véty ihned vyplyva, Ze libovolny strom je v K.
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V [2] je déle formulovan nasledujici problém: k danému kone&nému stromu I
nalézt minimalni n takové, aby bylo 7 € &,. (Je-li 7 nekone&ny strom, pak takové n
oviem neexistuje). NiZe je tento problém feen pro tplné dichotomické stromy (pro
nejjednodussi stromy — hady — byl jiz fesen v [2]).

Definice 6. Smérem nahoru nekonecny uplny dichotomicky strom je graf 2 =
=(V,E), kde V=/{(i,k)|ieN, keN}, E={((2r — L,s), (r,s+1))|reN,
seN}u {((2r,s), (r,s + 1)) | re N, seN} (viz obr. 1).

Hrany ((«, s), (B, s + 1)) budeme nazyvat hranami s-té urovné.

Definice 7. Uplny dichotomicky strom o n drovnich je graf 9, indukovany gra-
fem @ na podmno#iné jeho uzli {(i, k) |k < n + 1,i < 2"*1 7%},

Poznimka. 2, ma ziejmé 2"*! — 1 uzld, z toho 2" uzld stupné 1, a 2"*! — 2 hran.
Obr. 2 ukazuje 2,.

Obr. 2
Vita. 9, e R,. 2,€R,:,2 9D, ¢ K, pron > 1.

Diikaz. Definujme ohodnoceni y grafu 2 takto:

m21

Y(2r — 1,2m - 1),(r,2m)) = 1 }
Y((2r, 2m — 1), (r, 2m)) = 2m + 1

Y(2r — 1,2m),(r,2m + 1)) =2m -1 m > 1

203



¥((2r, 2m), (r,2m + 1)) = 2m + 2 "
v((2r - 1,2),(r,3)) =2

pro viechna re N (viz obr. 3).

v
_

DokéaZeme nejprve, Ze i je C-ohodnocenim 2.

/

1

/

A N A N

4

ARNANANAN

Obr. 3

Bud p = (e;, ..., &) posloupnost hran n&jaké kone&né cesty v 9 takové, Ze v po-
sloupnosti y = (Y(e,), ..., Y(e,)) se kazdé &islo vyskytuje sudy podet krét. Je zfejmé,
Ze p neobsahuje dvé hrany téZe urovné€. V opacném piipadé totiZ budiZ s nejvyssi
uroveii takova, Ze p obsahuje aspofi 2 hrany trovné s. Pak jsou tyto hrany nutn& pravé
2 a jsou sousedni. p navic neobsahuje hrany urovné vy33i neZ s. Pravé jedné ze dvou
sousednich hran Grovné& s pfifazuje  &islo s + 2, které se nevyskytuje na hranach
niZ§ich Grovni — spor.
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Z definice y je vidét, Ze kazdé sudé &islo se vyskytuje jen na hranach jediné Grovné,
a proto nemiuiZe byt obsaZeno v y. Kromé& toho nemiiZe p obsahovat Zadnou hranu
urovné 2. Bud 2n + 1 nejmensi liché &islo z y, které je vétsi nez 1. To se vyskytuje na
hranach trovné 2n — 1 a 2n + 2. p tudiZ obsahuje po jedné hrané téchto urcvni.
Obsahuje tedy i hranu urovn& 2n (plyne ze souvislosti cesty).

Avsak v p nejsou hrany urovné 2, je tedy n > 1; y pfifazuje hrané trovné 2n
(n > 1) liché &slo 2n — 1 — spor.

Dale zobrazuje  zfejm& mnoZinu hran grafu 2, do mnoziny {1,...,n + 2} a je
tedy 9, € €, ,. Podle vyse citované véty 1 z [2] je konetn& 2, € &, ,.

Kromé trividlniho 2, € &, je tfeba jesté dokazat, ze 9,¢ K,,,;. Provedeme
to sporem. Necht tedy n > 1 a 9, je &isteénym podgrafem ,,,. Nazveme
hrany %, ., které nejsou hranami 9,, ,,novymi“. Novych hran je (n + 1)2" —
—(2"** —2) = (n — 1)2" + 2. Zadna nova hrana nespojuje dva uzly stupné 1
grafu 9,, nebot by vznikla kruznice liché délky, ktera, jak znamo, se v 4", ne-
vyskytuje. Jsou tedy nové hrany, incidujici s navzajem rznymi uzly stupné 1 grafu 2,
navzjem riizné a jejich podet je n.2". Musi tudiZ platit n.2" < (n — 1)2" + 2,
to vSak je spor s pfedpokladem n > 1. Q.E.D.

Literatura

[1] Sedldéek, J.: Kombinatorika v teorii a praxi. NCSAV, Praha, 1964.
[2] Havel, I., Mordvek, J.: B-valuations of graphs. Vyjde v Czech. Math. Journ. 22 (1972).

Adresa autorii: Praha 1, Zitna 25 (Matematicky ustav CSAV v Praze).

Summary
‘:“__EMBEDDING THE DICHOTOMIC TREE INTO THE n-CUBE
IvaN HAvVEL, PETR LIEBL, Praha

The following theorem is proved: The complete dichotomic tree 2, (n > 1) can
be embedded into the graph of the n + 2-dimensional cube but not into that of the
n 4+ 1-dimensional one.

Here 9, = (V,E), where V={1,..,2""' — 1}, E={(p,q); 1S p<2" -1,
b=2porq=2p+1} o

205



Casopis pro péstovini matematiky, roé. 97 (1972), Praha

STRUCNE CHARAKTERISTIKY CLANKU UVEREINENYCH V TOMTO CiSLE
V CIZiM JAZYKU

Ivo REs, Brno: Asymptotische Entwicklungen der Lisungen der Differentialgleichung (p(x) y’]” +
+ q(x) y = 0 im nichtoszillatorischen Fall. (Asymptotické rozvoje feSeni diferencidlni rovnice
[p(x) ¥l + q(x) ¥ = O v neoscilatorickém ptipadé.)

V ptedloZené préci jsou studovany asymptotické vlastnosti FeSeni diferencidlni rovnice (py”)” +
+ gy = 0 v neoscilatorickém p¥fipad€. Pro feSeni této rovnice a jeho derivaci jsou pro x = x,
konstruovany stejnomérné konvergentni fady, jejichz Cleny zavisi na feSenich vhodné diferencialni
rovnice (PY’)’ + QY = 0.

PAvLA GVOzZDKOVA, Praha: On continuity of linear transformations commuting with generalized
scalar operators in Banach space. (Spojitost linedrnich transformaci zaménnych se zobecnénym
skalarnim operatorem v Banachové prostoru.)

Vysetfuje se spojitost linedrni transformace v Banachové prostoru zdménné s danym operato-
rem 7, ktery ma vhodpy spektrdlni rozklad. KaZd4 spojitd transformace je invariantni vici
podprostorim odpovidajicim libovolnému rozkladu spektra operatoru 7. Tato podminka je
zéaroveii postadujici pro spojitost transformace, bereme-li T z dostate¢né Siroké tf¥idy operatord.

VALTER SEDA, Bratislava: On an application of Stone theorem in the theory of differential
equations. (O aplikécii Stoneho vety v teodrii diferencidlnych rovnic.)

V préci je odvodena vhodna formuldcia Stoneho vety, ktora je vyhodna pre aplikicie. S jej
pomocou sa dokazuje, Ze spojitu funkciu na kompaktnej mnozine v metrickom priestore mozno
rovnomerne aproximovat postupnostou hélderovsky spojitych funkcii s rovnakym exponentom «,
0 < a < 1. Vysledek je roz§ireny na lokélne kompaktné separabilné metrické priestory a je doka-
zand mozZnosf rovnomernej aproximécie spojitej funkcie, ktora spliiuje daldie dodato¢ne podmien-
ky. Nakoniec je dand aplikacia v teérii oby&ajnych diferencidlnych rovnic.

Joser KoLoMmy, Praha: Continuity and differentiability properties of nonlinear operators. (Spoji-
tost a diferencovatelnost nelinearnich operatoru.)

V poznédmce jsou odvozeny jednoduché podminky pro to, aby dané zobrazeni F resp. derivace
F’(u) bylo spojité, slab& spojité, zesilen€ spojité v daném bodé nebo na dané podmnoziné linearni-
ho normovaného prostoru.

JaroMiR SUCHOMEL, Brno: Uber die Zerlegung von linearen homogenen Differentialoperatoren
in Operatoren erster Ordnung. (O rozkladu linedrnich homogennich dieferencidlnich operatori
v operdtory prvniho fadu.)

V préci je konstruktivné dok4zéno, Ze ke kaZdé reguldrni linedrni homogenni diferencidlni
rovnici n-tého fadu Ay = 0 existuje funkce f, kterd miize mit pouze isolované koteny, tak, ze
diferencidlni operdtor f4 se rovna soutinu diferencidlnich operitord prvniho fadu.
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Casopis pro pé&stovini matematiky, ro¥. 97 (1972), Praha
ULOHY A PROBLEMY

K uloze &. 4, kterou polozil 1. Babuska v Cas. pro p&st. mat. 79 (1954); uloha byla
znovu pretisténa v Cas. pro pést. mat. 89 (1964), str. 103.

Formulace ulohy: Bud C jednoduchd rovinnd kfivka konecné délky a D jeji
vnitfek (komplement). BudiZ to € C. UtvoFme funkci 9z, t), kde z probihd mnoZi-
nu D a t mnoZinu (C — t,) tak, aby ¥(z, t) bylo ithlem mezi kladnym smérem osy x
a vektorem zt a aby funkce 9 byla spojitd. Budi¥ F(z) = [ |d,(z, t)|. (Funkce F
je zfejmé& spojitd na D a nezdvisi na volbé funkce 9.) Dokazte (presné a pokud
mozno jednoduSe) néjakou nutnou a postacujici podminku, aby funkce F byla
omezend. (Viz J. Radon, Sitzungsberichte d. Akad. d. Wiss., Wien, Math. Naturw.
KI. 128, Abt. 2a, 1la, 1123; ]919.)

Redenitlohy je dano nasledujici vétou:

Oznaéme pro [ e C a a€(0,2n) symbolem u({, o) pocet prﬂséc’ikﬁ kfivky C
s polopFimkou {{ + re'; r > 0} a polo¥me v({) = [3" u((, o) da. Je-li vySe definova-
nd funkce F omezend na nékteré z komplementdrnich oblasti krivky C, pak

(1) sup v({) < o .
LeC

Naopak, plati-li (1), pak F je omezend na komplementu kfivky C.

Dikaz tohoto tvrzeni plyne z v&t 1.11 a 2.7 &lanku [1]; viz téZ [3] a Corollary
a Remark 4 na str. 7 ve sd&leni [2].

[1] J. Krdl: On the logarithmic potential of the double distribution, Czech. Math. Journal 14 (89)
1964, 306— 321.

[2] J. Krdl: On cyclic and radial variations of a plane path, Comment. Math. Univ. Carolinae
4 (1963), No 1, 3—9,

(3] J. Krdl: On the logarithmic potential, Comment. Math. Univ. Carolinae 3 (1962), No 1,
3—10.

Poznidmka. Zvolme pevné komplementarni oblast D jednoduché uzaviené
kfivky C a kaZdé spojité funkci f na C ptitadme funkci Wf na D pfedpisem

Wi(z) = Im j Cf(TC)ch= J‘ £(0) 4z, 1)

207



Z véty 2.10 v [1] (viz téZ véty 3 a 4 v [3]) plyne, Ze (1) je nutnou a postalujici pod-
minkou k tomu, aby pro kaZdou spojitou f na C byla funkce Wf omezena (resp.
stejnomé&rné& spojitd) na D.

Bud nyni y € (0, 1) a oznaéme pro kazdou neprazdnou mnoZinu M v roving sym-
bolem C,(M) tfidu viech funkei f, které na M spliiuji Hélderovu podminku s expo-
nentem 7, tj. existuje konstanta m, tak, Ze

(u, ve M) = (|f(u) — f(v)] < mfu — o).
Lze dokazat, Ze za pfedpokladu (1) plati implikace
@ feC,(C)= WfeC, (D).

Nyni pfirozené vznika nasledujici

Uloha. Naleznéte jednoduchou a geometricky ndzornou nutnou a postadujici
podminku na k¥ivku C, kterd by zarudovala platnost implikace (2).

Josef Krdl, Praha

Regeni tlohy &. 5 (autor Jan Mafik) z rog. 82 (1957), str. 365

Uloha: Bud G otevfend mnoZina v m-rozmérném Euklidové prostoru E,, 0 +
+ G * E,,; bud f spojitd funkce na hranici H mnoZiny G. Je-li funkce F spojitd
na G U H, harmonickd na G a rovna f na H, nazveme funkci F FeSeniim Dirichle-
tovy ulohy pFislusné k funkci f a mnoZiné G. Rozhodnéte, zda plati tato véta: Necht
ke kazdé omezené spojité funkci na mnoZiné H existuje omezené FeSeni prislusné
Dirichletovy ulohy. Potom ke kaZdé nezdporné omezené spojité funkci na mnoZiné H
existuje nezdporné FeSeni pfislusné Dirichletovy ulohy.

Pfi feSeni této tlohy budeme uzivat vysledkl prace

[M] J. Masik: Dirichletova tloha, Cas. pro pést. mat. 82 (1957), 257 —282.

Je-li m = 2, tvrzeni uvedené véty plati. Plyne to napf. ze cvideni 11 v [M].

Necht je m > 2. UkaZeme, Ze uvedena v&ta neplati. Stejn& jako v [M] oznaéme 6
systém vsech regularnich mnoZin v E,,.

Oznaéme G, = {x € E,; |x| > 1} (vn&jsek koule) a bud H, hranice mnoZiny G-
Ziejmé je G, € G. JestliZe f, je spojita funkce na H,, sestrojme podle odst. 16 v [M]
omezené FeSeni Dirichletovy ulohy pfislusné k funkci f;, a mnoZiné G,. Hodnotu
tohoto feSeni v bod¢ x € G, U H, oznaéme -D(G,, f;, x).

Zvolme nyni c € G, a oznalme G = G, — {c}, H = H, U {c}. Potom je zfejmé H
hranici mnoZiny G. Pro x € E,, — {0} poloZme

h(x) = |x]*™ - 1.
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Pfedpokladejme, Ze f je spojita funkce na H a bud f, restrikce funkce f na mnoZi-
nu H,. Pro x e H U G poloZme

F(x) = D(Gy, fy, x) + (f(c) — D(Gy, [y, ¢)) h(x)/h(c) .

Potom je, jak snadno zjistime, funkce F omezenym feSenim Dirichletovy ulohy
ptisluiné k funkci f a mnoZziné G.

Vidime, Ze ke kazdé omezené spojité funkci na mnoZiné H existuje omezené feseni
piislu§né Dirichletovy tlohy.

Kdyby ke kaZdé nezdporné omezené spojité funkci existovalo nezaporné feSeni
pfislu§né Dirichletovy ulohy, platilo by G € ® podle véty 11 v [M]. Podle véty 15
v [M] v3ak neni G € 6.

Dokézali jsme, Ze véta vyslovena v uloze neplati.

Poznamenejme, Ze snadno lze pfimo sestrojit nezapornou omezenou spojitou
funkci na H, pro niZ neexistuje nezdporné feSeni pfislusné Dirichletovy ulohy.
Necht k je nezaporné spojita funkce na H, kterd neni identicky rovna nule a necht
je k(c) = 0. Kdyby existovalo nezdporné fefeni K Dirichletovy ulohy pfislusné
k funkci k a mnoZiné G, byla by funkce K harmonicka v G, podle znamé véty o odstra-
nitelné singularité harmonickych funkci. ProtoZe potom je K nezdporna harmonicka
funkce v G; a K(c) = 0, je funkce K identicky rovna nule v G, a tedy funkce k je
identicky rovna nule na H, coZ je spor s pfedpokladem.

Ivan Netuka, Praha

209



Casopis pro péstovani matematiky, ro¥. 97 (1972), Praha
RECENSE

D. S. Mitrinovi¢: ANALYTIC INEQUALITIES. Springer-Verlag, Berlin— Heidelberg—
New York 1970, str. XII + 400, 4 obr., cena 88,— DM.

Snahou autorovou je v této knize dbplnit a rozmnozit vysledky, které jsou uvedeny ve dvou
zékladnich monografiich o nerovnostech a to v klasické praci C. H. Hardy, J. E. Littlewood,
G. Polya: Inequalities (1934) a E. F. Beckenbach, R. Bellman: Inequalities (1961), kde jsou
shrnuty vysledky z let 1934—1960. Autor téz upozoriiuje, jakd pozornost je v moderni analyze
ve stale vét§i mife vénovana nerovnostem, pfiemz se odvoldva napf. na knihu J. Dieudonné:
Calcul Infinitesimal (Paris 1968).

Tato kniha ma slouZit pfevazné jako pomucka, ve které lze najit informace o v§ech moznych
typech nerovnosti, vyskytujicich se v moderni analyze. Z tohoto zdmeéru a ze snahy o systematic-
nost podani vyplyva uspofdadani knihy. Kniha se skladd ze tii ¢asti. V prvni, uvodni €asti jsou
uvedeny nékteré zdkladni poznatky. Velkd pozornost je vénovéna konvexnim funkcim. Druha,
hlavni &4st, je rozdélena do 27 odstavci, z nichZ kazdy je vénovan nékterému typu nerovnosti,
dtlezitych pro moderni analyzu. Autor vé€nuje nékterym typtum nerovnosti specidlni pozornost,
jako napf. Schweitzerové, Diaz-Metcalfové a Rennieho nerovnosti, nerovnostem pro stfedni
hodnoty, Steffensenové nerovnosti, integralnim nerovnostem obsahujicim derivace, nerovnostem
pro vektorové normy a pod. Konetné tieti Cast obsahuje asi 450 specidlnich nerovnosti.

Vzhledem k uréeni této knihy nebylo mozné formulovat nékteré vysledky v nejobecné;jsi formé.
Proto je kniha doplnéna velkym poltem odkazi na podrobnéjsi literaturu (okolo 750 autoru).
Zejména ve tieti Casti jsou mnoha tvrzeni bez dikazil, vZzdy s odkazem na pfislu§nou literaturu.
Timto p¥fistupem ziskala kniha na piehlednosti a lze Fici, Ze v ni Ize snadno najit informaci o viech
znamych nerovnostech tykajicich se redlnych &isel a funkci jedné realné proménné.

V této dobé, kdy pro svou diilezZitost a pro velké mnozstvi vysledkli vynika potieba knih, které
by prehledné a systematicky pojednédvaly o tomto odvétvi matematiky, je tato kniha zajisté
cennym pfinosem jak pro studenty v zdkladnich kursech, tak i pro védecké pracovniky.

Otto Vejvoda, Praha

Herbert S. Wilf: FINITE SECTIONS OF SOME CLASSICAL INEQUALITIES. Springer-
Verlag, Berlin— Heidelberg— New York 1970, str. VII + 82, 28,— DM.

Nechf f, g jsou realné funkce redlnych proménnych x,,..., x,,... a 4 je nejmensi moznd
konstanta, pro kterou plati

™ g ey Xps Xgig g5 00 ) < AGgs vons Xy Xy 15 000) +

Jestlize se omezime na kone¢né mnoho proménnych (tj. poloZime x; = 0 pro j > n), da s¢
otekavat, Ze bude platit odhad

Jq50000%5, 0, 00 ) S A g(gs 000X 05 . 22)
kde 4,< A a A4, - A pro n - oc. Jednim z hlavnich pfedmétd této knihy je urleni rychlosti
konvergence A4, k 4 pro nékteré dilezité typy vztahl (*).
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Kniha je rozdélena do Ctyf kapitol. V prvni kapitole jsou shrnuty nékteré klasické vysledky,
tykajici se Hilbertovy, Hardyho a Carlemanovy nerovnosti a zdkladni vlastnosti Toeplitzovych
forem. Ve druhé kapitole je vylozena Widomova teorie Toeplitzovych integrdinich jader. Je zde
také ukazano, jak se nékteré typy jader, které se vyskytuji v klasickych nerovnostech, daji prevést
na Toeplitzova jadra. Jsou dany téz aplikace na Dirichletovy fady. Kapitola tieti se zabyva
Hankelovymi formami a jejich spektralni teorii. Nékteré vysledky v sob& zahrnuji na ptiklad
odpovéd na nékteré problémy tykajici se Hilbertovych matic. V kapitole ¢tvrté se zkoumaji
nékteré nelinearni problémy, na piiklad Carlemanova nerovnost. Zde se neda aplikovat obecna
teorie a kazdy specidlni pfipad vyzaduje svoji metodu vyzkumu. Autor doufa, Ze v této oblasti
bude pokracovat intenzivni vyzkum a ukazuje na nékteré nevyiesené problémy.

Pfesto, Ze je tato kniha svym obsahem uréena matematik(im, kteti se vice specializuji v tomto
oboru, je svou formou pfistupna kazdému, kdo absolvoval zakladni kursy matematické analyzy
a muzZe slouzZit i jako informativni pomiicka pro ty, kdo p¥i své préaci narazi na typ problému,
formulovaného na zacétku.

Otto Vejvoda, Praha

Robert Sauer: DIFFERENZENGEOMETRIE, Springer-Verlag 1970, stran 234, 95 obrazki,
cena DM 48,—, cena v CSSR K¢&s 440, —.

Tato kniha je uCebnici diferencidlni geometrie k¥ivek a ploch v trojrozmérném eukleidovském
prostoru a jiz jeji ndzev naznacuje, ze se podstatné 1i§i od vSech béznych ucebnic diferencidlni
geometrie. Autor neodvozuje totiz véty z diferencidlni geometrie pfimo uzitim diferencialniho
poCtu, nybrz vychazi z elementarnich geometrickych modeli jako jsou mnohotihelniky, posloup-
nosti pfimek, trojihelnikové sit€¢ a podobné, pro které nejdiive ukdze platnost riznych vét a dile
dokéze, 7e pfi limitnim pfechodu piejdou zpravidla tyto véty ve véty z diferencidlni geometrie
pro kiivky, pfimkové plochy nebo obecné plochy. Vychazi tedy z ¢4sti geometrie, kterou nazyva
diferen¢ni geometrii, protoZze v ni studuje metrické vztahy mezi sousednimi objekty né&jakého
systému. Je to zplisob odvozovani dosti neobvykly, ktery se obyCejné uziva jen pro odvozeni vzor-
ce pro délku kfivky ¢i plo§ny obsah plochy, kdezto v recensované knize se uziva skoro systema-
ticky. A je nutno dodat, Ze to neni zptisob nezajimavy. Ctenaf na piiklad tak poznd, ze zndmé
podminky integrability Mainardi-Codazziho nebo Gaussova véta Theorema egregium maji sviij
zdklad v metrickych vztazich mezi stranami a uhly trojuhelnikové sité a to neni jediny priklad
tohoto druhu, jez se v Sauerové knize probird. Kniha obsahuje téz nékteré priklady, kdy limitni
piechod nevede k spravnému tvrzeni nebo je vysledné tvrzeni sice spravné, ale dokazuje se jinou
metodou. V takovych ptipadech slouZi ptislu§ny elementdrni geometricky model jako metodickd
pomitcka, navod k vedeni diikazu nebo nalezeni spravného vysledku. Autor mluvi v této souvislos-
ti o heuristickych modelech. Ptikladem je studium deformaci ploch zdporné kfivosti nebo véty
0 deformacich rota¢nich a §roubovych ploch.

Kniha je rozdélena do t¥i kapitol: Prvni kapitola — Obecnd teorie — obsahuje zdkladni vysled-
ky z teorie prostorovych k¥ivek, rozvinutelnych ploch a plo§nych péast. Dale pojednava o nerozvi-
nutelnych p¥imkovych plochach a plochach obecnych (prvni a druhd zdkladni forma, kfivosti
kiivek plochy, sit& konjugovanych krivek, asymptotické kfivky). V druhé kapitole jsou probrany
nekteré specielni plochy — plochy konstantni negativni k¥ivosti, Vossovy plochy se siti konjugo-
vanych geodetik, plochy rotaéni a §roubové a tzv. profiloafinni. Vychazi se pfitom ze specidlnich
CtyFuhelnikovych siti — Cebys$evskych, s rovinnymi étyfuhelniky, lichob&znikovych s daliimi pod-
minkami apod. T¥eti kapitola se zabyvé infinitesimalnimi deformacemi plochy téZ v souvis-
losti s kinematikou a obsahuje zajimavy paragraf o tzv. Darbouxové cyklu ploch.

D4 se tici, Ze svym obsahem je predloZen4 kniha uréena spise technikim, ktefi jist® téZ oceni,
S jakou nézornosti je étenat do kazdého ptikladu uveden. Na druhé strané nutno konstatovat, Ze
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vySe uvedeny zptsob odvozeni vysledki neni vzdy pravé nejrychlejsi a nejptistupnéjsi a uspokoji
spise ty, ktefi nejsou zainteresovani skoro vyluéné na vysledcich a cht&ji se dozvédét téz néco
o souvislostech diferencidlni a elementarni geometrie.

Z nékolika drobnych nedostatki, jeZ se v knize vyskytuji, bych chtél upozornit na nepfesné
znéni vét typu 2.18 resp. 2.19, ve kterych je nutno vyloudit pfipad, kdy kfivost nabyva v nékterych
bodech resp. na nékterych intervalech nulové hodnoty a na to, Ze nékteré véty plati jen lokdlng,
coZ neni v knize zdiiraznéno. Drobné tiskové chyby, kterych je bohuzZel dost, si jisté Etenat opravi
sam.

Leo Boéek, Praha

ESSEYS ON TOPOLOGY AND RELATED TOPICS. Memoires dédiés a Georges de
Rham. Publiés sous la direction de A. Haefliger - R. Narasimhan. Springer-Verlag, Berlin—
Heidelberg— New York 1970. XII + 252 stran, cena 60,— DM.

Georges de Rham se narodil 10. zafi 1903. Na jeho polest uspofadala universita v Zenevé
ve dnech 26.— 28. bfezna 1969 kolokvium; kniha obsahuje pfednesené referaty a prace, napsané
de Rhamovymi Zdky a pfateli.

Uvodni stat od H. Cartana je vénovdna de Rhamovym pracim o diferencovatelnych varietach,
a to de Rhamové vét&, pojmu toku, teorii harmonickych forem a reducibilit¢ Riemannovych
prostorii. Tento p¥ehled je bohuZel velmi struény a aZ na zcela nepatrné zminky nejsou uvedeny
teorie, které vznikly na zdkladé de Rhamovych vysledki. Uplny seznam de Rhamovych praci je
uveden na konci svazku.

Jednotlivé prace sborniku jsou vénovany riznym tématim z diferencidlni geometrie, teorie
komplexnich variet a topologie; uvedu alespoii jejich autory a nazvy: J. Milnor - O. Burlet,
Torsion et type simple d’homotopie; M. Atiyah - F. Hirzebruch, Spin-Manifolgs and Group Actions;,
P. F. Baum - R. Bott, On the Zeroes of Meromorphic Vector-Fields; R. Bott - S. S. Chern, Some
Formulas Related to Complex Transgression; K. Kodaira, On Homotopy K3 Surfaces; A. Borel,
Pseudo-concavité et groupes arithmétiques; A. Andreotti - G. Tomassini, Some Remarks on Pseudo-
concave Manifolds; J. L. Koszul, Trajectoires convexes de groupes affines unimodulaires; E.
Vesentini, Maximum Theorems for Spectra; N. H. Kuiper - B. Terpstra-Keppler, Differentiable
Closed Embeddings of Banach Manifolds; M. W. Hirsch, On Invariant Subsets of Hyperbolic Sets;
W. Browder - T. Petrie, Semi-Free and Quasi-Free S! Actions on Homotopy Spheres; S. P. Novikov-
Pontrjagin Classes, the Fundamental Group and Some Problems of Stable Algebra; J. Boéchat-
A. Haefliger, Plongements différentiables des variétés orientées de dimension 4 dans R7; C. Weber,
Taming Complexes in the Metastable Range; B. Eckmann - S. Maumary, Le groupe des types
simples d’homotopie sur un polyédre; J. Tits, Sur le groupe des automorphismes d’un arbre; M. A.
Kervaire, Multiplicateurs de Schur et K-théorie; R. Thom, Topologie et linguistique.

Alois Svec, Praha

M. Gross - A. Lentin: INTRODUCTION TO FORMAL GRAMMARS (Uvod do formalnich
gramatik), Springer-Verlag, Berlin— Heidelberg— New York 1970, 231 str. (pfeklad z francouz-
ského originalu, ktery vySel u Gauthier-Villars, PafiZz 1967), cena 38,— DM.

Kniha chce byt udebnici a autofi si nedini 24dnych narokti na pivodnost. V&domé prebiraji
mnohé od jinych autorli, zejména viak ze zndmé knihy M. Davise ,,Computability and Unsolva-
bility** a z kapitoly ,,Formal Properties of Grammars*, kterou sepsal N. Chomsky pro knihu
,»Handbook of Mathematical Psychology*.

Chomsky napsal také tfistrdnkovou pfedmluvu, v niZ obhajuje tradiéni pojeti tzv ,,universalni
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gramatiky*‘, které bylo pozdé&jsim vyvojem jazykovédy zatlateno do pozadi. Upozoriiuje, Ze dnedni
algebraické linguistice, jakoZto studiu formalnich vlastnosti pfirozeného jazyka vyabstrahova-
nych z jednotlivych jazykt, nejde o nic jiného. V tradi¢ni jazykovédé byla velikd pozornost véno-
vana ,,tvofivému aspektu‘‘ jazyka, totiz skutenosti, Ze v jazyce je rekurentni mechanismus,
ktery — nezavisle na vnéjsich podnétech nebo na rozli§itelnych vnitfnich stavech — dovoluje
vyjadfit nekone¢né mnoho myslenek, pocitl, zdmé€ra atd. Av3ak ke studiu tohoto tvofivého
aspektu se nemohlo p¥istoupit diive, nez byly zavedeny a rozvinuty pojmy algoritmu a rekurence
pfi studiu zdkladli matematiky, coZ se stalo teprve v poslednich tficeti letech. Dnes se studium
téchto mechanismt nazyv4 ,,generativni gramatikou‘“. Pfitom generativni gramatikou jednotlivého
jazyka rozumi Chomsky soustavu pravidel a postupi, jimiZ se charakterizuje potencidln€ nekone¢-
na tfida vét pfirozeného jazyka tak, Ze se vétam pftifazuji popisy jejich struktury, které zahrnuji
jeji vyznamné vlastnosti fonetické, syntaktické a semantické. Chomsky zde vyslovuje domnénku,
7e jazykovédci pristi generace objevi, Ze kazdy pfirozeny jazyk je zvlastni realizaci velmi omeze-
ného schematu, které pfipousti jen gramatické postupy a struktury zna¢né ohrani¢ené rozmani-
tosti, takZe se ukaze, Ze si lze piedstavit neséetné mnoho jazyku, které témto omezenim nevyhovuji
a tedy, Ze v psychologickém smyslu tyto jazyky nemohou byt pfirozenymi jazyky pfestoze jsou
v zdsadé schopny vyjadtit cely obsah kteréhokoliv pfirozeného jazyka. Nakonec Chomsky znova
zdlraziiuje, Ze zatim stéle je§té trva zdvazna mezera mezi matematickymi a empirickymi vyzku-
my, které se tykaji universalni gramatiky. Empirické popisy jsou pfili§ sloZité, nez aby dovolily
vybudovani matematické teorie, a naproti tomu to, co se matematicky zvladnout podaftilo (napf.
teorie bezkontextovych jazyku), je opét natolik zjednoduseno, Ze je to zarufené e€mpiricky ne-
adekvatni. Toto je stary Chomského argument, ktery viak je podstatné oslaben existenci podmin-
kovych bezkontextovych gramatik. Vytvofeni matematické teorie universilni gramatiky povazuje
Chomsky dnes za jeden z nejdrazdivéjSich problému, nebot tato teorie by se v pristich letech stala
zcela novym zékladem pro studium jazyka a byla by ustfedni oblasti celé jazykovédné teorie.

Chomsky je zakladatelem algebraické linguistiky a pfirozené se tedy nabizi srovnat predeslé
jeho nazory s témi vysledky a sméry vyzkumu, kterych bylo zatim dosaZeno a které jsou zahrnuty
do této knihy.

Kniha je rozdélena do tki ¢asti a je doplnéna jednim dodatkem. Prvni Cast (str. 1—80) je
vénovana logickym a algebraickym pfedpokladim vlastniho vykladu. Zavadi se zde nasledujici
pojmy: zdkladni prvek a zdkladni mnozZina (tj. abeceda ¢i slovnik) U, fetéz a jeho stupeni (tj.
délka), operace zfetézeni, volny monoid (tj. volna pologrupa s jednotkou) %U*, asociativni kalkul
Thuea, ekvivalence slov (tj. fet€z) a vyslovuje se problém slov. Formélnim jazykem se rozumi
podmnozina volného monoidu (tj. je to mnoZina fetézi). Formalnim systémem se patrné rozumi
tzv, logisticky systém (podle J. Porte), ktery je uréen spocetnou abecedou U, formalnim jazykem
nad U zvanym mnozinou formuli, jeho podmnozinou tzv. axiomi ¢&i schemat axioml a kone¢né
mnozinou odvozovacich pravidel, coZ jsou (n + 1)-tice formuli, pfi¢emZ prvnich n formuli jsou
ptedpoklady a posledni je zdvérem. Toto je zbytedn& obecny pojem vzhledem k zdméru a obsahu
knihy. Je objasné&n na formalizaci vyrokového kalkulu, p¥i¢emz jsou jen velmi povrchné zmin&ny
pojmy axiomatické teorie, metajazyka, syntaxe, vyznamu, interpretace a modelu, atkoliv pro
vlastni vyklad nejsou vitbec potfebné. DiileZity viak je kombinatoricky systém I, ktery je uréen ko-
ne¢nou abecedou U, jedinym axiomem, ktery je fetézem A € U*, pfitemz 4 = E, kde E € U* je tzv.
prazdny fetéz délky nula a kone&nou mnozinou produkci & ptepisovacich pravidel tvaru G — G,
kde G, G € U*. Retéz Y = PGQ (ktery je zietézenim fetéz P, G a Q, ptitemz P, Q € UA* a tedy P
i Q mohou byt i prazdnym fetézem) se nazyva dusledkem fetézu X = PGQ podle produkce
G — G. Je v8ak zavadgjici psat také PGQ — PGQ (misto odlidujiciho znageni, napt. PGQ = PGQ)
a proto je také nejasné zavedeni pojmu typu produkce a to semi-Thueovské, normdlni a anti-
normélni (vystizné je nazvat vySe uvedeny disledek semi-Thueovskym, zatimco Y = PG je
disledkem normélnim fetézu X = GP ptip. Y’ = GP je anti-normélnim disledkem fetézu
X’ = PG podle produkce G — G, tj. ze zatatku (pFip. z konce) Fetézu X se ubere G a na jeho konci
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(ptip. na jeho zat4tku) se ptida G). Posloupnost Xy, X, ..., X, fetézi se nazyva dikazem pfip.
derivaci véty Ci fetézu X, v I', kdyZ X; = A a kdyZ X; je disledkem (semi-Thueovskym, nebot
jiny zaveden nebyl) fetézu X;_; podle néjaké produkce z I pro j = 2, 3, ..., m. Kombinatoricky
systém se nazyva monogenicky, kdyz kazdy fetéz ma nejvyse jeden disledek. Retéz se nazyva
viceznaény, kdyz existuji v I” dvé riizné jeho derivace (3.4.8), cozZ je zbyte¢né slaby pojem. Dale se
obvyklym, ale v.elmi struénym zpuisobem zavadi (podle M. Davise) pojem Turingova stroje,
vyhodnotitelné funkce, Godelovy enumerace, rekursivni a rekursivné spoetné mnoziny, neroz-
hodnutelnosti a rekursivni funkce. Vzhledem k ptikladim nerozhodnutelnych probléml se
uvadi v souvislost Turingtiv stroj s kombinatorickym systémem. Formalni gramatikou autofi ro-
zumi algoritmus pfifazujici pfirozenym &islim vSechny véty Ci fetézy prislu§ného jazyka (4.1.2),
coz je velmi neobvyklé pojeti.

Druh4 ¢éast (str. 81 —155) je vénovana popisu nékterych dualezitych tfid jazyku. Zadind se
popisem bezkontextové (context-free &ili CF) gramatiky G = {Vr, Vg, S, R), coz je kombi-
natoricky (semi-Thueovsky) systém se dvéma koneCnymi abecedami, zde nazyvanymi obvykle
slovniky, totiz Vr je termindlni a ¥V, netermindlni (Cili pomocny) slovnik (v knize se neuvadi
pozadavek Vp U Vy = 0), S € ¥, je axiom a R je konednd mnozina bezkontextovych pravidel,
tj. pravidel tvaru 4 —> ¢, kde A € V4 a ¢ € {V U V,}*. Jestlize dokonce ¢ € V', nazyvé sc
pravidlo terminalni (jinak neterminalni). Bezkontextovym (Cili CF-) jazykem L(G) vytvofenym
CF-gramatikou G se rozumi mnozina vSech termindlnich dusledkt v G, tj. téch duasledku, které
jsou termindlnimi fetézy. Bez dikazu je uvedeno, ze jazyk {a"b"c"}, kde n =1, 2, ..., neni bez-
kontextovy. Sjednoceni a zfetézeni dvou CF-jazyki je zase CF-jazyk; je-li L CF-jazyk pak i L* =
=EULUIL*U.. . UL"U... je CF-jazyk; zrcadlovy obraz [, CF-jazyka L, tj. je-li ¢ =
= XyX;...X, €L pak ¢ = x,x,_{ ... x; € L, je také CF-jazyk a kone¢né substituci CF-jazyki
misto termindlnich symboli v fetézech CF-jazyka a zfetézenim pfislusnych mnoZin vznikne
zase CF-jazyk (v knize se hovofi o komposici jazykl, protoZe substituce se popisuje pomoci
odpovidajici komposice gramatik). Naproti tomu pranik dvou CF-jazyki nemusi byt CF-jazyk
a ani komplement CF-jazyka vzhledem k V-,’!‘ nemusi byt CF-jazyk. CF-gramatika se nazyva
Kleeneho ¢i K-gramatikou (7.4.1), kdyZ pravé strany jejich netermindlnich pravidel maji tvar aB,
kde a € Vra B € V4, coz neni zcela obvyklé (Zadava se také, aby pravé strany terminalnich pravi-
del obsahovaly jediny termindlni symbol a kromé toho je oviem moZno misto tvaru aB Zadat
viude Ba); ptitom pozndmka (922°), ze jde o tzv. konedné stavové gramatiky neni docela pfesnd,
nebot Chomsky je definoval pomoci orientovanych grafii s cykly. Dale CF-gramatika se nazyvd
linearni, kdyZ na pravé strané kazdého pravidla nejvyse jeden symbol je neterminalni, ale neni zcela
srozumitelnd definice sekvenéni gramatiky (7.4.4). Bez dikaz(i se uvadi, Zze napt. otdzky zdali
prinik dvou CF-jazyku je prazdny, nebo je CF-jazykem nebo K-jazykem, jsou nerozhodnutelné
a podobné jsou nerozhodnutelné otdzky, zdali je komplement CF-jazyka prazdny ¢i nekonecny
& CF-jazykem &i K-jazykem atd. Retézy &i véty se znazorfiuji rovinnymi representacemi vrcholo-
vych stromi, které vak nejsou definovany, a které jsou znamy pod nézvem frazovych ukazateli.
Dalsi definici viceznaénosti fetézu, kdyZ se pfipousti dva rizné stromy (8.2.3) je tfeba oviem rozu-
mét tak, Ze oba stromy jsou neizomorfni. Jazyk se nazyva viceznaénym, kdyZ obsahuje néjaky
viceznalny fetéz (je vystiznéjsi viceznalnost vztahovat ke gramatice nez k jazyku) a vrozené vice-
znanym, kdyZ kazda jeho gramatika (jistého typu) je viceznaéna. Zase je nerozhodnutelné, zdali
je libovolny CF-jazyk vicezna&ny.

Diéle se od Turingovych stroji, které jsou pfili§ obecnym a tedy nevhodnym prosttedkem
studia, pfechazi k prostfedkiim specidlngj§im, jimiz jsou r@izné druhy automatti. Zasobnikovy
automat je uréen 1) vstupni paskou E, kterd je oboustranné nekonecna a do jejiz poli¢ek se pisi
bud symboly z kone¢ného slovniku Vg = {al, a, ... ap} nebo neutralni symbol e nebo jsou
poli¢ka prazdn4, coz je zachyceno zvladtnim symbolem B; déile 2) paméfovou paskou M, ktera je
jen zprava nekonetna a do jejiz poli¢ek se piSi symboly kone¢ného slovniku V¥, = {Al, Agy-or
S Aq}, ptitemZ miZe byt ¥y D Vg a na pasce M je zvlastni symbol o; a konetng 3) pogitaci
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jednotkou A, jejiz dvé ¢teci hlavy ¢tou po jednom poli¢ku na kazdé pasce a kterd mizZe byt v ko-
ne¢né mnoha vnitfnich stavech Sy, Sy, S5, ..., S,, a jejiz Cinnost je urena kone¢né mnoha ptikazy
nasledujiciho tvaru: (a;, S;, Ax) — (S,,, x), kde misto x musi byt bud e nebo o nebo fetéz nad V),
a kde misto a; pfipadné misto A, miZe byt e; trojice tvaru (a;, S;, 4;) se nazyva fysikdlni situaci
a obecné situaci se nazyva fysikalni situace spolu s kaZzdou ze 4 uvedenych moznych trojic, takze
automat je soucasné€ v nékolika situacich (to je zfejmé velmi neobratny popis). Vstupem vypoctu
je fetéz nad Vg zpasany na E, pfiemZ vSechna ostatni policka jsou prazdn4, tj. je na nich B. Na
zatatku je pocitaci jednotka v poCate¢nim stavu S, vstupni hlava Cte nejlevéjsi symbol vstupniho
fetézu a také pameétova hlava Cte nejlevéjsi symbol paméfové pasky, kterym je o, tj. poCatecni
situace je uréena. V obecné situaci (a;, S, A;) bud nelze pouzit Zidny piikaz a pak se automat
zastavi, nebo alespoii jednoho ptikazu Ize pouzit (a je-li jich pouzitelnych vice, pak se zvoli jeden,
odkud je vidét, Ze jde o tzv. nedeterministicky automat), ktery ma na pravé strané (S,,, x) a to
znamend, Ze: a) pocitaci jednotka ptejde do stavu §,,, b) je-li prvni ¢teny symbol a;, pak se vstupni
hlava posune o jedno poli¢ko doprava a je-li tam misto a; neutrdlni symbol e, vstupni hlava se
neposunuje vibec a c) je-li x = ¢ pak se vymaZe (tj. nahradi se symbolem B) ¢teny symbol
a paska M se posune o jedno poli¢ko doprava; je-li x = e, paska se nehybe a nic se nepise a je-li
xX=¢@€ V,{',‘, pak x se napiSe napravo od posledniho symbolu na pasce M a pédska se posune
o délku fetézu ¢ doleva, takZze pamétova hlava ¢te nejpravéjsi napsany symbol. Jestlize automat
skonéi (tj. patrn€ kdyZ nelze pouZit Zidny pfikaz) v situaci (B, S;, B) je vstupni fetéz zapsany na
zaCatku vypo¢tu na vstupni pasce E, pfijat a mnozZina vSech takto prijatych fetézi je jazykem
pfijatym timto zasobnikovym automatem. Ukazuje se (9.3.1) obecné schema jak k CF-grama-
tice G urcit zasobnikovy automat, ktery pfijima jazyk L(G), ale nedokazuje se jeho spravnost;
pfitom se ukaze, Ze stav (a, S, o) rovnéz ptripousti stav (a, S, e), coz nebylo vyse uvedeno. Uvadi
se bez dikazu (dukaz jedné Casti je az v 15.3.1), ze tfida viech CF-jazyku je pravé tfidou vsech
jazykl piijatych zasobnikovymi automaty. Velmi nedostatetné jsou poznamky o vyuziti bez-
kontextovych jazykt, které se tykaji programovacich jazyktt ALGOL (ma byt oviem ALGOL 60)
a LISP, které musi byt ¢tenafi = Zaku zcela nesrozumitelné. Zcela je opomenut vyznam bez-
kontextovych pravidel pro uréeni semantiky jazyka, ackoliv to je nepochybné daleko nejdilezi-
t€jSi okolnost pfi hodnoceni vyznamu CF-gramatik a CF-jazyku.

Konec¢né (rozhodovaci) automaty se zavadi v souvislosti s K-jazyky vytvofenymi K-gramati-
kami (v 10.1.1 je uZ obecnéjsi definice K-gramatiky neZ podle 7.4.1) obdobnym zpisobem jako
zasobnikové automaty, tj. pomoci pasky a pravidel, a v definici (10.2.2) se nevyluduje nedeter-
ministiénost (o které se viak vyslovné hovofi az v 10.3.1). Zase jenom poznamkovité se hovoii
o riznych modifikacich kone¢nych automati, o jejich grafovém znazornéni, o Kleeneovskych
vyrazech vyjadtujicich K-jazyky. Bez diikkazu se uvadi tvrzeni, Ze tfida viech K-jazykid (tj. nad
pevnou abecedou) je nejmensi tfidou jazyki, kterd obsahuje vSechny konefné jazyky (nad uva-
Zovanou abecedou) a je uzaviena vzhledem k operacim sjednoceni, zfetézeni a unarni operaci
»*, jiz se tvofi volnad pologrupa. Opét velmi struéné je uvedena definice automatu s vystupem
Cili pfevodniku (coZ je neinicialni Mealyho automat). Je tteba pfipomenout, 7e terminem automat
u nas oznacujeme jak rozhodovaci automat, tj. automat bez vystupu, coz je také v americké lite-
ratufe oznafovano terminem ,,automaton‘‘, tak i obecny automat, tj. s vystupem, ¢emuZ je
v americké literatufe vénovano oznadeni bud pfevodnik ,,transducer*‘ nebo stroj, ,,machine*.

Jestlize se v Kleeneovskych vyrazech bez operace ,,** (tj. pfipousti se jen operace sjednoceni
a zfetézeni) dovoli zavést proménné pro jazyky, jsou témito vyrazy uréeny funkce a z nich lze
dostat rovnice, jejichZ feSenim jsou jisté jazyky. Kazdé CF-gramatice ptislusi pravé tolik rovnic
atolik jazykovych proménnych, kolik je netermindlnich symbolii. Napf. CF-gramatice G s pravidly
R ={S —>adb, S —>c, A—>cSA, A— b} odpovid4 soustava dvou rovnic & = a®b U ¢, ¥ =
= c@ Y U b. Pak fetézy jazyka L(G) Ize odvozovat postupné podle rostouciho po&tu potfebnych
pravidel k jejich odvozeni. Za tim tulelem je dosti podrobné popsan pojem formalni mocninné
fady zavedeny M. P. Schiitzenbergerem.
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Poslednim druhem gramatik, které se studuji, jsou kontextové Cili CS-gramatiky. U nich
(12.1.2) se jiz pozaduje ¥ N ¥V, = 0 a lisi se od CF-gramatik typem pravidel: ¢, Ap, — ¢, wp,,
kde A € V4, 05,0, €{V, Y Vr}* a w je neprazdny. Ukazuje se, ale nedokazuje, Ze tfida viech
jazykl vytvofenych CS-gramatikami je (v (12.2.4) se uvadi ekvivalentni misto) identicka s ttidou
jazyku pFijatych nedeterministickymi linedrn€ omezenymi automaty, které jsou definovany takto:
na jediné pasce se pi¥i symboly abecedy V a zvlastni ukazatel 3, hlava automatu &te vidy jisté
poli¢ko pésky a je v n€kterém vnitfnim stavu S, kdyz S, je pofateCnim stavem (v némz se zalind)
a kromé& ného je predepsana podmnozina tzv. koncovych stavii; vstupni slovo se napise na pasku
a zleva i zprava je uzavieno ukazatelem # a Cinnost zdleZi v pouzivani ptikazh tvaru (a;, S j) -
— (S, a3, M), kde a;, a; € Va M e {+1, —1, 0,} coz zna&i posun hlavy o jedno poli¢ko doprava
&i doleva &i Zadny posun; zadina se ve stavu S, a je ¢ten levy ukazatel 3 vstupniho slova a uziti
ptikazu znamené zménit stav z S; na Sy, pfepsat symbol a; na a; a ptislusny pohyb hlavy; vstupni
slovo je ptijato, jestlize se automat dostane do nékterého koncového stavu a pfitom jeho hlava
&te pravy ukazatel # (pfitom piikazy mohou obsahovat symbol #, ale vzdy dvakrate, tj. #
se nedd pfepsat na nic jiného).

Posledni tfeti ¢ast (str. 157— 215) je vénovdna podrobnéj$imu algebraickému studiu riznych
otdzek. Pfedevsim je podrobné studovdn homomorfismus volnych pologrup a nékteré kongruence
s nim spojené. Standardnim K-jazykem se nazyva jazyk Kg nad Vg  definovany nasledujicimi
podminkami: 1. kazdy fetéz z Kg zaCina symbolem z pevné mnoziny I, 2. kazdy fetéz z Kg konci
symbolem z pevné mnoZiny J a 3. slova z Kg neobsahuji Zadny fetéz délky 2 z dané mnoziny fe-
tézl 4 < Vp X V. Dokazuje se, ze skutené K je K-jazykem a Ze k libovolnému K-jazyku L,
Ize vidy najit takovy standardni K-jazyk L, a homomorfismus ¢, Ze ¢(L,) = L. Déle se vychazi
z volné grupy, jejiz abeceda sestiva ze dvou &asti U = {a,b,...} a W = {a’, ¥, ...}, takZe jeji
prvky lze zparovat do dvojic (a, a’), (b, b'), ... JestliZe jsou ptedepsany relace aa’ ~ E, bb’ ~ E, ...
pfipadné dokonce aa’~ a’a ~ E, bb'~ b’b ~ E, ..., pak mnozZina fetézfi, které jsou ekviva-
letni v prvnim pfip. v druhém systému, je omezenym Dyckovym pfip. Dyckovym jazykem,
jejichZ studiu je vénovana velkd pozornost, aby byla dokdzana fundamentalni véta (15.2.3), ze
ke kazdému CF-jazyku lze ptifadit takovy Dyckuv (pfip. omezeny Dyckiv) jazyk D, standardni
K-jazyk Q a homomorfismus ¢, ze L = ¢(D N Q).

Déle se vychazi z komutativniho (a oviem asociativniho) okruhu £ a pro volnou pologrupu X*
se konstruuje volna asociativni algebra Q[X*], jejiz prvky jsou tvaru a,f; + ... + ogfy, kde
a; €Q a f; € X*, pti€emz lze ptipustit prvky s nulovym koeficientem Of, takZe secitdni je defino-
vano po slozkach, tj. je-li v jednom af a ve druhém gf, je v souctu (a« + B) f, zatimco nédsobeni,

r

s
které je asociativni, ale nikoli komutativni, je definovdno pravidlem (Y o;f) (> Big) =
r,s - i=1 i=1

= .zl(“‘ﬁi) (fig)). Pak se algebra Q[X*] rozsifi na velkou algebru Q[[X*]], jejimiz prvky jsou

= .

ji=1
formalni mocninné fady, které jsou zobecn&nim prvki z Q[X*]. Rddem fady (S) se nazyva nej-
mensi délka fetézu s nenulovym koeficientem ord [(S)] a vyhodnocenim fady (S) se rozumi &islo
val [(S)] = 27°1ID)] takZe se zavadi vzdalenost, ukazuje se, e uvaZovany prostor je metricky
a uplny a studuje se v ném fada daldich operaci; zavadi se pojem algebraického a racionalniho
jazyka. )

Jako dodatek (str. 217—228) je pfipojeno nékolik srovnévacich uvah o pojeti jazykové trans-
formace.

Celkov& lze vybér temat a podrobnost jejich zpracovadni t&*ko zdivodnit pedagogickymi
zfeteli, piisobi spiSe ndhodné a jsou dany z4jmy autorii. V knize je veliky pocet nadpist, které
viak ne vZdy vystihuji obsah nasledujicich ¥4dkt. Na konci fady odstavch jsou pFipojena cviceni.

Tiskové chyby: 84> mé byt ,,applied”; 111'° v (9.3.1) m4 byt (1], w; ;) pro 1 <j < k;
alli<m 20117 v (16.1.6) m4 byt ,,said to be equivalent*’,

Karel Culik, Praha
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A. Blanc-Lapierre, R. Fortet: THEORY OF RANDOM FUNCTIONS. Volume 1. Nakla-
datelstvi Gordon and Breach, New York, London, Paris, 1965, 1967, 443 stran, 50 obr,

Kniha je ptekladem z francouzského originalu, ktery byl publikovdn v roce 1953. Vzhledem
k znaénému rozsahu je pavodni text rozdélen na dvé &asti. Recenzovana kniha je prvni &asti.
Profesofi R. Fortet a A. Blanc-Lapierre jsou zndmé osobnosti, které mély zna¢ny vliv na rozvoj
teorie ndhodnych funkci. Na vykladu a rozvrhu knihy je znat, Ze autofi maji zna¢né praktické
zdzemi. Je vénovdna pozornost zvla§té tém partiim teorie ndhodnych funkci, které nutné potte-
buje znat fyzik nebo technik, ktery musi zvladnout tkoly, kde dilezitou ulohu hraje fluktuace
a ndhodné poruchy vibec.

Kniha je psdna tak, Ze pojmy jako ndhodné veli¢ina, stfedni hodnota aj. jsou vysvétleny na
mnoha technickych ptikladech dfive, neZ je uvedena matematickd formulace. Cilem autort je
zfejmé podat nejdileZitéjsi fakta o teorii Markovskych procesti.

Prvni a druh4 kapitola jsou vénovany zdkladnim vlastnostem ndhodnych veli¢in. V tfeti
kapitole jsou obecné definice a vlastnosti ndhodnych funkci a procest. Cela &tvrta kapitola je
vénovéana procesiim s nezavislymi prirustky a to zvla§té Wienerové procesu. Jest dokdzana spo-
jitost tohoto procesu a jsou odvozeny formule pro distribuéni nebo charakteristické funkce
veligin 1, = [§ X™(@#)dt, J,, = [ | X(1)|™ dt, (m = 1), I, = max X(t), J, = max |X(r)|. Velkd

<0,1) <0,1)

pozornost je zde vénovana také Poissonové procesu. Bez dikazu je uvedena véta o rozkladu
stochasticky spojitého procesu s nezavislymi pkirastky.

V dalsi kapitole jsou studovany procesy, které mohou byti odvozeny z Poissonovského proce-
su. Jsou rozdéleny do tfi modelt.

1) X(t) = Y R(t, tj), kde okamziky t; tvori Poissonovsky proces a R(t, t j) jsou dané funkce.
J

UvaZuji se i procesy vyjadfené integralem X(¢) = [© . R(t, z) AN(2).
2) X(r) = ZRj(t — 1)), kde ¢; tvofi Poissonovsky proces a R; jsou nadhoné funkce: Riz) =0
j

proz<0az>b; Riz) =1proze0,b;), kde b; jsou nadhodné velitiny vzajemné nezavislé
se stejnymi distribu¢nimi funkcemi.

3) X(¢) méa hodnoty +1, které se stfidaji v okamzZicich 7, a 1, tvofi Poissoniiv proces. V inter-
valu {¢;, t; ) obsahujici potatek se hodnota X(r) zvoli nahodné.

Je predveden prakticky vyznam téchto modelt a jsou feseny problémy, které se nejvice vysky-
tuji pti aplikacich.

Posledni dvé kapitoly se tykaji Markovskych procesti. Sest4 kapitola je vyhrazena Markov-
skym procesiim s koneénym a spo¢etnym poétem moznych stavi. Je zde naznaéen rozklad mnozi-
ny stavi na ireducibilni stavy, studuje se vlastnosti cyklickych a uzavienych mnoZin stavi ap.
Dile je vénovdna pozornost vlastnostem matice transitivni funkce P(t) (asymptotické vlastnosti,
derivovatelnost, Kolmogorova rovnice). V sed mé kapitole se uvazuji jednak permanentné nespo-
Jité a jednak spojité skoro viude Markovské procesy. Hlavnim cilem je zde odvozeni Kolmo-
gorovy rovnice a obdobnych rovnic pro aditivni funkcionaly.

Kniha je jisté uzitetnou pomickou fyzika a techniki, téZko ji viak doporuéit matematikiim,
ponévad? dikazy tvrzeni vét§inou chybi a formulace jsou nékdy z hlediska matematikli zbytedné
komplikované az nejasné.

Ivo Vrkoé, Praha

R. L. Stratonovich: TOPICS IN THE THEORY OF RANDOM NOISE. Volume II, nakl.
Gordon and Breach New York, London, Paris, 1967, 329 stran, 36 obr.

Kniha je revidovanym pfekladem z ruského originalu a je druhou &asti dvousvazkového dila.
Prvni svazek je nazvan: ,,Obecnd teorie ndhodnych procesii, nelinedrnich transformaci signdlit
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a Sumu. Ctenati vSak sta¢i elementarni znalosti z teorie pravdépodobnosti, aby mohl &ist druhy
svazek samostatné.

Druhy (recensovany) svazek je hlavné vénovdn metodam, které jsou potiebné k zvladnuti
teorie elektronkového oscilatoru, na ktery pusobi nahodné vlivy. Tento svazek je rozdélen do
dvou &asti. Prvni Cast nese nazev: ,, Vrcholy ndhodnych funkci a vliv Sumu na relé*“ a sklada se ze tfi
kapitol. Autor se zabyva zkouméanim ndhodného procesu x(¢), ktery je feSenim rovnice dx(¢)/ds =
= f(x) + &(), kde &(¢) je dany d-korelovany ndhodny proces. Autor se zabyva uréenim doby 75,,
po které lze x(¢) povazovat za stacionarni proces. V teorii reléovych systému je zvlasté dilezité,
kdy x(z) ptekroci (zdola nahoru) jistou drovei x = b, kdy dochazi ke zméné polohy. Z praktické-
ho pozorovani je patrno, Ze tyto priseciky se hromadi do skupin, mezi nimiz jsou ztetelné rozdily.
Stfedni dobu, ktera uplyne mezi t€mito skupinami, autor oznaluje Ty, a uruje ji. Tyto veli¢iny
jsou urceny na zékladé uvah o prvnich aproximacich ve Fourrierové rozvoji. Doby T,, T, rp VSak
nejsou matematicky definovany. Druhd kapitola je vénovana uréeni stfedniho poctu pruseciki
x(t) s.x = b, po nichZ nastava vrchol, ktery trva déle nez t > 0. Ponévadz ke zméné stavu relé
nestali pfekroceni urovné x = b, ani doba trvani takového vrcholu, ale plocha, kterd se nachazi
mezi x(¢) a irovni x = b, autor ur€uje tuto plochu pro dostatecné hladké procesy.

Druhé &ast knihy je nazvana: ,,Nelinedrni samobuzené kmity za pFitomnosti Sumu‘‘. Autor se
nejprve vénuje aplikaci metody priméri Krylova-Bogoljubova na nelinearni rovnici druhého
faddu s ndhodnymi poruchami a dal¥im zjednoduSenim. V paté kapitole jsou uvedeny rtizné
metody pro fefeni diive zjednoduSeného typu rovnice. Jde hlavné o vyuZiti Fokker-Plancovy
rovnice, metodu linearisace a méné znamou tzv. quasi-statickou metodu, ktera je vhodna v pfipa-
dé€, Ze korelacni doba poruch je vétsi nez relaxani doba soustavy.

Kapitoly 6— 8 tvofi hlavni ndpli knihy. Zde se podrobné zkouma vliv ndhodnych poruch na
elektronkovy oscilator. Konkrétni formule jsou odvozeny pro pfipad vyobrazeného oscilatoru,
ktery po jistém zjednoduseni lze popsat rovnici

¥ + ofx = 0flwgMFy(x/w,) — RCx + woMI1)],

kde x je proud v obvodu LC a If(t) popisuje ndhodné poruchy anodového proudu. Autor se po-

+300V

My~

=

C‘T | R,

drobné zabyva ptipadem, kdy poruchy maji charakter slabého Sumu, ktery je zpisoben termalni-
mi vlivy nebo procesy v elektronce (kap. 6), dale pfipadem, kdy poruchy maji charakter silného
$umu zpisobeného napt. zmé&nami napéti vn&jsi sit€ a kone&né vlivu pomalu se ménicich poruch.
které mohou byt zplisobeny zménami teploty (viz vliv na kapacitu, indukci atd.). Autor uréuje
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explicitné korelaéni funkce, spektralni hustoty ap. odpovidajici riznym fyzikalnim veli¢indm
tohoto oscilatoru. Pouziva se dfive objasnénych metod, takze si étenaf muze samostatné modifi-
kovat vysledky i pro jiné typy oscilatora.

Devata kapitola je vénovana problému synchronisace oscilatori. V tomto pfipadé mohou byt
poruchy neustdlé, aviak malé intensity nebo muaze dochédzet k obfasnym skokim faze o celé
nasobky periody. Nahromadéni takovych skoki md za ndsledek zmény frekvence. Autor se
zabyva obéma pfipady. Zavérecna kapitola pojednava o parametrickych oscilacich.

Kniha je uréena hlavné pro techniky, pro které je ztejmé ptinosem. Z matematického hlediska
je v8ak v mnoha smérech nevyhovujici. Nékteré pojmy z prvni Casti (napf. 7,,, Tfp) nejsou jasné
definovany. V piipadé, Ze poruchy tvofi ,,bily Sum‘, neexistuje derivace feseni x(¢) a tedy samotny
zapis rovnice je Cisté formalni. Tento fakt muze byt zdrojem hrubych chyb, pokud by &tenaft,
s mensim technickym citem nebo matematickymi znalostmi, chtél provést netrividlni dpravy
vysledkl nebo metod. Je nutno podotknout, Ze existuje teorie tzv. Itovych stochastickych rovnic,
které vystihuji vliv ,,bilého Sumu‘ z matematického hlediska precisné. O této teorii vSak neni
v knize ani zminka. AvSak i pro matematiky muize tato kniha mit cenu, a to jako zdroj novych
podnéth, zvlasté, co se tyCe prvni ¢asti knihy.

Ivo Vrkoé, Praha

Lothar Collatz: FUNKCIONALN{ ANALYZA A NUMERICKA MATEMATIKA, SNTL,
Praha 1970. Z némeckého origindlu Funktionalanalysis und numerische Mathematik pielozil
Alois Apfelbeck. 420 stran, 96 obrazk, cena 47,— K&s.

Cesky preklad této vyznamné prace z oboru numerickych metod, a vlastné prvni soustavné
prace tohoto druhu vibec, vychazi Sest let po némeckém origindlu v Teoretické kniZnici inZenyra.
Zajemci mé€li moznost sezndmit se s knihou jiz dfive, mj. i z jejiho pfekladu anglického (1966)
nebo ruského (1969).

Kniha je rozvrzena do tii kapitol. Prvni kapitola, Zaklady funkciondlni analyzy s aplikacemu,
buduje po vieobecném tuvodu cely aparat funkciondlni analyzy, potfebny pro nasledujici dvé
kapitoly. Druha kapitola, Iteraéni metody, je uvedena vétou o pevném bodé& pro obecnou iteraéni
metodu v pseudometrickych prostorech. Obsahem kapitoly pak jsou aplikace této véty v riznych
konkrétnich pfipadech. Obzvlasté diikladné se autor zabyva metodou regula falsi a Newtonovou
metodou. T¥eti kapitola, Monotonie, nerovnosti a dalsi oblasti, je vénovana zejména aplikacim
Schauderovy véty o pevném bodé€ (véta je dokazdna v dodatku ke knize) a otdzkam aproximace,
predev§im aproximace Cebysevovy.

Nesnadny tkol, vyloZit zdklady funkciondlni analyzy na necelych dvou stovkach stran prvni
kapitoly, se autorovi podatilo splnit jen za cenu velkého zhuiténi textu a misty i na tikor dobré
srozumitelnosti vykladu. Dalsi dvé kapitoly touto zhuiténosti netrpi. V knize je fada riznych
nazornych ptikladi, veetn& &iselnych priklad@ u popisu jednotlivych numerickych metod. Kromé
toho viechny tfi kapitoly obsahuji netrividlni pfiklady uréené k fefeni étenafem.

Autoriiv zamér ukézat, Ze neni ,,aplikovana* matematika oddélena od ,,Cisté*“ matematiky
(ale ani ,,Cista** matematika od ,,aplikované*) je v knize zdatile realizovan. U% proto je kniha
pfinosem jak pro zajemce o teorii numerickych metod, tak pro ty, kdo se zabyvaji praktickymi
vypodty. Cesky pieklad dovoluje nyni i vyuziti knihy p¥i vysokoskolské vyuce.

Prekladatel zna¢né prispél ke zlep$eni srozumitelnosti knihy, zejména pak jeji prvni kapitoly.
Text je doplnén fadou poznamek pod &arou a n&které pasiZe jsou zlepseny (nap¥. ditkkaz Arzelovy
véty v odstavci 5.3). Presto se &eské vydani neobeslo bez tiskovych chyb, z nichz nékteré mohou
Ctendte-zat4tednika zmast (napf. v pfikladu 4 odstavce 2.5 se jednd o prostor R,,, nikoli R,).

Na né&kolika mistech je pfeklad zna&né nepiesny (napf. v odstavci 14.7 se autorem uzity anglic-
ky termin implicit alternating direction method pteklada jako metoda implicitnich st¥idavych
Smérig misto implicitni metoda stfidavych smérit). Kromé toho prekladatel vytvaii nové Ceské
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terminy nékdy i tam, kde uZ vZity termin existuje (napf. némecky termin Kondition der Matrix
je prelozen v odstavci 10.4 jako stav matice, pfestoze bézné vzity ¢esky termin pro tento pojem je
&islo podminénasti matice; analogicky pteklad se vyskytuje uZz v odstavci 6.6 pfi zavedeni tohoto
terminu pro operéatory).

Pies zmin&né nedostatky lze &esky pteklad Collatzovy knihy jen uvitat jako vyznamny ptinos
pro viechny, kdo se jakymkoli zpusobem zabyvaji numerickymi metodami.

Karel Segeth, Praha

Lubomir Kolek: PREHLED VZORCU STREDOSKOLSKE MATEMATIKY. Polytech-
nicka kniZnice, 56. svazek II. fady, Praha, SNTL a nakladatelstvi Prace 1970, 324 str., 143 obr.,
5 tabulek, broZované 24,— Kc<s.

Hans-Jochen Bartsch: MATEMATICKE VZORCE. Z ném&iny prelozil Mg. Mat. Vladimir
Maly,.CSc. Treti nezménéné vydani, SNTL Praha a Nakladatelstvo Alfa Bratislava 1971, 580
str., 326 obr., vazané Ké&s 35,—.

SNTL ptedklddd, pomérné kratce po sobé, dvé sbirky vzorch. Vedle jiz osvédéené a dle mého
nazoru uzite¢né rozsahlejsi sbirky H.-J. Bartsche, kterd vychazi v eském piekladu jiZ ve tretim
vydani, je to prvé vydani knihy L. Kolka.

Piestoze sbirky vzorcl byly, jsou a budou vzdy velmi potfebné, zda se mi tento pocin SNTL,
uvdzime-li poméry v naiem polygrafickém prumyslu, zbytenym luxusem. Navic, bohuzel,
sbirka L. Kolka je — vzhledem k mnoha chybam, a nejsou to pouze chyby tiskové — téméFf ne-
pouzitelna pro ty, kterym je uréena.

A tak zadjemcim o sbirku vzorcli je mozZno jen doporudit: obétujte o 11,— K¢&s vice a kupte si
sbirku H.-J. Bartsche, na kterou je mozno se spolehnout.

Vladimir Dolezal, Praha

DALE VYSLO

P. F. Byrd, M. D. Friedman: HANDBOOK OF ELLIPTIC INTEGRALS FOR ENGINEERS
AND SCIENTISTS. 2. revidované vydani, Springer-Verlag, Berlin— Heidelberg— New York
1971, 358 + XVI stran, 22 obrazkl, vazané 64,— DM.

Tato sbirka vychazejici jako 67. svazek fady ,,Die Grundlehren der mathematischen Wiessen-
schaften in Einzeldarstelungen‘ a obsahujici vice nez 3000 vzorci a formuli tykajicich se eliptic-
kych integrald, theta funkci a eliptickych funkci je zdjemcim k disposici v knihovng Matema-
tického ustavu CSAV v Praze.

MO 1951—1971, 20 LET MATEMATICKE OLYMPIADY V CSSR. Pripravili a redigovali
P. Benda, J. Moravéik, J. Vysin a F. Zitek. Vydal UV matematické olympiddy v Praze 1971 jako
z4jmovy tisk pro potfebu matematické olympi4ddy s podporou ministerstev §kolstvi CSR a SSR.

Neprodejnd brozura, ktera vy$la pfi pfilezitosti XX. ro¢niku matematické olympiady
v CSSR. Jak uvadi redakéni skupina v predmluvé, byla piivodné planovéna publikace representa-
tivnéj8i, zachycujici jiZ dnes bohatou historii této soutéZe. BohuZel omezeni edi¢nich a finan¢nich
mozZnosti zpusobilo vydani jen vyseku z tohoto rozsidhlého materidlu. Pfesto se podatilo pfinést
pestrou viehochut, kterou si se z4jmem preéte kaZdy, kdo se zajima o matematickou olympiadu.
Spolu s redakéni skupinou doufdme, Ze za pé&t let budou okolnosti pfiznivéjsi a Ze¢ bude mozno
vydat hodnotnou publikaci k &tvrtstoleti této soutéze.

Redakce

220



Casopis pro p&stovani matematiky, ro¢. 97 (1972), Praha
ZPRAVY

MEZINARODNi KONFERENCE O TEORII CISEL V MOSKVE

Ve dnech 14.—18. zafi 1971 pofadala AV SSSR spolu s Mezindrodni matematickou unii
v Moskvé konferenci vénovanou analytické a algebraické teorii éisel. Datum zahdjeni konference
ptitom odpovidalo osmdesatindim vyzna¢ného sovétského matematika I. M. VINOGRADOVA.

Toto jubileum se odrazilo i v ndplni pfedna$ek na plenarnich zaseddnich konference. Prvé
plenarni zaseddni, spojené se zahdjenim konference, se konalo v zasedaci sini presidia AV SSSR.
Po kratkém uvodnim projevu akademika M. V. KELDYSE a vystoupeni pfedsedy organisaéniho
vyboru akademika I. M. Vinogradova vyslechli ptitomni dva hodinové referaty. Oba prednasejici
(president MM U prof. K. CHANDRASEKHARAN i akademik J. V. LINNIK) se vé€novali vyznamu dila
1. M. Vinogradova z hlediska minulého i sou¢asného rozvoje teorie ¢isel. Na zavére¢ném druhém
plenarnim zaseddni, kterému piedsedal akademik N. N. BoGorLiuBov byly na programu dvé
hodinové pfednasky mladych matematiki. Prof. E Bomsiert (Italie) i prof. A. A. KARACUBA
(SSSR) hovotili o vlastnich vysledcich, které patii k nejzavaznéj§im uspéchiim v teorii Cisel
v posledni dobé.

Vlastni jednani konference probihalo ve dvou sekcich. Referaty byly pouze hodinové, zahra-
ni¢ni ucastnici byli ke svym pfednd§kdm jmenovité zvani. V prvé sekci bylo pfedneseno celkem
patnact referdti vénovanych problematice analytické teorie &isel, v sekci druhé (algebraickd
teorie &isel) pak referati ¢trnact. Konference se zudastnilo tficet p&t zahraninich matematiku
a pochopitelné celd fada matematiki sovétskych. Pro zajimavost uvedme (podle pfednasek)
zahraniéni Géastniky: A. BAKER, B. J. BIRCH, B. A. BURGEss, J. W. S. CasseLs, L. J. MORDELL
(Anglie), T. Tonkov (Bulharsko), M. JuTiLA (Finsko), E. Bomsieri (Italie), Y. IHARA, T. MiTsuil,
T. TATUZAWA (Japonsko), K. RAMACHANDRA (Indie), A. ScHINZEL (Polsko), H. KocH (NDR),
F. HrzeBrucH (NSR), A. A. ALBErRT (USA), B. NovAk (CSSR). Ze sovétskych tudastnik
jmenujme je3té¢ napt. A. I. VINOGRADOVA, I. P. SAFAREVICE, A. F. LAVRIKA, J.- P. KUBILIUSE,
A. N. ANDRIANOVA, V. G. SPRINDZUKA a A. B. SipLovskEHO. Mezi G¢astniky konference byli
také ¢lenové predsednictva MMU (A. CARTAN, M. F. ATIYAH aj.), jehoZ zasedani se souCasné
vV Moskvé konalo.

Te&zi§t€ prace spolivalo — jako na vét$iné€ podobnych konferencich — hlavné ve skupinovych
diskusich mimo ramec prednéasek. Presto, Ze polet referati byl zna&n& redukovan (pro ilustraci:
Symposium v r. 1968 v madarském Debrecenu mélo v jediné sekci vice neZ dvacet pét referati)
pfevladl spiSe dojem, Ze uikelné je na podobnych setkdnich specialistti zafadit je¥t€¢ mensi podet
obsahlejsich referati, které by byly vénovdny bud pfehledu problematiky v nékterém odvétvi
neb zisadnim vysledkiim posledni doby a ponechat vice prostoru improvisovanym p¥ednd$kdm
a diskusim.

Zavérem je potfeba jesté dodat, Ze celd konference byla organisaéné bezvadné pripravena. Pro
zahrani¢ni uastniky byla ptipravena fada exkursi v Moskvé i v okoli a po konferenci n&kolika-
denni pobyt bud v Leningrad® neb v oblasti Taskent, Samarakand. Netfeba snad dod4vat, Ze
k vzijemnému sblizeni ucastnikl prispéla tivodni recepce i zdvéretné vetefe a pochopitelné celd
fada neofici4lnich veternich besed.

Bretislav Novdk, Praha
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JUBILEJNI XX. ROCNIiK MO V CSSR

Ve $kolnim foce 1970— 71 prob&hl XX. ro¢nik tradi¢ni $kolské matematické soutéze — ma-
tematické olympiddy. Po organiza¢ni strance byl pribéh obdobny jako v ro¢niku pfedchazejicim:
po studijnim I. kole probéhlo ve viech kategoriich klauzurni II. kolo a v kvétnu pak dvoudenni
soutéz III. kola kat. A v Pardubicich. Zvitézil JAN BRYCHTA z 3a gymnasia v Praze 3, Prazacka.
Druhym byl STEFAN SAKALOS ze 3d SVS Prievidza. Celkem bylo vyhlaSeno 8 vitézii a 12 Gispé§nych
fesiteld.

Pokracovaly téZ pomocné akce pro soutézici v MO jako jsou pfednasky a seminaie v krajich
a celostatni soustfedéni uspé$nych fesiteli MO a FO kategorie B, kde byla probirdna témata:
Algoritmy a slozitost uloh (dr. J. Mordvek), Booleovy algebry (dr. O. Odvdrko), Linearni trans-
formace v roviné (dr. P. Liebl) a Metoda soufadnic v geometrii (dr. M. Koman, CSc). Po tydennim
ptipravném soustfedéni se osmiclenné druzstvo zucastnilo XIII. Mezindrodni matematické olym-
piddy v Ziling (viz dal§i zprava). i

Viastimil Machdacéek, Praha

XIII. MEZINARODNI MATEMATICKA OLYMPIADA

V roce 1971 se MMO opét konala v Ceskoslovensku. Bylo tomu tak po druhé v historii této
mezinarodni soutéze. Po prvé Ceskoslovensko porddalo MMO v roce 1962 v ramci oslav 100. vy-
roéi zalozeni JCMF. Tehdy to byla IV. MMO a dgjistém byly Jizni Cechy. XIII. MMO byla
u nas poraddna pii prilezitosti XX. ro¢niku Ceskoslovenské MO.

Poradatelem XIII. MMO bylo ministerstvo §kolstvi Slovenské socialistické republiky. P¥iprav-
ny vybor zaéal pracovat jiz v &ervnu 1970. Ptedsedou byl akademik STEFAN SCHWARZ a misto-
predsedou akademik Joser NovAk. Z pozvanych 17 statd (véetn& CSSR) ptijalo pozvéani 15 —
Bulharsko (BG), CSSR (CS), Francie (F), Holandsko (NL), Jugoslavie (YU), Kuba (C), Madar-
sko (H), Mangolsko (M), NDR (D), Polsko (PL), Rakousko (A), Rumunsko (R), SSSR (SU),
Svédsko (S) a Velka Britdnie (GB) — coz je dosud nejvétsi podet. Belgie zdvotile odmitla a Italie
na pozvani neodpovédéla. =

Soutéz ¥idila mezindrodni jury, jejimz predsedou byl akademik Stefan Schwarz, mistopiedse-
dou akademik Josef Novak a ¢leny byly vedouci viech delegaci, ktefi vét§inou ptijeli do Bratislavy
7. 7. 1971, Prvni oficidlni akci XIII. MMO byla slavnostni vecete, kterou uspofddal 7. Cervence
v hotelu Carlton v Bratislavé na poéest vedoucich delegaci ministr §kolstvi SSR prof. ing. STEFAN
CHOCHOL, CSc. Zaci se svymi pedagogickymi vedoucimi pfijeli do Bratislavy vétiinou 10. 7.
Na slavnostnim zahéjeni soutéze 13. 7. v Ziling i na slavnostnim zdvéru MMO v Bratislavé dne
19. 7., kde byly pfedany ceny, promluvil vZdy naméstek ministra Skolstvi SSR prof. dr. MICHAL
GREGUS, DrSc. Vlastni soutéZ se konala ve dnech 12. 7. a 13. 7. v Zilin& v budové stéedni 'pru-
myslové $koly stavebni. Zéci fesili celkem 6 tloh, kazdy den 3 po Ctyfi hodiny &istého Casu.

Z4ci, vedouci delegaci a pedagogitti vedouci absolvovali 1€z nékolik vylet, napt. do Bojnic
a do Vysokych Tater. Vedouci delegaci a pedagogiéti vedouci pfi vyletu do Vratné doliny vzpo-
mnéli dlouholetého jednatele UV &. MO Rupoira ZELINKU, ktery zde nahle v kvétnu 1965
zemfel. ’

- Nyni k ‘vysledkim soutéZe. Nejlepsi byli madariti Z4ci — obdrZeli celkem 255 bodt z 336
mozZnych, za coZ byli odménéni 4 prvnimi a 4'druhymi cenami. Ceskoslovensti Z4ci ziskali celkem
pouze 55 bodu a jednu tfeti cenu, coz podle bodu tedy znamend 9. misto a podle cen dokonce
11. misto v Zebticku 15 statd.
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Pocty ziskanych bodu a cen:

i Stat 1 A|BG|C|CS|D|F |GB|H|M|NL|PL|R | S |SU YU‘|
| '

| - i ;’ T T *\777”7 T
‘ | ‘

i Body [ 82139 | 9 | 55142 38 (110 255i 26 | 48 | 118|110| 43 |205| 71

| I. cena I P = 1| — —| 4, — | — 1| — | — 1| —

II. cena I [ B 1| — 1 4| — | — | — 1| — 5| —

I11. cena 4 | — | — 1 4| — 4! — | = 2 4 4 2 2( 2

Poznamka: Druzstva viech zemi byla osmiélenna az na Kubu (4 Zaci) a Svédsko (7 zaka).

Jifi Mida, Brandys n. Labem

PADESAT ROCNiKU ROZHLEDU MATEMATICKO-FYZIKALNICH

V tomto Skolnim roce vychazi jiz padesaty rocnik Rozhledii matematicko-fyzikalnich, které se
kdysi odstépily od Casopisu pro péstovani matematiky a fyziky. Rozhledy jsou uréeny stiedo-
Skolskym studentéim a ptinaseji pro né ¢lanky z matematiky, deskriptivni geometrie, fyziky, astro- -
nomie a pfilehlych obori. Po onéch padesit let ovliviiuji nasi stfedoSkolskou matematiku
a fyziku a pomdhaji mladym talentim. V Rozhledech najdeme téz kazdym rokem rubriku ,,Ulohy
o ceny*‘, ktera je jakousi predchiidkyni celostatni matematické a fyzikalni olympiady. V minulosti
vedli tento Casopis zndmi vé€decti pracovnici (napf. A. UrBAN, F. VYCICHLO), prispivala sem fada
Skolskych odborniki a mnoho dnes zndmych jmen bylo prvné otisténo pravé v Rozhledech.
Dnes ¢asopis rediguje O. SETZER se spolupracovniky. Pfejeme Rozhledim, aby mély stile zasobu
pé€knych ¢lankt a dloh a aby se jimi tésilo jesté mnoho generaci.

Jiri Sedldcek, Praha

OBHAJOBY A DISERTACNI PRACE KANDIDATU VED

Pted komisemi pro obhajoby kandiddtskych disertaénich praci obhdjili dne 28. Cervna 1971
bulharsky statni ptislusnik IvAN DiMov JANCEV praci na téma: ,,0 nékterych dvojicich monosysté-
mi linearnich prostor vnofenych do prostoru sudé dimenze*, dne 9. listopadu 1971 Jiki TAUFER
praci na téma: ,,Reseni okrajovych uloh pro soustavy linearnich diferencialnich rovnic* a Ja-
ROSLAV MILOTA préci na téma: ,,R4dové optimalni univerzalni variaéni metody*, dne 19. listopadu
1971 vietnamsky statni p¥islusnik NGUYEN-VAN Huu praci na téma: ,,Rank tests for hypothesis
of randomness against a group regression alternatives, dne 15. prosince 1971 KAREL NAJZAR
praci na téma: ,,Vypocet vlastnich &isel a vlastnich funkci symetrického operatoru metodou
nejmensich ¢tverci, Joser KOFRON préci na téma: ,,Odhady chyb kvadraturnich a interpolaénich
formuli nezavisle na derivacich* a KAREL SEGETH préci na téma ,,Univerzaln€ optimalni integra¢ni
Vzorce zahrnujici hodnoty derivaci integrandu‘* a dne 23. prosince 1971 DAGMAR GLUCKAUFOVA
Préici na téma: ,,Axiomatic foundation of indirect utility*:.
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OZNAMENI{

Ceskoslovenské akademie véd a Universita J. E. Purkyné v Brné, navazujice na tradici védec-
kych konferenci Equadiff I a II z let 1962 a 1966, organizuje Konferenci o diferencidlnich rovnicich
a jejich aplikacich Equadiff III1. Konference se bude konat v Brné od 28. srpna do 1. zafi 1972.
Na konferenci pfednesou zahrani¢ni i Ceskoslovensti matematici souhrnné prednasky z oboru
oby&ejnych a parcidlnich diferencidlnich rovnic, numerickych metod jejich feSeni i jejich aplikaci.
Utastnici budou mit moZnost prednést kratké v&decké sdéleni (15—20 minut). Prednasky i vé-
decké sdéleni budou proslovena v nékterém svétovém jazyce.

Po dobu konference bude organizovéan spoletensky program pro rodinné prislu$niky ucastniki
konference, nap¥. prohlidka mésta Brna, vylety do okoli, ndvstévy divadel a koncerti. Bude
uspofddédn zdjezd do Slavkova, Lednice atd.

Zajemci o ttast na konferenci, ktefi nedostali predbéZnou ptihla§ku, necht sdéli laskavé svoji
adresu organizanimu vyboru konference.

Organiza¢ni vybor Equadiff ITI
Universita J. E. Purkyné
Katedra matematiky
Jana¢kovo ndm. 2a

Brno
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