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STEJNOMERNA STABILITA A STEJINOMERNA ASYMPTOTICKA
STABILITA MNOZIN VZHLEDEM K SPOJITEMU TOKU

FRANTISEK TUMAIJER, Liberec
(Received August 19, 1970)

1. DEFINICE ABSTRAKTNIHO SPOJITEHO TOKU

1.1. Oznaéeni. V praci se studuji n&které vlastnosti parcialniho zobrazeni t : R' x
x P x R! - P, kde P je mstricky prostor s metrikou ¢ a R! mnozina viech realnych
¢isel s eukleidovskou metrikou. O parcialnim zobrazeni t pfedpokladdme, Ze spliiuje
nasledujici podminku

(1) (B, x,a)edomaint=pf=a v R'.
Symbolem gt, oznaime parcialni zobrazeni z P do P definované pfedpisem
stex = t(B, x, a) .

Symbolem E budeme rozumét {(x,«) € P x R' : («, x, &) € domain t}. Pomoci pravé
zavedenych pojmi a oznadeni vyslovime nasledujici definici.

1.2. Definice. Rikdme, %2 t je tok na P nad R!, pravé kdyZ ¢ je parcialni zobrazeni
R' x P x R' - P s podminkou (1) a majici nasledujici vlastnosti:

(i) (x,2) € E = t,x = x,
(i) g0 ptex = staX pro vizchna y = B 2 «, kdykoliv je jedna z obou stran této

rovnosti definovana.

1.3. Poznamka. Je-li dan tok ¢ a (x, «) € E, je pfirozené ptat se po vlastnosti mno-
ziny {9 € R' : (9, x, @) € domain t}. Je zfejmé ptimo z definice toku, Ze tato mnoZina
tvofi interval v R! majici « jako po&ateéni bod. Ozna¢me

e:E—(—o0, +0) :&(x,a) = sup {9 e R' : (9, x, ) € domain 1} .

1.4. D:finice. Rikdms, % tok t na P nad R! je lokdlni, resp. globdni, pravé kdyi
plati g(x, @) > a, resp. g(x, @) = + oo pro viechna (x, a) € E.
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1.5. Definice. Necht ¢ je tok na P nad R!. Rikame, Ze s je Fesenim toku t, pravé kdy?

(i) s je parcialni zobrazeni z R* do P,
(i) domain s je interval v R',

(iii) s(B) = pt, s(x) plati pro viechna a < B v domain s.

1.6. Definice. Rikame, Ze lokalni tok t na P nad R! je spojity, pravé kdyZ jsou viech-
na jeho feseni spojita zobrazeni.
Jako zakladni interpretaci definice 1.6 uvedeme piiklad.

1.7. Piiklad. Necht je dana diferencialni rovnice

2) j—g — f(x, 9)

v n-rozmérném eukleidovském prostoru R”, kde f:E — R" je spojité zobrazeni
oteviené podmnoziny E prostoru R"*! spliiujici Lipschitzovu podminku vzhledem
k proménné x. Redeni rovnice (2) jsou parciélni zobrazeri s:R' — R" takova,
7e domain s je interval v R! takovy, Ze plati

. a9

T f(s(9), 9) pro viechna 9 edomains .

K diferencialni rovnici (2) miZeme pfifadit spojity tok ¢ na R" nad R' timto zptisobem:
definujme y= #(B, x,«) prav€ kdyz x,yeR", « < B v R!

a existuje feSeni rovnice (2) nabyvajici hodnotu x v bodé a a y v f.

1.8. Poznamka. Ziejmé kazdy tok t na P nad R' definuje na odpovidajicim E
CasteCné uspotadani pfedpisem

(7 B) > (x,a) =y = t(B, x, %)
Je tedy pfirozené vyslovit nasledujici definici.
1.9. Definice. Necht ¢ je tok na P nad R'. Parcialni zobrazeni
V:E - R!

nazyvame ljapunovskou funkci toku t, pravé kdyz je V nezdporné a nerostouci podél t,
U). pravé kdyz ze vztahl

(¥, B) € domain V, (x, «) edomain ¥V, y = t(B, x,x) =0 < V(y, f) < V(x, ).
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2. STEINOMERNA STABILITA A STEINOMERNA
ASYMPTOTICKA STABILITA

-

2.1. Oznaéeni. Kromé symboliky zavedené v pfedchazejici ¢asti budeme v nasledu-
jicim textu pouZivat tato daldi oznaeni. R° R™,I znamenaji po fadé mnoZiny
0, + ), (0, + ), (0, 1). Dale pfedpokladiame, Ze je déna neprazdnid uzaviend
mnoZina

(1) mc P x R!
takova, Ze zobrazeni
(2 . g:Px R' > R°
definované pfedpisem
g(x, o) = inf {o(x, y) : (v, «) e m}
je spojité.
2.2. Poznamka. Z definice zobrazeni g je zifejmé, Ze plati

3 (x,x)em<>g(x,2) =0.

2.3. Definice. Rikame, Z¢ m je invariantni vzhledem k toku ¢, pravé kdyz plati

(9, x, ) edomaint, (x,a)em = (yt,x,9)em.

2.4. Poznamka. Ze vztahu (3) plyne, Ze m je invariantni vzhledem k t, pravé kdyz
plati

(9, x, ) edomaint, g(x,a) =0=g(st,x,9,)=0.

2.5. Definice. Rikame, 7e m je stejnomérné stabilni vzhledem k toku t, pravé kdyz
existuje zobrazeni '

(4) Yl -1

takové, Ze plati
(5) (9, x, ) edomaint, g(x,a) < (&) = g(st.x, 9) < &.

2.6. Véta. Necht m je stejnomérné stabilni vzhledem k toku t. Potom je m invari-
antni vzhledem k t.

Dikaz. Necht existuje (B, x, «) e domain t takové, Ze g(x, @) = 0, g(st,x, B) =
= k > 0. Zfejm& pro kaZdou volbu zobrazeni y v (4) a pro kazdé k, €(0, k) n 1
plati g(x, &) < y(k,) a g(st.x, B) > k, coZ je spor s (5).
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2.7. Véta. m je stejnomérné stabilni vzhledem k spojitému toku t, prdvé kdy¥
existuje ljapunovskd funkce V s ndsledujicimi vlastnostmi:

(i) existuje 6 €I takové, Ze domainV = {(x, a) € E : g(x, a) < 6},
(i) existuji rostouci spojitd zobrazeni a : (0, 8) - R*, b :(0,8) - R*, b(¢) > 0
pro & — 0, takovd, Ze plati

(x, @) edomain ¥, 0 < g(x, «) = a(g(x, «)) < V(x, a) < b(g(x, )).

Dukaz. Necht m je stejnomérné stabilni. Bez ijmy na obecnosti miZeme pied-

pokladat, 7e zobrazeni  z definice 2.5 je rostouci a spojité s lim (&) = 0. Zvolme
§-0,
o > 1, poloZme & = y(1) a definujme parcialni zobrazeni V : E — R° pfedpisem

1+(%—a)o

(6) V(x, a) = sup {g(st,x, R

: 9 eda, &(x, a))}

pro (x, ) € E s g(x, «) < 8. (Cinitel (1 + ($ — «) 6)/(1 + 9 — «) je zde uveden jen
pro aplikaci v diikazu nasledujici véty). Z (5) vyplyva, Ze zobrazeni V je pro uvedena
(x, o) pfedpisem (6) skutedn& definovano. Ma tedy V vlastnost (i). Necht jsou dany
(x, «) € domain V, (y, ) e domain ¥V, y = ,t,x. Pak pro kazdé z = 4t,y plati také

1+ -2 _1+(8-po

z = 3t,x a = )
1+9 -« 1+9-28
takze
V. 0) = sup {alu. ) S < gt )] <

1+(9—a)

< sup {g(st,x, 9) (S ?.9¢ <o, &(x, az))} =V(x,a).

Odtud plyne, Ze zobrazeni V je ljapunovskou funkci. Je-li nyni (x, ) € domain ¥,
g(x, a) > 0, existuje ¢ e[ tak, Ze g(x, «) = Y(&), odkud dostavame pomoci (5)

9(stex, 8) = & = ¥ (g(x, @))

pro kazdé 9 € a, &(x, «)). JelikoZ je (1 + (9 — «) 0)/(1 + 3 — «) < o, plyne odtud
vztah

(7) V(x, a) < oy~ (g(x, a)).
Ztejmé plati

g(x, o) € {g(st,x, 9) ]1:_(8%3 : 9 e <, &(x, a))} 5
takze
(8) ' g(x, 2) S V(x, ).
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Definujeme-li nyni zobrazeni a, b z (ii) pfedpisem

.alE)=¢, bE)=0ay (&) pro £€(0,6),

vyplyva z (7) a (8), Ze ¥ ma také vlastnost (ii).
Necht nyni existuje ljapunovska funkce Vs vlastnostmi (i) a (ii). Zvolme 0 < J, < 0
a definujme zobrazeni y z (4) tak, aby platil vztah

0<by(f) <a(l) pro 0<&=d; a Y()=¥() pro s <=1
a ukaZme, Ze plati (5).

Necht je dano 0 < ¢ £ §, a pfedpokladejme, Ze existujz (x, @) € E, g(x, a) < y(¢&)
tak, Ze pro n&jaké y e <a, &(x, )) plati & < g(,t,x,y). Ozname B, = inf {f e R" :
: g(ptax, B) = &}. ProtoZe t a g jsou spojité, miZeme o y >pf, piedpokladat, Ze je
g(st.x, 9) < & pro viechna 9 € (B, y>. Pak je a(g(,t.x, 7)) £ V(,tox,7) < V(x,2) <
< b(g(x, @) < b(Y(&)) < a(é), odkud plyne g(,t,x,7) < & coZ je spor s nadim
pfedpokladem.

2.8. Definice. Rikame, Ze m je stejnomérné asymptoticky stabilni vzhledem k toku ¢,
pravé kdyZ m je stejnomé&rné stabilni vzhledem k ¢ a existuji konstanta

9 Qel
a zobrazeni
(10) T:1-R*
takové, ze Aplati
(9, x,x)edomaint, g(x,a) < Q, 9= a+ T()=g(stx,9) <&

2.9. Véta. m je stejnomérné asymptoticky stabilni vzhledem ke spojitému glo-
bdlnimu toku t, prdvé kdy? existuje ljapunovskd funkce V s vlastnostmi 2.7(i),
2.7(ii) a

(iii) existuje rostouci spojité zobrazeni c : (0, 8) - R™ s lim ¢(¢) = 0 takové, Ze

plati (=0t
(x, &) € domain V= V(gt,x, 9) — V(x, a) < — [2c(g(,tax, v)) dv,
kdykoliv je c(g(,t,x,v)) definovdno pro viechna v € {a, 9.
Dikaz. Necht m je stzjnomé&rné asymptoticky stabilni vzhledem k ¢. Bez ijmy na

obecnosti mizeme pfedpokladat, Ze zobrazeni T z definice 2.8 je klesajici a spojité

s lim T(¢) = + co. PoloZme & = min {2, (1)}, zvolme ¢ > 1 a definujme parciélni
§-0+

zobrazeni V : E — R° pfedpisem (6). Odtud a z dikazu véty 2.7 plyne, Ze V je ljapu-
novskou funkci s vlastnostmi 2.7(i) a 2.7(ii). Necht je dano (x, «) e domain V, g(x, &) >
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> 0. Pak z definice 2.8 pro viechna 9 = a + T[g(x, «)/o?] plyne g(st,x, 9) <
< g(x, @)/o?, odkud dostavame

g(stx9)1+(9 a)a<g(x,a)1+(3—rx)a' g():a)<g(x %) < V(x,q),

1+8—a ~ o 1+9—ua
takZe
S“P{g(s‘xs)u(—%ﬂ 9>a+T( g(x, a)>}<g(x,a)§V(x,cx).
1+3—-a

Nyni ze spojitosti t a g vyplyvéa existence 9, € (&, « + T[g(x, «)[o*]) takového,
Ze plati
1+ (190 - a) g

V(x, a) = g(gotax, 3
(x, 2) = g(s o) 1+ 9 —«a

Ozna&ime-li y = gt,x a z = 4t,y, pak ziejm& pro (y, B) € domain V, (z, 9) € domain V
plati

V(z, 9) = g(¥ts2, 7o) ;(YLO_—S;E = 9(oto o oo, y°)1~1%%7 N
~ L+ (o —Bo[, _ (c-1)E-§ <
= 9(sts¥ 0) 147 — B [1 L+ =91 + (vo — B) "]] -

< _ (-1 -5
=V(y’ﬁ)[1 U+ - 91+ (0 —ﬂ)a]]’
takze
Ve 8) V0B o () Yy, £) -
95 = (1 + 79 =91 + (vo — B) o]

Odtud a ze vztaht

0§70—3§T<g(—z’7§)>, 0<vo—ﬁ§r(&;ﬂ)+s—ﬂ

g (2

dostavdme nerovnost

(11)

Va9 V0B o,y V(z. 8) <
T e ]
(- 1) g(v. B)

[1 + T(g(%@)] [1 + aT(g(Z’ )) + (9 - B)] |
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Jelikoz je lim g(z, §) = lim g(st5y, ) = g(y, B) a funkce T je podle pfedpokladu
S—-p+ =g+
spojita, vyplyva z (11), Ze plati

o, 7 V(stax, 8) — V(ptox, B) <
98-+ 3-8

- (a - 1) g(ﬁtax’ ﬁ)

= 7 (SB[ op (e f) |
[ ( 4 )][ ( a )]

Definujeme-li zobrazeni c z (jii) pfedpisem

(9 =(e - 1) :

@Il

a uvédomime-li si, Ze zobrazeni T je spojité a klesajici, vidime, Ze ljapunovska funkece V
ma také vlastnost (iii).

Necht nyni existuje ljapunovska funkce V majici vlastnosti 2.7(i), 2.7(ii) a (iii).
Z vlastnosti 2.7(i) a 2.7(ii) vyplyva podle véty 2.7, Ze m je stejnom&mné stabilni.
Zvolme 0 < J, < 6 a polozme Q = b~'(a(d,)). Pfedpokladejme, Ze existuji (x, &) €
€ domain V, g(x, a) < Q, vy = o takové, Ze plati

g(,t.x, 7) > d .

- Podobné jako v diikazu véty 2.7 se snadno ukaZe, Ze Ize pfedpokladat g(,t,x, y) < 6.
Pak je

a(g(tax, ) = V(itex, 7) = V(x, @) < b(g(x, @) = b(Q) = a(bo),

odkud plyne g(,t,x, ) < Jo, coZ je spor s nadim pfedpokladem. Je-li tedy (x, a)e
edomain V a g(x, «) < Q, potom je také (st,x, 9) € domain ¥ pro viechna 9 > a.
Definujme zobrazeni Tz 2.8(10) pfedpisem

b(Q

¢ = 20,

c(¥(2))
kde y je zobrazeni z definice 2.5 a ukaZme, Ze Q a T vyhovuji definici 2.8. Necht jsou
dany (x, @) € E, g(x, ) < Q a ¢ el. Pfedpokladejme, Ze pro n&jaké f = a + T(¢)
plati vztah g(st.x, ) > &. Je-li Y(€) < g(st.x, ) < & pro viechna 3 € {a, B), pak
z (iii) plyne nerovnost

Wm&m§Wm@—j%amnwws<wm—«mem=o,

92



	
	Article


