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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky astav CSAV, Praha
SVAZEK 96 * PRAHA 12. XI. 1971 * CISLO 4

r-ROZMERNE KONFIGURACE

JaroMir Krys, Hradec Kralové
(Doslo dne 10. prosince 1969)

1. Uvod. V této praci odvodime dva typy konfiguraci v r-rozm&mném projektivnim
prostoru S, nad télesem komplexnich &isel.

r-rozmérna konfigurace je mnoZina, jejiZ prvky jsou vlastni podprostory projek-
tivniho prostoru S, nad télesem komplexnich &isel a pro néz plati tato podminka:
Kazdy s-rozmérny podprostor je incidentni vzdy s tymZ poétem k-rozmérnych
podprostort.

Konfigurace se pro r = 3 obvykle zadava matici:

4gos o1, eomey aO,r—l
a0, aiy, vy 1
ar-1,00 r-1,15 > Ar—1,r-1

kde a;; je pfirozené ¢islo o kterém plati:

1) i = j, potom &islo a;; oznaGuje podet i-rozmé&rnych prostorti dané konfigurace.
2) i # j, potom ¢&islo a;; udava podet j-rozm&rnych prostori S; dané konfigurace,
které jsou incidentni s i-rozmérnym projektivnim prostorem S; dané konfigurace.

Dale plati: a;a;, = a,;a,.-

2. r-rozmérné konfigurace s body U;;. Zavedeme nyni body U,;. Necht S, je r-roz-
mérny projektivni prostor nad t&€lesem komplexnic héisel. V tomto S, je dana projek-
tivni soustava soufadnic. Bod U;; je bod tohoto S, jehoZ i-ta soufadnice je rovna 1,
Jj-ta soufadnice je rovna —1 a ostatni soufadnice tohoto bodu jsou nulové. Je zifejmeé

U;; = Uj; a dale zfejmé plati, Ze v daném S, je pravé (r ; 1) vesmés riznych

bodi Uy;.
Oznaéme w nadrovinu tohoto S,, kterd ma v dané soustavé soufadnic rovnici:
Xy + X3 + ... + x, + x,4y = 0. Ziejm& kazdy bod U;; leZi v nadrovin€ w.
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Véta 1. KaXdym bodem U,;; prochdzi (r-; . vesmés navzdjem riznych pod-
2
prostori: S, nadroviny o takovych, Ze v kaZzdém z nich leZi prdvé <s ; ) riznych
bodi U,;.

Dikaz. Prostor S, je uréen témito rovnicemi:

(1) Xp + Xy + X+ e+ X, +Xx.,,=0, x,,,=0,
Xispe =0,..,x;,,, =0.
ProtoZe U;; leZi v S,, musi byt i, j n&které z &isel i; , i;,, ..., i; ,,. Proménnych v prvé

rovnici rovnic (1) je s + 2 a vybirdme je z r + 1 promé&nnych. ProtoZe viak mezi nimi
musi byt x; a x; vybirdme tedy jenom z r — 1 &isel s Cisel. Zfejmé& na pofadi nezaleZi
a jsou to tedy kombinace s-té tfidy z r — 1 prvkti a podle zndmého vzorce plati, Ze

pocet prostorit S, je (r _s- 1). Snadno nahlédneme, Ze vSechny tyto prostory jsou

navzajem riizné, nebot jinak by musela prva rovnice z rovnic (1) byt pro dv& riizné
kombinace stejnd, to viak nemiiZe nastat. Ur€ime nyni poéet bodut U;; leZicich v S..
Mohou to byt jedin& body U, jejichZ soufadnice anuluji prvou rovnici z rovnic (1).

Téch je viak (s ; 2).

Zavedeme nyni timluvu, Ze misto k-rozmérny podprostor ve kterém leZi pravé

2
tor S;.

(k b 2) vesmé&s riiznych bodil U;;, budeme fikat ,,pfipustny* k-rozmérny podpros-

DokaZme nyni, Ze kazdy ,,pfipustny* S, se da vyjad¥it rovnicemi (1). Z (k ; 2)

bodit Uy, které leZi v Sy zvolme k + 1 bodi linedrné nezévislych tj. takovych, ze
dany S, urluji. Nyni utvofime podmnoziny M, M,, ..., M, této mnoZiny bodi.
Necht U;; € M. Do této mnoZiny dame vSechny body U, které maji pravé jeden
index rovny j nebo i tj. body U,; a U,;. Tak dostaneme h; + 1 téhto bodi, jejichZ
indexy vybirame nejvySe z h, + 2 pfirozenych &isel. Obdobné vytvofime M,, ..., M,
Cislem h; + 1 budeme oznalovat podet bodii U;;j v M,. Z ptedchézejiciho je ziejmé,

Ze mnoZiny M,, ..., M, jsou po dvou navzijem disjunktni a plati )’ h; + n = k + 1.
i=1

Hledejme nyni viechny linedrni kombinace zvolenych k + 1 bodi U;;. Je zfejmé, Ze

takovy bod Uj;, jehoZ aspoti jeden index nepatfi do Z4dné mnoZiny indexd mnoZin

M, M,, ..., M,, nemiiZeme touto linedrni kombinaci dostat. Viechny uvaZované

body maji totiZ tuto soufadnici nulovou. MiiZeme tedy dostat nejvyse: (h’ ;- 2) +

+ (hz ; 2) + ...+ (h" ;- 2) bodd U;;. Toto &islo je jedin€ pro n = 1 rovno &islu
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(k ; 2). V ostatnich pfipadech, jak &tenaf snadno spodita, je toto ¢islo men3i neZ

(k ;_ 2) . V prvém ptipadé se viak jedné o prostor, ktery se d4 vyjadfit rovnicemi (1).

Ostatni ptipady tedy nemohou nastat. Z toho vyplyva zpfesnéni véty 1:

, . s c e [T v = o o o
KazZdym bodem U,;; prochdzi prdvé ( ) vesmés navzdjem ruznych ,,pFi-

pustnych* podprostori S; nadroviny w.
Véta 2. Necht's > k. KaZdym ,,pFipustnym** podprostorem S, prostoru w prochdz{

pravé (r ;f ; 1) riiznych ,,pFipustnych‘ podprostorit S;.

Dtukaz. Podle pfedchazejiciho se da kaZzdy ,,pfipustny* S, vyjadfit rovnicemi:

@ xj, +x;,+...+x;,,,=0, x

k42

=0, m=k+3, k+4,..,r+1

Jm

a S, je dan rovnicemi (1). Zfejm& musi platit, Ze mnoZina {x;, x;,, ..., X;,,,} je
podmnoZinou mnoZiny {x;, X, ..., X;,,,}. ProtoZe k + 2 proménnych bylo jiZ
zvoleno, miZeme mé&nit pouze s + 2 — (k + 2) = s — k promé&nnych. Té&chto
s — k proménnych budeme vybirat z r + 1 — (k + 2) = r — k — 1 proménnych.

o ~ 3 o . I3 wr == = 1
Jde opét o kombinace, takZe pocet prostorti S je dan Cislem (r s f K )

+ 1
Véta 3. V prostoru w existuje prdvé (; I 2) s-rozmérnych ,,pripustnych* pod-

podprostorii S;.

Dikaz. Bodd U, je celkem ("} 1), Podle véty 1 kazdym timto bodem prochéizi

pravé (r : 1> ruznych ,,pfipustnych* S;. Je tedy téchto S; v w:

r+1 (r -1
2 s _(r+1
s + 2 s+ 2 )
2
. v ; yi el 2
Véta 4. Necht's > k.V ,,pFipustném* podprostoru S, prostoru w leZi prdvé

- - 3 5 k+2

k-rozmérnych ,,pfipustnych‘ podprostori S, prostoru S,.

Dikaz. S, je dan rovnicemi (1) a S, rovnicemi (2). S, je podprostorem S, kdyZ
prvni rovnice z rovnic (2) obsahuje jenom proménné obsaZené v prvé rovnici z rovnic
(1). Jedna se tedy zfejm& o kombinace k + 2 tiidy z s + 2 prvkd a podle zndmého

vzorce plati, Ze poCet S; je (i :_ ;) ;
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Véta 5. Necht K je mnoZina, kterd jako své prvky obsahuje vSechny ,,pFipustné‘
podprostory S, < . (0 <s=r-— 2.) Potom mnoZina K je r — 1-rozmérnou
konfiguraci typu:

(39 (7 (5 G5
8 > (5 () ()

Diikaz této véty bezprostiedné plyne z pfedchazejicich vét a proto ho nebudeme
provadét. Popisme v3ak konstrukci matice této konfigurace. Na hlavni diagonéle jsou
podle véty 3 &isla (r ; 1), (r;— 1), i i (r-: 1). Cisla pod hlavni diagonalou

dostaneme uZitim véty 2 (resp. 1) a &isla nad hlavni diagonalou dostaneme uZitim
véty 4 (resp. 3).

Poznamka 1. Nechf r = 4, potom dostavime konfiguraci v trojrozmérném
prostoru typu:

10, 3,3
(4) 3, 10, 2
6, 4,5

Matice (4) viak obsahuje jedno &islo 2. UvaZme, Ze toto &islo bude v matici (3) vzdy.
V roviné takové konfigurace, kde jedno z &isel charakterizujici danou konfiguraci je
mensi neZ t¥i, nepfipoustime. V prostorech vy$si dimense viak miiZeme takové kon-
figurace uvazovat. '

3. r-rozmérné konfigurace s body U;; a J;. Oznaéme J; bod jehoZ i-ta soufadnice
je rovna —r a ostatni jsou rovny jedné. Tedy x; = 1,j = 1,2,...,i — Li+ 1,...
weo? 4+ 1, x; = —r pro i + j. Zfejm& existuje v daném S, pravé r + 1 navzajem
vesmés ruznych bodi J,. Dale plati, Ze v§echny J; leZi v .

Véta 6. KaZdd skupina s + 1 vesmés riuznych bodii J;, kde s < r — 1 je linedrné
nezdvisld tj. uréuje s-rozmérny prostor S,.

Dikaz. Oznaéme tyto body J;, i = 1,2,...,s + 1. Pfedpokladejme, Ze neplati
tvrzeni véty. Potom musi platit napf. pro J,:

Ji =00+ 4303+ oo+ AgviJenr -
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Tato symbolicka rovnice se d4 zapsat rovnicemi mezi jednotlivymi soufadnicemi.
NapiSeme je jenom pro x; a x,,,. Dostavame:

_kr=).2 +A3 + ... +)‘s+1
k=Ady 4+ A3+ oo + Ayy

ProtoZe k musi byt riizné od nuly, jsou tyto rovnice splnény jen pro r = —1. Tedy
dochazime ke sporu s pfedpokladem.

Véta 7. Necht mnoZina Lobsahuje jako své prvky vSechny s-rozmérné prostory S,
kde S;c w,s =0,1,2,...,r — 2, které jsou urceny s + 1 vesmés riiznymi body J,.
Potom mnoZina M = K U L, kde K je mnoZina z véty S, je r — 1-rozmérnou
konfiguraci typu:

(3 @ @) (L)

Tuto vétu dokaZzeme pomoci nasledujicich vét.

Véta 8. Kazdy s-rozmérny prostor S; € Lobsahuje jediny s — 1 rozmérny prostor
S,-1€K.
Diikaz. Zfejmé plati, Ze na kaZzdé spojnici dvou riznych bodu J; a J;, leZi pravé

jeden bod U;; a je to zfejmé ten bod U;;, kde i = i, j = i'. ProtoZe v S, € L je pravé

2

(S ® 1) téchto pfimek, leZi tedy v S, pravé (s ; 1) bodii U;; a pro indexy i, j mame
jenom s + 1 moZnosti a tedy tyto body U;; v poctu (s ; 1) uréuji jediny S,_, € K.

Véta 9. Pro kaZdy S;e K plati J; ¢ S,.

Dukaz. Necht S, je dan rovnicemi (1). Protoze s < r — 2 je vZdy v t&chto rovni-
cich aspoii jedna rovnice x; = 0. Tuto rovnici nemize J; anulovat.

Véta 10. Kazdy S, konfigurace M obsahuje prdvé (; 1_ ;) k-rozmérnych pod-
prostorit S, e M.
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Dikaz. Necht S,;e K, potom toto plati podle véty 4. Necht S,e L. ProtoZe
kazdy S, je ur€en s + 1 vesmés rliznymi body J; a S je ur€en k + 1 vesmés riznymi

body J,, dostavame (li i i) riznych S, = S,. Podle véty 8 viak kazdy k + 1.rozmér

ny Sy, € L obsahuje k-rozmérny prostor S, € K. S; € M obsahuje (I: * ;) Si+1€L

: s+ 1 s+ 1 s+ 2 5
a tedy S, € M obsahuje celkem (k + 1) + (k + 2) = (k 4 2) podprostori S,.

Véta 11. Necht's > k. KaZdym S, € M prochdzi pravé (: : l/i) vesmés ruznych
S;eM.

Diikaz. Necht S, € L. Potom S, je uréen k + 1 vesmés riiznymi body J; a S, je
uréen s + 1 vesmés riiznymi body J;. Z té€hto s + 1 bodl je viak jiZ pevné urdeno
k + 1. MiZeme ménit pouze s — k bodi, které budeme vybirat z r — k bodil. Jde

s—k
chazejicich S;. Podle véty 9 vSak S; e K neobsahuje zZadny bod J; a tedy také ne
Sy € L. Tim je véta pro S, € L dokazana. Necht S; € K. Podle véty 2 timto S, e K
- k-1
s—k

S, € K. Podle véty 8 plati, Ze v kazdém S, ., € L leZi jediny S, € K. Podle véty 6

zfejm&€ o kombinace a tedy existuje celkem (r - k) vesmés ruznych S; e L a pro-

prochazi pravé (r ) S, € K. Hledejme nyni pocet S, € L, které prochézeji

- . 1 . , « s ,
existuje v L pravé (,: I 2) navzajem riznych S;,; a podle véty 3 existuje v K pravé

(l: I ;) vesmés ruznych S, a tedy kazdy S, € K leZi v jediném S,,, € L. Timto

Sy +1 € L prochézi, jak jsme dokézali v prvé ¢asti ditkazu této véty, pravé <: : : : i)

vesmés riznych S,e L. Tedy (: ~ i ~ i) + (r ;f ; 1) = (: ~ :) je podet

vesmés riznych S, € M, které prochazeji danym S, € K.

r+2

Véta 12. V w existuje prdvé (k +2

) vesmés riznych S, € M.

Diikaz této véty je zcela obdobny ditkkazu véty 10 a proto ho nebudeme provadét.

Pomoci vét 8 —12 je dok4zana véta 7. Cisla na hlavni diagonale matice konfigurace
z véty 7 dostavame podle véty 12. Cisla pod hlavni diagonalou podle véty 10 a &isla
nad hlavni diagonélou podle véty 11.

344



	
	Article


