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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 96 (1971), Praha

STRUCNE CHARAKTERISTIKY CLANKU OTISTENYCH V TOMTO CISLE
V CI1ZiM JAZYKU

Ivo VRrkoC, Praha: Remark about the relation between measurable and continuous functions. .
(Pozndmka o vztahu mezi méfitenymi a spojitymi funkcemi.)

V &lanku je konstruovdna méfitelna funkce f(x) definovana na intervalu {0, 1) takova, Ze
interval <0, 1) nelze rozbit na spodetn& mnoho mnozin A4,, |J4, = <0, 1), na kterych by f(x)
byla spojita.

JArRoOSLAV KURZWEIL, Praha: On solutions of nonautonomic linear delayed differential equations,
which are defined and exponentially bounded for t - — oo, (O fe$eni neautomni linedrni diferenci-
alni rovnice se zpoZzdénim, kterd je definovand a exponencidlné omezena pro ¢t - —c0.)

Pro y = 0 bud 2(y) mnozina takovych fefeni rovnice (1) dx/dr = A(¢) x(t) + B(t) x(t — 1),
¥e lim sup e”’|x(t)| < oo (x(¢) € R™, A(t), B(t) jsou matice typu m X m, |x(t)|, |A(z)| znaci

t——o0
normy x(t), A(t)). V ¢lanku se dokazuje, ze Z'(y) je kone¢né dimensionalni linedrni prostor pro
ka?dé y = 0 za ptedpokladu, 7e 4, B, | B|? jsou lok4lng integrovatelné a sup Ji_1 |A(@)] dr <o,
t<0

su% §t_1 |B(®)|? dr < o0 a odhaduje se dim Z(y). Diikaz je zalozen na vét& o podtiidé uplné
1s

spojitych operatori Hilbertova prostoru, kterd je aplikovand na operatory posunu rovnice (1).

Ivo MAREK, Praha: A note on X -stochastic operators. (Poznamka o X -stochastickych opera-
torech.)

V ¢lanku je zaveden pojem X -stochastického operatoru v Banachové prostoru s kuZelem X
a jsou vySetfovany nékteré jeho vlastnosti. Zejména je ddna charakterizace tfidy ¢ '-stochastic-
kych operdtorti v Hilbertové prostoru majici symetrické projekce odpovidajici hlavni vlastni
hodnoté 1. Tato charakterizace vede k dvojndsobné X -stochastickym operatorim.

BRETISLAV NOVAK, Praha: Mittelwertsatze der Gitterpunktlehre 11. (Véty o stiedni hodnoté&
teorie mifiZovych bodi II.)

Oznadime-li P,(x) = (1/I(e)) [ P(t) (x — N°~ 1 dt, ¢ >0, kde P(r)= P,(f) je znémy ,,mi-
¥ovy zbytek* je v praci studovana funkce My(x) = [§ IP‘,(I)|2 dr.

DAvID Preiss, Praha: A note on_symmetrically continuous functions. (Poznamka o symetricky
spojitych funkcich.)

V ¢&lanku se dokazuje, 7e kazdd symetricky spojitd funkce na redlné ose (tj. pro kazdé x je

lim (f(x + h) — f(x — h)) = 0) je spojitd skoro viude.
h—0

.
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MaAXwWeLL O. READE, Ann Arbor, TosHio UMEZAwWA, Urawa: An inequality for univalent
functions due to Dvofdk. (O Dvorakové nerovnosti pro prosté funkce.)

Autofi roziesili problém poloZeny O. Dvofdkem v jeho praci ,,Uber schlichte Funktionen I,
I1*“ (Cas. pést. mat. 92 (1967), 162— 189, 94 (1969), 146—167): Jest uréiti pfesnou hodnotu polo-
méru nejvétiiho kruhu se stfedem v po¢atku, v némz kazda prostd funkce tvaru f(z) = z + a222 -
+ ..., |z] < 1, spliiuje nerovnost Re \/ (f(2)/2) > 4. Tento vysledek ukazuje, ze nékteré vysledky
publikované O. Dvofdkem neplati. Analogické vysledky se dostanou i pro liché funkce.

REINER KUHNAU, Halle/Saale: Eine Bemerkung zu zwei Arbeiten von Herrn O. Dvotdk. (Po-
znamka k dvéma pracim pana O. Dvoraka.)

Autor v ¢lanku ukazuje, ze nékteré vysledky publikované v ¢&lancich O. Dvoraka: Uber
schlichte Funktionen I, II (Cas. p&st. mat. 92 (1967), 162— 189, 94 (1969), 146— 167) neplati.

MILAN GERA, Bratislava: Nichtoszillatorische und oszillatorische Differentialgleichungen dritter
Ordnung. (Neoscilatorické a oscilatorické rovnice tfetiho fadu.)

Rekneme, ze diferencidlni rovnice n-tého fadu je v intervalu J neoscilatorickd, kdyz kazdé jeji
netrividlni feSeni ma v tomto intervalu nejvy$e n — 1 nulovych bodu véetné nasobnosti. V opag-
ném piipadé fekneme, Ze rovnice je v intervalu J oscilatorickd. V této préci se odvozuji nutné
a postadujici podminky pro neoscilatori¢nost a postacujici podminky pro oscilatori¢nost linearni
homogenni diferencidlni rovnice tfetiho fadu.

301



Casopis pro péstovini matematiky, roZ. 96 (1971), Praha
RECENSE

J. C. Burkill, H. Burkill: A SECOND COURSE IN MATHEMATICAL ANALYSIS.
Cambridge University Press 1970. 526 stran.

Kniha je pokradovanim knihy A First Course in Mathematical Analysis od prvniho z autora.
Prvnich devét kapitol je vénovano obecné analyze a redlnym funkcim, zbyvajicich pét potom
komplexnim funkcim. Jednotlivé kapitoly se zabyvaji nasledujicimi tématy: Uzce spolu souvisi
kapitoly 1, 2 a 3, které tvori jakysi uvod do abstraktniho pojeti moderni analyzy. Pojednavaji
o mnozinach a funkcich, metrickych prostorech a spojitych funkcich na metrickych prostorech.
Ctvrté kapitola se zabyva limitami na realné piimce a v komplexni rovin€. DuleZitému pojmu
stejnomérné konvergence je vénovéana celd pata kapitola. Tato obsahuje mimo jiné konstrukci
spojité funkce, kterd nema derivaci a Weierstrassovu vétu o aproximaci spolu s jejim zobecn&énim
(tzv. Stone-Weierstrassova véta). Kapitola $estd obsahuje teorii Riemann-Stieltjesova integralu
véetn& véty o reprezentaci spojitého linearniho funkciondlu. V sed mé kapitole se vySetiuji zobra-
zeni z R™ do R" a diferencovatelnost téchto zobrazeni, osma se zabyv4 integraly v R" (kfivkovy-
mi, ptes interval v R", pfes omezenou mnozinu v R") a funkcemi definovanymi pomoci integralu
(integraly z4visicimi na parametrech). K obsahu tfi naposledy jmenovanych kapitol je tfeba
poznamenat, Ze zde neni 4dn4 zminka o Lebesgueové integrdlu a tento neni nikde dile v knize
vykladan. Z hlediska uéebnich plani nafich universit je to jisté nedostatek. Teorii Fourierovych
fad je v&novdna devata kapitola, kde je také mimo jiné zminka o Fourierovych integralech.
V kapitolach 10, 11 a 12 jsou vylozeny zékladni pojmy a vysledky z teorie funkci jedné komplexni
proménné a to zna¢né stru¢né. V t¥indcté kapitole se zavadi pojem analytické funkce. Konecné
v zavéretné, &trnacté kapitole jsou uvedeny nékteré aplikace teorie, vyloZené v predchozich
&tyfech kapitolach, na specialni funkce v&etné kratké zminky o gamma funkci a beta funkci. Na
konci jednotlivych kapitol je nejprve vyloZen struény nastin historického vyvoje pravé vyloZzené
latky a potom né&které vysvétlujici nebo rozifujici poznamky. Vyklddanou latku vhodné dopliuji
a rozsituji také piiklady, uvedené na zavér kazdého paragrafu. Reseni, resp. u slozitgjsich ptiklada
navod k feseni, je uvedeno na konci knihy. Kniha je doplnéna rejstfikem.

Kniha, nebo spie udebnice, je uréena studentiim, ktefi jsou sezndmeni s pojmem limity a ne-
kone&né fady a se zdklady diferencidlniho a integralniho po¢tu. Vyklad je vSude presny a jasny,
o grafické Gipravé knihy, kterd usnadfiuje jeji ¢teni, neni snad tfeba u tohoto nakladatelstvi mluvit.
Pres uvedeny nedostatek, Ze v knize neni vylozen Lebesguetv integrdl, miiZe tato slouZit nasim
studentlim jako vhodna udebni pomiicka.

OldFich Hordéek, Praha

Herbert Federer: GEOMETRIC MEASURE THEORY, Die Grundlehren d. Math. Wissen-
schaften Bd. 153, Springer Verlag 1969; 676 str. .

Monografie podava v péti kapitolach bohaty materidl z geometrické teorie miry. Prvni kapi-
tola ma pomocny r4z a je vénovana Grassmanové algebie. Pojednava o tensorovych soucinech,
alternujicich formach a dualité, vn&jsich i vnitfnich sou¢inech a norméch vektor a kovektort
a o symetrickych formach. Druh4 kapitola podadvéa vyklad obecné teorie miry. Od {tenéfe se
zde nepoZaduji Z4dné ptedb&Zné znalosti o mife a integralu. Je vyloZena Carathéodoryova teorie
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vnéjdich mér a méfitelnosti a jsou odvozena zdkladni fakta o borelovskych a Suslinovych (ana-
lytickych) mnozinach. Nasleduji Lebesgueova teorie integrace, funkciondlni pfistup k integralu
(s Radon-Nikodymovou vétou), Radontv integrdl na lokalné kompaktnich prostorech, Fu-
biniova véta, invariantni miry na lokilné kompaktnich grupach, pokryvaci véty Vitaliova typu
a teorie diferenciace, a kone¢né& rozli¢né konstrukce (spojované se jmény Hausdorff, Favard,
Gillespie aj.) mér kladnych kodimensi v euklidovskych prostorech. Tfeti kapitola je nadepsina
,.,rektifikovatelnost‘‘ a studuje integraci podle m-rozmérnych mér v n-rozmérnych prostorech,
te¢né vlastnosti mnozin v euklidovskych prostorech a transformace integrali pfi lipschitzovskych
zobrazenich. Za&ind obecnymi vétami o diferenciaci funkci (jako Stépanovova véta nebo Rade-
macherova véta o diferencovatelnosti skoro vSude funkci spliiujicich Lipschitzovu podminku)
a vétami Whitneyova typu o rozsifovani funkci s uzavienych mnozin na cely prostor se zachova-
nim diferencialnich vlastnosti. Pak je odvozena véta o vypoétu (s pomoci jakobidnii) Hausdorffo-
vych mér mnozin definovanych lipschitzovskymi zobrazenimi a teorie transformaci_ integral
pfi takovych zobrazenich. Kapitola zahrnuje rovnéZ obecné véty Sardova typu o obrazu mnoziny
téch bodi, kde zobrazeni z k-rozmérného prostoru do m-rozmérného prostoru ma diferencial
hodnosti &. Ctvrta kapitola pojednava o homologické teorii integrace. Jejim hlavnim pfedmé-
tem je studium tzv. normadlnich, rektifikovatelnych a integralnich proudi. Proudy G. De Rhama
(s kompaktnim nosi¢em) jsou, zhruba fe¢eno, spojité linearni funkcionaly nad prisluiné topolo-
gisovanym prostorem nekone¢né hladkych diferencidlnich forem; zobeciiuji pojem distribuce
L. Schwartze. Mé-li proud kone¢nou normu (tzv. masu) jakozto funkcional na vhodné onormo-
vaném prostoru diferencidlnich forem, pak se nazyvd normdlnim proudem. Kazdy orientovany
simplex lze pfirozené ztotoZnit s normalnim proudem. Ty proudy, které je mozno v jistém
smyslu libovolné pfesné aproximovat kombinacemi (s celo¢iselnymi koeficienty) téchto jednodu-
chych proudii, se nazyvaji rektifikovatelnymi. Dualitou k operitoru vnéjsiho diferencidlu na
prostoru forem je v prostoru proudd zaveden pojem hranice. Integrilni proudy jsou pak ty
rektifikovatelné proudy, jejichZz hranici je opét rektifikovatelny proud. Osou celé kapitoly jsou
vysledky, které autor s W. H. Flemingem publikovali v praci ,,Normal and integral currents‘
otisténé v Annals of Mathematics 72 (1960), 458— 520. Ukazuje se, Ze integralni proudy maji fadu
vyhodnych vlastnosti (souvisejicich s kompaktnosti, aproximovatelnosti a isoperimetrickvm
nerovnostmi), které z nich tvofi tvarny nastroj pro studium obecnych udloh variaéniho poctu.
To je ilustrovano v posledni, paté kapitole knihy. V terminech integralnich proudi lze napf. velmi
pFirozené formulovat Plateautiv problém. K danému integralnimu cyklu (coz je integ.alni proud
s nulovou hranici) najit integralni proud minimdlni masy, jehoz hranici je pfedepsany cykl.
Existence pfislu§ného minimélniho proudu se odvodi snadno, zatim co dokézat jeho regularitu
nebo vysetfit mozné typy jeho singularit je velmi obtiZzny tikol. Nékteré moderni hluboké vysledky
tohoto typu tykajici se obecnych varia¢nich tloh tvofi zavér monografie.

Kniha je psdna neobyc¢ejné hutné a formalné precisné. Autorovi se podafilo shrnout obdivu-
hodny materidl. Samotnad druhd kapitola (pfipadné doplnéna o kap. 3) by stacila na obsaznou
monografii o teorii miry a integralu.

Josef Krdl, Praha

Wolfgang Haack, Wolfgang Wendland: VORLESUNGEN UBER PARTIELLE UND
PFAFFSCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. Basel— Stuttgart, Birkhduser 1969, 555 str.

Kniha je rozdélena do t¥i &asti:

Cast I. Parcilni diferencialni rovnice druhého f¥adu ve dvou proménnych.

Pirvni kapitola pojednava o existenéni vété Cauchy-Kowalevské. Ve druhé¢ kapitole zavadéji
autofi Pfaffovy formy a Pfaffovu derivaci, vné&j§i soucin a vné&jsi derivaci a operator d,, objasiiuji
vyznam symbolu [d, d,u] a pfevadé&ji standartni zapis parcidlnich diferencidlnich rovnic na zipis
v zavedené symbolice. Déle je uveden princip maxima a véty o jednoznaénosti feSeni pro eliptické
a parabolické rovnice. Tfeti kapitola je vénovana hyperbolickym rovnicim (Cauchyiv i smi§eny
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problém, charakteristiky, Riemannova metoda atd.). Ctvrt4 kapitola pojednava o eliptickych
rovnicich a o pfislu¥nych okrajovych ulohach, zejména o prvni a druhé okrajové udloze. Pata
kapitola je vénovana Beltramiho rovnici, §est4 kapitola pak problémim smi§enym (v tom smyslu,
Ze dand rovnice}'e rizného typu (eliptického apod.) v riiznych &istech vysetfovaného oboru).

Cast II. Systémy prvniho fadu ve dvou proménnych.

V uvodni sed mé kapitole zavadéji autofi zakladni pojmy tykajici se systému rovnic (normalni
tvar a typy linedrnich systémi apod.). Osma kapitola pojednavd pomérné obsdhle o hyperbolic-
kych systémech. DevAata kapitola je vénovana prvni okrajové uloze pro eliptické systémy a jejimu
vySetfovani uZitim Greenovy funkce a integralnich rovnic. V des4até kapitole je zaveden pojem
indexu ¢&ili charakteristiky pro obecny pfipad okrajovych uloh a ukazdno jeho pouZiti. Jede-
nactéa kapitola fe$i okrajové tlohy pro ptipad ,,vy$8ich indexu‘ (,,vy$8ich charakteristik,
zejména okrajové problémy s negativni charakteristikou). Dvandcta kapitola je vénovana pie-
vazné problémum s pozitivni charakteristikou. T¥indct4 kapitola se zabyv4 existenénimi vétami
,,v celém** (tedy globalnimi existenénimi vétami), ¢trnédcta kapitola pak uZite¢nymi poznamkami
tykajicimi se problematiky numerického feseni eliptickych systémii. Pomérné stru¢nd patnécta
kapitola je v&€novana systémim smiSeného typu.

Cast III. Systémy Pfaffovych forem v R, a parcidlni diferencidlni rovnice.

Tato ¢ast obsahuje rozsiteni predchazejicich vysledki na n-rozmérny pfipad a nékterd doplné-
ni. V kapitole §estnacté jsou uvedeny nékteré piiklady pro tfirozmérny pfipad. Sedmnécta
kapitola pojedndva o integralnich varietich v R, a Pfaffovych formdch, osmnéct4 kapitola
o integralnich varietich Pfaffovy rovnice, resp. Pfaffova systému, devatendctd o konstrukci
integrdlnich variet. Dvacdtd kapitola uvazuje parcidlni diferencidlni rovnice jako systémy
Pfaffovych rovnic. V jednadvacaté kapitole uvadéji autofi integralni véty pro Pfaffovy formy,
zejména uZiti véty Gaussovy-Stokesovy-Cartanovy k feeni rovnic druhého fadu v n proménnych.
Dvaadvacatd, resp. tfiadvacata kapitola je vénovana eliptickym, resp. hyperbolickym
rovnicim v R,.

Monografie W. Haacka a W. Wendlanda jist¢ zaujme ¢tendfe svym pojetim. I kdyz kniha
pouziva klasickych metod (nikoli metod funkcidlni analyzy), zpracovani celé problematiky je
zcela netradi¢ni a celd kniha je svou koncepci skute¢né pozoruhodnd. Autofi v&novali péci
i detailnfmu zpracovani jednotlivych kapitol, takZe predlozili vefejnosti dobie promyslené
a peclivé zpracované dilo.

Karel Rektorys, Praha

Frantisek Zitek: ZTRACENY CAS (Elementy teorie hromadné obsluhy). Academia, nakla-
datelstvi CSAV, Praha 1969. 180 stran, 6 obrazkia. Cena K&s 12,—.

Tato kniZka je dal§im svazkem edice Cesta k v&€d&ni; v duchu této edice snazil se autor o takovy
zpusob vykladu, ktery by byl srozumitelny i étendfim bez vysokoskolské pripravy v matematice.
Kromé stfedoskolské matematiky se autor odvoldva pouze na jiny svazek Cesty k v&dé&ni (Dupad-
Hiéjek, Pravdépodobnost ve v&dé a technice). Nékteré dalsi pravdépodobnostni pojmy, bez nichZ
nebylo moZné se obejit, vyloZil autor v Dodatcich; potfebné elementy teorie stochastickych
procesi pak v samostatné kapitole II.

Velmi vystiZny nematematicky uvod do problematiky hromadné obsluhy piedstavuje kap. I.
Matematicka teorie hromadné obsluhy zaéiné tedy aZ v kap. III, jejiZ obsah je vymezen klasickym
pfedpokladem exponencidlniho rozdéleni dob obsluhy i dob mezi pfichody.

Systémy zaloZené na jinych predpokladech (zejména systémy M/D/1, M/Eg/1, M/G/1
a GI/M/1 v Kendallov& klasifikaci) se studuji v kap. IV. Nékteré dopliiky (jako jsou uzaviené
systémy, obsluhové sité, simulace systému obsluhy aj.) jsou zafazeny do kap. V.

Praktického uZivatele zajimd teorie hromadné obsluhy pfedeviim jako vy&et modeld pro jed-
notlivé situace a souhrn vzorcu popisujicich vlastnosti té&chto modeli. Ke spolehlivému porozu-
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méni vysledkim je v8ak nezbytna i urcitd znalost metod jejich odvozeni. Tim spi§e budou mate-
matické metody zajimat &tendfe, kteff knihu neétou z profesionédlniho zdjmu o teorii hromadné
obsluhy, ale ze zdjmu o matematiku a o jeji aplikace. Autor se proto soustfedil na vyklad zdklad-
nich metod a zdkladnich my3lenkovych postupi teorie hromadné obsluhy; jim, jak se zd4, podfidil
i vybér detailnich vysledkili. Vznikla tak kniZka, ktera pasobi ucelenym dojmem, velmi dobie se
¢te, a kterd pfitom na nevelkém poctu stran obsahuje mnoho zajimavych poznatki.

Kromé tiskovych chyb uvedenych na opravence jsem nalezl jeité dvé nebo tfi dali, které si
v$ak pozorny ¢tendf sam snadno opravi. Ur¢ité nedorozuméni miZe zptsobit text na str. 126, kde
se symbol p; zavede pro limitni pravd€podobnosti procesu X(¢),ale o n€kolik fadek niZe se jim uz
zfejm& mini pravdépodobnosti procesu X,(r). Zavéretnd poznamka Dodatku 1 (str. 161) je
formulovana chybné, nebof ndhrada dané funkce funkci ekvivalentni zaruduje sice konvergenci
relativni chyby k nule, nikoli v§ak konvergenci chyby absolutni. Kone¢né neshoda mezi vysledky
odstavce IV.2 Zitkovy knizky a odst. 6.3 Saatyho monografie je zplisobena jen rozdilnym vyzna-
mem konstant z a ¢ u obou autord a nikoli chybnou interpretaci vysledkd u Saatyho, jak tvrdi
Zitek v poznamce pod ¢arou na str. 125. (Saatymu lze nejvySe vytknout pouZiti symbolu ¢
v nezvyklém vyznamu.)

Témito nékolika vytkami viak nechci sniZovat cenu knizky, kterd svym srozumitelnym vykla-
dem i aktudlnim tématem muze zaujmout §iroky okruh &tendfd, poskytnout jim dobrou pfedstavu
o pfedmétu i o metodach teorie hromadné obsluhy i vzbudit zdjem o dal§i studium teorie i kon-
krétnich aplikaci.

Viclav Dupad, Praha

Eduard Cech: POINT SETS. Z &eského originidlu Bodové mnoziny pielozil Ale$ Pultr. Aca-
demia Praha 1969. 271 stran. Vaz. K& 63,—.

V tomto asopise nebylo ¢eské vydani recenzovano, zminime se proto také o ném. V roce 1936
vydla Cechova kniha Bodové mnoziny I, je# si ziskala vyznaéné postaveni v na$i matematické
literatufe. Mnoho let byla proslulym, ale ojedinélym dilem, Z4danym, ale nedostupnym, protoze
nebyla znovu vydavana a ani druhy dil nevySel. Po autorové smrti v roce 1960 se v jeho pozista-
losti nasel upliny rukopis druhého dilu. V roce 1965 byl vydan knizné pod nazvem Bodové
mnoziny spolu s prvnimi tfemi kapitolami plivodni knihy. Byla vynechdna &tvrtd kapitola, vé-
novand teorii miry a integrace, a Dodatek od prof. Jarnika. Uvedme nyni obsah recenzované
knihy a tedy i éeského originalu.

Kapitola 1. Uvod. Zavadéji se mnoZiny (v intuitivnim pojetf) a mnoZinové operace, zobrazeni,
spodetné mnoziny. Podrobnégji se zkoum4 uspofadani (tj. linedrni uspofadéni), rizna uspofddéni
spofetnych mnozin, fezy v uspofddané mnoziné; usporfddand mnoZina se dopliiuje tak, aby
neméla mezery. Zavér kapitoly je vénovan cyklickému uspofddani.

Kapitola II. Obecné metrické prostory. Zadina se definicemi vzdalenosti, metrického prostoru,
euklidovského a Hilbertova prostoru, bodové mnoziny, kartézského soucinu a isometrie, pokra-
¢uje se rozborem zékladnich topologickych pojmt a vlastnosti v metrickych prostorech, tj.
konvergence posloupnosti, uzavéru, spojitych zobrazeni a funkci, atd. az k mnozindm typu F,
a G Zkoumaji se husté a Fidce rozloZené prostory, mnoZiny husté a fidké v daném prostoru,
oddélovani mnoZin, Velk4 pozornost se vénuje funkcim prvni tiidy.

Kapitola IIL. Specidlni metrické prostory. Obsahuje tfi paragrafy, které pojedndvaji postupné
o prostorech uplnych, separabilnich, kompaktnich. Vedle obvyklych véci se probiraji také abso-
lutnf G a topologicky tplné prostory, vnoiovani separabilnich prostorit a na nich funkce prvnf
tfidy, totdlné omezené prostory, Hausdorffiv nadprostor, prostory spojitych zobrazeni, lokaln&
kompaktni prostory, dokazuje se, Ze kompaktni prostory jsou spojitymi obrazy Cantorova
diskontinua.

Kapitola IV. Sowvislost. Nejprve se probiraji zdkladni pojmy, komponenty, quasikomponenty,
kontinua, semikontinua. D4le se studuji jednoduché oblouky a jednoduché smy&ky (termin
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simple loop v anglickém vydani se mi zda vhodné&jsi nez jednoduché kfivka v &eském originalu),
hlavnimi vysledky jsou véty o jejich orientaci a topologické charakteristice.

Kapitola V. Lokdini souvislost. Kromé zédkladnich pojmi a vlastnosti se zkouma lokdini sou-
vislost Uplnyeh souvislych prostorti a kontinui. Dokazuje se, Ze lokalné souvislé kontinuum je
spojitym obrazem tse&ky. .

Kapitola VI. Zobrazeni prostoru na kruznici. Probiraji se podstatnd a nepodstatnd zobrazeni
prostoru do kruZnice, zavadi se stupefi zobrazeni. Dokazuje se véta 0 monodromii, véta o ne-
podstatném zobrazeni soudinu, z niZ snadno vyplyne, Ze zobrazeni je nepodstatné, pravé kdyz je
homotopni s konstantnim. Déle se definuje unikoherence prostoru a charakterisuje se pomoci
nepodstatnych zobrazeni.

Kapitola VIL. Topologie roviny. Nejprve se zavadi stereografickd projekce, prevadéjici rovinu
na sféru (tj. kulovou plochu) bez jednoho bodu, jeZ umozni dale pracovat se sférou misto roviny.
Dokazujf se rlizné véty o roztindni roviny nebo sféry, véty o vlastnostech komponent dopliiku
dané mnozZiny, zvla§té o jejich podétu, mezi nimi téz Jordanova véta. Zavér je vénovan dikazu
véty .o topologické charakterisaci sféry, jemuZ pfedchazi fada pomocnych vét. Pak se v§ak mohou
dokdzat je¥té daldi véty o podmnozindch sféry, napf., Ze dvé oteviené souvislé mnoZiny jsou
homeomorfni, pravé kdyz jejich dopliiky maji tyZ podet komponent.

V kazdé kapitole je zafazena fada cvifeni, lehkych i obtiznéjsich.

V &eském vydéani byl pfipojen je$t€ dodatek od A. Pultra pojedndvajici o hlavnich smérech
soudasné topologie obsahujici téz seznam doporucené literatury. V anglickém pfekladu byl tento
dodatek vypudtén, byl vSak zafazen jisty krat$i seznam literatury, bohuZel bez jakychkoliv
poznamek, coz se mi nezd4 dobré, protoze uvedené knihy zdaleka nejsou ekvivalentni po strance
formdlni ani obsahové.

V knize se ob&as, aviak velmi malo, vyskytuji drobné chyby, které si zkusenéjsi ¢tenafr snadno
sam opravi. Témé&f viechny jsem v§ak nalezl jen v anglickém pfekladu. Protoze predpokladam, ze
nezkuleny &tenafk, ktery by si predetl tuto ¢esky psanou recensi, bude studovat knihu v ¢eském
origindlu, nebudu se o nich podrobnéji zminovat.

Kniha mizZe velmi dobfe pomoci k ziskani zdkladnich znalosti z topologie, i pro potiebu
jinych odvétvi matematiky, zejména analysy. Vyklad je pedlivy a podrobny, miiZe jej sledovat
kazdy, kdo zacal podrobnéji matematiku studovat, pfedbéznych faktickych znalosti je potieba
* madlo. Topologie se probird pouze na metrickych prostorech. To je pro ucely knihy vhodné a zcela
postadujici, vychazi se z ndzornych pojmii, z malého poétu axiomil. Pfes jednoduchost pojml
a prostiedkl se viak v kazdé kapitole dochazi k vysledkiim zajimavym a nikterak trivialnim.
Autor vystizné ukazuje, Ze krasa matematiky je ve velkych vé€tach, nikoliv v mnozstvi neprihled-
nych definic nasledovanych trividinimi disledky. Posledni dvé kapitoly jsou jako celek obtizné&jsi,
obsabuji viak fadu vysledkd, jez jsou malokde vylozeny. Zkusené&jiiho &tenafre mohou zaujmout
i neobvyklé, ale vhodné postupy, uvedu jeden velmi jednoduchy piiklad. To, Z¢ mnoZina viech
redlnych ¢&isel v intervalu neni spodetnd, se nedokazuje obvyklym zpiisobem pomoci desetinnych
rozvoju a diagondlniho principu, ale jinak, pfimo pomoci véty o limit€ monotonni posloupnosti.
Kniha pochopitelné neddva pfedstavu o sou€asném stavu topologie. To, myslim, nevadi, protoze
&tendf, ktery se bude chtit zabyvat topologii dikladnéji, bude studovat jesté dalii knihy, zde viak
zisk4 solidni Givod a patrné i zajem.

]

Jan Hejcman, Praha
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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 96 (1971), Praha

ZPRAVY

ZEMREL PROFESOR VOJTECH JARNIK

JarosLAY KURZWEIL, BRETISLAV NovAk, Praha

V utery, dne 22. zatfi 1970 utrpéla Ceskoslovenska véda a svétova matematika
nenahraditelnou ztratu. Ve veernich hodinach zemfel v Praze po delsi téZké nemoci
profesor Karlovy university RNDr. VoitécH JARNIK, fadny &len Ceskoslovenské
akademie v&d. Na prosté smuteéni slavnosti konané v pondéli 28. zafi 1970 ve velké
obfadni sini strasnického krematoria se s profesorem Jarnikem rozloucili akademik
J. Bagkovsky a akademik J. Novak za Ceskoslovenskou akademii v&d, za Karlovu
universitu a jeji matematicko-fyzikalni fakultu jeji dékan prof. Dr. A. Svec DrSc.
Pamatku prof. Jarnika uctila svou pfitomnosti skoro celd prazska matematicka obec
a mnozi pracovnici z mimopraZskych matematickych tstavi a vysokych $kol.

Chtéli bychom v tomto ¢lanku pfipomenout nejvyznamné&jsi rysy Zivota, dila
i osobnosti prof. Jarnika. Vzhledem k jeho bohaté a dlouholeté praci v riznych
oblastech matematiky, védeckého i vysokoskolského déni u nas nemiiZe byt tento
&lanek vyerpavajici; je to jen maly pfispévek k poznani Zivota i dila prof. Jarnika').

Profesor Jarnik se narodil 22. prosince 1897 v Praze, kde byl jeho otec, Jan Urban
Jarnik, profesorem romanské filologie na filosofické fakulté Karlovy university. Po
maturité v r. 1915 na 1. Ceské realce v Je€né ulici v Praze se zapisuje jako fadny
posluchad tehdejsi filosofické fakulty Ceské university, kde se tehdy matematika a fy-
zika pfednasela. Sva vysoko¥kolska studia ukongil (v r. 1921 jiZ na pfirodovédecké
fakult& Karlovy university) doktoratem pfirodnich véd (jako disertaci podéaval Jarnik
v podstaté praci [1]). _

Pocatky ucitelské Cinnosti prof. Jarnika spadaji do Brna, kde pusobil v letech
1919—1921 jako asistent prof. J. Vojtécha na tamni vysoké Skole technické. V roce
1921 piesel do Prahy, kde byl aZ do r. 1929 asistentem matematického seminafe
pfirodovédecké fakulty university Karlovy. Zde pracoval pod piimym vlivem profe-
sora K. Petra. B&hem tohoto obdobi stravil Jarnik skoro tfi roky v Géttingen (obdobi
1923—1925 a 1927—1928), kde byl zakem pfedevsim prof. E. Landaua, jedné

1y Upozorn&me v této souvislosti na staté V. Knichala a §. Schwarze (Casopis pro pést. mate-
matiky 82 (1957), 463—492), V. Kofinka (Pokroky mat.-fyz. a astronomie III (1958), 1—38),
J. Kurzweila (Casopis pro p&st. matematiky 92 (1967), 486— 489) vénované Zivotnim jubilefm
prof. Jarnika a na nekrolog S. Schwarze a B. Novika (Acta Arithmetica 19 (1971)).
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z vedoucich postav tehdej$i matematiky. Landauova osobnost a jeho védecké zamé-
feni velmi podstatné ovlivnily dalsi praci prof. Jarnika. Landau ho sam povaZoval
za jednoho ze svych nejlepSich Zaki a spolupracovnikii. Po navratu z prvého pobytu
v Géttingen se v r. 1925 Jarnik habilitoval (jako habilitadni praci pfedloZil praci [7]).

V roce 1929 byl jmenovan mimofadnym profesorem matematiky Karlovy univer-
sity a od r. 1935 jen s pfestavkou vynucenou okupaci pracuje az do odchodu do
dichodu v Iété r. 1968 jako fadny profesor matematiky na fakulté pfirodovédecké
pozd&ji na fakulté matematicko-fyzikalni.

Jarnikova &innost se ovSem neredukuje pouze na vlastni védeckou praci a na
pfednaseni na Karlové université. Zahy intensivné pracuje i na poli vé€decko-organi-
za¢nim. Byl dlouholetym &lenem Jednoty ceskoslovenskych matematikii a fyzika
(od r. 1916), n&kolik desitileti ¢lenem jejiho hlavniho vyboru. Snad nejvyznamngjsi
je jeho skoro patnictileta &innost ve funkci vedouciho redaktora matematické &asti
Casopisu pro pétovani matematiky a fyziky. Prof. Jarnikovi se podafilo tehde;jsi
spise jen narodni Casopis pfetvofit tak, Ze se stal Casopisem mezinarodné uznavanym
a vyhleddvanym. Pfipomefime v této souvislosti, Ze v poslednich dvaceti letech byl
Clenem redakéni rady Casopisu Czechoslovak Math. Journal a i redakéni rady
Casopisu Acta Arithmetica, do ned4vna jediného specializovaného ¢asopisu pro
teorii ¢isel a to po celou dobu, kdy byl vydavan.

Znatnou energii vénoval prof. Jarnik védecko-organizaéni cCinnosti zejména
v poslednim &tvrtstoleti svého Zivota. Pro svij Siroky védecky a spolecensky rozhled,
osobni takt a v8eobecn€ uznavanou autoritu byl povéfovan celou fadou vyznamnych
a naro¢nych funkci. Na Karlov€ université byl n€kolik let dékanem pfirodovédecké
(1947 —8), matematicko-fyzikalni fakulty (1958 —60), fadu let byl na obou t&chto
fakultach prodékanem a v obdobi 1950—53 byl prorektorem Karlovy university.
Vyznamné se téZ podilel na zfizeni i &innosti Ceskoslovenské akademie véd. Byl
¢lenem vladni komise pro jeji ustaveni a také prvym predsedou jeji matematicko-
fyzikalni sekce; tuto naro¢nou funkci zastaval celé obdobi 1952—55. Od zfizeni
védeckého kolegia matematiky byl jeho Elenem, v letech 1964 — 66 jeho piedsedou.

Ve viech funkcich pracoval \}idy nevSedné poctiv€, s maximalni objektivnosti
a prehledem, v&tSinou na tikor své védecké prace, osobniho pohodli a v poslednich
letech i zdravi. . :

Mezi vyétem tak vyznamnych a odpovédnych funkci se zdanlivé skoro ztraci
skutenost, Ze témér celé posledni Etvrtstoleti byl prof. Jarnik soucasné také vzidy
vedoucim katedry. Pro prof. Jarnika je pfiznacné, Ze tuto praci vykonaval stejné
pe€livé, jako by ani jiné organizacni zatiZeni nemél. V pribé&hu poslednich let vedl
vzhledem k rozvoji matematicko-fyzikalni fakulty v€kov€ i odborné rlznorodé
kolektivy uciteld. Charakteristické ale bylo, Ze pod vedenim prof. Jarnika byl vidy
stmelen dobry kolektiv uéiteldl, Ze se prof. Jarnik dokézal vzidy zasvécené starat jak
o pedagogickou tak i v€deckou praci kazdého Clena své katedry.

Je pochopitelné, Ze za svou vynikajici védeckou, pedagogickou i védecko organi-
zétorskou &innost obdrZel prof. Jarnik celou fadu poct a vyznamenani. JiZ od r. 1926
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je lenem Kralovské &eské spole¢nosti nauk, od r. 1934 tehdejsi Ceské akademie véd
a uméni. Thned po zfizeni Ceskoslovenské akademie véd v r. 1952 je jmenovan jejim
fadnym Elenem — akademikem. Jako vynikajici a mezindrodn& uznavany matematik
byl také ¢lenem zahraniénich matematickych spole¢nosti. Netfeba ani zduraziiovat
Ze o svych vysledcich referoval na fad€ mezinarodnich konferenci i na matematickych
sjezdech a Ze byl Casto zvan k pfedna$kam na zahraniéni pracovisté.

Jeho vyznamna védecka prace byla v r. 1952 ocenéna udélenim titulu laureata
statni ceny, jeho celoZivotni dilo pak ud&lenim Radu prace (1957) a Radu republiky
(1967). V 1. 1962 se stal Cestnym CElenem Jednoty &eskoslovenskych matematikii
a fyziki, Karlova universita ocenila v r. 1968 jeho zasluhy udélenim Eestného dokto-
ratu a Ceskoslovenska akademie v&d pak ud&lenim stiibrné medaile za zasluhy o védu
a lidstvo.

Pfejdéme nyni k alesponi struéné charakteristice védecké a pedagogické prace
prof. Jarnika.

Jeho védecka prace byla neobyéejné mnohostranna. Svéd¢i o tom devadesat pt-
vodnich v&deckych praci, které jsou vénovany rozliénym odvétvim matematiky (teorie
&isel, teorie redlnych funkei ale i teorie Fad, grafdi, topologie atp.). Charakteristické
je, Ze prakticky ka?d4 prace p¥inasi celou fadu originalnich vysledki a mnohdy novy,
pfekvapujici pohled na problematiku. Podstatnym rysem vétSiny Jarnikovych praci
je velka ostrost vysledkt. Jarnik prosté nepublikoval své vysledky, dokud byla
sebemensi nad&je na jejich zlepSeni. Proto také v&nuje vétSinou velkou pozornost
ostrosti vysledkt a ukazuje jejich nezlepsitelnost.

Hlavnim oborem védecké prace prof. Jarnika byla teorie ¢isel a to zejména teorie
miiZovych bodi, diofantickych aproximaci a geometrie &isel. Druhym jeho pracovnim
oborem byla matematicka analyza, zvlasté teorie funkci realné proménné.

Vsimnéme si nejprve Casové posloupnosti praci. V pracich vZdy pfevaZuje teorie
isel; prace z teorie funkci se vyznamnéji objevuji jednak v podateénim obdobi
(1920—27), kdy Jarnik publikuje i zajimavou skupinu praci z teorie fad, a zejména
v letech 1933 —36 (zfejmy vliv tzv. ,,polské Skoly). V samotné teorii &isel pfevlada
vyrazné€ teorie mfiZovych bodil, které se prof. Jarnik v&noval prakticky od podatku
své védecké prace aZ do konce Zivota bez viditelnych prestavek. Podobné platii o teorii
diofantickych aproximaci, kter4 upoutala Jarnikovu pozornost o néco pozdéji a v niz
publikoval o né€co mén€ praci. V kratkém obdobi let 1939 —49 pfistupuje série
publikaci z geometrie Cisel.

Soustavnost védecké prace prof. Jarnika vyplyva ze zji§téni, Ze prakticky kazdy rok
publikoval alespoii dv& prace (mnohdy znadn& obsaZné); dv& vyznandj§i vyjimky
odpovidaji okoli r. 1945 a obdobi po r. 1950.

Mezi nejiisp&in&jsi obdobi patfi zejména 1éta 1928 —31 (vénovana skoro vyhradn&
vice neZ dvaceti pracim z teorie m¥iZovych bodd ve vicerozmérnych elipsoidech)
a obdobi 1934 —35 (pfevaZuje teorie redlnych funkci, zejména tzv. metoda kategorii).

Pfejdéme nyni k rozboru Jarnikovych praci z teorie m¥iZovych bodu. Vzhledem
k jejich po&tu a rozsahu (27 praci na vice neZ péti stech stranach) se omezime jen na
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kusy vybér nejduleZitéjsich a nejsndze popsatelnych vysledkt a na vymezeni zaklad-
nich souvislosti.

Nejstarsi a také nejznaméjsi je Gaussv ,,kruhovy* problém. Pro x > 0 bud A(x)
podet dvojic celych &isel u a v, pro n&z plati u?> + v* < x. A(x) pro x > 0 tedy udava
podet mfiZovych bodd, leZicich v (uzavfeném) kruhu o stfedu v po¢atku a o polomé-
ru /x. Budeme se tedy zcela pfirozené snaZit aproximovat funkci A(x) plochou V(x)
tohoto kruhu, tj. vyrazem nx. ,,Kruhovy‘ problém spoc¢iva nyni v nalezeni co nejlep-
Sich odhadi velikosti rozdilu P(x) = A(x) — V(x) v nasledujicim smyslu:

Elementarni Gvahy ukazuji, ze P(x) = O(y/x) %). V r. 1906 dokézal polsky mate-
matik Sierpifiski, Ze P(x) = O(x'/?). K dulezitému vysledku dospéli v r. 1915 Hardy
s Landauem, ktefi dokazali vztah P(x) = ©(x'/*)?). Odtudy plyne, Ze pro ,,pravy‘
exponent odhadii funkce P(x), tj. pro hodnotu

(1) f = lim sup Lg—JI‘:—()ﬁ ,
x

x=*+ o0

plati nerovnost 1 < f < 4. (Poznamenejme, Ze vztah (1) znamena piesn& totéz jako
platnost vztaht P(x) = O(x'*¢), P(x) = Q(x/ ) pro kazdé & > 0.) ,,Kruhovy*
problém tedy v zaklad& spo&iva v ureni hodnoty (1).

Urdity pfelom znamenaly prace van der Corputa, ktery v r. 1923 ukazal, Ze f < 1—3112—
Poznamenejme, Ze pfes velké usili fady vynikajicich matematiki v uplynulych skoro
padesati letech se uvedeny problém nepodafilo rozfesit (je napf. znamo, Ze f < 1—(3,,
ale nerovnost f > } se zlepsit nepodafilo). Uvadime tyto vysledky proto, aby bylo
vidét, jakého dlouhého usili bylo tfeba k celkem ,,nepatrnému‘ zmenseni exponentu;
tim snad vice vynikne vyznamnost a obtiZznost Jarnikovych praci v tomto oboru.

Stfedem zajmu matematiki v té dob€ byla rtizna zobecnéni ,,kruhového problému*‘.
* Zmifime se pouze o dvou smérech, které se staly pfedmétem intensivniho z4jmu prof.
Jarnika.

Prvé zobecnéni je nasledujici. Zastafime v roving, ale misto kruhu u? + v* < x
uvaZzujme konvexni kompaktni mnoZinu, ktera je omezena kfivkou o délce nejvy-
$e \/x, kterd ma spojit€ se ménici te¢nu a polomér kfivosti, ktery je nenulovy a nepfe-
sdhne hodnotu ¢ \/x, kde c je kladna konstanta. Pro tuto tfidu mnoZin dokazal van
der Corput v r. 1919 odhad P(x) = O(x'/?), kde P(x) m4 analogicky vyznam jako
vy$e pro kruh.

Zdalo se nyni, Ze i pro toto zobecnéni lze ofekavat podobna zlepSeni jako u ,,kru- .
hového* problému. Velmi pfekvapujici a neekany byl proto Jarnikiiv vysledek
z prace [9], v niZ (kromé dal§ich jemn&jsich vysledki) konstruuje mnoZinu uvedenych
vlastnosti, pro niZ plati P(x) = ©(x'/?). Skvé&lost vysledku dokumentuje i jeho ohlas

2y vztah f(x) = O(g(x)) znamen4, e pro dostate&né velka x je g(x) > 0 a lim sup |fGO)/g(x) <
< + . x— + o0

3) Vztah f(x) = Q2(g(x)) znamen4d, Ze neplati f(x) = o(g(x)) tj. g je pro dostate¢né velkd x
kladni a lim sup | f(x)|/g(x) > 0.

x=++w®
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v literatute: E. Landau vénuje této konstrukci celou kapitolu svého dila ,,Vorlesungen
iiber Zahlentheorie®, vysledek je citovan i v jinych monografiich, napf. v posledni
dobé v knize Gel’fonda a Linnika.

Do ,,rovinné® problematiky spadaji jest¢ dalsi Jarnikovy prace. V [7] zobectiuje
Jarnik vyse citovany Q-odhad Landaua a Hardyho na dosti obecnou ttidu rovinnych
oboru (charakterizovanou pon&kud jinak neZ vy3e). Prace [12] se tyké této proble-
matiky z ponékud jiného hlediska. Uvazujeme v thlu 0 < u < y/x Svl,x>0
dosti ,,rozumnou‘ kiivku L omezujici jistou vyse¢ a bud0 < 4, < 4, < ... posloup-
nost viech kladnych &isel A, pro néz pfi stejnolehlosti se sttedem v pocatku a koeficien-
tu A obraz kiivky L obsahuje alespoii jeden mfiZovy bod. Jarnik nyni studuje zajima-
vou otazku chovani rozdilu 4,,; — 4, pro velka n, zvlasté podrobné studuje pfipad,
kdy Lje &ast kvadratické k¥ivky. ,,Rovinné* problematiky se jest& dotykaji prace [8],
[33] a [71], o nichZ se zminime na jiném, pfihodn&jsim misté.

Druhy smér zobecnéni miiZeme charakterisovat takto: z ,,kruhového‘‘ problému
zachovejme pouze tu skute¢nost, Ze u> + v? je positivné definitni kvadratick4 forma.
Problém je tedy nasledujici: je-li r = 2 pfirozené &islo, Q(uy, us, ..., u,) positivn&
definitni kvadraticka forma se symetrickou matici koeficientd, bud A(x) pro x = 0
podet mffZovych bodii obort Q(uy, u,,...,,) < x. Oznaéme V(x) objem tohoto
elipsoidu, tj. V(x) = n"?x"?[/(D) I'(4r + 1), kde D je determinant formy Q a bud
P(x) = A(x) — V(x). Hledejme nyni — analogicky jako u ,,kruhového* problému —
co nejlepsi O a Q odhady. ‘

Jiz Minkowski ukazal v r. 1905 elementarné odhad

P(x) = O(x'2~17)

V letech 1915—1924 vy3etfoval tento (a jesté¢ mnohem obecn&ji formulovany)
problém E. Landau a dokazal, Ze

(2) P(x) = O(x2=" 1)), Px) = Q(xC=Vi4y,

Viimnéme si, Zze pro pfipad kruhu dostavame odtud vySe uvadéné vysledky Sier-
pifiského, Landaua a Hardyho. Mezera mezi obéma odhady je — zvlast€ pro
velka r — velmi znaén4 a mame tedy problém napf. nalezeni hodnoty f, = f, defi-
nované dle (1).

Prvy pokrok znamenaly vysledky A. Walfisze a E. Landaua z let 1924—5. Jejich
vysledek znél

(3) P(x) = O(x""*~")

pro r 2 5, pokud Q je tzv. racionalni forma (tj. jeji koeficienty jsou celistvymi nasob-
ky jednoho a téhoZ realného &isla). Pro r = 4 a racionalni Q ukézal Landau platnost
odhadu

(4) P(x) = O(x 1g* x) .

311



Poznamenejme na tomto misté, Ze problémy pro ,,malé*“ dimense (r =2,3,4)
maji odli¥ny charakter a vyZaduji i jinou metodiku neZ pro dimense ,,velké® (r 2 5),
pfi¢emz ptipad r = 4 je jaksi ,,pfechodny“.*) Vyplyva to napf. zhruba z té skuteg-
nosti, Ze kazdé pfirozené &islo lze vyjadfit jako soucet ¢ty kvadrath celych éisel, ale
tento polet nelze obecné zmensit.

Metoda, kterou Walfisz a Landau pouZili k odvozeni svych O-odhadi, spo¢iva na
nasledujici my3lence (pro jednoduchost necht Q ma celé koeficienty). Funkce

AN —

(stitame p¥es vSechna cela m,, m,, ..., m,) je zfejm& holomorfni v kruhu |z| <1
a koeficienty a,, jejiho Taylorova rozvoje

@
Y anz"
m=0

udavaji zfejmé& pocet vyjadfeni &isla m formou Q. Zfejmé mame

Lf(z) gL,

kde ¢ je kladné orientovana kruznice o stfedu v pocatku a poloméru r < 1. VyuZije-
- me-li nyni jistych transformacnich vlastnosti funkce f, které nam umoZiiuji nalézt
jeji pfiblizné vyjadteni v okoli bodu re**™*(h, k cela), r = 1 — 1/m, dostaneme vztah

1

Ay = —
2mi

(5) a, = M: i i §’L-£e—(2nimh)/k e O(m,-/4)
\/(D) r(%") k=1 (ht'-k=)gl k

(pro m —» +o0), kde S, ; jsou jisté soudty (tzv. zobecn&né Gaussovy soudty), pro néz
plati ]S,,,,,I < ck'?3). Protoze A(x) = Y, a,, dostaneme odtud snadno (3) pro r=8.

m<x
Jednoduchou modifikaci tohoto postupu lze dokazat (3) i pro r = 5 a i odhad (4).
Nebylo oviem jasné, jsou-li tyto odhady definitivni a nebyla k disposici ani jedina
uginnd Q-metoda (s vyjimkou metody Landauovy, ktera vede k odhadu (2)). V této
situaci upozornil Jarnik na pfekvapujici skute¢nost, kterd vSem unikla, Ze pro
racionalni elipsoidy Ize celkem elementarné dokazat odhad

(6) P(x) = Q(x"*71).

Tim byl dosaZen prvy definitivni vysledek v této teorii.

Jarnikiiv vysledek dal podnét k celé fad& vysetfovani (Landau, Miintz, Petersson,
Walfisz, Jarnik), které byly vedeny riiznymi metoddami. Zmiiime se kratce o Jarnikov&

4) Jak ukazal A. Walfisz, mame pro racionalni formy a r = 4, P(x) = O(x 1823 x) a P(x) =

= Q(x(Ig 1g x)%), kde 7 zavisi jen na Q.
5) Zde i dale znamené pismeno ¢ (obecné rizné) kladné konstanty, zdvislé jen na Q.
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pfinosu v tomto smé&ru (misto racionalnich elipsoidii uvaZujeme pro jednoduchost
elipsoidy s celo&iselnymi koeficienty, r > 5).

V pracich [20] a [21] je ukazéna existence konstanty ¢ takové, Ze kazda z nerov-
nosti

nr/2

T 2I(3n) YD

plati pro nekoneéné mnoho pfirozenych n, dokonce pro vSechny &leny jisté aritme-
tické posloupnosti. Oznadime-li tedy

P(n)> (M + c)n">7t, P(n) < (M — c)n"?"1,

P(n)

b
nr/2 1

2o(n) =
dostaneme ihned, Ze

lim inf gp(n) < M — ¢, limsup gg(n) > M + c.

n—+ oo n—+ o
Je-li Qu) =u} +uj+ ...+ u? (pfipad r — rozm&mé koule), lze posloupnost
0o(n) = ¢,(n) vySetfit mnohem podrobn&ji. Nap¥. (viz [16]) asymptoticky (vzhledem
k r) vyjadfit jeji lim sup a lim inf, dokézat, Ze tato posloupnost ma nekone&n& mnoho
hromadnych bodi ([31]) neb (pro r = 8 sudé) vysetfovat jeji hromadné body,
probiha-li n jisté nekonedné mnoZiny pfirozenych &isel (viz [24]). O dileZitosti
téchto a dalSich Jarnikovych vysledki v tomto sméru svéd&i ta skuteCnost, Ze ve
znamé Walfiszov€é monografii ,,Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln® je
prakticky pouze z téchto vysledkl sestavena cela tfeti kapitola.

Vychozim bodem pro vé&tSinu pravé citovanych vysledki byl vztah (5). Zmifime se
proto jiz na tomto mist& o praci [32], i kdyZ je to ,,diskrétni* tvar véty o stfedni
hodnoté€, o nichZ bude pojednano dale. Jarnik ukazuje, Ze pro kazdou konstantu E
existuje kladna konstanta Cy, tak, Ze plati

L (P(n) — En?7I)? = Cpx™F 4 g(x)

nsx
kde g(x) = O(x""%) pro r > 8, O(x"*"'lgx) pro r =8, O(x*"*Igx) pro r =
=5,6,7 a g(x) = Qx""?) pro E =0, r 2 5. Odtud znovu dostaneme odhad (6)
a navic vidime, Ze ani v ,,prim&ru“ nemohou byt hodnoty P(n) asymptoticky apro-
ximovény vyrazem En"?~1 s konstantnim E.

Je pochopitelné, Ze jakmile byl vztahy (3) a (6) rozfeSen problém pro racionalni
elipsoidy (i kdyZ jen pro r = 5), byla veikerd pozornost soustfedéna na elipsoidy
iracionalni. Jedina existujici u¢inna metoda vychézela ze vztahu (5). S velkym silim
se Walfiszovi podafilo tuto metodu vyuZit a dokazat pro formy tvaru

aui + Qy(uy, us, ..., u,)
(« > 0 iracionalni, Q, racionalni forma) pro r 2 10 odhad

(7) P(x) = o(x"*™")
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a soudasné dokazat jeho obecnou nezlepsitelnost. Soucasné ale ukazal, Ze pro skoro
viechna a > 0 °), r = 10 je dokonce

(8) ’ P(x) = O(x"25/5 1g'/* x) |

Z Walfiszovy prace vyplyvaly dv€ skute¢nosti: iracionalni elipsoidy se chovaji
zfejmé uplné jinak neZ elipsoidy racionalni a za druhé, Ze dal§i Ginné vyuZiti vyse
uvedené metody nemiiZe pfinést podstatné nové vysledky. Nechme v3ak 1épe hovofit
odbornika nad jiné povolaného — A. Walfisze, ktery 26. zafi 1929 na prvém sjezdu
slovanskych matematikt fekl: ,,A¢koliv tedy odhady (7) a (8) pfinesly jisty prahled
do teorie mfizovych bodu v iracionalnich elipsoidech, bylo pfece jen od zacatku
zfejmo, Ze myslenkovy pochod k nim vedouci tvofil jen jakysi orientaéni prostfedek
z nedostatku lepgich. Bylo tedy nutno hodit singularni fadu’) pfes palubu a nalézti
néco docela jiného. Myslil jsme, Ze to né€jakou dobu potrva. Tim vice mé piekvapily —
a jisté ne mne samotného — objevy Jarnikovy. V fadé pojednani, jejichZ publikace se
datuje od stfedu minulého roku a které originalitou, hloubkou myslenek a technickym
provedenim se &itaji k nejpozoruhodnéjsim pracim moderniho badani, ujal se Jarnik
s velmi vydatnymi prostfedky problému a obdrZel tak celou fadu vysledki pfekva-
pujici pfesnosti.“®)

Pfinos praci prof. Jarnika v teorii mfiZovych bodu v elipsoidech spociva tedy ve
vypracovani novych, vysoce u€innych O- i Q-metod, s nimiZ se mu podatfilo dokazat
celou fadu definitivnich vysledkt — jev, ktery je v teorii Cisel a zejména v teorii
miiZovych bodii ojedinély. MoZno dokonce fici, Ze vSechny definitivni vysledky
v této oblasti jsou bud z jeho pera, nebo jsou jeho pracemi podminény.

Pojednejme nyni alesponi v kratkosti o zakladnich myslenkach Jarnikovych metod
pro studium O- a Q-odhadii funkce P(x). V zaklad& velmi jednoducha je Jarnikova Q-
metoda. Funkce A(x) je po astech konstantni; zm&na funkce P(x) je tedy ,,v&tSinou*
déna zménou funkce V(x) = cx"?. Redeno podrobng&: necht A(x) je konstantni
v intervalech {4,, 4,4 h,>, kde 0 <. h, < 4,, lim A, = + 0. Je tedy

n—=+ o

|P(hy + hy) — P(A)| = (A + ha)"? = 272) = derh pr/2=1
Vime-li nyni, Ze pro jisté B = 0 je h,A2 = c, dostaneme odtud

|P(h, + hy) = P(3,)| 2 ck/>~170.
Je tedy bud
|P(}m)| = cl;/z'l—-ﬁ‘ neb |P(An + h")l > Cl;/z-l_ﬁ S C()." " h")r/Z—l—ﬂ
tj.
Px) = Q(x27179).
) Skoro viechna — ve smyslu Lebesgueovy miry (podobné v dalsich formulacich),

7) Singuldrni fada — rozumé&j fada v (5).
8) Viz Casopis pro p&st. mat. 59 (1929), 200—223..
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Je-li napt. Q celociselna forma, lze volit 4, = n, h, = 4, f = 0 a dostaneme odhad
(6). Jak Ize tuto myslenku aplikovat na iracionalni elipsoidy ? Omezme se (jako Jarnik)
v nasledujicim pouze na formy nasledujiciho ,,skoro diagonalniho*‘ tvaru

9) O(u) = a,Q(uy, uyy ooy uy) + @2305(Uy 415 -oos Uy 4ry) + --o
e F aoQa(ur1+r2+...+ra_1+l’ siaivy ur)

kde o, ry, 1y, ..., r, jsou pfirozena &isla, r=r, + ... + r,, Qy, Q,,..., @, jsou
positivné definitni kvadratické formy s celoCiselnymi koeficienty, ay, a,, ..., a, klad-
na realna Cisla. Lze nyni ukazat, Ze jestlize nerovnosti

&q—pj §‘I—y, j=2,...,0'

a,

maji nekoneéné mnoho feseni v celych kladnych &islech p,, ps, ..., p,, 4, 1ze zvolit 4,
a h, s vye uvedenymi vlastnostmi pro f = 1/y. Odtud ihned plyne tedy odhad

P(x) = Qx/2~1=1ry,

Jarnik ovSem tuto metodu nékolikrate modifikoval. Vysledky soufasné ukazuji, Ze
hodnota (1) bude pravd&podobn& velmi uzce souviset se simultinni aproximaci
gisel ay/ay, azfay, ..., a,la;.

Nepomérné obtizné&jsi je Jarnikova O-metoda. Vyse naznadena metoda, vychazejici
z mocninné fady je zfejmé pro iracionalni elipsoidy nepouZitelna. Proto Jarnik uva-
Zuje Dirichletovu fadu

@

(10) @Q(s) = Z e SQmimz,...mp) Z a,,,e"""“,
my mp

..... m=0

ktera definuje holomorfni funkci v oboru Re s > 0. Cisla 4,, jsou hodnoty formy Q
v mfiZovych bodech, &islo a,, udava poget mifZovych bodi na plose Q(u) = 4,,. Jak
znamo, lze nyni psat (zanedbejme pro jednoduchost, Ze rovnost plati pouze x * 4,

m=0,12,..)
atio
XS
(1) A(x) = L[ £006) 4 ,
2mi )
pro libovolné kladné a, kde integrujeme pfes polopfimku Re s = a. Pomifime v nasle-
dujicim také tu skuteénost, Ze tento integrdl neni absolutné konvergentni a ptimé

odhady nelze provadét.®) Z (11) dostaneme ihned ihned vyjadfeni
atiw

(12) P(x) = z—i—l J. Enjﬁds ,

%) Tuto nesnaz Ize odstranit vySetfovanim integralu J§ P(r)ds.
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kde F(s) = O(s) — n"/*/\/(D) s"*>. Vzhledem k &lenu ¢* bude asi vyhodné klasti
a = 1/x. Pomoci transforma&nich vlastnosti funkce (10) Ize nyni snadno ukézat, Ze
integral pfes ,,malou® ¢ast drahy v okoli redlné osy je relativné maly. Zminéné trans-
formalni vlastnosti funkce (10) ndm také dovoluji nalézt — pro raciondlni Q —
odhad tvaru

X

r/2
(13) [0(5) = ¢ <k(1 + x|t — 27rh/k|)) ’

ktery plati pokud rozdil ]t - 27th/k| je dosti maly a kde h = 0 a k jsou celd nesou-
d&ln4 &isla, 0 < k £ /x. Pro formy tvaru (9) Ize vSak psat

Oq(s) = @g,(a;5) Og,(ass) ... @g,(a,s)

a odtud snadno dostaneme odhad

(19 701 5 T (e o)

1 + x|t — 2mhfa;k

pokud |t — 27h;[a;k;| je dosti malé a kde hj, k; jsou celd &isla, (hj, k;) = 1, h; # 0,
0<k;Sx,j= 1 2,..., 0. Z odhadu (14) je patrné, Ze vyraz vpravo bude velky,
pokud rozdily |t — 27h /a kJ' budou velmi malé. Velmi malé budou oviem potom
i rozdily |h ajk; — hyfaik, l a tedy &isla a/a,, asfa, ..., a,/a, se daji velmi dobte
simultanné aproximovat pomoci racionalnich &isel. Zacmé se tedy rysovat podobna
souvislost jako u Q-odhadt.

Nyni je oviem potfeba tuto hrubé naznaenou myslenku precisovat. Jarnik velmi
damyslnym zptisobem dé&li integraéni drahu na jisté ¢asti, v nichZ mé pfesné popsanu
velikost rozdill It — 2nhjlak; | a tedy i nalezen dobry odhad dle vztahu (14). Nyni
je potfeba odhadnout miru kazdé takovéto mnoZiny, provést jejich velmi jemnou
klasifikaci a cely naznaCeny postup dovést ke koneénému vysledku (v tomto misté
Jarnik pouZiva a vétSinou odvozuje nové a velmi jemné véty z teorie diofantickych
aproximaci). Snad je z tohoto Kusého na¢rtku patrné, Ze Jarnik musel pfekonat
obtiZe takového charakteru, které by asi odradily mnohého vynikajiciho matematika.
Odtud je také patrny jeden rys, ktery je pfiznany pro fadu jeho praci: diimysina
kombinace riznych, do té doby zdanlivé nesouvisejicich odvétvi matematiky.

Pfistupme nyni k alespoii struénému piehledu nejdiileZit&jsich vysledk Jarnikovych
praci o mfizovych bodech v elipsoidech. Budeme muset bohuZel skoro pominout nej-
jemnéjsi vysledky, protoZe jsou formulovany znaénég sloZité, jak je to také v podstaté
véci.

V pracich [19] a [27] je ukazano, Ze pro r 2 5 a iracionalni formu Q je

(15) P(x) = o(x'*"1).

Otazku nezlepditelnosti tohoto odhadu fe$i Jarnik v praci [67] velmi originalnim
zplsobem pomoci metody kategorii, kterou (jak bude vidét z pfehledu jeho praci
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v teorii realnych funkci) mistrn& ovladal: je-li ¢(x) kladnd a nerostouci funkce,
lim ¢(x) = 0, r 2 5 plati pro kaZdy systém kladnych &isel a, a,, ..., a, aZ na mno-

x=+ o

zinu prvé kategorie pro pfislu§nou formu (9) odhad (15) a
P(x) = Q(x"*~* ¢(x)) .
V praci [17] je ukazéano, Ze pro skoro viechny systémy ay, a,, ..., a, je

P(x) = O(x"?7**¢)

pro kazdé ¢ > 0, kde A = Y min (1, }r)). Je-litedy r, =r, =... =r, = 1, je pro
j=1

skoro vSechna ay, a;,...,a, f < 4r, je-lir, 24,...,r, 2 4 je pro skoro viechna
a, ay, ..., a, f £ 4ir — o a tento odhad nelze zlepsit, nebot vzdy je (viz [18])

P(x) = Q(x"*~°).

Je-litedy r = 4, ..., r, 2 4 je pro skoro viechna a,, a,, ..., a,
r
f == =0,
2
jeslir, =r, =...=r, =1 je pro skoro viechna a,, a,, ..., a, (viz (2))
relepsl
4 4

Tento vysledek tedy ,,rehabilituje* Landauiv Q odhad (2), ktery se zdal byt pfilis
hruby.

Je-litedy ry 2 4, ..., 7, = 4 mame pro hodnotu (1) nerovnost

(16)

-0

IA

f

IIA
Ny

-1,

[ SN ]

kterd je ostrd. Vznika pochopitelné otdzka, zdali ke kazdé hodnot& f spliiujici (16)
existuje forma Q tvaru (9), pro niZ je fo = f. V pfipadé ¢ = 2, r{, r, = 4 ukazuje
Jarnik v [22], Ze plati

(17) f=
kde y = y(a,, a,) je supremum t&ch B > 0, pro n&Z nerovnost
a =

a2 -p=q’

a;
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ma nekoneén& mnoho feseni v pfirozenych p, q. V pfipadé ¢ > 2 fesi Jarnik poloZe-

_nou otazku ,,nekonstruktivnim* zptisobem pomoci Hausdorffovy miry. V praci [30]
totiz ukazuje, e Hausdorffova dimense'®) mnoZiny téch a,/a,, ..., a,[a, takovych,
Ze pro pfislusnou formu (9) je f = f, d2na vyrazem

(1-— 2 )a
r—2f

(plati i pro ¢ = 2). Poznamenejme v této souvislosti, Ze rozsifeni platnosti vztahu
(17) i na ptipad ¢ > 2 (y = y(ay, a,, ..., a,) je podobn& definovano jako vy3e) se za
jistych pfedpokladi (r; = 2(y + 1)/y) podafilo v r. 1968 Ziku prof. Jarnika B. Di-
visovi.'?)

V praci [70] je velmi podrobné vySetfovan pfipad ¢ = 2; jsou studovany napf. ty

hodnoty B, pro néz plati
lim inf ]!@l < 400,
X

x=+wo

znaménkové zmény funkce P(x) atp. Tato prace snad patii k nejjemng&j$im v tomto
oboru. Prace [88] je v&novéana zajimavé otdzce, jakych hodnot miZe nabyvat f,
volime-li n&ktera a; pevné. Jarnik ukazuje, Ze pro ¢ > 3, a,, a, pevna, Yay, a;) = 1,
plati pro skoro vSechna aj, a,, ..., a, a pro kazdé ¢ > 0 odhad

P(x) = O(x"72~4+)

(za ptedpokladu r; = 2(y + 1)[y zobectiuje tento vysledek B. Divii'')).

Z vyse uvedeného i kdyZ struéného prehledu je patrné, Ze definitivnich vysledku
nebylo v mnoha ptipadech dosazeno. Proto jiz Landau zadal v r. 1923 (jest& o rok
dfive Cramér) vySetfovat tzv. stfedni hodnotu T(x) = /(M(x)/x), kde M(x) =
= (5 (P(1))* dt a ukazal, Ze pro pfipad kruhu plati

M(x) = ex*? + O(x'**)

pro kazdé ¢ > 0. ,,Primérny fad* funkce P(x) je tedy v tomto pfipadé }. UvaZme,
7e studium funkce M(x) je relativng leh&i neZ studium funkce P(x) (nezapornost,
monotonie); Ize tedy ofekavat pfesn&jsi O i Q vysledky. Na druhé strang z dosti
dobrych vysledkii o funkci M(x) dokaZeme odvodit velmi pékné vysledky o funkci
P(x), jinak nedosazitelné. Zhruba z t&chto diivodd bylo zkoumaéni funkce M(x)
rozvinuto v samostatnou ¢ast teorie m¥iZzovych bodi.

10y Mnozina M (lezici v eukleidovském prostoru) ma Hausdorffovu dimensi a, jestlize a je

infimum t&ch &isel a’, pro néz ke kazdému ¢ > 0 existuje posloupnost krychli K, K;, ..., K, ...
[}

pokryvajicich M o hranach A(K,) < ¢ tak, Ze > h“'(K,,) < e. V oznadeni uvedenim na str. 323 to
n=1

znamena L(M, x**%) = 0, L(M, x*~ %) = 4+ pro kazdé e, 0 < e < a.
11y vViz Czech. Math. Journal 20 (1970), 130—139, 149—159.
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Jarnik se této problematice vénoval prakticky od po&atku. V préci [8] zobeciiuje
Landautiv pravé uvedeny vysledek na vztah

rp (V(®) + 2)?) P(J()) + B)*)di = @@ — B) x*'* + O(x"™)

pro kazdé ¢ > 0, kde @ je jista kladna funkce. Odtud odvozuje fadu zajimavych
vlastnosti funkce P(x) (analogie skoroperiodi¢nosti atp.). VySe uvadéna prace [32]
patfi vlastné také do této skupiny.

Hlavni Jarnik@v pfinos ke studiu funkce M(x) spogiva v tom, Ze se mu podafilo
pfizpuisobit své metody studia funkce P(x) do tvaru pouZitelného i pro funkci M(x).
Jarnik vychazi ze snadno dokazatelného vyjadieni

M= L J~ j X(s::)(sF_f_S)sl;( ds ds’.

které snadno dostaneme z (12). Uvedeny integral nyni odhaduje podobnym postupem,
jak bylo vyse naznaceno. Je ovSem pochopitelné, Ze pfi dvojném integralu pfistupuje
cela fada ryze specifickych obtizi a tskali.

Uvedme nyni alesponl zakladni vysledky. Jarnik se — stejné jak vySe uvedeno —
omezuje na formy tvaru (9). PouZitim jedné Landauovy myslenky, lze ukézat, Ze

vzdy je

M(x) g cxr/2+l/2
a Jarnikova metoda dava pro racionalni formy

M(x) = ex"1

Pro vSechny formy uvazovaného tvaru lze ukazat odhady

M(x) = O(x"~1)
pro r > 3, M(x) = O(x*Ig?>x) pro r = 3 a M(x) = O(x*?1g* x) pro r = 2 (vie
viz [33]).

Pro iracionalni formy uvazovaného tvaru a r = 4 mame

M(x) = o(x""1)

a tento odhad nejde obecné zlepsit a to ve stejném smyslu jak bylo vyse uvedeno pro
funkei P(x) (viz [38], [67]). Pro skoro viechny formy tvaru (9) a ¢ = r dostaneme

M(x) — O(x(r+1)/2 lg3r+3 x)
tj. s vySe uvedenym dolnim odhadem dostaneme pro skoro viechny tyto formy

lim sup w = 5__1
x=+w ]gx 4
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coz skoro uplné& rehabilituje Landautv Q-odhad (2). Velmi dileZita je prace [71],
v niZ jsou pro r = 2, 3 zlep$eny vySe uvedené O-odhady na

M(x) = O(x*?) pro r=2, M(x)= O(x*lgx) pro r=3.

Tim je dosaZen definitivni vysledek pro r = 2. Pro r = 3 zbyva jen logaritmicky
faktor, ktery nelze odstranit, jak ihned uvidime.
Snad nejzajimavé&j$im vysledkem prace [69] je vztah

M(x) = Kx?lg x + O(x* \/(lg x))

platny pro r = 3 a racionalni Q, K = c. Odtud plyne, Ze pro racionalni formy méame
neéekany vysledek
P(x) = ((x 1g x)""*)
V [69] je dale ukazano, Ze
M(x) = Kx"~' + g(x),

kde g(x) = O(x"~2) pro r = 6, g(x) = O(x* Ig? x) pro r = 5, g(x) = O(x*? g x)
pror = 4ag(x) = Q(x""?) pro r 2 4, kde K je konstanta a Q racionalni forma.

Zéavérem alespoii struéné upozornéme na vysoce jemné a slozité prace [40] a [68].
V nich je velmi podrobné a do velké hloubky vysetfovan ptipad ¢ = 2,3. Proo = 2
je napf. (pomoci rozvoje &isla a »/a, v fetézovy zlomek) nalezena pomérné jednoducha
funkce G(x) takova, ze M(x)/G(x) leZi pro x > ¢ mezi dvéma kladnymi konstantami.

Ptehled praci prof. Jarnika z teorie m¥iZovych bod@ uzavieme praci [89] z r. 1968,
ktera se svym charakterem ponékud vymyka jednotlivym skupinam vySe popiso-
vanym.

Naznaéili jsme jiz vy3e, Ze je vyhodné vySetfovat ne pfimo funkci P(x), ale jeji
integral P,(x) = [§ P(f) dt. Landauova metoda, s niz dokazal vysledky (2) se opira
o nasledujici myslenku. Zavedeme zfejmym zptisobem funkce Py(t) = P(t), P(1), ...
Celkem snadno lze nahlédnouti, Ze pro ¢ > 4r celé dostaneme pro kazdou formu
definitivni vysledek

Po(x) = O(x(r_l)/4+0/2) , P,,(x) - Q(x(r—l)/4+q/2) )

Odtud lze (v podstaté tvofenim diferenci) dokazat odhady (2).
V préci [89] klade Jarnik pro redlné ¢ = 0

Px) = —— j 20 (= ot

r'(e) Jo

a vySetfuje novy problém zavislosti O- a Q-odhadii funkce P,(x) na parametru g.
(Poznamenejme, Ze pro g celé davaji oba zpisoby stejné funkce.) Uvedme z vysledkit
této prace jen vysledky definitivni, které Jarnik dokazuje kombinaci svych a Lan-
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dauovych metod. Bud forma Q racionalni. Potom
Px) = O(<271), Pi(x) = 2(*)
pro0 Z o < 4r — 2,
pe(x) = O(x(r—l)/4+o/2) , Po(x) — Q(x(r—l)/4+o/2)

pro ¢ >4r — 1 Pro 3r —2 <9 < 4r — 3, neboli 20 + 1 = r £ 20 + 4 je mezi
Jarnikem dosaZenymi vysledky jistd mezera, kterd pro ¢ = 0 odpovida klasickym
nefeSenym problémim r = 2, 3, 4. U funkci P,(x) dostaneme vlastng jisté ,,posunuti‘
klasickych problému do jiné roviny a nalezeni definitivnich vysledkd bude neméné&
tézké. Uvedme jesté pro zajimavost, Ze uvedené Q-odhady plati pro vsechna g; pro
¢ = 4(r — 3) = 0 nastava tedy vlastn& pfechod od jednéch odhadt ke druhym.

Z uvedeného je jisté patrné, Ze prof. Jarnik se svymi pracemi zplisobem vice nez
dastojnym fadi spolu s E. Landauem a A. Walfiszem mezi badatele, ktefi teorii
miiZovych bodl ve vicerozmé&rnych elipsoidech dovedli do velmi uceleného tvaru.
Jeho vlastni vysledky jsou prakticky nepfekonatelné a z hlediska této obtizné teorie
Ize jen litovat, Ze se ji prof. Jarnik nevénoval vice. Bylo by to sice na Skodu jinych
odvétvi matematiky, v nichZ pracoval, ale jisté by teorie m¥iZovych bodu byla bohatsi
o fadu vyznamnych a jisté definitivnich vysledk?.

Obratme se nyni k pracim z teorie diofantickych aproximaci.

Necht @ = (@,-J), i=1,2,..,r, j=1,2,...,s je realna matice a necht @ je
nerostouci funkce, ¢(f) — 0 pro t — oo. V teorii diofantickych aproximaci se vysetfu-
je soustava nerovnosti

(18) |i UJ+y,| o(1), 0<max|xj|§t, i=1,2,...,r
i=1 i

kde x;, y; jsou cela Cisla. Pro dané ¢ nazveme soustavu celych €isel x;, y;, j = 1, ..., 5,
i=1,2,...,r ktera spliiuji (1), feSenim soustavy (18). Jde o to, rozhodnout, zda
matice @ ma jednu z vlastnosti

(A) Soustava (18) ma feSeni pro kazdé dosti velké .
(B) Existuje posloupnost te t, = 00 pro k — oo tak, Ze soustava (18) ma feseni pro
t = tk’ k = 1 2

ProtoZe ¢ je nerostouci, miZeme v pfipadg, Ze plati (B) poloZit t = max lx,| (B)
plati pravé tehdy, ma-li soustava

(19) IZ@u it Yil = (p(mgx lle), i = 1,2, comF
j

nekone&n& mnoho fedeni. Plati-li (B), fikame, Ze © pfipousti aproximaci ¢. PoloZme
prot =1

Ye(t) = min max mle@‘,x, + yi»
O<|x||gt i=1,2.r y1 j=
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T > 0 tak, Ze Yg(t) £ (t) pro t = Ta (B) plati pravé tehdy, existuje-li posloupnost
ti 1 = 00 pro k — o0 a Ye(ty) < o(ty).

Pripometime nékteré zakladni vysledky z teorie diofantickych aproximaci. Z Di-
richlet-Kroneckerovy véty lze odvodit, Ze

(20) Ve(t) < [1]7"

kde [t] je cela &ast t. Je-lir = s = 1 a je-li @ iracionalni ¢islo, pak

(21) % + 1 < limsupt yo(t) £ 1, 0 < liminfzygr) <57 Y2,

24/5 t= oo t—oo
Pfi vySetfovani vlastnosti (A), (B) miiZeme se bez ztraty na obecnosti omezit na
takové matice @, Ze IQ,- j[ < 1. Bud E, (@) mnozina takovych matic @ typu r.s,
I@”I < 1, které ptipoustéji approximaci ¢. Chincin dokézal, Ze

(22) m(E, (¢)) = 0, jestlize j ¢(t)dt < oo,

(23) m(E, (¢)) =1, jestlize Jm<p’(t) dt = 0.

Pfitom m je Lebesgueova mira v prostoru R™ (kazda matice typu r, 1 je soucasné
bodem v R’). Specialn& m(E, ,(617%")) = 0, jakmile ¢ > 1,8 > 0 a m(E, ,(6:7'")) =
= 1 (podle (20) kazd4 matice @ typu r, 1 pfipousti aproximaci t~'/" a tak

E (tt")={0]|0,| =4 i=12..,r}).

Ptirozené je E, ,(t™%") o E, ,(t7°""), jakmile 1 < ¢ < o; v pfipad€ r = 1 = 5 dava
rozvoj Cisla © v fetézovy zlomek podrobnou informaci o tom, zda @ pfipousti ¢i
nepfipousti aproximaci ¢. Tak lze ukézat, Ze pro kazdé g, 0, 1 < ¢ < g existuji
&isla @, ktera pripoustéji aproximaci t~¢ a nepfipoustéji aproximaci t~°, tedy
E (70 — E 4(t77) + 0.

Z vysledk, které Jarnik dokazal v praci [35], bezprostfedn& plyne, Ze

(24) E,(t79) — E,,(t7™"") + 0, jakmile r21, 1<¢<o.

Pfitom co do obtiZnosti pfipady » = 1 a r > 1 jsou nesrovnatelné, nebot pro r > 1
neni zndma metoda, ktera by dala obdobné informace jako rozvoje v fetézové zlomky
v pfipadé r = 1.

Necht f: €0, ©) - <0, o) je spojita, neklesajici a f(0) = 0. Bud S = R". Pro
ueR’,d > 0 necht Qu, d) je krychle o stfedu u a hran& d, tj. Q(u,d) = {veR’|
Iv, - u,| < 3d}. Zvolme ¢ > 0 a najdéme nejvySe spofetné pokryti mnoZiny S
krychlemi Q(u,, d,), k = 1,2, ... tak, Ze dy < ¢ a tomuto pokryti pfitadme &islo
Y f(d,). Infimum mnoZiny &isel takto ziskanych ozna&me LS, f). Zfejm& LS, f) =
x
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2> L,(S,f) pro ¢ < o a tak existuje L(S, f) = olil(')n+ LS. f). L(.,f) pti pevném f je

vnéjsi mira; budeme ji nazyvat Hansdorffovou mirou (mnoZiny S, pro néZ ji budeme
uzivat, budou vesmés borelovské, tedy méﬁtelné).

Jestlize fy(d)[f,(d) = 0 pro d - 0+, pak z L(S, f,) < o plyne L(S, f,) =0
az I(S,f,) > 0 plyne L(S, f,) = . Je-li f(d)= d’, pak oviem L(S, f) je vn&ji
Lebesgueova mira mnoziny S a jestlize f,(d)/d"— 0 pro d —» 0+, pak L(S, f;) = 0
pro kazdou mnozinu S. Jestlize f(d)/d" — oo pro d - 0+, pak z L(S, f) < oo plyne
m(S) = 0, a miZe nastat pfipad, Ze m(S) = 0 a L(S, f) > 0; Hausdorffova mira
je vhodnym nastrojem pro posouzeni ,,velikosti‘ mnoZiny S, jejiz Lebesgueova mira
je nula.

Matici © typu r, 1 nazveme vlastni, jestlize plati: jakmile ) @, ;x; + y = 0, kde

i=1
x;, y jsou cela ¢isla, pak x; =0=yproi=12,...,r Effl(qJ) necht je mnoZina
vlastnich © € E, ;(¢).

Jarnik v praci [35] dokazal pro Sirokou tfidu funkci:
(25) L(E, (@), f) =0, jestlize j fQRe(1)f) " dt < o,

(26) L(E!' (@), f) = oo, jestlize J\ fQRe(1)[t) 1" dt = ..

Diikaz tvrzeni (25) je jednoduchy a Jarnik pracuje s tak obecnymi pfedpoklady, 7e
tvrzeni (22) je specialnim pfipadem tvrzeni (25). Zato dikaz (26) je velmi sloZity
a vyzaduje n&které specialn&jsi pfedpoklady o ¢ a f. Z (25) a (26) Jarnik odvozuje
(za jistych malo omezujicich pfedpokladi o ¢ tim, Ze sestroji vhodnou funkci f):
Jestlize 4 : {1, o0) — (1, c0) ma spojitou derivaci, A(f)/t je neklesajici a A(f)/t - oo,
pak

Er'-).ll((P) —E, (po2) +0

tj. existuji takova vlastni ©, ktera pfipoustéji aproximaci ¢, ale nepfipoustéji aproxi-
maci ¢ o A (a to je zna&n& siln&jsi tvrzeni nez (24)).

Hausdorffovy miry uzil Jarnik v pracich [26], [30], [84] k vySetfovani mnoZin, je-
jichZ prvky jsou charakterizovany svymi aproximaénimi vlastnostmi nebo vlastnostmi
svych rozvojii v fetézové zlomky. (Napf. v praci [30] jde o mnoziny M, (¢ > 1)
takovych ¢isel, ktera pripoustéji aproximaci t~¢, ale nepfipoustéji aproximaci ¢t~ °
pro Zzadné ¢ > g.) Je ukazano, ze Hausdorffova dimense mnoZzin M, je 2[(¢ + 1).

Je-li © matice fadu r, s necht &, (@) je supremum takovych ¢ = sfr, Ze (A) plati
pro ¢(t) = t72 a necht 5, (@) je supremum takovych ¢ 2 sfr, Ze (B) plati pro

o(t) = t7% tedy &, (@) je supremum takovych ¢ = sfr, Ze hm sup 1 ye(t) =0

a n,,0) je supremum takovych ¢ = sr, Ze 11m mft" Yelt) = 0 ch;mé s[r <
= ¢.40) = n.40).
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V préaci [37] odvozuje Jarnik jisté nerovnosti, které vyjadfuji vzdjemnou zévislost
mezi 7,,1(@,),11,1(02) a 13,4 ((g‘)) a zejména dokazuje, Ze tyto nerovnosti jsou
2

ostré (tj. Ze je nelze zesilit). V [63] vySetfuje obdobné zavislosti pro 7, ,(8,), ny,1(©5)
an,2((@,, ©,)) a opét dokazuje, Ze nalezené nerovnosti jsou ostré.

Necht @’ je matice adjungovana k ©. Souvislosti mezi , (@) a n, ,(©’) si v3iml
Chiné&in; v praci z r. 1926 dokazal, Ze pro kazdou matici @ typu r, 1, kde r = 2 plati

(27) "1,r
(28) My 2 'Ix.r((" - l) Nir + ")—1

(kde piseme 7, ,,1n,, misto 7, ,(0),n,.(@’)). Nerovnostmi (27), (28) zabyval se
Jarnik v pracich [53], [54], [56] a ukazal, Ze jsou ostré. V praci [62] vyfesil obdob-
nou problematiku pro &, , a £, ;. VSimnéme si této prace podrobnéji. Jarnik ukazuje:
Pro kaZdou vlastni matici @ typu 2, 1 plati

(29) $21=1- (51.2)_1 .

To je néco zcela jiného nez (27), (28). Je-li r > 2, (27) a (28) plati pro kazdou vlastni
matici © typu r, 1, piSeme-li &, ;, &, , misto n, ;, 1y ,.

v

Mo+ 1 =1

v

Tato shoda je oviem do jisté miry formalni, nebot ke kazdému g, l/r L=
existuje matice O typu r, 1 takova, Ze n, (@) = ¢ (viz [53], Véta 2). Ale pro kazdou
vlastni matici @ typu r, 1 je £, (@) < 1 (to plyne z prvni nerovnosti v (21)).

Jarnik doké&zal: je-li r = 3 a @ vlastni matice typu r, 1, pak

- 208, — 1fr) =1

(30 ¢&,,2 jakmile 1 — L <& <1,
1 - ér,l r
By &u2 1 1 jakmile &, = 2r* — 3r.

r—1 (r—1)(&,—2r+4)

Dale ukazal, Ze existuje jak takova vlastni matice @ typu r, 1, Ze &, ,(0) =1,
£, (@) = oo, tak i takova vlastni matice @ typu r, 1, Ze ¢, (@) = 1/r — 1,
¢,./(@') = co. Pfitom Jarnikiv postup je velmi obecny. K funkci ¢, spliiujici jisté
ptedpoklady sestrojil funkci ¢, a ukazal: jestlize pro vlastni matici @ typur,la ¢ =
= ¢, plati (A), pak (A) platii pro ©' a ¢ = ¢,. Odtud jako specialni p¥ipad odvodil
(31); odvozeni nerovnosti (30) Ize popsat obdobné. Jadrem diikazu je virtuosni vyuZiti
Minkowského véty o linearnich formach.

Prace [62] pfinasi také drobny doklad Jarnikovy nesmirné skromnosti. Nese
nenapadny nazev ,,Zum Khintchinschen Ubetragungssatz* a Jarnik o ni pi3e jako
o poznamce (Note). Slo o skromnost, ktera byla Jarnikovou vnitfni vlastnosti a ktera
souvisela s jeho zaujatym soustfedénim k matematice i s jeho hodnocenim védecké
prace a zejména vlastni v€decké prace sub specie aeternitatis.
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Je-li O iracionélni &islo, pak liminf ¢ ye(f) < limsup t Ye(t) (srovnej (21)).
1=+ 1= o0

V praci [81] dokazuje Jarnik: Bud s = 1, © vlastni matice typu (1, s),

limsup #* Yo(t) = B, liminft ye(t) = A > 0.

t— + oo t— oo

Pak (B/A)”""" = 2.V téZe praci dokazuje, Ze
M2 2 Ea(62—1); tedy ny2(0)>¢,,(@), jakmile 2< & ,(0)< .

V praci [83] dokazuje Jarnik tfi nerovnosti, které plati mezi #,, a &, , pro obecna
r, s (rozliduji se ptipady r = 1, r =2, ar > 2).
Dyson dokazal, Ze pro matici typu r, s plati

s + 5 — 1
32 B g_________
(32) s r-Un,, +r

((27) a (28) jsou specialni pfipady nerovnosti (32).) V [86] Jarnik dokazuje, Ze nerov-
nost (32) je ostra (kromsg jistych vyjime&nych pfipadi, které ziistavaji nerozhodnuty).
Také v pracich [87] a [90] jde o matice typu r, s; Jarnik dokazuje, Ze existuji matice,
které maji jisté aproximacni vlastnosti.

Ve srovnani s teorii mfiZovych bodi neb teorii diofantickych aproximaci tvofi
skupina praci prof. Jarnika z geometrie isel ¢ast poCetné malou, ale velmi bohatou
na vysledky. Jeho prace se zejména tykaji tzv. Minkowského postupnych minim.

UvaZujeme v r-rozmérném eukleidovském prostoru R, (r > 1) konvexni t&leso K
(pro jednoduchost nechf to znamena kompaktni, konvexni mnoZinu symetrickou
vzhledem k podatku, obsahujici vniténi bod). Tzv. Minkowského postupna mini-
mal; = lj(K),j = 1,2, ..., r definujeme nyni takto: 4; je infimuym vSech ¢isel f > 0,
pro n&Z mnoZina BK (vznikla z K stejnolehlosti o stfedu v podatku a koeficientu )
obsahuje alespoti j linearné nezavislych miizovych boda. Zfejmé 0 < 4, < 1, < ...
... £ 4, < + 0. Ozna&ime-li nyni m(K) Lebesgueovu miru mnoZiny K, fika zakladni
(druha) Minkowského véta geometrie Cisel, Ze

(33) f—' <Ay dym(K) <2

Poznamenejme, Ze odtud plyne ihned 4; < 2/{/(m(K)) a tedy (prva Minkowského
véta) je-li m(K) = 2" je A; < 1 tj. K obsahuje alespoit jeden mtiZovy bod rizny od
poéatku. Odtud je patrna i duleZitost geometrie &isel vzhledem k diofantickym
aproximacim.

Prof. Jarnik se ve svych pracich v€noval jednak velmi jemné otazce ostrosti nerov-
nosti (33), jednak jejimu zobecnéni na obecn&jsi tiidy mnoZin. Je ihned patrné, Ze pro
mnoZinu K definovanou nerovnosti ), |xi] < lresp. max |x,-| Sljedi=4,=...

i=1 i=1,2 r

,,,,,,

...=24,=1a m(K) = 2"r! resp. m(K) =2". Vznik4 nyni pfirozena otazka, je-li
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mozZno uplné charakterisovat ta konvexni télesa K pro n&Z v (33) plati jedna z rovnosti.
Zejména je obtiZzny p¥ipad pravé nerovnosti. Touto otazkou se zabyva prace [78],
kde je Estermannova metoda ditkazu pravé nerovnosti v (33) upravena tak, aby bylo
mozno zachytit vSechny pfipady, v nichZ nastava rovnost.

Vyse uvedené ptiklady indukuji nésledujici problém: nelze pro né&jakou dosti
rozumnou tf¥idu konvexnich téles nerovnost (33) zlepsit? Konkrétnéji feceno: vime-li,
Ze rovnost v (33) nastava pro télesa, ktera se ,,pfili§ nelidi* od polyedrii, nelze tuto
nerovnost zlepsit pro télesa ,,dosti zaoblena“? Tato otazka je pro r = 2 vySetfovana
v praci [76] pro mnoZiny omezené kfivkou se spojité se m&nicim polomé&rem kfivosti,
ktery ma kladné minimum. Nalezené zlepseni je dosti znané a v jistych meznich
pfipadech definitivni.

Obrafme se nyni k zobecnéni pravé poloviny (33) pro nekonvexni mnoZiny K.
V této obecnosti je nutné nerovnost (33) pon&kud jinak interpretovat, nebot zfejmé&
nalezneme i velmi ,,rozumné‘ mnoZiny K pro néz BK neobsahuje pro Zadné 8 > 0
miiZovy bod. UvaZujeme proto mnoZinu M(K) viech bodd tvaru #(x — y), kde
x, y € K. Zfejm& pro kaZdou méfitelnou K je i W(K) méfitelna. Dale pro konvexni
téleso K je W(K) = K. Nerovnost (33) mizeme tedy pro konvexni t&leso K piepsat ve
tvaru

).12.2 e Ar m(K) é 2' Py j’] = ll(ﬁB(K‘)) .

Plati nyni obdobny vztah i pro nekonvexni mnoziny K? Zde vystupuje jesté dalsi
komplikace, Ze pro nekonvexni mnoZiny lze postupnd minima zavést nékolika pfiro-
zenymi zpusoby (které pro konvexni t&lesa splyvaji): necht u; = p;(M) (resp.
A; = A{(M) resp. v; = v{(M) resp. n; = n,(M)) je infimum vSech B > 0, pro n&z

mnozina () «M (resp. mnoZina M resp. kazd4 mnoZina «M pro o > B resp. mno-
0<as<p

Zina () aM) obsahuje alespofi j linearn& nezavislych mfiZovych bodt, j =1,2,...,r
azp

Ziejmé p; S A; S v Smy, j= 12,000 B S Pivyy A S Ajiy, Vi S Vi, T
Sy, Jj=12,..,r—1

V praci [ 72] ukazéno, Ze pro Jordanovsky méfitelné mnoziny K, 0< m(K)< + o0 je

A

(34) Bilty - e m(K) < 22770 = p(W(K)) .

Nyni zde vznikaji dva druhy problémii. Jednak otazka uréeni nejlepsi moZné konstan-
ty vpravo, jednak otdzka platnosti podobné nerovnosti pro ostatni zavedena minima.
Podobnou nerovnost (s mensi konstantou vpravo) pro &isla A; = 1,(I(K)) dokazal
v 1. 1947 anglicky matematik Rogers, naproti tomu Knichal v [ 74] ukézal, Ze konstan-
tu nelze zmenSit aZ na 2"

V préci [77] ukazuje, Ze podobné vysledky neplati, nahradime-li A; &isly v;. Pfesné&ji
fe€eno, Rogers dokazal, Ze pro kaZzdou Lebesgueovsky méfitelnou mnoZinu K, 0 <
< u(K) < +o0 a pro kazdy index i, 1 i <rje

1112 ces l‘_lv,l,.u e }»r(M) é 22"—1 s A’] = ).J(QB(K)) , vi = vi(m(K))

326



Jarnik naproti tomu ukazuje, Ze zvolime-li dva indexy i,j 1 £ i < j < r nelze vyraz

(35) Hilly oo Bim i Vilbivy ooo Bj—1Vilkjr1 oo By m(K) s
wi = w(WK), v, =v(WK)), v,=v(WK)), s=*i,j

ani vyraz
Kl oo Bim Ty g - o By m(K) » T = ”s(m(K)) » KB = ”j(m(K))
omezit hodnotou zavislou pouze na r.

Z druhé strany je ale tim spiSe pfekvapujici nasledujici vysledek (viz [74]). Oznaéme
WH(K) = W(W(K)), W(K) = W(W?(K)), ... Z mnoZiny K tvofime stale ,,rozumnéj-

$i*° mnoziny. Nyni ke kazdé Lebesgueovsky méfitelné mnoziné K, 0 < m(K) < 4+
existuje p, = 1 tak, Ze pro vSechna p > p, je

mn, ... m,m(M) £27, n; = n (WAK)).

V [77] je jako doplnéni ukazéano, Ze hodnotu p, nelze volit nezavisle na K, dokonce
ani vyraz (35), v némz klademe p; = p(WA(K)), v; = v(W?(K)), v; = v;(W?(K))
nelze ani pro vSechna dostateéné velka p omezit hodnotou zavislou jen na r.

Zavérem tohoto struéného vyctu Jarnikovych vysledk z geometrie &isel pozna-
menejme, Ze v n&kterych citovanych pracich aiv [64] a [65] jsou vysledky z geometrie
&isel aplikovany na teorii diofantickych aproximaci.

Je nesnadné i v rozsdhlém matematickém dile hledat vlastnosti osobnosti, ktera je
vytvofila; ti, kdo Vojtécha Jarnika znali, najdou v jeho védeckém dile fadu rysu, které
jim jeho osobnost pfipomenou. Je to predevsim dikladnost, snaha po pfesném a de-
tailnim védéni a schopnost vidét problémy a nalézat feSeni i tam, kde intelektu méné
pronikavému se zd4, Ze vSe jiZ bylo objeveno. To je zfetelné patrné jiz v praci [2]

Celé generace matematiklt vzaly na védomi, Ze Bolzano sestrojil funkci jistych
vlastnosti, pozdé&ji po ném nazvanou, a tak vyvratil starsi nazory, Ze spojita funkce
musi mit derivaci alespoii v nékterém bod¢€. Jarnik ve zminéné praci z r. 1922 ukazuje:
Bolzanova funkce nema v Zadném bodé€ konecnou derivaci zleva ani zprava ani
nevlastni nekone€nou derivaci. Body, v nichZ soucasné existuje nevlastni derivace
zprava 1 nevlastni derivace zleva jsou body lokalnich extrémi a je jich spodetné
mnoho. V tzv. délicich bodech existuje nevlastni derivace zprava; derivovana &isla
zleva v téchto bodech jsou rtizna a stejna co do absolutni hodnoty. Existuje mnoZina
mohutnosti kontinua takova, Ze v kaZzdém jejim bodé€ jsou obé horni derivovana
gisla + 0o a obé€ dolni derivovana ¢isla — co.

O rok pozdgji uvefejiiuje V. Jarnik praci [4] inspirovanou otazkou: které vlastnosti
musi mit kazda funkce, kterd nema derivaci v Zadném bodé&. Jarnik ukazuje mj.: ma-li
spojita funkce f nekonecnou variaci na kazdém nedegenerovaném intervalu, pak
existuje hustd mnoZina a v kazdém jejim bod€ obé horni derivovana &isla jsou + oo
a obé€ dolni derivovana ¢isla jsou — co.
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V praci [5] vychézi Jarnik z této zfejmé skuteCnosti: ma-li spojita funkce f deri-
vaci f' v kazdém bodé&, pak f’ je prvni Baireovy tfidy. V. Jarnik ukazal, Ze tvrzeni
plati i kdyZ f nenf spojit4; pfipousti, aby f nabyvala hodnot + oo (a p¥irozen& | f ’(t)| =
= o0, jakmile f neni spojitd v t). Uvedme v této souvislosti jest& vysledek z prace
[57]: Bud S pfimka v R2. Polorovinami budeme rozumét otevfené poloroviny na n&z
S rozdéluje R2. Bud f: R*> - R!. Potom existuje nejvyse spofetnd mnozina V< S
a kazdy bod x e S — V ma tuto vlastnost: necht P, Q jsou oteviené polopfimky,
jejichZ spoleény koncovy bod je x a které lezi v téZe poloroviné. Potom existuji po-
sloupnosti bodii p; € P a q; € Q tak, Ze

limp; = x = limg;, limf(p;) = limf(q;).
i»m jm e i~ oo j=w

Zacatkem tficatych let byly uvefejnény prvni prace, v nichz bylo pojmu residudlni
mnoziny uZito ke studiu mnozin spojitych funkci, jejichZ derivace, resp. derivovana
isla spltiovala jisté podminky.

V téchto aplikacich krom& posledni zakladni prostor bude C = C(0, 1) —» R"),
(se stejnom&rnou topologii), a pro x € C, t € (0, 1) bude x*(t), x(f) znamenat horni
derivovana &isla zleva a zprava, x.(t), x_(t) budou dolni derivovana &isla, %(f) =
= max (x*(), x (1)), x(t) = min (x,(), x_(t)). Zavedme tyto podmnoZiny prosto-
ru C

A, ={xeC | x*(t) = o nebo x,(tf) = —co prokazdé te<0,1)}

A, = {xeC|x(1) > x(t) pro kazdé t€(0, 1)}

Ay = {xeC|x*(t) > x,(r) prokazdé t€(0,1)}
Banach a Mazurkiewicz dokazali v r. 1931 (nezavisle na sob&), Ze A, je residudlni
mnozina. O rok pozdgji ukazal S. Saks, Ze mnoZina A, je residudlni a mnoZina A4,

je prvni kategorie a Besicovitch ukazal, Ze mnoZina A; neni prazdna. Necht A, je
mnoZzina takovych x € C, Ze plati

(i) <x=(1), x7(1)> U x4 (t), x*(1)) = (=00, 0) prokaidé 1e(0,1),
(i) x*(t)=o00 =x7(1), x4(f)= —o0 = x_(t) pro skoro viechna t,
(iii) max (|x*(1)], |x+(1)|) = 0 pro kazdé¢ 1€<0,1),
max (|x~ (1), |x~(f)]) = o pro kazdé te(0,1).

Jarnik dokazal v préci [39], Ze mnoZina A, je residualni. V§imn&me si, Ze odtud plyne:
je-lix € Ay, 1€(0, 1), a € R', pak existuje posloupnost h, — 0 tak, Ze h, ' (x(t + h,) —
- x(t)) — da. ) )

Metody residualnich mnoZin uZil Jarnik asi v 10 pracich a mj. jako i fada autorti
fesil otazky, které souviseji s aproximativni derivaci. (Aproximativni derivace funkce x

v bodg&  se zavadi takto: Necht m(U) znamena Lebesgueovu miru méfitelné pod-
mnoZiny U < R!. Je-li ¥ = R! méfitelna mnoZina, t € R', fikdme, Z¢ V mé v bod& ©
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hustotu 1, jestlize  lim (y + 8)"' m(Vn (t — y, © + )) = 1. Existuje-li mé&fi-

y—=0+,6—-0+

telna mnozina ¥V = R! takova, e v bod& T ma hustotu 1 a Ze existuje

lim (t — 7)™ (x(1) — x(1)),

kde limitu bereme pro t —» 7, teV, t + 7, pak tato limita se nazyva aproximativni
derivace funkce x v bodg 7.) Jarnik v [48] dosahl vysledku, jemuZ patti pfivlastek
definitivni: mnoZina takovych x e C, Ze aproximativni derivace neexistuje v Zad-
ném ¢ € (0, 1), je residualni. Posledni praci tohoto zaméfeni je [82]. Otazku (souvi-
sejici s teorii operatorti Mikusifiského), zda existuji spojité funkce x, y tak, aby jejich
konvoluce x *y neméla derivaci v Zadném bodé€, zodpovédél V. Jarnik takto:
existuje residualni mnoZina Q = C x C tak, Ze x * y nema derivaci v Zddném bodé&
pro (x, y)€ Q.

Vice nez deset Jarnikovych praci nelze zatadit do zadné ze étyf pravé popsanych
skupin. Pomineme-li nezaslouZen& velmi zajimavé prace, které jsou tématicky oje-
din&lé ([1], [3], [23]. [29], [43], [61], [79] a [85]), zhstava n&kolik praci z teorie
fad a Riemannova integralu. Pfinosem prace [15] je novy dikaz zndmé Arzelovy
véty o limitnim pfechodu v Riemannové integralu, ktery byl také pojat do druhého
vydani dila prof. Petra o integralnim po&tu. V praci [25] je ipIn& vy3etfena otazka
jak dalece je omezena realna funkce urcena systémem svych Darbouxovskych soudti.
Prace [11], [13] a [14] jsou v&novany v zéklad& pferovnani neabsolutn& konver-
gentnich fad (obecné s komplexnimi &leny).

Z uvedeného nastinu védecké prace prof. Jarnika vyplyva, Ze byl v podatcich své
védecké prace ovlivnén zejména dilem E. Landaua. Jarnikovy prace indukovaly nové
vysledky jinych matematikt a je dokladem jejich mySlenkové hloubky, Ze piiklady
pro to muiZeme nalézt v dob€ soucasné. Jarnik byl v Zivém styku s mnohymi vyznag-
nymi matematiky (Landau, Walfisz, Mahler, Rogers, Erdds, Sierpifiski, Chingin,
Turén, Zahorski, Saks atd.), s n&kterymi ma i spole¢né publikace. Z vyse uvedeného
rozboru je patrné, Ze Jarnikovy prace podstatné ovlivnily teorii mfiZovych bodil,
teorii diofantickych aproximaci a i geometrii ¢isel. Je zajimavé a méné znamé, Ze
i stejny vliv mély jeho prace z teorie redlnych funkci. Sta¢i uvést napf. praci [41],
ktera indukovala fadu praci Zahorského, praci [39], z jejiz hlavni véty odvodil
v lofiském roce Garg dosud nejsilngjsi v&tu o vlastnostech, derivovanych &isel spoji-
tych funkci ve smyslu kategorii. Podobn& prace [57] byla na po&atku celého vysetio-
vani o limitnich hodnotach realnych funkci, které je zvlast intensivni v poslednich
letech. Zajimavé také je, Ze vysledky prace [5] byly jiz n&kolikrat znovu objeveny
a skuteCnost, Ze tato prace byla publikovana v r.1923, je pfekvapenim i pro specialisty.

Je velmi nesnadné podat rozbor neb dokonce jen vycerpavajici prehled Jarnikovy
pedagogické Cinnosti. Zaznamenejme spiSe jen pro mlad3i generaci pracovnikii
v matematice, ktefi neméli to Stésti a nenavsté€vovali jeho pfednasky, Ze v prof. Jarni-
nikovy odesel patrné nejlep$i pfednésejici, kterého matematicko-fyzikalni fakulta
kdy méla. O zplisobu jeho pfednaseni bylo jiZ mnoho napsdno. Upozornéme na vlastni
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poznamky k tomuto tématu, které otiskuje prvé Cislo Pokrokii matematiky, fyziky
a astronomie v letoSnim roce a na nékteré podstatné rysy jeho uclitelské Einnosti.
Typicka pro Jarnikovy pfednaSky byla jejich pfesnost. Nebyla to oviem piesnost
ztrnula, stejnd pro vSechny ro¢niky a pro vSechny okruhy posluchact. Prof. Jarnik
dovedl velmi pfesné odhadnout, které Givahy jsou pro auditorium, pfed nimz stoji, tak
béZné, Ze je miZe jen naérnout. Proto povéstny ,,Jarniklv styl* neznamena redukci
pfednasky na fetéz definic a vét s tizkostlivym provadénim vsech krokt az do ,,posled-
niho ¢ — 6* od prvé hodiny do posledni, bez ohledu na ro¢niky. Naopak: Jarnik stale
prokladal své pfednasky orientaénimi ivahami, v nichZ ukazoval, pro¢ je tfeba ubirat
se pravé timto smérem, volit tento postup ditkazu, kde je moZno ocekavat potiZe.
Vlastni vyklad byl ovSem naprosto korektni, tlumoceny formou tmérnou turovni
auditoria. Typické je také to, Ze se Jarnik nevyhybal partiim neb diikaziim, které
jsou mﬁoh)"mi uciteli vynechavany pro svou komplikovanost a naro¢nost. Pfipomeri-
me napf. Ze se malokomu podafi béhem semestralni étyfhodinové pfednasky vylozZit
teorii Lebesgueova integralu se viemi dikazy (véetné véty o substituci) pro posluchade
druhého roéniku matematiky a fyziky, malokdo dokaze pfednaset vybérovou pied-
nasku o mfiZovych bodech, specidlnich funkcich neb zafadit do pfednasky tplny
ditkaz véty o Markovove fetézci a vSe naprosto korektné a jasné ve velmi kratkém
dase prednést.

Dalsim podstatnym rysem uditelské Cinnosti prof. Jarnika byl vybér tématiky,
kterou pfednésSel. V povinnych pfednaskach to byly hlavné zakladni kursy matema-
tické analyzy pro prvé dvouleti universitniho studia.

Po osvobozeni v r. 1945 doslo na nasSich vysokych $kolach k mimofadné situaci;
fady vysokoskolskych ucitelt profidly a pfitom vysoké Skoly musely zvladnout naval
posluchadt téch ro¢nikii, které nemohly pokrafovat ve studiich za okupace pro
uzavieni vysokych $kol. ZvIast citelny byl nedostatek uCebnic. V. Jarnik v této dobé
mimofadného pracovniho zatiZeni naSel dost sil, aby pracoval na étyfech svazcich
u&ebnic matematické analysy: Uvod do poétu integralniho vychazi v r. 1948, Uvod
do pottu diferencialniho v r. 1951, Diferencialni poCet v r. 1953, Integralni pocet
v r. 1955. Prvni dva svazky dokladaji, jak Jarnik promyslené vede posluchace na
stupni elementarnim, druhé dva svazky tvofi solidni zdklad pro praci v matematické
analyse a obsahuji takové bohatstvi materidlu a upozornéni na vzajemné souvislosti,
Ze tvofi mezistupeni mezi uéebnici a monografii. Je pfiznaéné, Ze i v té€chto ucebnicich,
vénovanych vlastné zakladiim matematické analysy, najdeme nejen fadu metodicky
ptvodnich postupi, ale i po v&decké strance piivodni zpracovéani n&kterych témat (napt.
vyklad totdlniho diferencialu v diferencialnim poctu je ve svétové literatufe ojedingly).

Prof. Jarnik v8ak pfednasel i teorii funkci komplexni proménné a kdyz bylo tfeba
i diferencidlni rovnice jak v realném tak i komplexnim oboru. Prof. Jarnik o sobé
pouze pfipoust&l, Ze je specialistou v teorii &isel (a to jedt& v n&kterych oblastech, jak
skromng vZdy dodaval). Jeho nebyvale 3iroky rozhled po matematice viak umoZziio-
val, Ze dokazal sestavit pfednasku i z obori jeho vlastni praci dosti vzdalenych a to
vZdy tak, Ze znamenala po mnoha strdnkach pro fakultu pfinos. Typicka je v tomto
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sméru napf. pfednaska o specialnich funkcich v letech 1959 —61, vybérova pfednaska
a seminaf z konstruktivni teorie funkci v letech 1954 — 56 atp. Prof. Jarnik vZdy vycha-
zel z dokonalé a Siroké znalosti problematiky na zaklad€ ¢ehoZ proved]l vlastni vybér
a uspotadani latky, formulaci vét, dikazli. V téchto pfednaskach byla skryta cela
fada drobnych i vétsich metodickych a i védeckych poznatk?l.

Jesté patrné&jsi a vyrazn&jsi byly v tomto sméru jeho pfednasky z riznych oborii
teorie Cisel. Uvedeme pro ilustraci jen vybér témat z poslednich zhruba dvaceti let:
L-tady, Goldbachiiv problém, geometrie Cisel, nauka o rozloZeni prvocisel, alge-
braickd a transcendentni &isla, teorie mfizovych bodit, diofantickych aproximaci,
pravdépodobnostni metody v teorii &isel. V rukopisné pozistalosti prof. Jarnika
jsou zachovany velmi podrobné texty téchto pfednasek, které mnohdy snesou srov-
nani se svétovou monografickou literaturou téchto obort. Je snad zbyteéné dodéavat,
Ze to vSe byly pfednasky na sou€asné tirovni svétového badani a mnohdy seznamovaly
a pravé vznikajicimi a rozvijejicimi se obory.

Velmi cenna, ale t€Zko uplné&ji postihnutelna je Jarnikova recenzni Cinnost. Ne-
myslime tim jen zasvécené referaty v referativnich Casopisech a obsahlé recense
novych knih v naSich matematickych Casopisech, z nichZz kazda je ve skuteCnosti
malym dilkem, které étenafe pozorné uvadi do piislusné problematiky. Prof. Jarnik
jako ¢len redak¢ni rady fady Casopisti recenzoval prace do ¢asopisu zaslané. Nebylo
vyjimkou, Ze diky jeho pelivé a neziS§tné recenzi mohly byt nékteré prace viibec
publikovany neb jejich vysledky mohly byt dovedeny do tplnéj§iho tvaru.

Je snad v dne$ni dobé pon€kud neobvyklé, Ze tak vynikajici uditel a védec jako pro-
fesor Jarnik nezaloZil svou vlastni védeckou kolu. Je skute¢n& pravda, e v Cesko-
slovensku neni pocetnéj§i skupina matematik, ktefi by se vénovali vyhradné nékteré-
mu z obori, v nichZ prof. Jarnik pracoval. Je to zplisobeno zzjména tim, Ze prof.
Jarnik nebyl pfitelem uzké specializace v matematice a vidy pokladal pro nasi
matematiku za duleZit&jsi ziskat mladé lidi pro praci v matematice, dat jim solidni
zaklady a naucit je védecky pracovat nez vychovat nékolik byt vynikajicich uzkych
specialistl. Proto také povazoval za dilezit€jsi dat nasi matematice obsirné zakladni
ucebnice, neZ sam napsat dalsich deset, dvacet praci. Proto daval pfednost prednas-
kam z matematické analysy pfed pfednaskami z teorie &isel, i kdyZ jich vedl celou
fadu. Profesor Jarnik ovlivnil nasi matematiku nejen svou védeckou praci, ale hlavné
svou praci vysokoSkolského ucitele a autora zdkladnich ucebnic takovym zptisobem,
Ze prakticky vSechny nase matematiky lze povaZovat za pfimé nebo nepfimé Jarniko-
vy zaky, protoZe kazdy z nich byl ve své praci ovlivnén Jarnikovym dilem a osobnim
prikladem.

MiiZzeme jen litovat, Ze se prof. Jarnik nemohl vice v€novat studiim zaméfenym
k d&jinAm matematiky. Jak ukazuji jeho studie o B. Bolzanovi mohl zachovat zejména
pro d&jiny matematické analysy a teorie &isel velmi cennéd sv&dectvi, nebot jednak
celou problematiku v nebyvalé §ifi ovladal, jednak byl aktivnim ucastnikem rozvoje
téchto disciplin v naSem stoleti a velmi uzce se stykal s fadou vé&dci, ktefi v toto obdo-
bi patfili k vedoucim osobnostem svétové matematiky.
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Sama osobnost profesora V. Jarnika byla stejn&€ neobyCejna jako jeho dilo. Byva
fidkym jevem, Ze vynikajici matematik je i vynikajici ucitel. U profesora Jarnika
k obdma témto vlastnostem pfistupovala skutedné ojedin€ld osobni skromnost.
Profesor Jarnik vzdy ve viem kladl saim sebe aZ na posledni misto. Nikdy, ani pfed
posluchaéi, nedaval najevo svou v&deckou pfevahu. Se svymi osobnimi pocity a na-
zory se svéfoval jen ve vzacnych chvilich a mél aZ tizkostlivy smysl pro to, aby jeho
rozhodnuti neb vystoupeni pe¢livé a spravedlivé vaZilo mezi riznymi hledisky a argu-
menty. SnaZil se vidy — a nékdy moZné na $kodu véci — neprosazovat pouze své
osobni nazory.

Profesor Jarnik patfil k lidem s nebyvale irokym kulturnim rozhledem, k lidem
veskrze pokrokovym v nejlepsim slova smyslu. Vynikajici znalec milovnik hudby
a vilbec uméni, milovnik historie nasich narodu. Vasnivy Ctenaf, aktivni sportovec
az do vysokého véku, ktery si ani v poslednim roce svého Zivota neodepfel prochazky
po oblibenych mistech. Do posledni chvile neunavné pracoval, do posledni chvile se
vénoval svym velkym laskdm — rodin&, matematice a uméni. Jeho odchodem postihla
fady nasich matematiki a vysokoskolskych pracovnikii ztrata t€Zka a nenahraditelna.

SEZNAM VEDECKYCH PRAC{ AKADEMIKA VOJTECHA JARNIKA

Zkratky:

Rozpravy ... Rozpravy IL. tf. Ceské akademie véd a uméni

Bulletin ... Bulletin international de I’Académie des sciences de Boheme
Véstnik ... Véstnik Kral. &es. spol. nauk

A. Puvodni védecké prace

Prace vy$lé dvojmo (napf. origindl v Rozpravach a vytah v jiném jazyku v Bulletinu) jsou
uvedeny pod tymz ¢islem jako a), b) apod.
[1] O korenech funkci Besselovych, Rozpravy 29 (1920), €. 28, 6 stran.
[2] O funkci Bolzanové, Casopis pést. mat. 51 (1922), 248—264.
[3] Poznaika k method¥ postupnych approximaci, Casopis pést. mat. 52 (1922), 51—55.
[4] O ¢&islech derivovanych funkci jedné redlné proménné, Casopis pést. mat. 53 (1923), 98— 101.
[5] a) O derivaci funkci jedné proménné, Rozpravy 32 (1923), ¢&. 5, 8 stran.
b) Sur la dérivée des fonctions d'une variable. Bulletin 1923, 4 strany.
[6] a) O rozsiteni definiéniho oboru funkci jedné proménné, pti némZ zistava zachovéna
derivabilita funkce, Rozpravy 32 (1923), &. 15, 15 stran.
b) Sur I'extension du domaine de définition des fonctions d’une variable qui laisee intacte
la dérivalibilité de la fonction, Bulletin 1923, 5 stran.
[71 a) O mifzovych bodech v roving, Rozpravy 33 (1924), ¢. 36, 23 strany.
b) Sur les points & coordonnées entiéres dans le plan, Bulletin 1924, 12 stran.
[8] a) N&kolik pozndmek o mi{Zovych bodech v kruhu, Rozpravy 34 (1925), &. 27, 13 stran.
b) Quelques remarques sur les points a coordonnées entiéres a I’intérieur d’un cercle, Bulletin
1925, 3 strany.
9] Uber die Gitterpunkte auf konvexen Kurven, Math. Z. 24 (1925), 500— 518.
[10] a) O funkcich prvni t¥t{dy Baireovy, Rozpravy 35 (1926), ¢. 2, 13 stran.
b) Sur les fonctions de la premiére classe de Baire, Bulletin 1926, 11 stran.

332



[11] Ubel; bedingt konvergente Reihen, Math. Z. 24 (1926), 715—732.

[12] Uber die Gitterpunkte auf homothetischen Kurven, Math. Z. 26 (1927), 445—459.

[13] Umordnungen von bedingt konvergenten Reihen, Math. Z. 28 (1928), 360—371.

[14] Uber die Umordnung unendlicher Reihen, Véstnik 1927, &. 8, 45 stran.

[15] O integrovani nekoneénych fad, Casopis pést. mat. 57 (1928), 103—113.

[16] O miizovyck bodech ve vicerozmérnych koulich, Casopis pést. mat. 57 (1928), 123—128.

[17] a) O mfizovych bodech ve vicerozmérnych elipsoidech, Rozpravy 37 (1928), &. 27, 19 stran.
b) Sur les points a coordonnées entiéres dans les ellipsoides & plusieurs dimensions, Bulletin

1928, 10 stran.

[18] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. Ann. 100 (1928), 699—721.

[19] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 2. Abhandlung, Math. Ann. 10!
(1929), 136—146.

[20] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. Z. 27 (1927), 154—160.

[21] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 2. Mitteilung, Math. Z. 28 (1928),
311—316.

Poznamka. Prace [18], [19] jsou zcela odli§né od praci 20, 21 pfes stejny nadzev. Totéz
plati o jinych pracich stejného ndzvu, pokud jsou uvedeny pod riiznymi pofadovymi ¢&isly.

[22] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Tohoku Math. J. 30 (1929), 354—371.

[23] Bestimmung einer absoluten Konstanten aus der Theorie der trigonometrischen Reihen.
Annali di matematica pura ed applicata, ser. 4, sv. 6 (1928—29), 7 stran. Spole¢né s K
Grandjotem, E. Landauem a J. E. Littlewoodem.

[24] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln, Math. Z. 30 (1929), 768— 786.

[25] Uber das Riemannsche Integral, Véstnik 1929, &. 1, 14 stran. )

[26] Zur metrischen Tehorie der diophantischen Approximationen, Prace matematyczno-fizyczne
36 (1928—29), 16 stran.

[271 Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. Z. 32 (1930), 152—160. Spo-
le¢né s A. Walfiiszem.

[28] a) Nékolik poznamek o Hausdorffové mife. Rozpravy 40 (1930), ¢. 9, 8 stran.
b) Quelques remarques sur la mesure de M. Hausdorff, Bulletin 1930, 6 stran.

[29] O jistém problému minimalnim. Prace moravské pfirodovédecké spole¢nosti, sv. 6, spis 4,
1930, 57— 63.

[30] Diophantische Approximationen und Hausdorffsches Mass. Math. Sb. 36 (1929), 371—382.

[31] Sur les points a coordonnées entiéres dans les ellipsoides a plusieurs dimensions, Véstnik
1930, &. 6, 11 stran.

[32] Sur une fonction arithmétique. Véstnik 1930, &. 7, 13 stran.

[33]1 Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre, Math. Z. 33 (1931), 62— 84.

[34] Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre. 2. Abhandlung, Math. Z. 33 (1931), 85—97.

[35] Uber die simultanen diophantischen Approximationen, Math. Z. 33 (1931), 505— 543.

[36] Ein Existenzsatz aus der Theoric der diophantischen Approximationen, Prace matematyczno-
fizyczne 39 (1932), 135—144.

[37] Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Monatsh. Math. 39 (1932), 403 —438.

[38] Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre, Véstnik 1931, &. 20, 17 stran.

[39] Uber die Differenzierbarkeit stetiger Funktionen, Fund. Math. 27 (1933), 48— 58.

[40] Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre. 3. Abhandlung, Math. Z. 36 (1933), 581—617.

[41] Uber die Menge der Punkte, in welchen die Ableitung unendlich ist, Tohoku Math. J. 37
(1933), 248—253.

[42] O jedné tfidé funkci spojitych, Casopis pést. mat. 63 (1934), 135— 146.

[43] O minimélnich grafech, obsahujicich » danych bodd, Casopis 63 (1934), 223—235. Spolu
s M. Kosslerem.

333



[44] Sur la dérivabilité des fonctions continues, Spisy pifirodov. fakulty univ. Karlovy, ¢. 129
(1934), 7 stran.

[45] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden: eine Anwendung des Hausdorfschen
Massbegriffés, Math. Z. 38 (1934), 217—256.

[46] Sur les nombres dérivés approximatifs, Fund. Math. 22 (1934), 4—16. )

[47] Uber die stetigen Abbildungen der Strecke, Monatsh. Math. 41 (1934), 408—423.

[48] Sur la dérivée approximative unilatérale, Véstnik 1934, ¢. 9, 10 stran.

[49] Untersuchungen iiber einen van der Corputschen Satz, Math. Z. 39 (1935), 745—767.
Spole¢né s E. Landauem.

[50] Sur I’approximation des fonctions contiunes par les superpositions de deux fonctions,
Fund. Math. 24 (1935), 206— 208. Spole¢né s V. Knichalem.

[51] Sur les superpositions des fonctions continues non décroissantes, Fund. Math. 25 (1935),
190—197. Spole¢né s V. Knichalem.

[52] Remarque sur les nombres dérivés, Fund. Math. 23 (1934), 1—8.

[53] a) "O simultannich diofantickych aproximacich, Rozpravy 45 (1935), ¢. 19, 16 stran.
b) Sur les approximations diophantiques simultannées, Bulletin 1935, 8 stran.

[54] Uber einen Satz von A. Khintchine, Prace matematyczno-fizyczne 43 (1935), 1—16.

[55]1 Sur une propriété des fonctions continues, Casopis pést. mat. 65 (1936), 53— 63.

[56] Uber einen Satz von A. Khintchine. 2. Mitteilung, Acta Arith. 2 (1936), 1—22.

[57]1 Sur les fonctions de deux variables réelles, Fund. Math. 27 (1936), 147—150.

[58] Uber die angendhrte Losung der Gleichung x;0; + ... + x,0, + xo = 0 in ganzen
Zahlen, Casopis pést. mat. 66 (1937), 192—205.

[59] Eine Bemerkung iiber lineare Kongruenzen, Acta Arith. 2 (1937), 214—220. Spole¢né
s P. Erdisem.

[60] Neuer Beweis eines Khintchinechen Satzes, Casopis pést. mat. 67 (1938), 109—113.

[61] Sur un probléme de M. Cech, Véstnik 1938, &. 6, 7 stran.

[62] Zum Khintchineschen ,,Ubertragungssatz*‘. Tpyasl TOHIHCKOTO MaTeMaT. MHCTATYTA 3 (1938),
193—216.

[63] Sur les solutions approchées de I’équation x,@,; + x,0, + xo = 0 en nombres entiers
Xy, X5, Xq, Véstnik 1938, €. 7, 26 stran.

[64] Sur un théoréme de M. Mahler, Casopis pé&st. mat. 68 (1939), 59— 60.

[65] Remarques a I’article précédent de M. Mahler, Casopis pést. mat. 68 (1939), 103—111.

[66] Uber einen p-adischen Ubertragungssatz, Monatsh. Math. 48 (1939), 277—287.

[67] Eine Bemerkung zur Gitterpunktlehre, Casopis pé&st. mat. 69 (1940), 57— 60.

[68] Zur Gitterpunktlehre der Ellipsoide oy(uy + ... + u2) + oy(uf 11 + ... + 4?) < x,
Véstnik 1940, ¢. 3, 63 stran.

[69] Uber die Mittelwertsatze der Gitterpunktlehre. 5. Abhandlung, Casopis pést. mat. 69 (1940),
148—174.

[70] Zur Gitterpunktlehre der Ellipsoide oy(uf + ...+ u?) + ay(u? 4y + ...+ u?) = x.
Zweite Abhandlung, Casopis pést. mat. 70 (1940), 1—33.

[71]1 V&ty o stfedni hodnoté z teorie m¥izovych bodi. 6. pojednani, Casopis pést. mat. 70 (1941),
89—103.

[72] Dv€ pozndmky ke geometrii &isel, Véstnik 1941, &. 24, 12 stran.

[73] a) O linearnich nehomogennich diofantickych aproximacich, Rozpravy 51 (1941), ¢&. 29,
21 stran.
b) Sur les approximations diophantiques linéaires non homogénes, Bulletin 1946, 16 stran.

[74] a) K hlavni vété geometrie &isel. Rozpravy 53 (1943), &. 43, 15 stran. Spole¢né s V. Kni-

chalem.
b) Sur le théoreme de Minkowski dans la géométrie des nombres, Bulletin 1946, 15 stran.
s V. Knichalem.

334



[75] Sur les approximations diophantiques des nombres p-adiques, Revista de Ciencias, Lima,
47 (1945), 489— 505.

[76] On the main theorem of the Minkowski geometry of numbers, Casopis pést. mat. 73 (1948),
1—8.

[77] On the successive minima of arbitrary sets, Casopis pést. mat. 73 (1948), 9—15.

[78] On Estermann’s proof of a theorem of Minkowski, Casopis pé&st. mat. 73 (1949), 131— 140.

[79] O kruznici kiivosti, Casopis pést. mat. 73 (1949), D37— D51.

[80] Sur la symétrie des nombres dérivés approximatifs, Annales de la société polonaise de
mathématique, Krakow, 27 (1948), 214—218.

[81] Une remarque sur les approximations diophantiennes linéaires, Acta scientiarum mathema-
ticarum, Szeged, 12 (1950), 82— 86.

[82] Sur le produit de composition de deux fonctions continues, Studia Math. 72 (1951), 58— 64.

[83] K Teopuu OHHOPOAHBIX JIMHEHHBIX HHOGaHTOBBIX npubimxenuit, Czechoslovak Math. J. 79

(1954), 330— 353.

[84] K MeTpuueckoit Teopun nenHbix apobeit, Czechoslovak Math. J. 79 (1945), 318—329.

[85] Linearni zdvislost funkci jedné proménné, Casopis pést. mat. 80 (1955), 32— 43.

[86] Eine Bemerkung zum Ubertragungssatz, MI3BecTHs Ha MAaTeMaTHYECKHS uHCTUTYT (Bulgarian
Ac. Sci) vol. 3, book 2 (1959), 170—175.

[87] Eine Bemerkung iiber diophantische Approximationen, Math. Z. 72 (1959), 187—191.

[88] Zur Gitterpunktslehre von mehrdimensionalen Ellipsoiden, Acta Arith. 9 (1964), 321—329.

[89] Bemerkungen zu Landauschen Methoden in der Gitterpunktlehre, Abhandlungen aus
Zahlentheorie und Analysis. Zur Erinnerung an E. Landau, VEB, Berlin, 1968, 139— 156.

[90] Un théoréme d’existence pour les approximations diophantiennes, L’Enseignement mathé
matique XV (1969), 171—175.

B. Kongresové referaty

[1]1 Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln, Sprawozdanie z 1. kongresu matematy-
kow krajow slowianskich, Warszawa 1929, 244—245.

[2] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Verhandlungen des Internat. Mathe-
matikerkongresses, Ziirich 1932, sv. I, 24—25.

[3] Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Comptes rendus du Congrés international
des mathématiciens, Oslo 1936, sv. 11, 11.

[4] Sur quelques points de la théorie géométrique des nombres, Zpravy o 2. sjezdu matematika
zemi slovanskych, Praha 1934 (téz Casopis pést. mat. 64 (1934— 35), 26— 48.

[5]1 Uber lineare diophantische Approximationen, Bericht iiber die Mathematikertagung in
Berlin 14.—18. 1. 1953, 189—192.

[6] Approximations diophantiennes linéaires et homogénes, Proceedings of the Int. Congr.
Amsterdam, Vol. I (1957), 430.

C. KniZni publikace

[1]1 Uvod do theorie mnozstvi, Dodatek do K. Petra Integralniho poctu, 2. vyd., JEMF, Praha
1931, 655—1725.

[2] O derivovanych é&islech funkci jedné proménné, Dodatek do knihy E. Cecha, Bodové
mnoziny, JCMF, Praha 1936, 245— 265.

[3]1 Uvod do integralniho po&tu, JCMF 1938, stran 168.

[4] Uvod do pottu diferencidlniho, 1. vyd., JCMF, Knihovna spisi matematickych a fyzikal-
nich, sv. 22, 1946, stran 448.

[5]1 Uvod do poétu integralniho, 1. vyd., JCMF, Knihovna spisti matematickych a fyzikdlnich,
sv. 22, 1948, stran 324.

335



[6] Uvod do poitu diferencilniho, 2. vyd., Pfirodovédecké vydavatelstvi, 1951.
[7] Uvod do poétu diferencidlniho, 3. vyd., NCSAV, 1953, stran 449.
[8] Diferencidlni pocet. Pokradovani Uvodu do poétu diferencidlniho, I. vyd., NCSAV, 1953,
stran 595. °
[9] Uvod do podtu integrilniho, 2. vyd., NCSAV, 1954, stran 295.
[10] Integralni podet II, 1. vyd., NCSAV, 1955, stran 760.
[11] Diferencialni pocet, I, 4. vyd., NCSAV, 1955, stran 451.
[12] Integralni podet I, 3. vyd., NCSAYV, 1956, stran 299.
[13] Diferencidlni poéet II, 2. vyd., NCSAV, 1956, stran 609.
[14] Diferencidlni pocet I, 5. vyd. 1963, NCSAYV, 390 str.
[15] Integralni pocet I, 4. vyd., 1963, NCSAV, 243 str.
[16] Differencidlni rovnice v redlném oboru. Podle pfednasek prof. Jarnika zpracoval V. Petriv.
Utebni texty vysokych $kol, Statni pedag. naklad. 1963, offset, 245 str.
[17] Matematickd analysa pro 3 semestr. U&ebni texty vysokych $kol, Statni pedagog. naklad.
1965, rotaprint, 246 p.
[18] Diferencidlni rovnice v komplexnim oboru, vyjde v r. 1972, ACADEMIA.

D. Studie referativni a kritické

[1] Recense: G. H. Hardy and M. Riesz, The General Theory of Dirichlet’s Series, Casopis
pést. mat. 57 (1922), 339— 340.

[2] Felix Kleint, Casopis 55 (1925), 105— 108.

[3] Recense: G. Valiron, Fonctions entiéres et fonctions méromorphes d’une variable; P. Lévy,
Analyse fonctionnelle, Casopis pést. mat. 55 (1926), 191.

[4] Recense: E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie I—III, Casopis pé&st. mat. 57 (1927),
62—63.

[5]1 Mengerova teorie dimensi, Casopis pést. mat. 58 (1929), 367—374.

[6] Bolzanova ,,Functionenlehre*, Casopis p&st. mat. 60 (1931), 240— 262.

{7] Recense: Poznadmky k &lanku prof. Fr. Radla: Odpovéd k recensi prof. Petra, Casopis p&st.
mat. 61 (1932), 211—223.

[8] Recense: Jeité k ,,U&ebnici‘ prof. Fr. Radla, Casopis p&st. mat. 62 (1932), 68— 74.

[91 Recense: W. Sierpiriski, Wstep do teorji funkcji zmiennej rzeczywistej, Casopis pést. mat. 63
(1933), 53.

[10] Novy matematicky &asopis (Compositio mathematica), Casopis pést. mat. 63 (1934),
312—313.

[11] Recense: Tti knihy o funkcich skoroperiodickych. A. S. Besicovitch, Almost periodic func-
tions, H. Bohr, Fastperiodische Funktionen, J. Favard, Legons sur les fonctions presque-
périodiques, Casopis pést. mat. 64 (1935), D 89—91.

[12] Recense: E. Landau, Grundlagen der Analysis; E. Landau, Einfiihrung in die Differential-
rechnung und Integralrechnung, Casopis pést. mat. 64 (1935), D 91—82.

[13] Novy matematicky &asopis (Acta arithmetica), Casopis pést. mat. 64 (1935), D 122—123.

[14] Recense: A. Zygmund, Trigonometrical series; S. Kaczmarz a H. Steinhaus, Theorie der
Orthogonalreihen, Casopis pést. mat. 65 (1936), D 117—122.

[15] Recense: E. C. Titchmarsch, The Zeta-Funktion of Rieman; 4. E. Ingham, The Distribution
of Prime Numbers, Casopis pé&st. mat. 67 (1937), D 54— 56.

[16] Edmund Landaut, Casopis pést. mat. 67 (1938), D 215—216.

[17] Recense: E. Landau, Uber einige neuere Fortschritte der additiven Zahlentheorie; J. M.
Vinogradov, Novyj metod v analiti¢eskoj teorii &isel, Casopis pést. mat. 67 (1938), D 303—
—306.

[18] Recense: S. Saks, Theory of the Integral, Casopis pé&st. mat. 68 (1939), D 111—113.

[19] Névod ke studiu analysy pro za&ate¢niky, Casopis pést. mat. 70 (1941), D 109—116.

336



[20] Recense: O. Haupt, G. Aumann, Differential- und Integralrechnung, Casopis pést. mat. 70
(1941), D 224—227.

[21] Recense: A. J. Chinéin, Tfi perly theorie &isel, Casopis pést. mat. 74 (1949), D 87— 88.

[22] Recense: I. M. Vinogradov, Uvod do theorie ¢isel, Casopis pést. mat. 74 (1949), D 88— 89.

[23] Novy ditkaz véty o rozdéleni prvogisel, Casopis pést. mat. 74 (1949), D 51— 54.

[24] Recense: C. L. Siegel, Transcendental Numbers, Casopis pést. mat. 75 (1950), D 436—440.

[25] Recense: Tii sovétské knihy o analytické theorii &isel, Casopis pést. mat. 76 (1951), 35— 65.

[26] Pred ustavenim Ceskoslovenské akademie véd, Casopis pést. mat. 77 (1952), 205—207.

[27] Pied ustavenim Ceskoslovenské akademie véd, Casopis Ustiedniho ustavu astronomického
2 (1952), 1.

[28] Recense: A. Apfelbeck: Piispé&vek k Chinéinovu principu prenosu, Casopis pést. mat. 77
(1952), 93.

[29] Recense: J. Kurzweil, Pfispévek k metrické theorii diofantickych aproximaci, Casopis pést.
mat. 77 (1952), 94.

[30] Recense: Z. Zahorski, O kiivkach, jejichz te¢na nabyva na kazdém oblouku vSech sméri,
Casopis pést. mat. 77 (1952), 94—95.

[31]1 Recense: A. J. Chincin, Retézové zlomky, Casopis pést. mat. 78 (1953), 113—116.

[32] Védecké prace M. Kosslera, Casopis pést. mat. 80 (1955), 106—115.

[33] a) Deset let matematiky v osvobozeném Ceskoslovensku, Casopis pést. mat. 80 (1955),
261—273. :
b) Mecars ner mMateMaTukd B ocBoOoxnenHoit Yexocnosakuu, Czechoslovak Math. J. 80
(1955), 291—307.

[34] Bernard Bolzano a zdklady matematické analysy, Sbornik ,,Zdefiku Nejedlému Ceskoslo-
venskd akademie v&d*, 450—458.

[35] Néco o problémech a methoddch moderni matematiky, Publikace ,,XX. stoleti a co dalo
lidstvu*, IIL. svazek, 12—46.

[36] Recense: J. W. S. Cassels, An Introduction to Diophantine Approximations, Casopis pést.
mat. 84 (1959), 212—216.

[37] Recense: 4. Walfisz, Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln, Casopis pést. mat. 85
(1960), 109—112.

[38] Recense: K. Prachar, Primzahlverteilung; W. Specht, Elementare Beweise der Primzahlsatze,
Casopis pést. mat. 85 (1960), 364— 392.

[39] Bernard Bolzano (5. 10. 1781—18. 12. 1848) Czechoslovak Math. J. 86 (1961), 485— 489,
Casopis pést. mat. 87 (1962), 107—111.

[40] Recense: Carl Ludwig Siegel, Gesammelte Abhandlungen I—III, Casopis p&st. mat. 92
(1967), 481—485.

[41] Poznamky k otdzkdam vysokoskolské vyuky, Pokroky mat. fyz. astronomie X V1 (1971), 5—9.

VZPOMINKOVE SHROMAZDENI K UCTENI PAMATKY
AKAD. VOJTECHA JARNIKA

Matematicko-fyzikalni fakulta Karlovy university, v&decké kolegium matematiky CSAV
a Jednota Ceskoslovenskych matematikt a fyzika uspofddaly dne 14. 1. 1971 v budové fakulty
v Praze 8 vzpominkové shromdZdéni k ucténi pamatky akad. VOITECHA JARNIKA.

Shromazdén{ zahajil dékan fakulty prof. dr. Arois Svec DrSc., ktery zvlast& pfivital vdovu
po akad. V. Jarnikovi pani BLAZENU JARNfKOVOU a jeho syna pana RNDr. JikfHo JARNIKA, CSc.

Védeckou &innost zesnulého zhodnotili ve svych projevech prof. RNDr. JAROSLAV KURZWEIL,
DrSc., ¢len-korespondent CSAV a RNDr. BReTisLAv NovAk, CSc. Hlavni my§lenky obou projevil
jsou obsaZeny v pfedchdzejicim nekrologu.

ShromaZdéni se u&astnila skoro celd prazskd matematicka obec. Redakce

337



	
	Other
	Figure



