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Casopis pro péstovani matematiky, ro¥. 96 (1971), Praha
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PAVEL BARTOS, Bratislava, KATARINA PEHARTZOVA-BOSANSKA, Zeliezovee

(Doslo dna 30. decembra 1969)

V tomto ¢lanku odvodime formuly na urCenie vSetkych rieSeni rovnice

(1) + -+

N |-
Il

! 2, (a, b prirodzené &isla)
y b

® |-

v prirodzenych ¢islach x, y, z a dokdZeme jednu vetu vyslovujicu dostacujuce pod-
mienky pre jej rieSitelnost.
Veta 1. Vsetky riesenia rovnice

1 1 1 1
(2 =g = o

X y z b
kde b je prirodzené Cislo, v prirodzenych Cislach x, y, z pre ktoré plati x < y < z,
dostaneme z formul
o) o _me ybv(u+v), z=ybu(u+u)

b yuv — b? yuv — b?

kde vy, u, v sii prirodzené cisla, u=v, (u,v) = 1, o ktorych plati

(4) b% < yuv < 3b%, (yuv — b2)2 < bz(bz + y0?)
a
) ‘ 'b|yuv, 'yuv-—bzlyb(u_;_v)'

Dékaz. Nech (x, y, z) je rieSenim rovnice (2) a nech x < y < z. Potom b < x.
Polozme x = b + k, kde k je prirodzené &islo. Z rovnice (2) mdme potom po tprave
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Podla vety 1 z prace [1] vyplyva, Ze vietky rieSenia rovnice (2) dostaneme z formiil

b(b + k) + k b(b + k) + k
(7) y=( ) l’z ( 2

k k
kde k,, k, st prirodzené ¢isla, o ktorych plati
(8) kik, = b2(b + k)*, k|b®> + k;, b*+k,

(lebo plati k | (b(b + k) + k), (b(b + k) + k).

Vietky rieSenia rovnice (2) v prirodzenych &islach x, y, z, x £ y £ z déavaju teda
vzorce

2
) x=b+k,y=b+b:k‘,z=b

o Bdls,
k
priom k.k, = b*(b + k)%, k < (b* + ky)[k, k, < k,,
k|b*+ky, b*+k,, b<x=3b.t)

Podla (9) teda existuju prirodzené &isla n, m také, Ze
(10) b> + ky =nk, b>*+ k,=mk, n<m.

Z (10) vzhladom na &) mame po malej Gprave

k3 — k(m — n)k, — b*(b + k)> =0

odkial
(11) ky =3[(m — n) k + /((m — n)* k* + 4b*(b + k)*)]
(odmocnina so zapornym znamienkom nevedie k prirodzenému &islu k).

Z (11) je zrejmé, Ze

(m — n)? k* + 4b*(b + k)* = 1*, (I prirodzené &islo) .
Ak je m + n, potom podla zndmych vlastnosti rieSeni f)ytagorejskej diofantickej

rovnice (pozri napr. [2] str. 38—41) existuju prirodzené &isla y, u, v, (4, v) =1,
u>v, ze

(12) (m —n)k =yu? —v?), 2b(b+k)=y.2uv.

11 1 1
1) Keby bolo x > 3b, bolo by — 4 -+ - < —.
x y z b
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Pripad m = n sem zahrnieme pripustiac ¥ = v = 1. Z (11) mame potom k, =
= 3[y(u* — v*) + y(u® + v*)] = yu® a podla (12) k = (yuv — b?)[b. Z (10) vyplyva
potom k, —k, =(m —n)k, teda k, =k, — (m —n)k, & da k, =yu® —
— y(u? — v?) = yv®. Ak tieto hodnoty dosadime do (9) dostaneme (3) s podmienka-
mi (4), (5).%)

Este treba dokazaf, 7e (3) skutodne déava rieSenie rovnice (2) v prirodzenych
slach x < y < z, ak su splnené podmienky (4) a (5). Dosadiac (3) do (2) zistime
Tahko, Ze rovnica je identicky splnena. Podmienky (4) zaruduju, Ze x < y < z
a podmienky (5), Ze x, y, z su &isla prirodzené.

Tym je veta dokazana.

Veta 2. Vsetky riesenia rovnice (1) v prirodzenych ¢islach x,y,z, (x < y < z)
dostaneme zo vztahov

(13) L _ ybu(u + v) ;= ybu(u + v)

ab’ a(yuv — b?)’ a(yuv — b?)

kde y,u,v, u = v, (u,v) =1 si prirodzené Cisla, ktoré spliujii ndsledujice pod-
mienky:

(14) b2 < yuv é 3b2 - ()}uv _— b2)2 é bZ(bZ 4 '}’02)
a
(15) ab | yuv, a(yuv — b%) | yb(u + v).

Dokaz. Podla vety 12 z &lanku [3] dostaneme z riedeni (x', y’, z') rovnice (2)
vietky rieSenia (x’[a, y’[a, z’[a) rovnice (1) v prirodzenych &islach. Na zaklade tejto
vety vyplyva teda veta 2 ihned z vety 1.

Priklad. Riesit rovnicu 1/x + 1]y + 1/z = a/3 v prirodzenych &islach x, y, z pre
a=1laa=2.

Najprv néjdeme vietky rieSenia rovnice 1/x + 1]y + 1/z = 1/3 podla vety 1.
KedZe podTla (8) 3|yuu a podla (7) 9 < yuv < 27, prichadzaji do povahy len hodnoty

yuv = 12, 15, 18, 21, 24, 27..
Pri rieSeni sa o dal3ie podmienky (7) a (8) nestarame, ale vyli¢ime vysledky, v ktorych

neplati x < y < z, alebo v ktorych x, y, z nie st prirodzené &isla. Postup vypo&tu
a vysledky obsahuju nasledujuce tabulky.

2y Kedze (4, v) = 1, plati

yuv — b2 | ybv(u +~v), ybu(u + v) <> yuv — b* | yb(u + v) .
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yup = 12 yuv = 15

y 1 1 2 2 3 4 6 12 1 1 3 5 15
u 12 4 6 3 4 3 2 1 15 5 5 3 1
v 1 3 1 2 1 1 1 1 1 3 1 1 1
x 4 4 4 4 4 4 4 5 5 51 5
y 13 | 21 14 | 20 15 16 18 24 8 12 9 10 15
z 156 | 28 84 | 30 | 60 | 48 36 | 24 120 | 20 | 45 30 15
yuv = 18 yuv = 21
Y 1 1 2 3 3 6 9 18 1 1 3 7 | 21
u 18 9 9 6 3 3 2 1 21 7 7 3 1
v 1 2 1 1 2 1 1 1 1 3 1 1 1
X% 6 6 6 6 6 6 6 6 7 7 7 T 7
y L2222 710 8 9 | 12 o206 7|2
z 0 0 0 42 15 | 24 18 12 0 0 0 21 0
yuv = 24 yuy = 27
b 1 1 2 2 3 4 4 | 6 8 12 | 24 1 3 9 | 27
u | 24 8 12 4 8 6 3| 4 3 2 1 27 9 3 1
v 1 3 11 3 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1
X 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 919 9 9
y| sl |ela )] g ez ele]nls) 6]
z| 0,0, 0|0 00|12 0|0 0,04 0 0 0 9

Z najdenych rieSeni rovnice 1/x + 1/y + 1/z = 1/3 Tahko uréime v3etky rieSenia
rovnice 1/x + 1[y + l/z = 2/3 vyhladajic medzi nimi rieSenia so spolo¢nym deli-
teflom a = 2, ktorym ich delime. Tak mame

x 2 2 2 2 2 3 3 l 4 ’
y 7 10 8 9 12 4 | 6 | 4 |
z 42 15 24 18 12 6 i 6 ]

Ak méme riegit len rovnicu 1/x + 1]y + 1/z = 2[3, je veImi vyhodné postupovat
pomocou vety 2. V tomto pripade totiZ 6|yuv, a teda st mozZné len pripady yuv =
=12, 18, 24. '

O diofantickt rovnicu (1) je v literatire zaujem (pozri napr. [2], [4], [5], [6])-
V [4] a [6] sa uvéadza viac problémov o nej, dosial iplne nerieSenych. Ich obtaZnost
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