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Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 96 (1971), Praha

MITTELWERTSATZE DER GITTERPUNKTLEHRE II

BRETISLAV NOVAK, Praha

(Eingelangt am 26. November 1970)
Zum Andenken meines Lehrer Prof. VoiTECH JARNIK gewidmet

1. Einleitung. Sei r = 2 eine natiirliche Zahl und sei
(1) Qu) = Q(u;) = Zlajlujul
Ji=

eine positiv definite quadratische Form mit einer symmetrischen Koeffizientenmatrix
und mit der Determinante D. Es seien weiter

) M,>0,M,>0,...M, >0, by, b,,..b
und
(3) Uy, gy oeey Oy

reelle Zahlen. Bedeute 0 < 4; < 4, < ... die Folge aller Werte der Form
Q(m;M; + b;) >0

mit ganzen m;, m,, ..., m,, 4, = 0 und fiir ein ganzes nichtnegatives m sei mit a,,
die Summe

r

Y exp [2ni Y ay(m;M; + b))]

i=1
bezeichnet, wobei iiber alle Systeme m,, m,,..., m, ganzer Zahlen, fiir welche
Q(m;M; + b;) = A, ist, summiert wird.
Fiir x 2 0, ¢ = 0'legen wir

{ M exp [2ni zr: a;b;] 6
R _ e = i=1 r/2+e
Al = e+ 1) 2,0 = Afts V3 = — e T ’
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wobei M = n"/?[,/(D) MM, ... M,, § = 1, wennalle Zahlen o, M,, &, M,, ..., o0,M,
ganz sind, sonst 6 = 0. Schliesslich sei

-

(4) Ly g(x) = Ae(x) - Ve(x)
) we) = [l ar

Fiir ¢ = 0 ist die Funktion (4) der bekannte ,,Gitterrest*, welcher in einer Reihe
von Arbeiten untersucht worden ist (siehe z. B. [1]—[7] und die in diesen Arbeiten
angefiihrten Hinweise). Die Funktion (4) (fiir ganze ¢ > 0) fiihrte schon Landau
ein (vgl. [3], S. 11 und die weiteren) und bentitzte diese bei seiner Methode. Von
den O: und Q-Abschitzungen der Funktion (4) fiir ein géwisses (geniigend grosses)
¢ konnen niamlich meistens O- und Q-Abschitzungen der Funktion P(x) = Py(x)
hergeleitet werden. !

Im Jahre 1968 kehrte zu diesen Fragen JARNK in seiner Arbeit [2] zuriick und
stellte die Frage der Auffindung der besten mdoglichen O- und Q-Abschitzungen der
Funktion (4) in Abhingigkeit von dem Wert ¢. Wir fiihren in gekiirzter Form sein
bemerkenswertes Ergebnis an:

Die Form (1) besitze ganzzahlige Koeffizienten, sei o; = b; =0, M; =1,
j=1,2,...,r. Dann gilt

a) Wenn 0 < ¢ < r[2 — 2 ist, dann ist
Py(x) = 0(x"*"")
wenn @ > r[2 — } ist, dann ist

P(x) = O(X(r-l)/4+0/2).
b) Fiir ¢ 2 0 gelten zugleich die folgenden Abschiitzungen
Pfx) = Q(x*"1), P[x)=Q(x"~1s+te2)

Es ist leicht zu sehen, dass fiir 0 < ¢ < 4r — 2 oder ¢ > 4(r — 1) so definitive
Ergebnisse erreicht worden sind. Fiir ¢ 2 0, 4r — 2 < ¢ < 4(r — 1) gibt Jarnik in
der Arbeit [2] auch einige O-Abschétzungen, welche aber nicht definitive Ergebnisse
liefern. Fiir ¢ = 0 entspricht dieser Fall dem klassischen Problemkreis r = 2, 3, 4.
Fiir allgemeines ¢ bekommt man also eine gewisse ,,Verschiebung* in das Intervall
20 + 4 = r = 29 + 1. Die erste Q-Abschidtzung von Jarnik ist besser als die zweite
fir 0<o<#¥r—3), fiir ¢=4r—3)=0 sind beide Abschitzungen gleich,
fir o < 4(r — 3), ¢ = 0 ist wieder die zweite Q-Abschitzung besser. Es ist also
natiirlich zu vermuten, dass fiir ¢ = }(r — 3) 2 0 das eine definitive Ergebnis in
das andere iibergeht.
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Die direkte Untersuchung der Funktion (4) ist erheblich schwierig. Deswegen
wurde auch fiir ¢ = 0 der Mittelwert der Funktion P(x) untersucht d. h. die Funktion
(5) (fiir ¢ = 0), wie man es in den Arbeiten [1], [3] und [7] finden kann. Das Studium
der Funktion (5) ist namlich verhaltnisméssig einfacher (Nichtnegativitit und
Monotonie) und man kann zusitzlich von manchen ,,geniigend guten Ergebnissen
fiir die Funktion (5) auch O- und Q-Abschitzungen der Funktion (4) herleiten.

In der Arbeit [6] wurde die Funktion (5) unter der Voraussetzung, dass die Koeffi-
zienten der Form (1) und die Zahlen (2) ganz sind, untersucht. Nach einem der
Hauptergebnisse dieser Arbeit (Satz 3 von S. 74) gilt unter den angefiihrten Voraus-
setzungen (natiirlich setzt man voraus, dass die Funktion (5) nicht identisch Null
gleich ist):

(6) K x"?*e* 12 < M (x) < Kpx"~! fir 0<o<i(r—23)),

(1) Kt o M) < K tlgx fir o= 3(r—3) 20,

K x2*et 12 o M (x) < Kx"2*e* Y2 fiir 9> 3(r —3), 220,

wo x > K, und Ky, K, K, sind positive Konstante, welche nur von der Form (1),
von ¢ und von den Zahlen (2) und (3) abhéngen.

In derselben Arbeit ist gezeigt, dass die unteren Abschidtzungen allgemein nicht
verbesserbar sind. Wenn namlich der sogenannte Singularfall vorkommt (siehe § 2
dieser Arbeit), ist fiir x > K, ¢ = 0 sogar

2+e+1/2 2+o+1/2
Kyatietetiid o M (x) < K gt tertiz

Das Hauptziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, dass auch die angefiihrten oberen
Abschitzungen allgemein nicht verbesserbar sind. Es gilt namlich der folgende

Hauptsatz 1. Es seien die Koeffizienten der Form (1) und die Zahlen (2) ganz und
die Zahlen (3) seien rational. Es entstehe nicht der Singularfall. Dann gibt es
positive Konstanten K, o < r — 1, B < 1 (diese hingen nur von ¢, der Form (1) und
den Zahlen (2), (3) ab) so dass

(8) M,(x) = Kx"~* + O(x*) fir 0<¢<#r-3),
) M, (x) =Kx""'lgx + O(x""'1gf x) fir g=3r—3)20
gilt.

Fiir ¢ = 0 wurde dieser Satz in der Arbeit [7] bewiesen. Dessen Beweis is also
eine Verallgemeinerung des in dieser Arbeit beniitzen Verfahrens d. h. des von
Jarnik abstammenden Ausdruckes der Funktion M,(x) mittels eines zweifachen
Kurvenintergrales zusammen mit dem Ausniitzen der Transformationseigenschaften
der zugehorigen Thetafunktion (siehe [1]).

Vom Hauptsatz 1 ergibt sich (nach dem iiblichen Widerspruch) sofort der folgende
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Hauptsatz 2. Es seien die Koeffizienten der Form (1) und die Zahlen (2) ganz, die
Zahlen (3) seien rational und es entstehe nicht der Singularfall. Dann ist

- " Pfx) = Q(x"*") fir 0<¢<i(r-23),
P, (x) = Q[x"*~1 J(Igx)] fir o=%r—-3)20.

Diese Resultate verstirken und verallgemeinern Jarniks oben angefiihrte Q-Ab-
schitzungen und ebenfalls auch die Ergebnisse des Verfassers von den Arbeiten [7]
und [8]. Besonders ist der logarithmische Faktor fiir ¢ = 4(r — 3) = 0 von Interesse.
Fiihren wir noch an, dass die Q-Methode von Jarnik, welche in der Arbeit [2]
beniitzt worden ist, wesentlich an der Voraussetzung 6 = 1 beruht und fiir 6 = 0
keine Ergebnisse liefert. Im Spezialfall ¢ = 0, a; = b; =0, M; =1,j=1,2,...,r
wurden beide Sitze von Jarnik in der Arbeit [1] bewiesen.

2. Bezeichnungen und Hilfssiitze. In der ganzen Arbeit wird vorausgesetzt, dass die
Koeffizienten der Form (1) und die Zahlen (2) ganz und dass die Zahlen (3) rational
sind. Von unseren Untersuchungen ist der Fall, wenn Ay(x) = 0 fiir alle x aus-
geschlossen (nach dem Lemma 5 von der Arbeit [6] ist dann auch die Funktion P(x)
identisch Null gleich).

Mit dem Buchstaben ¢ werden (allgemein verschiedene) positive Konstanten be-
zeichnet, welche nur von der Form (1), den Zahlen (2), (3) und von ¢ abhéngen. Mit
dem Buchstaben H bezeichnen wir den kleinsten gemeinsamen Nenner der Zahlen
ayM,, ¢;M,, ..., ¢,M,. o bezeichne immer eine nichtnegative Zahl ¢ < 4(r — 3), x sei
eine hinreichned grosse positive Zahl,d. h. x > ¢, m, h, p (eventuell mit einem Index
usw. versehen) bedeute ganze Zahlen, n und k (wieder mit Index usw.) seien na-
tiirliche Zahlen. Falls h und k gemeinsam (in Formeln usw.) auftreten, setzen wir
immer voraus, dass (h, k) = 1 ist (4hnlich fiir &', k" usw.).

Wenn |A| < ¢B ist, schreiben wir kurz 4 < B. Mit 4 =< B wird kurz die gleich-
zeitige Giiltigkeit der Beziehungen A € B, B < A bezeichnet. Die Symbole O, o
und Q haben die iibliche Bedeutung d. h. sie werden zum Grenziibergang x — + o
bezogen und die, in deren Definitionen auftretenden Konstanten sind immer vom
»Typ* c.

Unter einem Integral wird das (absolut konvergente) Lebesguesche Integral
verstanden. Wenn a eine reelle Zahl ist, sei

| fs)ds = zJ‘u_o fa + if)dt.

(a)

Wenn x > 0, —00 £ a £ b £ + o0 und I ein Intervall mit den Endpunkten a und b

ist, dann sei
J.f(s)dt == rf(l + it) dr.
I a X

248



(Die beiden Schreibarten beniitzen wir natiirlich unter der Voraussetzung, das die
Integrale auf der rechten Seite existieren.)

Legen wir M, ,(f) = M,(t) und fiir jedes n, t = 0 definieren wir induktionsweise

Mo,n+ l(t) = J‘(:Ma,n(,V) dy.

Fiir ein komplexes s, Re s > 0 sei

(10) o(s) = O(s; ;) =§0ame—ams
und

M exp (27ri.2 a;b;)
(1) F(s) = Fls; ) = 05) ~ ,

7 = 8, G(s) = F(5) = F(s; —a}).
Alle diese Funktionen sind offensichtlich in der Halbebene Re s > 0 holomorph und
in jeder Mengen der Form Re s = & > 0 beschrinkt. (Wir bemerken noch, dass in
(11) und auch ferner fiir ein komplexes s, 7 positiv, s* den Zweig der Funktion s
bedeuten wird, fiir welchen diese Funktion einen positiven Wert fiir positive s
annimmt.)

Zuerst fiilhren wir drei Hilfssitze an.

Lemma 1. Es sei a, > a; >0, b, > by >0, 4
f(s, 8') sei im Gebiet a;, < Res < a,, by < Res’
Dann gilt

J~ (.[ ..‘ds'>ds=J‘ (I ...ds’)ds=j (I ...ds)ds’=

(a1) (by) (a1) (b2) (b2) (a1)

=J. (J. ...ds)ds'=j. (j ...ds’)ds=f (I ...ds’)ds,
(b2) (a2) (a2) (b2) (a2) (b1)

wobei alle Integrale den Integrand

1, =21, v = 1. Die Funktion

=
< b, holomorph und beschrdnkt.

f(s, s
s's'M(s + s')"
haben und absolut konvergent sind.

Beweis. Siehe [1], Hilfssatz 1.

Lemma 2. Es sei a > 0, b > 0. Dann gilt
(12) M, ,(x) = — A F) G(£) 7 ;0\ g5
' 4n* Jy \J oy 2715 M (s + 5"

Beweis. Siehe [6], Lemma 1.
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Lemma 3. Sei s = 1[x + it. Ist t < x~ "2, dann ist

(13) - _PL‘_) < xf4tez+1z

so+l

Wennh=t=0,k§\/x und

(14) o P
k k \/x
ist, dann gelten die Beziehungen
15) ) >
F(s) < s
( B 2mh[\"2
. K1+ x|t ——
k
r/2
(16) F(s) — L L u ,
. 2nih\"? 1 2rh|\"?
k(s — — K1+ x|t — —
k k
wobei wir S, , = 0 legen, wenn k % 0 (mod H) ist und
& 2nih o
Spx = Spal() = Y exp === Q(a,M; + b)) + 2ni Y aja;M; + b)) ),
ag,a2,...,ar=1 ji=1
wenn k = 0 (mod H). Immer ist
(17) Six <€ k%,

Beweis. Siche z. B. [6] Lemma 3, [7] Lemma 4.

Wir bemerken, dass in der Arbeit [6] die Zahlen S, ; in einer etwas anderen Weise
definiert worden sind. In der ganzen Arbeit werden wir voraussetzen, dass der
sogenannte Singulatfall nicht entsteht, d. h. es existieren h und k derartig, dass S, ,
#+ 0 ist.

3. Beweis des Hauptsatzes 1. Der Beweis des Hauptsatzes 1 ist im Grunde dem
Beweis des analogischen Satzes von der Arbeit [7] dhnlich. Wir gehen von dem Aus-
druck (12) aus und beweisen, dass fiir ein gewisses n (n = ¢ und hinreichend gross)
iir 0 < ¢ < ¥(r — 3) die Beziehung

M, (x)=Kx"*"" 24+ 0(x), K=c, a<r+n-2

gilt. Nach der Beniitzung der Ungleichungen (0 < 4 < %)

X

M, (0 dt, ix M, ()2 J' M, (1) dt

x(1—-2)

x(1+4)

ax M, (%) < f

x
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und der rekurrenten Definition der Funktion M, ,(x) kann einfach hergeleitet werden,
dass eine dhnliche Beziehung schon fiir alle n gilt. Ahnlicherweise kann man auch im
Fall ¢ = 4(r — 3) = 0 fortschreiten. Da treten nur gewisse Schwierigkeiten techni-
schen Charakters zu, welche der logarithmische Faktor im Hauptglied verursacht.

Setzen wir also voraus, dass die Zahl n hinreichend gross ist, n = c. Zuerst erinnern
wir noch an die Fundamentaleigenschaften der Fareybriiche, welche wir ferner
gebrauchen werden. Erwigen wir die Fareybriiche, welche zu der Zahl \/x gehéren,
d. h. Briiche der Form h[k, wo k < /x ist. Wenn h’[k’ < h[k < h"[k" drei solche
nacheinander folgende Briiche sind (d. h. zwischen h’[k’ und h"[k” liegt genau ein
zu /x gehdrender Fareybruch — némlich h/k), dann ist notwendig (vgl. z. B. [3],
S. 249-250) hk' — h'k = 1, h"k — hk" = 1, k + k' > /x, k + k" > \/x. Wenn

man in diesem Fall
%h’k=<2 h+h,2nh+h]

n
k+ Kk k + k"

legt (wir bemerken, dass dieses Intervall eindeutig durch die Zahl \/x und das Paar
h, k, k < \/x bestimmt ist), dann ist (n < 9,, 9, < 2n)

h 9 h 9
18 B, =(2n—— —L. ¢ 2|
(18) ok ( k kix ]

ko ky

Die Intervalle B, , sind offensichtlich punktfremd und bedecken die ganze reelle
Achse. Wenn man

we 2"
[V()] + 1

bezeichnet, ist offenbar w =< x~'/2 und B, , = (—w, w]. Bezeichnen wir noch der
Einfachheit wegen (k, k' < \/x)

p = 27rﬁ, p = ZnE, B=+B=B,,, —B=VB_,,,
k k' ' '
B = +B =B,,, B =B_,,.
Immer sei s = 1/x + it, s’ = 1/x + it’ und bezeichne man noch
F(s) G(s") ¢+

(19) H(t’ t'; “i) = Sa+lsm+l(s + s:)u :

Leicht ist zu sehen, dass
(20) H(—t, —t;0;) = H(t, t'; —a;), H(t, t'50;) = H(t', t; —a))

gilt. Wir fiihren noch einige einfache Abschédtzungen an, welche wir immer beniitzen
werden. Es gilt

1 X
21
1) s+s'<1+x|t+t’l
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und fiir0 £ u < x ist
(22) ) et < 1,

Wenn |t — 2nh/k| < 1/k \/x (insbesondere also nach (18) fiir 1€ B, ,), h + 0 ist,
dann ist

23) o= o] = 2.
_ k
Nach (12) (wo a = b = 1/x) gelegt wird) ergibt sich

(24) 4n2 M, (x) = zL}(L,... dt) ar ,

wo iiber alle solche h, k, h', k' summiert wird, fiir welche k < \/x, k' < \/x ist (im
Sinne unserer Verabredung ist auch (h, k) = 1, (k’, k') = 1). Die rechte Seite von
(24) zerlegen wir nun in einige Teile. Sei

(25) 8y = H;{ dedr,

wo 2 das Gebiet min (|t|, |¢'|) £ w ist. Fiir

(26) h>0, k<.x
und
(27) W>0, k<x, Wk+hk

bezeichnen wir

(28) M(h,k,h',k')=J‘f ...dt’dt+J.J‘ .. drdr +
BJ B’ BJ -8B

+I I ...dt’dt+f f ... drdt,
-8J® -8J-%

(29) N(h,k)=N(h,k;aj)=J j ..drdr,

P(h,k)=P(h,k;a,)=.[ J .. dr dt
B8JB

(die Integranden in (24), (25), (28) und (29) sind H(t, t'; ;)). Endlich sei

(30) S, =IM(h, k, k', k)
(das Summierungsgebiet (26) und (27)) und
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(das Summierungsgebiet (26)). Nach (24)—(31) und (20) ergibt sich

(32)  4n* M, (x) =S, + S, + Si(a)) + Ss(—a;) + Sa(x;) + Sa(—a;).

Wir untersuchen ferner die einzelnen Glieder von der rechten Seite dieser Beziehung.
Behauptung 1.

(33) S1 < xr/2+q+n—-l/2 .

Beweis. Nach (20) kann offenbar

2w 2w w © -2w
Sl<,f j ...dt’dt+J~ (J ...dt'+J‘ ...dt’)dt=T1+T2
—2wd —2w -w 2w -

mit den Integranden IH(t, £ cxj)l geschrieben werden. Die Abschitzung T, + T, <
< x"2* e+ U2 st nun in [6], S. 66— 67 (Beziehungen (22) und (24)) angefiihrt.

Behauptung 2.
(34) S3(aj) + S3(—aj) < xT2-12+etni2

Beweis. In P(h, k) (siche (29)) ist nach (23) offenbar min (|s|, |s'|, [k.
Wenn man nun die Beziehung (15) vom Lemma 3 auf die Funktion F(s) und die
gleiche Abschitzung (siehe (11)) fiir die Funktion G(s) beniitzt, erhilt man

Si(a;) + S3(~w) <

© k 2(e+1)+n xr—2 ®© © x dt x dt’
< 2 L (—> —r—_‘f r/2 / <
ksyxh=1\h k) _o)-n(l+ x‘t — ﬂl) 1+ x!t — ﬂ!)

< xr—2 Z k2(o+1)+n—r < xr/2~1/2+q+n/2 .
k=sVx

Behauptung 3.

(35) Syfo) = — XTI = 1) S LY

(2m)2e Ir(r+n-1) Fz(r/2) ke 51 h2@+Dp2r-20-2

wo g(x) = max (xr/2+q+n—1/2, xr+n—3).

Beweis. Wihle man (26) erfiillende h und k, und bezeichne man
Fs)  Ms,, MS,, 1 1
(36) fl(s) set1 o+1kr(s — i) v fils) = K(s — ip)"? (s_ﬁ—l - (i )q+1) ’
MSh'k
(B)¢+1 kr( — iﬂ)r/z ’

fis) =

gj(s)=E®—’ j=1,2,3.
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Es gilt also

@) a0+ 560+ 560, L= 06+ 00+ 0x09)-

Q+l

Fiir t € B ergeben sich nach (15)—(17) und (23) die Abschitzungen

(38) £1(s) < x4 (%)

f ( ) p xr/2—l k e+2
S) < — 5
TR+ At — gt (h)

f ( ) xr/Z k et+1
5) < = .
’ K21 + x|t — By’ <h)

Ahnliche Beziehungen (+ 8 anstatt — ) gelten fiir die Funktionen g(s), j = 1,2, 3
unter der Voraussetzung t € —%B (siche (36) und (11)). Daher bekommen wir nach
Beniitzung von (18) sofort

(39) )]+ 1a(s)] + 1rs(9)] <55 (z)m)—
(fiir t € B) und
@ ool bl <

(fiir 1 € —B). Wir bezeichnen

V(i k) —J f fa(s)g3(s)( )  drdr,
W) = [ [ o) S avar

und schitzen die Differenz N(h, k) — W(h, k) ab (dabei wir ¢’ statt —1' geschrieben
und also B statt —B). Nachdem

F(s) G(s") — fi8) 0 (s) .

So+1 re+1

< (Ifn(s)l + lfz(s)l) (lgl(s')l + |92(s’)| + lgs(s')D + Ifa(s)l (|91(S')| e Igz(s')l)

‘ist, bekommt man nach (38) (und nach den analogischen Beziehungen fiir die Funk-
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tionen g,(s’), j = 1, 2, 3), (39) und (40)

N(h, k) — V(h, k) ey xrze 1
b - b < = - .
Lo .Ls L@ <h> K721+ x|t — B2 (1 + x|t =1y
et1 e+2 r/2-1
e (5Y + E) =z dr dt <
. h h kr/Z(l g xlt _ Bl)rlz

< xr/2+n

k2(e+1)—r/2 l .
h2e+D LL, (L+ x|t — B2 (1 + x|t — ¢y

. xr/4 kl—r/Z xr/2—1
h (1 - )7

yF/2+n=22(e+1)-r/2 = ® xdv x dt’
< X' t
p2e+ 1) —w \Jo (1 +xv)"/) (1+x|t'—p|)"?

xr/l'—l o0 o0 x "
’ hk'/z—IJ.—w['[—w((l+ x|t — /[ " (1+ x|t - ﬁ|)q'tr/z—1)> ‘

' dt x dt’ <
(1 + x| = B|)72

)dt’dt<

(es wurde dabei die Ungleichung |ab| < |a|*/q + |b|*/q’, ¢ > 1, q' = q[(q — 1) be-
niitzt z. B. fiir ¢ = 3). Daher bekommen wir

(41) S4((!j) _ Z ZV(h’ k) < x3r/4+n—2 Z (k2a+2~r/2 == xr/4—-lk29+3—r) <

k<vx h=1 k<x

< Xr/2+e+tn=1/2  fiip 5(7’ — 5) Se¢s=s %(r - 3) 2
<4
- fir 0<o<14(r-5).

Fiir die Abschétzung der Differenz V(h, k) — W(h, k) bedenken wir, dass nach (38)
(und nach den analogen Beziehungen fiir g,(s’)), nach (21)—(23) und (17)

ka+1 2 i
(42) V(h, k) — W(h, k) < (W) L 4+ T),

ist, wo

-1 e
S R § x|t — B|)72 (1 + x|t — B2 (1 + x|t — ) '

L)
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(mit dem gleichen Integrand, B = E, — B). Ist t € B, dann ist nach (18) |t - BI <
< 1[k \/x, fiir te N ist wieder nach (18) |t — f| > 1/k \/x. Also ist

@ 1< (%)’“ L ammas=) <(G)

Fiir die Abschiatzung von Il bedenke man, dass fiir te B, t'e N ist It - Pl =

< 2nfk/x und |t — B| 2 nfk /x; also ist entweder |t — B| > m[2k \/x oder
|t — ¢| > nf2k (/x d. h.

(1 =l = )1+ o= v]) > L

und also fiir I, erhalten wir die Abschitzung

(44)

k \/2-3/2 xd
c(—— ( xdt<
\/x) J‘Qi n (1+x|t—ﬂ|)3/2 (l +x|t ﬂl)’/Z (1 +xlt n r/2+3/2

< (i)r—slz j'w r x dt x dt’ p (L)r—s/z
Vx g d e (1 + XIt = t'|)2 (1+ xlt = ﬂl)a/z Jx .

Nach (42)—(44) erhalten wir

=] 2] k20+1/2

Vi h, Ky — W h, k < xr/2+n—5/4 < xr/2+q+n—l/2
k§z\/x ;;1( (5 8) (%, k) ksvx h; p3tD) :
und also nach (41) auch
= xfrrern=Uz fir r—5) <o < Hr - 3)
45) S,(x)) — W(h, k) < ses ’
(45) Sae) k§z./x hg'l B {x'+"'3 fir 0<¢=<4(r-25).

Ferner ist

3 Sh,kl x(s+s ) )
(46) W(h’ k) - (2n)2g+2 er-Za—2h2(0+1)J- f r/2 /r/Z(S + S) o o ardt’.

Um das letzte Integral zu berechnen, erwige man, dass (a, u > 0)

1 eus ur/Z— 1
—_— —_ds =
27t Jouy 12 I(r[2)

ist und also

(47 u(s+s ) , ur/z
) J.(n) J( " sr/2 /r/2 - FZ(rlz) :
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Nach dem Lemma 1 ist zu sehen, dass das Integral

____ES___ ds’
@ \J@ 52 (s + &)

von a nicht abhingt und also (nach dem Grenziibergang a — + o) Null gleich ist.
Nach der gliedweisen Integration der Beziehung (47) bekommen wir so, dass das
Integral in (46) den Wert

. xr+n—2 F(r - l)
I'(r+n—1)I*r/2)

hat. Daher, von (46) und (45) ergibt sich schon sofort die Behauptung.
Wir untersuchen nun die Summe in (35).

Behauptung 4. Sei
® lsh,kl 2

(48) T(x)=T(x;o) = ¥ ¥

= - b
kSyx h=1 k2r 2¢ 2h2(a+l)

S(x) = T(x; o) + T(x; —a;).

Ist 0 £ ¢ < ¥(r — 3), dann ist

0 S 2 -
(49) St =2 X 2r—z,‘z—h2’|k}|lil(a+1) + 02T,

k=1 h*o k

wobei die Reihe in (49) konvergent ist. Ist ¢ = 4(r — 3) = 0 dann ist
(50) S(x) = Klgx + 0(1)

mit einer passenden Konstante K = c.
Ferner ist fiir 0 < ¢ < ¥(r — 3)

(51) S(x) - SG) < xe+dz-r2

(52) S(x) < 1g° x,
woe=1firo=3r—320¢e=0/fir0=o<¥r—3)ist
Beweis. Wenn wir (17) und die Tatsache, dass offenbar

Shil2;) = S_pil—)

ist, beniitzen, dann bekommen wir sofort die Konvergenz der Reihe in (49) und die
Abschitzung ‘

> ¥ IS’ 59 < 3
er—ga-ZIh|2(a+l) : .

< x3/2 +eo—r/2

K=1 h%0 k>vs k202
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(fiir 0 < ¢ < ¥(r — 3)). Wenn ¢ = ¥(r — 3) = 0 ist, hat T(x) die Form

o0 2 k 2
. - Shx _ Sh + 0(])

kSvx h=1 kr+1h2(o+1) kSvx h=1 kr+1h2(o+1)

und der Beweis der Beziehung (50) verlauft ganz so wie der Beweis vom Lemma 8
in [7] (fiir den Fall r = 3, ¢ = 0). Es geniigt iiberall anstatt h* den Ausdruck h*@*?
zu schreiben. Schliesslich ist nach (17)

S(x) _ S(x/2) < z k29+2—r < \/(X) X(20+2—r)/2 = X3/2+e—r/2

J(x/2)<k<x
und

1 1 fir 0= - 3),
Sx) < Y s < ir 0se¢<ir—3)
ksvx k lgx fir 0<¢=14(r-3).

Behauptung 5.
(53) SZ < xr/2+a+n—l/2 .

Beweis. Die Beniitzung von (15), (28), (30), (21)—(23) liefert

2y (kK e+1 x dt’ .
(54) S;<xY (hh’) LS (L, K21+ x|t = B2 (1x + |t — "|)">

) x dt
K21+ x|t — By’

wo iiber alle (26) und (27) erfiillende h, k, h’, k' summiert wird. Mit Riicksicht zur
Symmetrie der Fille beschranken wir uns nur auf den Fall kK’ = k. Die Summe in
(54) zerlegen wir in zwei Teile: in T, seien alle Glieder mit 0 < |h'[k' — h[k| < 4[k /x
enthalten, T, enthalte alle Gibrigen Glieder d. h. Glieder in welchen |h’/k’ — h/k| >
> 4[k /x ist. Es ist also

(55) SZ < T] + Tz .
In T, haben wir offenbar

(56) .

und also nach (27) ist 3\/x < k' < \/x und K'[k" = h|k — 4]k \/x > h[k. Von (56)
folgt ferner lhk’ - h’k| < 4. Wihlt man also h und k, dann sind fiir k¥’ hdchstens ¢
Maoglichkeiten mod k vorhanden und also insgesamt c(\/x/k) Méglichkeiten. Wahit
man h, k, k', dann sind fiir b’ hochstens ¢ Mdoglichkeiten vorhanden. Bedenken wir
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noch, dass nach (56) ist
(U +xjt= B+ x| =BPQA + x|t — 1)) >
>x(|/i—t|+|t—t’|+|ﬂ’—t’|)gx|ﬂ—ﬁ’]>‘/—

Wahlt man 0 < ¢ < 4, ¢ = ¢, dann kann man schreiben
ne+1 r/2-1-¢
Tl < xr+n—22 kk _k__ ] .
hh' X (kkY'?

J‘ J‘ x dt’ x dt p
e (L + x|t - ﬁl)“‘(l xlt’ = ﬂ’l)‘”
2(e+1) r/2—1—¢ 1 \/x 1

< xr+n 2 i . <

k;x h; <h> (\/x> PZEPET

r/2+n—1+¢/2 20—¢ r/2+e+n—1/2
< x Y k <X )
ksJx

nachdem 2¢ — ¢ > —4, d. h. es gilt
(57) 7~1 << xr/2+o+n—1/2 .
In der Summe T, ist |h'[k’ — h/ k] > 4/k /x und also (k' = k)

2n 2n
58 .
9 SlEAL A
Fiir te B, t € B’ ist nach (18) |t — B| < 2n/k \/x, |t — B'| < 2n/k’ /x. Nach (58)
ergibt sich
hl
Lali=r|>l-r]> 4l -pl = |"P'

Daher folgt (es wird iiber (26) und (27) erfiillende h, k, h’, k' summiert, k < k')
ne+1 nn
<y kk) (kY 0 1
hh')  |kh' = hk'|" (kk)'?
kk'  x (kk")?
hh' (kk')*? |kh' — hk'|*

< xr/2+o+n 7/22

Nach [1], S. 164—167 ist die letzte Summe O(x®) (in den Bezeichnungen dieser
Arbeit ist es die Summe T) fiirr = 3, n = 2). Wir haben so

(59) Tz < xr/2+g+n—l/2 ,
was zusammen mit (57) und (55) die Beziehung (53) gibt.
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Auf dem Grund der Behauptungen 1—3 und (32) kann man folgendes aussagen:
Behauptung' 6. Es gibt ein ny = ¢, so dass fir 0 S ¢ < {r —3),n' 2 ny,n=c

M2x"+"=2 [(r — 1)
(2m)**2Ir(r + n — 1) I(r[2)

(60) Mon(x) = Sx) + 0(g(x)) ,

gilt, wo g(x) = max (x"/2*e*n=1/2 xr"=3y st und S(x) ist nach (48) definiert.

Zum Beweis des Hauptsatzes 1 geniigt es also die Induktion ,,herunterzu* durch-
zuftihren. Setzen wir voraus, dass wir fiir ein gewisses n > 1 (N = ¢)

M, (x) = Nx"*"2 §(x) + O(x*Ig’ x)

bewiesen haben, wo fiir 0 < ¢ < 4(r - 3) wir =0, 0 <o < r + n — 2 haben
und fir 0<go=4r—3)ist a=r+n—-2, 0<p < 1. Da beide Funktionen
M, ,-4(x) und S(x) nichtnegativ und nichtfallend sind, ist nach (51) und (52) fiir
0<li<i

x(1+4)

Jx My poi(x) S J M, (1) dt = M, (x(1 + 1)) — M, ,(x) =

= Nx"""72((1 + Ay *"" 2 8(x(1 + 2)) — S(x)) + O(x*Ig’ x) =

= NxX"*"728(x) (1 + Ay*"72 = 1) + Nx"*""2(1 + Ay """ 2(S(x(1 + 4)) —
— S(x)) + O(x*1gf x) = Nx"*""2(r + n — 2) A S(x) +
+ O(x 222 Igf x) + O(x*P-2+e+32-112) 4 o(x* Igh x) =

= ANX""""2(r + n = 2) S(x) + O(x"*"" 22 Ig* x) +
+ O(x"2*ern=12) 4 Oo(x*1gf x),

d. h.
My, (x) £ N(r+n—=2)x*""38(x)+ O(x"*""311g" x) +

+ }1 O(xrT2Fern=3/2 4 xa=1gh x)
Wihlt man nun 4 = Ig#~ /2 x fiir ¢ = (r—3)20,A=x,wor=432~-r~—
— n + max (3r + 0+ n — 4, @) fiir 0 < o < ¥(r — 3), ergibt sich im ersten Fall
“M‘,',,l._l(x) SNr+n-=2)x*"3 S(x) + O(x*~ 1 1g#+ V2 x)
und im zweiten Fall
Mg, (x) £ N(r+n—2)x"*""3 S(x) + O(x*),
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