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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 92 (1967), Praha

DIE LOSUNG DES DIRICHLETSCHEN
UND NEUMANNSCHEN PROBLEMES FUR DIE POISSONSCHE
GLEICHUNG AUF FLACHEN MIT HILFE DER GREENSCHEN FUNKTION

Jiki STEPANEK, Praha

(Eingelangt am 10:. Dezember 1965)

In der Arbeit wird die Greensche Formel von der Ebene auf Flichen, die mit der
Ebene konform sind, iibertragen und durch eine Adaptation der Beweise in der Ebene
werden weitere Greensche Formeln auf diesen Flichen hergeleitet. Auf diesem Grund
werden die Greensche Funktionen fiir das Dirichletsche und Neumannsche Problem
auf Flichen mit dem metrischen Tensor:1, 0, g(r) h(¢@) eingefithrt und es wird die
formalle Losung dieser Aufgaben in einer Integralform angegeben.')

I. DIE GREENSCHE FORMELN AUF EINER MIT DER EBENE
KONFORMEN FLACHE

Die Greensche Formel auf der Ebene x* = 0 im E; kann man in den Krummlinien-
koordinaten "é“ in der Form

W) ﬂ V¢ do = j 0"y, dy
a Y

schreiben, wo '¢® ein mit seinen partiellen Ableitungen erster Ordnung stetiger
Vektor in einem beschrinkten, abgeschlossenen Gebiet ¢ mit der Grenzkurve y (die
teilweise glatt ist) ist, ‘v, ist der Einheitsvektor der dusseren Normalle zu der Kurve 7,
'V, ist die kovariante Ableitung. Dabei ist do = ,/('D) d'¢' d’¢2, wo ‘D die Deter-
minante des metrischen Tensors '8, der Ebene ist, dy* = '3,, d'&* d'&".

1) Diese Behandlung kniipft an meine Arbeiten: ,,Poissonsche, Wellen- und Wiarmeleitungs-
gleichung auf Fliachen*, ,,Das Dirichletsche Problem fiir die Laplace-Gleichung auf dem geoda-
tischen Kreis einer Fliche®, ,,Das Dirichletsche Problem fiir die Laplace-Gleichung auf dem
Gebiet einer Fldche', ,,Das Dirichletsche Problem fiir die Wellen- und Wiarmeleitungslgeichung
auf dem geoditischen Kreis einer Flidche** an. Diese Arbeiten werden im weiteren kurz I, 1I, 111,
IV bezeichnet.
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Es sei eine Fliche & im E; mit den Gleichungen x* = x*(¢?), die mit unserer Ebene
konform ist, gegeben, wobei die konforme Abbildung mit den Gleichungen

(2) ’ f“ = é“(' ‘:b)

gegeben. Die Vektoren ‘@° "v, iibergehen bei der Abbildung (2) in die Vektoren £, n,
auf der Fliche wobei ‘

' o8, & e,

’—b ’ a = a b

0'¢ o0&

fo=

gilt und der Tensor ', iibergeht in den metrischen Tensor g,, der Fliche, wobei

rE v,
o ogb

ab = d

ist. Nachdem die Ausdriicke in (1) invariant zu der Transformation (2) sind, bekommt
man von (1)

3 Hsv, fods = f fn dc

wo s das dem o entsprechende Gebiet der Fliche ist und c ist die der Kurve y auf der
Fliche entsprechende Kurve. Dabei ist ds = /(G) d¢' dé2, wobei G die Determinante
des Tensors g, ist, dc = g, d&* d&b.

Es sei der Vektor f, auf der Fliche potentiell: f, = dw[0&°. Dann folgt von (3)

ab V —ds = gab %) n, de
66“ e 08
oder

4) -”.sd Qw ds = L % d

wo Ay der Laplace Operator auf der Fliche & ist?) und 8/dn ist die Ableitung in der
Richtung der Normale n,,

Bemerkung 1. Wenn w eine harmonische Funktion auf der Fliche?®) ist, folgt
von (4) f, (dw[dn) dc = 0.

Legt man in (3) f, = v(0w[0%), wo v eine mit ihren partiellen Ableitungen
2. Ordnung stetige Funktion im s ist, dann bekommt man ;

J‘J‘ “”V,,(va—éa)ds—J‘vn“g—g:dc

2y Siehe I, § 1.
3) Siehe I, § 1.
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oder

(5) vAy o+ g* — oo O ds = {522 4o
o 65” . On
Umtauscht man da w und v und subtrahiert von (5), bekommt man
(6) (v A4y — © Ag4v)ds = u-@—w_ai’)dc
s ¢ on 6n}

Bemerkung 2. Die Formeln (4) und (6) sind den bekannten Greenschen Formeln
in der Ebene analog; anstatt des Laplace Operators in der Ebene steht der Laplace
Operator auf einer Fliche da.

2. DIE FUNKTION ALS EINE SUMME VON DREI POTENTIALEN
AUF DER FLACHE MIT DEM METRISCHEN TENSOR 1, 0, g(r) h(p)

Es sei im E; eine Fliche gegeben und wir fithren in dieser die Krummfldchen-
polarparameter r, ¢ ein. Der metrische Tensor der Flidche hat in diesen Parametern die
Komponenten 1, 0, G(r, ¢) wobei lim G(r, ¢) = 0*) ist und die Laplace Gleichung
auf der Fliche hat die Form®) "~°

(32 1 w 1 0G dw 1 0G ow
(1) — -t ——— - — — — =
a G 0p* 2G or or 2G* ¢ O¢

Wir wollen auf der Fliche eine radiale Losung der Gleichung (1) suchen, d.h. eine
Losung R = R(r), die nur von r abhingt. Fiir R bekommen wir die Gleichung

R 1 0GR
@) CXs L LR g
dr 2G or or

deren Losung aber die Funktion der beiden Parameter r, ¢ ist. Beschrinkt man sich
aber auf Flichen, bei denen G(r, ¢) = g(r) h(¢) ist, hat die Gleichung (2) die Form

g_dz*R 1dg dR _
dr?  2dr dr

Also eine radiale Losung existiert und esist R = [;_(c//[9(t)]) d¢ (c, r, sind Konstan-
ten). Wihlt man da ¢ = —1, ist

3
() " Jg(f)

Da lim g(r) = 0 ist, ist auch 11m (1//g(r)) = + .

r=0

4) siehe [3] (Literaturverzeichnis siehe in I).
5) siehe I, II.
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Bemerkung 1. Ist die Fliche eine Ebene, dann ist g(r) = r?, h(p) = 1 und die
radiale Losung ist R = log (r,/r); dabei ist lim r R(r) = 0.

r—0

In Analogie mit der Ebene setzen wir voraus, dass

(4) T ImR() =+, lim(/g(r) R() =0
r=0 r=0

Bemerkung 2. Die Bedingungen, (4) sind z.B. auf Flichen mit einer konstanten
Gaussschen Kriimmung K erfiillt, wo G(r, ¢) = (1/K) sin® (\/K) r .

Auf der Fliche & mit dem metrischen Tensor 1, 0, g(r) h(¢) leiten wir (so wie in
der Ebene) die Grundformel ab, die die Funktion w als eine Summe von drei Poten-
tialen darstellt”); diese Flichen sind nimlich mit der Ebene konform®) und man kann
also fiir diese die Formel (6) vom § 1 beniitzen.

Es sei auf der Fliche & das Gebiet s — k, wo k die geoditische Kreisfliche mit dem
Mittelpunkt P (wo r = 0) und dem Radius g ist, gegeben, wobei k < s ist. Nach der
Formel (6) vom § 1, die man fiir das Gebiet s — k °) beniitzt, wobei man v = R legt,
bekommt man ' »

- R 4y ds = wa—’f—ka“’d+ o2k _ gy
ok L on on L On on

wo [ die Grenze der Kreisfliche k ist..(Dabei sind alle Ausdriicke in den Koordina-
ten r, ¢ ausgedriickt.) Nachdem auf dem geoditischen Kreis I der Vektor n, die
Rlchtung des geoditischen Radius hat, ist da 6R/6n = — OR[or, d.h. R anl, =

= 1/\/[g(e)] und also

aR 2n 2r _
L%fldew”ﬂMMMW—LWWﬂWWW-

= ofe, ¢)J JVIh(®)] do

wo ¢ € {0, 2n) ist. Weiter ist

J.Ra—wdl J
; On 0

,4@@m@ﬁmwmh

@) J[9(e) h(e)] do =

) Siehe auch II, § 2, wo die gleiche Voraussetzung steht.
7y Siehe [1].
8) Siehe I, § 4.
9) Die Formeln (6) kann man so wie in der Ebene fiir mehrfach zusammenhingende Gebiete
beniitzen.
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wo @ € {0, 2n) ist. Wir haben so

— RA4g4w ds = w—aE—ch—))dc+
i .\ ©On on

+ 0le.7) [ VIH0] dp + 20RO VIOV 22 0.

Ubergeht man da zu einem Grenzwert fiir ¢ — 0, bekommt man

(5) «P)=- m (HSRAW ds + L(D%R de — j cR ‘;L: dc)

nachdem nach (4)

im ofc, 7 r'\/[h(q))] dp = o(P) j " JTh(9)] do
iim (o) y0(0)] V@) 52 (0.7) = 0

ist. Bezeichnet man in (5):

1 Ay(():)‘., —__l—__a_a)-— —l_a)_—_v

~ T 5 = N, — =
I J[h(@)] do L JIh(e)] do 2 L J[h(e)] do

kann man (5) in der Form

(6) w(P):leRds +ijdc+ij£dc
s c (4 n

schreiben. Das erste Integral in (6) wird Flichenpotential mit der Dichte A, das zweite
Potential der einfachen Schichte mit der Dichte y, das dritte Potential der Doppel-
schichte mit der Dichte v auf der Fliche & genannt.

3. DIE GREENSCHE FUNKTION

So wie in der Ebene'?) kann man auf Grund der Formel (5) vom § 2 und der Formel
(6) vom § 1 in die Randwertaufgabe auf der Fliche & mit dem metrischen Tensor

10y Siehe [1].
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1, 0, g(r) h(p) die Greenschen Funktionen einfiihren. Ist die Funktion v in der Formel
(6) vom § 1 harmonisch auf &, bekommt man

(1) ’ = v@—w@ dc — || v4yw ds
<\ ¢n on .

Durch addieren der Gleichungen (1) und (5) vom § 2 bekommt man

%) w(P)=—HMAywds+J(M%—waai:>dc
WO s c
3) 1 R+v

M=
f Vo) do

ist.

Es sei auf der Fliche & die Dirichletsche Aufgabe fiir die Poissonche Gleichung
gegeben: In einem beschrinkten Gebiet s mit der Grenze ¢ auf & ist eine Funktion w
zu finden, die stetig im § ist, die im s stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung bestitzt
und die da der Poisson Gleichung: 44w = —p ') geniigt, wobei o|, = f gilt. Wir
setzen voraus, dass f auf ¢ und p auf § stetig ist.

Greensche Funktion unserer Aufgabe wird die Funktion (3) genannt, wo v eine
beschréinkte harmonische Funktion auf s ist und wobei M|, = 0 gilt.

Die Losung ist mit der Formel

(P) =IJ‘Mpds—jfaA4dc
& ¢ On

gegeben. Speziell fiir die Laplace Gleichung auf & ist
W(P) = — J' £oM g
. On

Es sei auf der Fliche & die Neumannsche Aufgabe fiir die Poissonche Gleichung
gegeben: In einem beschrinkten Gebiet s mit der Grenze ¢ auf & ist eine Funktion w
zu finden, die mit ihren partiellen Ableitungen 1. Ordnung stetig im § ist, die im s
stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung besitzt und die da der Poissongleichung
auf & geniigt, wobei (E)co/an)|c = f ist. Wir setzen voraus, dass f stetig auf c ist und
die Bedingung f. f dc = 0 erfiillt, p ist stetig auf"5. (Von der Formel (4) vom § 1 folgt
némlich: §, fdc = [, (dw[on) dc = [f, Adpw ds = 0).

11y Siehe I, § 1.
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