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Casopls pro p&stovani matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

ZOBECNENI TAYLOROVA A LAURENTOVA ROZVOJE

Jikf STEPANEK, Praha
(Doslo dne 14. dubna 1966)

. Prdce navazuje na &ldnek [1]. Je v ni sestrojen rozvoj jednozna¢né analytické
funkce v jejim polygonu konvergence, a sice tak, Ze koficienty fady jsou vyjddfeny
pomoci integrdlii. Na zdklad¥ toho je zde poddno zobecnéni Laurentova rozvoje.

/ Y\

M¢é&jme ddnu analytickou funkci elemen-

tem
/ (1) é:ock(z - Zo)*
H

a sestrojme v Gaussové roviné pro tuto
funkci jednoduse souvislou oblast H, tzv.
hvézdu, timto zplisobem: Na spojnici bodu
zo 8 kazdym singuldrnim bodem analy-
tické funkce zvolime polopfimku neobsa-
hujici bod z, a majici singuldrni bod za
potdtedni. MnoZina vSech téchto polo-

Obr. 1. primek-paprskil tvofi pak hranici hvézdy

~ H (viz obr. 1).)

Analytickym pokralovdnim elementu (1) v hvézdé H dostaneme podle véty
o monodromii jednozna¢nou vétev nasi funkce, kterou oznacime f.

Sestrojme pro funkci f jeji polygon konvergence P o ,stfedu‘ z, jako prinik '
otevienych polorovin, obsahujicich bod z, a majicich hranice v kolmicich vztyenych
ve viech signuldrnich bodech na paprsky hvézdy (viz obr. 1)?). Polygon konvergence
je konvexni mno¥ina, kterd obsahuje vzdy konvergen¢ni kruh elementu (1). Je-li
funkce f meromorfni, je hranice P (oznadeni hP) sloZena z useek, polopfimek
nebo pfimek. Tvofi-li singuldrni body funkce jisty hladky oblouk, pak tento oblouk
je tipatnici pfisluiného oblouku hP pro stfed z,. Kazdy bod hP, v némZ neexistuje
te¢na, nazveme vrcholem.

1y viz [1).
2) Viz [1], kde polygon konvergence je oznalen PK.
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Polygon konvergence P funkce f milZe byt omezeny nebo neomezeny. Je-li P
neomezeny, sestrojime jeho omezenou &dst tak, Ze ¢dst hranice hP doplnime jednim
nebo nékolika kruhovymi oblouky o stfedu z, na jednoduchou uzavfenou kfivku
(viz obr. 2).

V dalsim budeme pod pojmem polygonu kon-
vergence P funkce f rozumét vidy bud omezeny P
nebo jeho omezenou &dst.

Vyjddfime nyni funkci f jistou fadou, kterd kon-
verguje v P. Pfitom koeficienty tohoto rozvoje bu-
dou ddny pomoci integrdli.

Véta 1. Funkce f je reguldrni v kaZdém (ote-
vFeném) kruhu R opsaném nad tseckou s kraj-
nimi body z,, o, kde a € hP.

Diikaz. Je-li z; singuldrni bod funkce f, pak Obr. 2.
z, ¢ P. Je-li z, e R — P, pak kolmice na spojnici
bodii z,, z; protne nutn& usetku zyx v bod& rizném od «, coZ je ve sporu s definici
polygonu konvergence (viz obr. 3, kde « je vrchol P).

Obr. 3.

Necht Q je sjednoceni viech kruhti R z véty 1 pro « € hP a mnoZiny (z,). MnoZina Q
je omezend, jednoduse souvisld oblast, pfiemZ P < Q. Budeme v daliim pfedpokld-
dat, Ze hranice oblasti ©, tj. hQ, je uzaviend Jordanova po &dstech hladkd kfivka.

Pozndmka 1. Je-li funkce f raciondlni a P omezeny, pak hP je sloZena z tseek
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a k¥ivka hQ je zfejmé sloZena z kruhovych obloukt opsanych nad tise¢kami o krajnich
bodech z,, a, kde a je vrchol hP (viz obr. 3).

Z véty 1 ihned plyne, Ze funkce f je reguldrni v Q.

Véta 2. Necht { € hQ a L je oteviend polorovina obsahujici bod z,, jejiZ hranici
je pFimka jdouci bodem { a kolmd na spojnici bodii z, {. Pak prinik vSech polo-
rovin L je P polygon konvergence funkce f.

Dikaz. Je-li f meromorfni, je dukaz
podle véty 1 a pozndmky 1 evidentni, ne-
bof hQ obsahuje vidy singuldrni body z;
funkce f. Kolmice v bodé { € hQ, { # z;
protind hP pouze ve vrcholu. Je-li Cdsti
hranice hP oblouk (rizny od usecky), pak
dtkaz plyne ihned z toho, Ze mnoZina
piislusnych singuldrnich bodi funkce f je
upatnici tohoto oblouku pro stfed z, tj.
kolmice v bodé { na spojnici bodil zy, {
je tegnou hP (viz obr. 4), Je-li kone&ng
&4sti hranice hP kruhovy oblouk, je tento
oblouk totoZny se svou upatnici.

Obr. 4. Sestrojme omezenou jednodu$e souvis-

lou oblast Q; = Q, jejiz hranice hQ;

je homotetickd s hQ podle stfedu z, a poméru 6 (0 < 6 < 1). Zvolme v &; libo-
volny bod z. Podle Cauchyova integrdlniho vzorce plati

f(z) = 1 L@.’.dg.

27ti hﬂoc -2z

Vyjddfime nyni 1/( — z) ve tvaru jisté fady. Necht z, , je pilici bod tse€ky o krajnich
bodech z, z, . .

(2) Zyp2 = %(Z + Zo) .
Jest pak
1 1 _ 1 1
{—2z C“zuz—(z—zl/z) C“z1/21_z"z1/2
=z
Je-li tedy
() 2T g,
{—zyp
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pak mlZeme psat

) 1 _¥ _(2;7'1/2"%
{—z n=0({ — zy2)

Véta 3. Rada (4) konverguje v polygonu konvergence P funkce f.
Dikaz. Nerovnost (3) je ekvivalentni s nerovnosti
|z = z4p2* < | = z4po)* &ili |2|* — 2Re(zy)2 - Z) < [¢|* — 2Re(z12 - 0) -
Oznadime-li
z=x+1iy, Zo=Xo+ iy, (=0 + &,
dostaneme po upraveé
(5) (C1"xo)x"‘(Cz—}’o).V'i'xo(l+Y0C2—Cf—cg<0-
Nerovnost (5) vyjadfuje polorovinu, jejiZ hranici je pfimka kolmd na spojnici bodi
2o, {. V této poloroviné lezi vZdy bod z,, nebot
(¢4 — X0) X0 + (L2 = ¥o) Yo + Xoly + Yol2 — Gg-0=
= —(xo - C1)2 - (.Vo - Cz)z <0.

ProtoZe { € hQ;, je prunik vSech t&chto polorovin podle véty 2 omezend konvexni
oblast P;, jejiz hranice hP; je homotetickd s hranici hP pro stfed z, a pomér 6.
Vzhledem k tomu, Ze 6 miZeme volit libovoln& blizko 1, plyne odtud, Ze fada (4)
konverguje v polygonu konvergence P funkce f.

Pozndmka 2. ,,Proménny stfed* fady (4), tj. bod z,,, (dany rovnici (2)) lezi
zfejmé vidy v oblasti w, jejiZ hranice hw je homotetickd s hP podle stfedu z, a poméru
1/2. Znakem w, oznalme oblast, jejiZ hranice hw; je homotetickd s hw pro stfed z,
a pomér 4.

Véta 4. Rada (4) konverguje stejnomérné vzhledem k { € hQ;.
Dikaz. Pro n-ty &len fady (4) dostaneme podle pozndmky 2 odhad
| =22 | _ (20 — 212" | _ 5nl
nt1| n+1 <9o-,
I(C - 21/2) . I(C - 21/2) | e

kde0O<d <1lagije vzdélenost hranic hw; a hP;. Odtud plyne ihned nase tvrzeni.
Vyndsobme nyni fadu (4) vyrazem 1/(2zi) f({) (omezenym na hQ;); dostaneme
1 O _v 1 f©)

i — z ,.;oz_mm(z‘ zyp2)" -
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Integraci pfes hQ, odtud plyne

© 1) = ¥ ) (z = 21

kde -
™ 1 _.__f(Q__ d¢ = [™(z42) .

a,(zy5) = —
(212) = — = >

Dostali jsme tak

vétu 5. Nechf P je polygon konvergence funkce f o stfedu z,. Pak funkci f Ize
rozvést v P v Fadu (6), jeji koeficienty jsou ddny vzorci (7), pficem z,,, = ¥(z + z,).)

Vyjéddfeni koeficientti a,(z,,;) ve tvaru integrdlnim ndm umo¥ni nafe vysledky

" jesté ddle zobecnit.
Necht f je jednozna¢nd analytickd funkce a z, libovolny bod. Sestrojme uzavieny
kruh K o stfedu z, a polom&ru ¢ = 0*) a uvaZujme pouze singuldrni body funkce f
leZici vn& K. Pfedpoklddejme pfitom,
Ze nejbliz8i singuldrni bod k hranici
hK md od hK kladnou vzddlenost.
Spojme vSechny singuldrni body leZi-
ci vné K s bodem z, a sestrojme na
tyto spojnice v singuldrnich bodech
kolmice. Prinik vSech otevienych
polorovin obsahujicich bod z,, je-
jichZ hranice jsou tyto kolmice, ozna-
¢me P*. MnoZina P* je konvexni
oblast, kterd obsahuje kruh K (a te-
dy i vSechny singuldrni body leZici
v K). Neni-li oblast P* omezend,
sestrojime jeji omezenou d&dst tak,
Obr. 5. Ze &4st hranice hP* doplnime jednim
nebo nékolika kruhovymi oblouky
o stfedu z, na jednoduchou uzavfenou kfivku. Tuto omezenou &4st ozna¢ime zase P*.

Utvofme nyni dvojndsobné souvislou. oblast P* — K, kterou nazveme prstencovy
polygon konvergence funkce f o stfedu z, (viz obr. 5). Vyjddfime funkci f fadou,
kterd konverguje v P* —K. Za tim lelem sestrojime sjednoceni Q* viech kruhd,
opsanych nad dseCkami o krajnich bodech z,, a, kde « € hP*. Funkce f je reguldrni
v dvojndsobn& souvislé oblasti 2% —K s hranici h(2* —K) = hQ2™ U hK. Ddle se-
strojime oblasti 2; = 2% a K, > K, jejichZ hranice hQ;’, resp. hK, jsou homotetické

3) Srovnej s vétou 1v([1], kde bod z,,, jest oznaten pismenem {.
4 Pfipoustime tedy moZnost, Ze K= (zg).
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s hQ*, resp. hK podle stfedu z, a poméru &, resp. 1/6 (0 < 6 < 1) ®), pfiemz
necht Q; > K;.

Zvolme nyni v dvojndsobné souvislé oblasti 2, — K; libovolny bod z. Podle
Cauchyova integrdlniho vzorce dostaneme

_1 Q4,11 O
(8) f(z) " 2mi J;,m { - de 2mi ) g, & — de '

Prvni integrdl v (8) rozvedeme jako dfive v ,,zobecn&nou Taylorovu fadu* o pro-
ménném stfedu z,,, = ¥z + z,), tj. v fadu

©) PRIOMICEENS,

jejiz koeficienty jsou ddny vzorci

(10) ay(z1)2) = iJ- _JO__ ¢ (n=0,1,2..).

2‘Ei x ({ - 21/2)"+1

Tato fada konverguje v oblasti P*.

Rozvedme druhy integrdl v (8) v fadu podle celych zdpornych mocnin z — z,,
tj. v fadu

0
(11) _ Zla-n(ZO) (z = z)™"
"=
jejiz koeficienty jsou ddny vzorci
1 f©
12 a_,(zo) = — — ___d (n=12,...)).
(12 = )
Tato fada konverguje vn& kruhu K,. Dosadime-li rozvoje (9) a (11) do (8), dostdvdme

vétu 6. Necht P* —K je prstencovy polygon konvergence funkce f o stiedu z,.
Pak funkci f 1ze rozvést v P* —K v Fadu

(13) fl2) = Zoan(zuﬂ (z = zip)" + Zla— (z0) (z = z0)™"
Jjeji% koeficienty jsou ddny vzorci (10) a (12), pFidemZ zy;; = ¥(z + z,).

Pozndmka 3. Rozvoj (13) je zobecn¥nim rozvoje (6), ktery dostaneme z (13)
v ptipadg, Ye kruh K md polomér ¢ = 0 a z, neni singuldrni bod funkce f. Je-li
¢ = 0 a z, je singuldrni bod, je (13) rozvoj funkce f v prstencovém polygonu kon-
vergence P* —(z,). Rada (13) je tedy zobecnéni Laurentovy fady.

5) kK, je kruZnice.

441



	
	Article


