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VALTER SEDA, Bratislava: On a class of linear differential equations of
order n, n = 3. Cas. pést. mat. 92 (1967), 247— 261. (Original paper.)

In the paper the transformation theory of the n-th order linear differential
equations is applied on the class C of the equations, which are locally
equivalent to the equation (™ = 0. A theorem on the decomposition of the
differential operator standing on the left side of the equations of this class is
proved. From the theorem on the decomposition of the solutions some pro-
perties of the zeros of the solutions are derived. Finally the theorems con-
cerning the oscillatory character of the solutions of the nonhomogeneous
equations, whose corresponding homogeneous equations are of the class C,
are given.

BELOSLAV RIECAN, Bratislava: Pozndmka o hustote ako mnoZinovej funkcii.
(Note on the density as a set function.) Cas. p&st. mat. 92 (1967), 262—266.
(Original paper.)

N. F. G. Martin has studied some properties of Lebesgue density on the
line as a set function. In this article Martin’s results are extended in two
directions: for symmetric density and for Lebesgue density in Euclidean
space of any dimension.

TiBoR NEUBRUNN, TiBoR SALAT, Bratislava: On certain spaces of transfor-
mations of infinite series. Cas. p&st. mat. 92 (1967), 267— 282. (Original papér.)

-]

The functions preserving the convergence of all the series }_ t,, f, = 0,
© n=1
n=1,2,3,..), > t, < 1 are characterised. A norm, under which the set

n=1
of all these functions is a Banach space, is given and the properties of these
space are studied.

Icor KLUVANEK, KoSice: Miery v kartézskych suéinoch. (Measures in
product-spaces.) Cas. p&st. mat. 92 (1967), 283—288. (Original paper.)

A function A defined on a system of sets of the form E X F which is
a measure as a function of E and as a function of F can be extended
under certain conditions to a measure.

BOHDAN ZELINKA, Liberec: Pozndmka o nekoneénych hranov€ disjunktnich
systémech cest v grafu. (A remark on infinite edge-disjoint systems of paths
in a graph.) Cas. pé&st. mat. 92 (1967), 289—293. (Original paper.)

The negativ answer to the following problem of G. A. Dirac is given: The
two distinct vertices @ and b of a graph are connected by an infinite number &
of paths each of which have a and b as their end-vertices and no pair of
which have an edge in common. Are a and b necessarily connected by &
paths such that each of them has a and b as its end-vertices, no two of them
have an edge in common, and the common vertices of any couple of the
paths occur in the same order along both paths of the couple going from a
to b.



XAPAKTEPUCTHUKHU CTATEWH,
OIIYBJIMKOBAHHBIX B HACTOSIIIEM HOMEPE

(3TH XxapaKTepHCTHKH O3BOJIEHO PENPOLYLHPOBATH)

DALBoR KLUCKY, JAROMIR KRYS, Olomouc: Druhd poznimka k &ldnku
akademika Bohumila Bydzovského ,,Inflexni body nékterych rovinnych
kvartik. (Bropoe 3amedyanme K craThe axagemmka b. Beupkosckoro ,,Toykm -
nepern6a HEKOTOPHIX IUIOCKHX KpHBEIX 4-oro mopsmka‘.) Cas. pést. mat.
92 (1967), 212—214. (OpAruHAILHASA CTAThs.)

B cratee HccllenayeTcs, eciid 16 Tovex nepermba IUIOCKOM HENPHBOOHMON
KpHBO# 4-0ro mopsaxa, KOTopas He HMeeT 0cOoOBIX TOYeKk KpOMe OQHOH IBYX-
KpaTHOM TOukH, ofpa3yer mOJHOe mNepeceyeHHe C ApPYrod KpuBoM 4-oro
nopaaka. Oteer Ge3 JanbHEHIIAX yCIOBHYM MOJIOXKHTEIBHBIA.

LapisLav Midfk, Bratislava: Uber die Eigenschaft von Darboux fiir
Funktionen aus der ersten Baireschen Klasse im topologischen Produkt.
(O croitcte ap6y mna dyHxumit B3 nepBoro knacca Bapa B TomonorayeckoM
npomspenenun.) Cas. pést. mat. 92 (1967), 215—218. (OpHruHANLHAN CTATHA.)

B pa6ote nokasbmaercs, yro ¢yHKIAA B3 nepBoro kiacca bepa, onpenenen-
Haf HA TONOJIOTHYECKOM NPOH3BEACHHH, B KOTOPOM BCE OTKPBIThIE MHOMKECTBA
SBJISIOTCA MHOXECTBAMH BTOpO# karteropus, obGmamaer cmoiicteoMm Jap6y
TOrJa, €CJIK OHA MMEET 3TO CROMCTBO IUIA KAXAOH NEpeMEHHO’ OTAEe/IBLHO.

VALTER SEDA, Bratislava: On a class of linear differential equations of
order n, n Z 3. (O6 omrOM Kiacce MuHeHHBIX ARG DepEeHINATLHBIX yPaBHEHUH
n-oro nopsyxa.) Cas. pést. mat. 92 (1967), 247— 261. (OpErEHANBHAA CTAThSL)

B paGorte mpumeHsieTcsi TeopHst mpeoOpa3zoBanuit NuHeHHbIX muddepeHH-
QNbHBEIX YPaBHEHHHM n-0ro mopsiaka Ha kiacc C ypaBHEHHH JIOKaIbHO 3KBHBa-
NeHTHBIX ¢ ypaBHenmeMm v{") — 0. JIOKa3IBAETCA TEOPEMA O DA3JIOKCHAH
omepaTopa, CTOSIIEro B JIEBOM YaCTH 3THX ypaBHEHHi. VI3 TeopeMsl 0 pa3io-
XCHHM PEeIICHHH BHITEKAIOT HEKOTOPBIC CBOMCTBA HYJIEBBIX TOYEK PEIICHMS.
Haxonen, DpHEBEIEHB! TEOpPEeMBbI, KOTOphle KACAIOTCA XapakTepa peIUCHHK
HECOHOPOAHOTO YPaBHEHHSA, COOTBETGTBYIOIIEEe ONHOPOLHOE YPABHEHHE KOTO-
poro nprHaIexXAT kiaaccy C.

BoHDAN ZELINKA, Liberec: Hasse's operator and directed graphs. (Onepa-
TOp Xacce H HaNpaBJICHHELIE rpa(bu) Cas. pést. mat. 92 (1967), 313—-317.
(OprrunanpHas CTaThi.)

B cratbe pemenst ase npoGrnemst K. Yynuxa. PacMaTpusaemsie rpadm
CyTh MHOXECTBA BMecTe C GHHADHBIM OTHOILIEHHEM, KOTOPOE ONpeNesieHO Ha
Hax. Ecma M—MHOXecTBO B 0 € M X M 10 To 0603Ha%aeT TPAH3HTHBHOE
3aMBIKAHEE 0. Hanee Mui onpeneimm Ho = {(u, v) E0; He CYIECTBYET HMyTH
(W15 +.+» Wp) B [M, 6] Taxoro, urobst k = 3 & wy = 1, wy = v}. Mbl roBopam 06
oneparope TpaH3HTHBHOro 3ambikaHK I m 06 omeparope Xacce H. B cratee
AaHo HeoGxoxuMoe | JocTaTovroe yenosue s THp = o, rae [M, ¢]— vacTuy-

~ HO YNOPANOYCHHOe MHOXECTBO, H IOTOM He06XOQUMOE B JOCTATOYHOE YCIIOBHE
ans THTo = To, rge 0 — npou3BoibHOe 6rHapHOe oTHOmEHKE. [I0TOM pe3yiib-
TATH NPHEMCHCHEI-B MATEMATHYECCKON JIMHIBHCTHKE.



BELOSLAV RIECAN, Bratislava: Pozndmka o hustote ako mnoZinovej
funkcii. (3aMeTKa O IVIOTHOCTH KAk O GyHKmmE mHoxectna.) Cas. pést. mat.
92 (1967), 262—266. (OpHrHHAIbHAA CTATHA.)

H. ®. I'. MapTrH H3y4aJl HEKOTOpbIe CBOMCTBA IUIOTHOCTH HA OpAMO#t Kak

' ¢byHKEM MHOXecTBA. B craTrhe pacmpocTpaHMIOTCS pelynbTaTHl MapTHHA

B IIBYX HaNpaBJICHHSX: I CHMMETDHYCCKOM IUIOTHOCTH H IS IUIOTHOCTH
Jle6era B eBKIHIOBOM MPOCTPAHCTBE OO0 pa3MEepHOCTH.

Tisor NEUBRUNN, TiBor SALAT, Bratislava: On certain spaces of trans-
formations of infinite series. (O HEKOTOpHIX NPOCTPAaHCTBaX mpeobpazoBanmit
6eckoneynsix pamos.) Cas. pést. mat. 92 (1967), 267—282. (OpHrEHANbHAS
CTaThi.)

@
XapaxTepH3HpyIOTCA hyHKIUHMH, COXPAHSIOIIEe CXONAMOCTh PSJOBTHNA 3, Iy,
n=1

o0
t,20@®=1,23,..),3 t,< 1. Onpexenserca HOpMa, IIPK KOTOPOH# MHO-
n=1

XKECTBO 3THX (yHKIuMit mpeBpairaeTcs B mpocTpaHcTBo BaHaxa, H3y4YaloTcs
CBOlicTBa 3TOrO NMPOCTPAHCTBA.

Icor KLUVANEK, Kosice: Miery v kartézskych siicinoch. (Mepsl B npoH3Be-
menmsx mpoctpancts.) Cas. pést. mat. 92 (1967), 283 — 288. (OpurananLHAA
CTaThA.)

@yHKUMsI, ONpeNe/IeHHas Ha CHCTeMe MHOXecTB BHIA E X F, snisuomascs
Mepoii xak ¢pyHkuus ot E H Kak dyHKnms ot F, MoxeT GBITh DK HEKOTOPBIX
YCJIOBHAX MPOJOJIKEHA IO MePBL.

BOHDAN ZELINKA, Liberec: Pozndimka o nekoneény'ch hranové disjunktnich
systémech cest v grafu. (3amerka o0 GeckoHeYHBIX cucTeMax Leneit 6e3 o6mmx
pe6ep B rpage.) Cas. pést. mat. 92 (1967), 289 —293. (OpHrHHATIBLHAS CTATBA.)

JlaH OTpHLATENbLHBIM OTBET Ha cnexyiomyio npobiemy I'. A. [upaka: [dse
pa3nMYHbIe BePIIHHBI @ M b rpada coemuHeHbl GeCKOHEYHEIM IHCIIOM ¢ Lene,
KaXxaas B3 KOTOPhIX HMEET a U b B Ka¥eCTBE CBOMX I'DAHHYHBIX BEPIIAH B HH-
KaKue [Be U3 3THX He MMeIoT obmero pe6pa. Ciexyer i U3 3TOro, 910 @ K b
coenuMeHsl § LeNsMA TAKAMH, YTO KaXIble JBe H3 HEX HMEIOT a H b B xa-
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pebpa m O6lIMe BEPIIMHBEI MPOM3BONBHBIX ABYX LENel HAXOMATCA B TOM Xe
caMOM MopsaKe BAONbL 06enx Ha Xoxy oT a 1o b?

NIKOLAJ PODTIJAGIN, Bratislava: ESté o jednej triede raciondinych kriviek.
(Eme 06 ogHoM Kiacce anreOpamveckux kpmuBbix.) Cas. pést. mat. 92 (1967),
294—312. (OpHrHHEaIbHAS CTATHS.)

B craThe [OKA3BIBAETCS, YTO JMHINMHITHKIOHABI, SATHIOLHKIONAB!, I'HIIO-
SMHMUMKIONALl W THIOTHIOLMKIOHALL B ClIyYae HX 3aMKHYTOCTH, SBIISIOTCH
PalHOHANBHBIMA KpHBHIMH. KpoMe TOrO Zaercs omHa, obmas Ay BCEX 3THX
KPHBBIX, hopMyna i onpeme/icHus HX CTCHCHH.

FRANTISEK STEPANEK, Praha: Jamevanue o npoussedenuu pados Jeiibnuya.
Cas. pést. mat. 92 (1967), 351 — 355. (OpARrHEATLHAS CTATHA.)

IIpm noMomu ogHO# mpocToit TayGepORCKOl TEOPEMEL I METOMA CPETHAX
apHdMETHYECKHX JaHO HOBOE AOKA3ATENLCTBO KIACCHYeCKo# TeopeMnl ITpuHr-
cxe#iMa 0 npou3seacHHH (N0 npaswiy Komm) ayx pagos Jle#Gumma.



NixoLAJ PODJAGIN, Bratislava: Este o jednej triede raciondinych kriviek.
(Encore sur une classe de courbes algébriques.) Cas. pést. mat. 92 (1967),
294—312. (Mémoire scientifique original.)

Dans 1’article, on démontre que toutes les épiépicycloides, épihypocycloi-
des, hypoépicycloides et hypohypocycloides, en cas, que ces courbes sont -
fermées, sont des courbes algébriques, dont ’ordre est donné par une for-
mule unique. :

BOHDAN ZELINKA, Liberec: Hasse’s operator and directed graphs. Cas.
pést. mat. 92 (1967), 313—317. (Original paper.)

In this article two problems by K. Culik are solved. The graphs considered
are sets together with a binary relation which is defined on them. If M is a set
and 6 € M X M, then To denotes the transitive closure of ¢. Further we
define Ho = {(u, v) € 0; there is no directed path (wy, ..., w,) in [M, g
suchthat k = 3 and wy = u, wy, = v}. We speak about the transitive closure
operator T and Hasse’s operator H.

In the article a necessary and sufficient condition for THp = g is given,
where [M, @] is partially ordered set, and then the necessary and sufficient
condition for THTo = To where o is an arbitrary binary relation. Then the
results are applied in mathematical linguistics.

Tro STURM, Praha: Isotonni rozsifeni isotonnich zobrazeni. (Isotone
Brweiterung der isotonen Abbildungen.) Cas. p&st. mat. 92 (1967), 318—331.
(Originalartikel.)

Mit Hilfe einer transfiniten Mengenkonstruktion leitet man die fiir die
Existenz der isotonen Erweiterung notwendige Bedingung ab. Weiter wird
ein Beweis gegeben, dass diese Bedingung fiir die Existenz der isotonen
Erweiterung in einigen wichtigeren Fillen auch als hinreichend anzusehen
ist (wenn z. B. die die Menge von Bildern enthaltende Menge eine Kette oder
ein vollstdndiger Verband ist; diese Bedingung gilt als hinreichend auch in
dem Falle wenn die Menge von Urbildern einigen allgemeinen Bedingungen
geniigt, die in der Theorie der geordneten Mengen tiiblich oder vom kombina-
torischen Charakter sind).

ViLapiMirR Konour, Praha: Uber die sphérische Abbildung der abgeschlosse-
nen sphérischen Kurve. Cas. pst. mat. 92 (1967), 332— 337. (Originalartikel.)

Wenn die sphérische Abbildung einer abgeschlossenen sphirischen Kurve °
sich selbst nicht schneidet, halbiert sie die Sphére. In dem Artikel wird eine
Verallgemeinerung dieses bekannten Satzes fiir den Fall, wenn die sphérische
Abbildung sich selbst schneidet, untersucht. Es wird eine Bedingung gefun-
den, die fiir die Existenz und Abgeschlossentheit des sphérischen Originals
ciner abgeschlossenen sphirischen Kurve notwendig und hinreichend ist.

FRANTIEK STEPANEK, Praha: Jameuanue o npoussedenuu pados Jeiibnuya.
(A note on the product of Leibniz series.) Cas. p&st. mat. 92 (1967), 351—355.
(Original paper.) ;

By means of one simple Tauberian theorem for the method of arithmetic

means a new proof of the classical Pringsheim’s theorem concerning Cauchy
product of twe Leibniz (i.e. alternating) series is given.
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ON A CLASS OF LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS OF ORDER n,
n=3

VALTER SEDA, Bratislava
(Received June 19, 1963, in revised form July 5, 1966)

In the papers [1], [2] the transformation theory of linear differential equations (or
equations, as we shall write for short) was worked out. In this paper some applications
of that theory are given. Besides the results of that theory the notations introduced
in it will be used. Further I will denote some open interval and it will be assumed
n = 3.

The simplest homogeneous equation of the n-th order is the eqhation

o) =) &2
v (o) =) T3 = 0

By this equation and by the interval I the class C of all equations of the form

@ (W) E):ny" + ,,:Zz (:) 7l 3:;{ =0, p(¥)eCll), k=2...n,

which are locally equivalent to the equation (1), is defined. As we shall see, the
equations of this class have similar oscillatory properties as the equation (1). Further
the class C will be studied in detail.")

The meaning of the equation (2) being locally equivalent to the equation (1) is
given by the following definition ([2], Definition 5).

1 Originally the equations of the class C were called the equations with zero fundamental
invariants. This title is mentioned in the paper [3], which follows up this paper. Since it was shown
that in this case there is no need for the notion of fundamental invariants, this notion was omitted
and the title of this paper was changed. The equations with zero fundamental invariants are
dealt with in the papers [4], [5].
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Definition 1. Equation (2) is called locally equivalent to the equation (1) if there
exists a solution u(x) # 0 of its accompanying equation of the 2-nd order such that
on each interval I,, < I, where u(x) # 0, the equivalence (1) I;; ~ (2) I, I, being
an interval, holds.

Recall that under the accompanying equation of the 2-nd order (in short the
accompanying equation) is meant the equation

d%y
3 — 4+
() dx2 n+1

p(x)y=0.

In the paper [2] the following properties of the equations belonging to the class C
were proved:

1. If the equation (2) is of the class C and r(x), s(x) form a fundamental set for the
equation (3), then on each interval I3, in which s(x) % 0 the equivalence (1) I7; ~
~2) I3 {&(x), c/\/(|5'(x)|"'1)}, where &(x) = r(x)[s(x), &(I3,) = IT; and ¢ # 0 is
a constant, is valid.

2. The coefficients py(x) of the equation (2) of the class C fulfil the relation p,(x) €
€ C,,_,,(I), k=2,...,n

3. For each f(x) € C,_(I) there exists one and only one equation (2) of the class C
whose coefficient p,(x) = f(x), x € I. This equation shall be denoted by I(y, f(x)) =
= 0. Evidently I,(y, 0) = 0 is identical with the equation d"y[/dx" = 0.

4. Each equation of the class C is self-adjoint on I. -

5. Let (3), (3,) be the accompanying equations of the equation I,(y, f(x)) = 0,
I(v, g(&)) = 0, respectively. Then it holds: I,(v, g(¢)) =0 I, ~ I(y,f(x)) =0
L&), e[ J(E@I} < (30) g ~ 3p) Lafé(x) o V(D) ¢+ 0, ¢y 0
are constants.

By its properties 1 — 5 the class C is similar to the class of equations (3). In particular,
the property 5 means that the equivalence of two equations of the class C is found if
and only if their accompanying equations are equivalent.

The operator standing on the left side of the equation (1) is decomposable into
a product of n equal factors. The same assertion is valid for the operator Lon the left
side of the equation of the class C. Here the decomposition into regular operators is
considered ([1], p. 400).

Theorem 1. Assume there exists a solution s(x) # 0, x €1, of the equation (3).
Then the equation(2) is of theclass C if and only if the operator [s(x)]*" L is decom-
posable on I into a symbolic product of n equal factors

@  [WL=L..LL
defined by the relation .

©) L(y) = s »' = (n = ) (<) s(x) -
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Proof. Let the equation (2) be of the class C. Then, by the property 1, (1) I}, ~ (2)
I{&(x), t(x)}. From the decomposition of the operator Linto the product of n equal
operators LY, Lj(v) = dv[d¢ the decomposition

1
[EG)T

into the product of n equal operators L, of the first order with the coefficient at their
first derivative equal to 1/&'(x), follows by Corollary to Theorem 9, [1]. Here L{(v) =
= 0I%, ~ Ly(y) = 0 I{&(x), #(x)}. From these two conditions and from the fact that
f(x) = c/\/(|€’(x)|"“) we obtain that

, o n=18(x)
(7) 1(3’) f()( + 2 f())

If in the function &(x) = r(x)[s(x) such a solution r(x) of the equation (3) is chosen
that the Wronskian of the functions r(x), s(x) is equal to —1, then (4) follows from
(6) and (5) from (7).

Conversely, let the decomposition (4) on I exist, where the operator L, is given
by (5). If we put &'(x) = 1/[s(x)]% #(x) = [s(x)]""*, x €I, then L}(v) = 0 I, ~
~ Ly(y) = 0 I{&(x), t(x)}. Further &(x), #(x) € C,(I) and 1/([s(x)]2 &(x))= 1. From
this, by virtue of Corollary to Theorem 10, [1], follows (1) I§, ~ (2) I{¢(x), {(x)}, and
the theorem is proved.

(6) L= Ll e LlLl

Remark 1. Theorem 1 also follows from Theorem 4.4 and Remark 4.5a) in [4],
p. 180.

If the non-regular operators are considered, then we get from Theorem 1

Corollary. The equation (2) belongs to the class C if and only if, for an arbitrary
solution s(x) % 0 of the equation (3) there exists on I a decomposition of the operator
" [s(x)]?" Linto the symbolic product (4) of n equal factors given by the relation (5).

Theorem 2. Let r(x), s(x) form on I a fundamental set for the equation (3). Then
the equation (2) is of the class C if and only if the functions

®) [T [T k= 1,m
form a fundamental set on I for this equation.

Proof. Let the equation (2) be of the class C and let I3, < I be an arbitrary interval
on which s(x) % 0 and whose each endpoint is either a zero of s(x) or an endpoint
of I. Then, by virtue of property 1, the functions

L)) S
) T’ k=1,..,n,
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form a fundamental set for (2) on I3,. Here £(x) = r(x)/s(x). From this we obtain
that the functions (8) also form a fundamental set for the equation (2) on I3, as well
as on the union of all intervals I,. From the continuity of the coefficients of the equa-
tion (2) and from the fact that r(x), s(x) € C,(I) it follows that the functions (8)
satisfy the equation (2) at the common endpoints of the intervals I7,, too.

Let the functions (8) form a fundamental set for the equation (2) on I and let I3,
have the same meaning as before. We put &(x) = r(x)[s(x), #(x) = 1/\/(|&'(x)|"™").
Evidently &(x), #(x) have all properties of the carrier of equivalence. Since y,(x) are
equal, up to a multiplicative constant, to the functions (9), the fundamental set
o(§) = &% k = 1,..., nfor the equation (1) is transformed into a basis of solutions
of the equation (2) onI,,. From this it follows (1) If; ~ (2) I3,, and thus the equation
(2) is shown to be of the class C.

Remark 2. Theorem 2 also follows from Lemma 4.1 in [4], p. 179.

In what follows, we shall take the same basis r(x), s(x) of solutions of the equation
(3). Then from the Theorem 2 it follows that the general solution of the equation (2)
belonging to the class C can be written in the form

(10 ¥ = el el

€y ..+ C, are constants. To this expression the polynomial

(1) P(o) = L™

of the degree at most n — 1 may be associated in a one-to-one manner. This
polynomial will be called the auxiliary polynomial. It will be said to be dominating
if it is exactly of the degree n — 1. The set of all solutions of the equation (2) belonging
to the class C is isomorphic to the set of all polynomials which are of the degree at
most n — 1. From now on, we shall not consider the trivial solution of the equation
(2) and its corresponding polynomial.

From the relation between the function (10) and the polynomial (11) it follows that
this function can be similarly factorated as its auxiliary polynomial.

Lemma 1. The auxiliary polyﬁomial PJg) is of the degree n — 1, 1 <1< n
and can be factorated into the factors

(12) 0 =élcke""‘ =cfe~e1).--(e—0n-1), c*0,

if and only if the function y given by the relation (10) can be written in the form
1) ) = alsl " [() — xS ) = eas ()]
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Proof. If (12) is valid, then y(x) = [s(x)]"‘élck[r(x)]"" [s(x)]*~". Further, on

the intervals I3, where s(x) # 0 we can write

) = [P~ L alrfsCoy ™ =
= T (el = 0] . [ — -]} =
= e[s(1'7 [) = €1 (9] - [H4) = ama 9]

From the continuity of the functions on both sides of the equation (13) this equality
is valid at the zeros of s(x), too.

The converse implication can be proved on the interval I3,.
Corollary. The product of exactly n — 1 solutions of the equation (3) is a solution
of the equation (2) belonging to the class C.

Proof. The product y*(x) of exactly n — 1 solutions of the equation (3) can be
written in the form (13), where 1 S IS n, ¢; %0, ¢y, ..., 0y (if I = n, y*(x) =
= ¢,[s(x)]""!) are some numbers. Let i cx@" " * be a polynomial with g, ..., @s—;
being its roots. By Lemma 1, the equ‘:li'ty y¥(x) = f:c,,[r(x)]"" [s(x)]*~! holds,
which implies, with respect to Theorem 2, the assertiokn=.l

Remark 3. Corollary also follows from Corollary to Lemma 5, [5], p. 31.
From the Lemma also follows

Theorem 3. The auxiliary polynomial (12) of the solution y(x) of the equation (2)
belonging to the class C has a decomposition

(12) Pyo) = cfe — e1) - (¢ = em) (€* + 10 + B1) ... (@* + o0 + B)

where 04, ..., Qm> %15 By, ..., 0, B, are real numbers, not necessarily different and
By — o}[4>0,...,B,— 2[4 >0, m+ 2g =n — 1 if and only if the function y
can be written in the form

(13" Wx) = e[s(x)]'"* [r(x) = e1 5(x)] ... [1(x) — em s(x)] -
. {[r(x) + %s(x)] + (8, — o2/4) [s(x)r}

e+ %s(:o]’ + (B = 319 LGP}

Proof. In (12’) the expressions @* + a,¢ + f,, W =1,...,q are obtained by
multiplying the factors with the complex conjugate roots o,, + it,. With them the
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factors of the form r(x) — (o, + it,) s(x), r(x) — (o, — it,) s(x) are associated,
which by multiplying each other give [r(x)]* + a,, r(x) s(x) + B.[s(x)]> = [n(x) +
+ (0f2) ST + (B — o2/4) [s() T2

By a converse procedure the second part of the theorem will be proved.

With help of the mentioned Corollaries to Theorem 2 we shall prove some theorems
concerning the zero-points of the solutions of the equation (2) belonging to the class C.
Here the definition of the type for the equation (3) introduced in [6], p. 231, and the
following definition will be used.

Definition 2. The equation (2) is of the type k (>1) on the interval I, < I if each
of its solutions has at most k zeros on I, and there exists a solution of this equation
having exactly k zeros on I,. Here each zero-point is counted as many times as its
multiplicity indicates.

Theorem 4. The equation (2) of the class C is of the type k(n — 1) on the interval
I, = I if and only if the equation (3) is of the type k on I,.

Proof. If (3) is of the type k on I, then every solution of the equation (2) of the
class C being of the form (13’), by the Theorem 3, has at most k(n — 1) zero-points
on I; and at the same time there exists a solution of this equation having exactly
k(n — 1) zero-points on I,. Thus a one-to-one correspondence between the type of
the equation (3) and that of the equation (2) is given.

Corollary. If the equation (2) of the class C is non-oscillatory on the interval I,
(that means if it is of the type n — 1 on I,), then there exists a non-vanishing on I,
solution of this equation.

From the Theorem 3 immediately follows

Theorem 5. Let the equation (2) of the class C be of odd order. Then each solution
of this equation, whose auxiliary polynomial is dominating and having only

complex conjugate roots, is non-vanishing on I.

Theorem 6. Let the equation (2) of the class C be of even order. Then it has a non-
vanishing solution on I if and only if it is non-oscillatory on I.

Proof. Let the solution y(x) of this equation have no zero-point on I. If its auxiliary
polynomial is dominating, then this polynomial is of odd degree and has at least one
root ¢;. In the decomposition (13’) a non-vanishing on I factor r(x) — ¢, s(x)
corresponds to it. Therefore, both the equation (3) and the equation (2) of the class C
are non-oscillatory on I. If the auxiliary polynomial of the solution y(x) is not
dominating, then in the decomposition (13’) the factor [s(x)]'"*, I 2 2 without
zeros'on I occurs and the assertion is valid again.

The second part of the Theorem was stated in Corollary to Theorem 4.
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Remark 4. Theorem 5 strengthens the Remark 7 in [5], p. 32. Theorem 6 com-
pletes Theorem 1 in [5], p. 31.

Let now a €I be an arbitrary point. Consider the set M(a) of all solutions y(x) of
the equation (2) of the class C having a zero at a. The zero-points of the solution
¥(x) € M(a) situated on the right (on the left) from the point a, provided they exist,
can be enumerated. On the right let they be the points

501560, 5...508,.1 58,5 ...5084-1)S0-1 = ... S8G4p-1) S ...
and on the left

e S A 3-) S S A2y S A - S .S A S Aoy S .. S

fa,<a_;=a.

Each point is counted as many times as its multiplicity indicates. If, e.g., the point a
is a k-tuple zero-point of the solution y(x), then @ = a; = ... = a,_; < a, (if there
exists the last point) and a_; < a_y-y) = ... = a_, = a (if the point a_, exists).

Definition 3. Let y(x) e M(a), and let k be a natural number. Then the point
Ayn—1)(@-ka-1y) Will be called the k-th successive (the k-th preceding) conjugate
point to the point a of the solution y(x). Further the k-th successive (the k-th preceding)
conjugate point to the point a of the equation (2) belonging to the class C will be
defined as the lower bound of the k-th successive (as the upper bound of the k-th
preceding) conjugate points to the point a of all solutions y(x) € M(a).

If there is no solution y(x) € M(a) having the k-th successive (the k-th preceding)
conjugate point to the point a, then we shall say that there does not exist the k-th
successive (the k-th preceding) conjugate point to the point a of the equation (2)
belonging to the class C.

Theorem 7. Let the equation (2) be of the class C, let k be a natural number, and
let yo(x) be the solution of the considered equation having (n — 1)-tuple zero-point
at the point a € 1. Then the k-th successive (the k-th preceding) conjugate point to
the point a of the equation (2) exists if and only if there exists the k-th successive
(the k-th preceding) conjugate point to the point a of the solution y(x). If both the
points exist, then they are equal to each other.

Proof. The theorem will be proved only for the successive conjugate points. The
case of the preceding conjugate points can be dealt with similarly. Each solution y(x) €

€ M(a) contains a factor [;(;c_i]‘, 1sksn-1, .;(;)’ being a solution of the equation
(3) with a simple zero g, in its decomposition (13’). Here [:-(75]"‘ ! appears if and only
if y(x) are linearly dependent with y,(x). Therefore the k-th successive conjugate
point a, to the point a of the solution y,(x) is identical with the k-th successive con-

jugate point to the point a of the solution s(x). Since the solutions y(x) € M(a) are
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not multiples of yo(x), the product of at most n — 1 solutions of the accompanying
equation may appear in the decomposition (13'). From this, by virtue of the Separa-
tion Theorem, the statement of the theorem follows.

From the proof it can be easily seen the following

Corollary. The conjugate points of the equation (2) of the class C are identical
with the conjugate points of its accompanying equation (3). '

From the proof of the last theorem it also follows that except the solution yo(x),
all solutions y(x) € M(a) being products of n — 1 solutions of the equation (3) have
the same conjugate points as the equation (2). Further, we see that all zeros of the
solution yo(x) are (n — 1)-tuple, whereby for even n the values of the function
¥3~1)(x) change their sign at these points while for n odd they are of the same sign.

From the Separation Theorem, using Theorem 3, we get that the behaviour of the
zero-points of the other solutions y(x) of the equation (2) belonging to the class C is
the same between two successive zeros of the solution yo(x), that is, if a, b and ¢, d
are two pairs of the neighbouring zero-points of the solution y,(x), then y(x) has the
same number of zeros on (a, b) as on (¢, d), whereby the order of the multiplicity of
the zeros is the same on both the intervals. In a similar manner we obtain this generali-
zed separation theorem.

Theorem 8. Let the equation (2) be of the class C and let y(x) be its arbitrary
solution with (n — 1)-tuple zeros. Then in the case of even n every solution y(x) of
the equation (2) that is not a multiple of y,(x) must vanish between any two succes-
sive zeros of yo(x). If n is odd, this statement holds for any solution y(x) of the
equation (2) with at least one zero-point on I.

Let us consider the n-th order equation with constant coefficients defined for n
even by the symbolic product

T NIk 21 4 5]
(14,) @ +(n-1) Ld—c; +(n-3)?]... am +12|v=0, ¢e(—o, ),
and for n odd by the relation
& 1 ¢ 1 e 1d
18) | —=+@mE-1)*||=+@m-3?*.]—=+22|=v=0, — 00, ©).
( ) Ldez (n )- \-dgz (n )- dez _dév EE( Y w)
The general solution of the equation (14,) is
n/2
(15,) %) -.Zl[c, cos (2k — 1) & + d, sin (2k — 1) ¢],
¢, and d, are constants, while that of (14,) is
< (n—1)/2 -
(15,) . (&) =co + Y, [cicos2ké + dysin 2k¢],
k=1
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¢, and d, are constants. From the definition of the equations (14,), (14,) it follows
that they are of the form

@) LR ( )qk«) o

df" k=2 é" k

With respect to the equalities
n/2 1 (n—1)/2 1
2 (2k - 1) = ( ), n is even, z (2k)? = ( ), nis odd ,

we obtain g,(¢) = (n + 1)[3. Thus the accompanying equation of the equations
(14.), (14,) is the equation

(3) — +0v=0.

Further it is true that the equations (14,), (14,) are of the class C on the interval
(=00, 0). In fact, because of the trigonometrical identity

(cos &~ (sin &)~ =Re {2..11 kll"z" "21( 1)"'( - )(k; 1) ei(n-l-zm—znt} .

k=1,...,n

we have that with the functions (15,), (15,) the functions
(16) (cos &) *(sin&)*~', k=1,..,n

are the solutions of (14,), (14,), too. Conversely, by making linear combinations
from the system (16) we get the functions (cos &)""2'"*(sin &)*~! ,k =1,...,n — 21
forl =0,1,...,(nf2) — 1,ifnisevenand ! = 0, 1, ..., (n — 1)/2if n is odd, respecti-
vely. From these functions, by means of the relation

cos(n—1—-2)¢ +isin(n—1-2)¢=

)

the functions (15,), (15,) can be obtained. Thus the functions (16) form a fundamental
set for the equation (14,), (14,), respectively. By Theorem 2 these equations belong to
the class C on (— oo, o). From this, in virtue of the property 5 of the equations

belonging to the class C and of the equivalence (3')I; ~ (3) 1,1, is an interval, it
follows

Theorem 9. If the equation (2) is of the class C and n is even (n is odd), then there
exists an interval I, such that (14,) I, ~ (2)1((14,) I, ~ (2)1).
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With regard to Definition 1 and Theorem 9 the equation (1) and the equation (14,),
(14,) will be called a typical non-oscillatory and oscillatory equation of the class C,
respectively.

Consider the nonhomogeneous equation

(17) - . L(y) = Pass(x), Par1(x) € Co(I),

whose corresponding homogeneous equation (2) is of the class C.

Assume the equation (2) is non-oscillatory on I and p, . ,(x) has exactly k zeros on
this interval, 0 < k < +co. Then (1) I, ~ (2)I{é(x), (x)}, I, is an interval. If x(¢)
is the inverse function to &(x), ¢,(¢) = 1/t[x(¢)] and

(18) 5—6,. = [¥OF 18 Pasa[X(O)], el

then in virtue of Theorems 1 a 8, [1], (17) I ~ (18)I,{x(¢), t,(£)} holds. The right
side of (18) has exactly k zero-points. Using Rolle’s Theorem successively we get that
every solution of this equation has at most k + n zeros in I,. The same is true for
the solutions of the equation (17) on I. This completes the proof of

Theorem 10. Let the corresponding homogeneous equation of the equation (17)
be of the class C and let be non-oscillatory on I. Let p,.(x) have exactly k zeros
in I. Then every solution of the equation (17) has at most k + n zeros.

Consider now the case that the equation (2) being of the class C is oscillatory on I,
that is, there exists at least one its solution having infinitely many zeros in I. Then,
from Theorem 3 it follows that for n even every solution of the equation (2) has
infinitely many zeros, while in the case of n odd this is true for each solution having
at least one zero-point.

Suppose n is even and the function p,,(x) is given by the relation

(19) Pas1(x) = f(x) u(x)

where f(x) € Cq(I), f(x) + 0, x €I, and u(x) is a solution of (2) with (n — 1)-tuple
zeros. If we denote

(20) [dez+(n-—l)2]|::€z+(n )]. [:{2+1]v=g(§)s(é),

where g(&) = [x'(&)]" F[x(8)]; s(&) = #,(&) u[x(&)], & €I, then from the Theorem 9
we get (17) I ~ (20) I,{x(&), t,(&)}. Here x(£)is the inverse function to &(x), t,(¢) =
= 1/t[x(£)], whereby (14,) I, ~ (2) I{&(x), t(x)}. With regard to the meaning of the
functions x(£), #,(£) the function s(£) represénts a solution of (14,) having infinitely
many (n — 1)-tuple nro—pomts
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The oscillatory properties of the solutions of the equation (20) will be dealt with
on the basis of a Comparison Theorem which is a generalization of the classical
Sturm’s Theorem. For this purpose let us consider two equations of the 2a-th order

(21) 4% 4 au®D + g U &+ Gy + @2(X) U = P2044(X)

(22) oM + @@ 4 ap®® &+ oa,,_ " + VanlX) 0 = Y2041(%),

in which a,,...,a,,_, are some constants, @,(X), Pzn+1(%), ¥24(X), V2n+1(X) €
€ Co(I,), 1, is an interval, u® = d'ufdx’, v® = d'v[dx’, I = 1,..., 2n. Let u(x) be

a solution of the former equation and let v(x) be a solution of the latter one. By
simple combining these equations we get for x e I,

u(x) v2"(x) — u®(x) v(x) + a,[u(x) v?"~(x) — u®"2(x) o(x)] + ... +
+ z-a[u(x) v'(x) — w'(x) o(%)] + [V2ulx) — @2u(x)] ulx) o(x) =
= Ysn+ 1(x) u(x) = Pan+ 1(x) v(x) .

Integrating this equality on the interval (x,, x,) < I, we come to the relation
[, (~ 1 a0 o~ 0) — wor-9(s) O} +
+ aal 3 (=1 W) 20 70) = w3 0) WO + ek
 any a0 V) = () oL + [ o) = u9] () of) =
= [ 20010 ) = s o 85

Under the assumption that the solution u(x) of the equation (21) fulfils the conditions

(23) u(xy) = w'(x,) = ... =u® Px)) =0, u®(x,)+0
u(x;) = u'(x;) = ... = u®""Nx;) =0, u® " V(x,) 0

the last equality reduces to the form

(24)  —uV(x;) ofx) + uC*(x,) ofx,) + j “T2®) - 02(0)] u(®)

o5 = [ Tars s ) = Oares(e) o] .
From it we get the following Comparison Theorem:
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Theorem 11. Let the following conditions on the interval {(x,, x,) be satisfied:

2 ¢2,,(X) é ¢2n(x)‘

. Pans1(x) = 0.

. Let u(x) be a solution of (21) satisfying the conditions (23).

. Let sgn uan- D(x,) # sgn u®* " D(x,) and if @,,(x) F Y,.(x) on Cxyy X2), let
u(x) + 0, x €(x;, ).

5. Let Y3,44(x) = f(x) u(x), f(x) € Colxy, x5). ‘

Then, if f(x) = 0(=<0) on <{x,, x,) and if there exists a solution v(x) of (22) such
that v(x) # 0, x e(x;, x;), sgnv(x) + sgn u®"~1(x,) (sgn v(x) = sgn u?~V(x,)),
x €(xy, x,), then the equation (22) is identical with the equation (21) and v(x,) =
= »(x,) = 0.

Particularly, if f(x) =0 on {x, x,) and if there exists a non-vanishing on
(%4, x;) solution v(x) of the equation (22), then the equation (22) is identical with the
equation (21) and v(x,) = v(x,) = 0.

Proof. Consider the case f(x) 2 0 on {x,, x,). Then the right side of (24) being
equal to [32 f(x) [u(x)]? dx is not negative. If @,,(x) % ¥,,(x), then u(x) > 0(<0) on
(x4 x;). Simultaneously u®*~Y)(x,) > 0(<0) and u®"~"(x,) < 0(>0). Suppose
there exists a solution v(x) of (22) such that v(x) < 0(>0) on (x,, x,). This implies
that in (24) the first term is <0 and the second one <0. From the obtained contradic-
tion the equality @,,(x) = ¥,,(x) on {x;, x,) follows. Then in (24) the first term must
be equal to 0. This arises if and only if v(x,) = v(x,) = 0. Simultaneously it must
be 32 f(x) [u(x)]* dx = 0. This gives f(x) = 0 on {x,, x,), q.e.d.

The case f(x) < 0 can be treated similarly.

By similar consideration Theorem 11’ will be proved.

W N e

Theorem 11’. Let the assumptions 1—5 of Theorem 11 be satisfied. Then, if
f(x) > 0(<0) on (x,, x,), there does not exist the solution v(x) of the equation (22)
such that v(x) u®*~(x,) < 0(20), x € {x;, x3).

Corollary. Let the following conditions be satisfied on 1,:

L 92,(x) S ¥24(x).

2. Pan+ 1(") = 0.

3. Let u(x) be a solution of the equation (21) with (2n — 1)-tuple zeros x,,, m =
=12,..,0nl,.

4. Let for each m. sgnu®~"x,) + sgn u® " (x,.,) and if @,(x) % ¥2.(x),
% € (Xpy Xm+1)» then let u(x) % 0, X € (X Xpps1)-

5. Let Y3,41(x) = f(x) u(x), f(x) € Co(1,), f(x) + 0, x €I,. Then every solution v(x)
of the ¢quation (22) changes its sign in the interval (X,, X,+2) at least once,
m=12.
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Proof. For the sake of definiteness let us assume that f(x) > 0 on I,. If ¢(x) did
not change its sign on (X, X,+,) at least once, the inequality v(x) u**~*X(x,) < 0,
o(x) 4"~ (x,,+,) < 0, would hold on one of the intervals {Xpm, Xpm+1s {¥m+ 1> Xm+2)
but this is not possible.

Return now to the equation (20). This equation is of the form (22) and its correspond-
ing homogeneous equation (14) has the form (21). If {¢,} denotes the sequence of
zeros of the solution s(£) of the equation (14,), then by Corollary to Theorem 11’,
whose all assumptions have been satisfied, every solution v(£) of the equation (20)
changes its sign on the intervals (&, &,+2) at least once. With respect to the equiva-
lence of the equations (20), (17) this implies

Theorem 12. Let n be even, let the equation (2) be of the class C. Let u(x) be its
solution with infinitely many (n — 1)-tuple zeros x,, on I. Let f(x) € Co(I), f(x) * 0
for x € I. Then every solution v(x) of the nonhomogeneous equation (17), whose right
side p,+,(x) is given by (19), changes its sign on every interval (X, Xn+1) at least
once.

Remark 5. Theorems 10 and 12 represent a generalization of the theorems con-
cerning the character of the solutions of 2-nd order nonhomogeneous equations, given
in paper [7].
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Vyfah

O JEDNEJ TRIEDE LINEARNYCH DIFERENCIALNYCH ROYNIC
n-TEHO RADU

VALTER SEDA, Bratislava

V préci sa aplikuje te6ria transformdcie linedrnych diferencidlnych rovnic (v daliom
len rovnic) n-tého rddu, uvedend v précach [1], [2] na triedu rovnic (2) lok4lne ekvi-
valetnych s rovnicou v™ = 0 v intervale I. Rovnice tejto triedy sti samoadjungované,
dalej operdtor vystupujuci na Iavej strane tychto rovnic d4 sa rozloZif na symbolicky
sti¢in n rovnakych faktorov (veta 1). Fundamentdlny systém rieSeni rovnice triedy C
je ureny vzfahom (8) pomocou fundamentdlneho systému rieSeni r(x), s(x) jej
sprievodnej rovnice (3) (veta 2). Z toho plynie, Ze ka¥dé rieSenie rovnice (2) z C
moZno rozloZif na sidin rieSeni rovnice (3) podobne ako sa rozkladd polyném na
stiin koreiiovych &initefov (veta 3). Vzhladom na to je typ rovnice z C rovny (n — 1)-
ndsobku typu rovnice (3) (veta 4). Rovnica z triedy C nepdrneho rddu md vzdy rieSe-
nie bez nulového bodu. Rovnica pdrneho rddu md také rieSenie prdve vtedy, ak je
neoscilatorickd (vety 5 a 6). Dalej plati, ¢ medzidvoma korefiami rieSenia Yo(x)
rovnice z C, ktoré md (n — 1)-ndsobné korene, leZi aspofi jeden nulovy bod kazdého
rieSenia y(x) % ¢ yo(x) tejto rovnice (ktoré md aspoti jeden nulovy bod, ak je n
nepérne) (veta 8).

PredstaviteIom rovnic triedy C sliZi rovnica (14,) pre n pdrne a rovnica (14,) pre n
nepdrne (veta 9). Vety 10 a 12 tykaju sa charakteru rieSeni nehomogénne;j rovnice
(17), ktorej zodpovedajiica homogénna rovnica (2) je z triedy C. Ak rovnica (2)
a pravd strana p, . ,(x) si neoscilatorické, to isté plati aj o rieSeniach rovnice (17)
(veta 10). Ak ale n je pdrne, rovnica (2) je oscilatorickd, u(x) je jej riedenie s (n — 1)-
ndsobnymi nulovymi bodmi, a f(x) # 0, potom si vietky riefenia rovnice (17)
s pravou stranou (19) oscilatorické.

PesloMe

OB OJHOM KJIACCE JIMHEMHBIX JUO®O®EPEHIIUAJIBHBIX
VPABHEHHUH #-OI'0O IIOPSAOKA

. BAJIbTEP MIEJA (Valter Seda), Bparucnasa

B paGore npumensiercs Teopus npeoGpasosanuil mHEHEBX mHbGepeHTHATBHEX
ypasHenuit (qasee TOMLKO ,,ypaBHeHHH ‘) n-oro nopsaxa, paspaborannas B paborax
[1], [2], na wracc C ypaBHenwit (2) T0KaIbHO IKBHBAJIEHTHBIX ¢ ypaBHeHMeM v™ = 0
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B uHTepBaje I. VpaBHEHUs! 3TOr0 KJIACCA CAMOCONPSXEHEL, Jjajiee, OnepaTop, CTos-
IOMii B JICBOM YaCTH 3TMX ypaBHEHHMM, pa3jiaraeTci Ha CHMBOJIMYECKOE IpOM3BE-
IeHUWE n ONWHAKOBHIX (akTopoB (Teopema 1). dyHHaMeHTaIbHas CHCTEMA pelle-
HAll ypaBHenust Kiacca C ompenenieHa cootHourenveM (8) ¢ momourpio ¢ynma-
MEHTAJIbHOM CHCTeMBI peurenuit r(x), s(x) ero compoBoxjarouiero ypasHeHus (3)
(Teopema 2). I3 3TOro BBITEKAET, YTO BCAKOE pelleHue ypaBHeHus (2) u3 C MOXHO
Pa3IOXKUTh Ha MPOM3BENCHNE PelIeHuit ypaBHenus (3) Temxke ob6pa3om, Kak pasia-
raeM MHOTOWICH Ha IPOM3BE/IcHAe KOPHEBLIX MHOXUTENEH (Teopema 3). Beuny Toro,
THI ypaBHerua u3 C paBeH (n — 1)-Boit KpaTHOCTH THHNA ypaBHeHHUA (3) (Teopema 4).
VpaBHenne u3 xiacca C HEYETHOrO IOPANKA MMEET BCera peueHue Ge3 HyJIeBOMH
TOYKH. VPaBHEHME YETHOTO IIOPAIKA MMEET TAKOE PELICHME TOrJa M TOJLKO TOTAa,
€CJIM OHO He KoJe6mromeecs (TeopeMsl 5 1 6). [lajiee ©MeeT MeCTO YTBEPXKACHHE, 9TO
MeX/y ABYMsS HyJISAMM pelieHus yo(x) ypaBHemus u3 C ¢ (n — 1)-KpaTHBIMH KOp-
HAMM JISKHT IO KpaiiHeidl Mepe OMMH HYJb BCAKOro pewmeHus y(x) % ¢ yo(x) aToro
ypaBHeHHs (KOTOpPOe MMeeT Mo KpaifHeit Mepe OIHY HyJIEBYIO TOYKY, ECJTH N HEUET=
Hoe) (Teopema 8).

IMpencraBurenem ypaBHeHuMi Kiacca C cyxuT ypaBuenue (14,) I n 9eTHOTO
u ypaeaenue (14,) 1 n HedetHOTO (Teopema 9). Teopemst 10 1 12 kacaroTcs xapax-
Tepa pellleHHit HeoJHOpoxHOro ypasHeHus (17), COOTBETCTByIOIIEE OJHOPOIHOE
ypaBHenue (2) KoToporo mpuHamiexuT kiaccy C. Ecmu ypasaenue (2) 1 GyHKmus
Pn+1(X) HekoseGuronmecs, To TO xKe caMoe BEPHO U O pemeHusx ypasenus (17)
(reopema 10). Ecmu n uetHoe, ypaBHeHue (2) koneGmomeecs, u(x)-ero peuieHue
¢ (n — 1)-kpatHeiMu HysaMA ¥ f(x) + 0, TO BCe pememm ypaererus (17) ¢ pyHk-
mueit p, 4 4(x), gaHoi (19), koneGmonmecs.
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Casopis pro péstovéni matematiky, rot. 92 (1967), Praha

POZNAMKA O HUSTOTE AKO MNOZINOVEJ FUNKCIL

BELOSLAV RIECAN, Bratislava

(Doslo 27. jula 1965, prepracované 8. februdra 1966)

V préci [1] vySetroval N. F. G. MARTIN vlastnosti Lebesgueovej hustoty v danom
bode na priamke ako mnoZinovej funkcie. V tejto pozndmke su rozsirené Martinove
vysledky v dvoch smeroch: 1. Pre symetricki hustotu lim m(E n ¢(x, r))/m(c(x, r)),

o+

r—

kde c(x, r) je sféra v metrickom priestore so stredom v x a polomerom r. 2. Lebesgueo-
vu hustotu merateInych podmnoZin euklidovského priestoru Tubovolnej dimenzie.

Dakujem prof. J. MaARikovi za cenné pripomienky, ktoré prispeli k zlepSeniu
vysledkov.

1. Definicie a oznatenia. X je abstraktny priestor, &/ o-algebra podmnoZin X, ",
T systémy podmnoZin X, X* < &, m je konedne aditivna nezdpornd funkcia na &,
kone&nd a kladnd na J¢".

Definicia 1. Postupnost {E,} podmnoZin X konverguje (vzhladom k 7), ak k Iu-
bovoInému Te J existuje N tak, Ze pre vietky n > N je E, = T. Pre IubovoIné
E € o oznaéme znakom D(E) suprémum mnoZiny

lim r_n_gEn—E,,) : {E,} konverguje, E, e X},
n—* o0 M(E,,)

znakom D(E) jej infimum. Stdle budeme predpokladaf, Ze existuje aspon jedna kon-
vergentnd postupnost.

Definicia 2. Znakom 2 budeme znalif systém vietkych E € o pre ktoré D(E) =
= D(E). Ak E € 9, povieme, ¥¢ E m4 hustotu rovnu &slu D(E) = D(E) = D(E).

Definicia 3. Znakom .# budeme zna&it systém vietkych A4 e & spliiajiicich pre

IubovoIné E € o rovnost D(E) = D(E n A) + D(E — A).

Priklad 1. Nech X je metricky priestor, & systém vsetkych borelovskych mnoZin,
beX, A = T je systém vietkych uzavretych gil so stredom v b. V tomto pripade
nazveme D(E) symetrickou hustotou mnoZiny E v bode b.
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Priklad 2. Nech X je euklidovsky priestor, &f systém vSetkych lebesgueovsky
meratelnych mnoZin, b € X, ) systém vietkych ohrani¢enych intervalov do uzdverov
ktorych patri b, I je systém vietkych otvorenych mnoZin. Takto obdrZanu hustotu
budeme nazyvaf Lebesgueovou.

2. Vieobecné tvrdenia. Lema 1. A € D vtedy a len vtedy, ked D(A) + D(X — A) =
= 1.

Dékaz. Ak Ae 9, tak, ako lahko nahliadneme, X — A€ 2 a plati D(4) +
+ D(X — A) = D(A) + D(X — A) = D(X) = 1. K dékazu opadnej implikdcie si
sta&i uvedomit vztah D(4 U B) < D(A) + D(B). Ak je potom B = X — A, D(4) +
+ D(B) = 1, je D(4) + D(B) = 1 = D(X) = D(A v B) a teda D(A) = D(4).

Lema 2. D je nezdpornd, subaditivna funkcia definovand na systéme <.

n
Dokaz. Prvé tvrdenie je zrejmé. Ak 4, A;e o (i=1,2,...,n), A = U 4, tak

n n i=1
m(J N A)fm(J) £ Y. m(J n 4;)[m(J) pre vietky J € o', teda D(4) < Y D(A4,)).
i=1

i=1

Lema 3. # < 9.

Dokaz. Nech A e #, poloime E = X. Zrejme 1 = D(X) = D(X — A) + D(4),
teda podla lemy 1 je A € 9.

Lema 4. .# obsahuje systém vSetkych A € D, pre ktoré je D(A) = 1, alebo D(A4) =
= 0.

Dokaz. Ak D(4) =0, tak D(E n A) = 0 pre vietky Ee o, teda D(E) =
> D(E — A) = D(E — A) + D(E n A) 2 D(E). Ak je D(4) = 1, tak D(X — 4) =
= 0 a plati D(E) = D(E — (X — A)) + D(E n (X — A)) = D(E n A) + D(E — A).

3. Symetrické hustota. V daliom pre kaZdé r > 0 je C(r) e o, 0 < m(C(r)), pri¢om
lim m(C(r)) = Oapre0 < r < sje C(r) = C(s). Polofme I = X = {C(r) : r > 0}.
r-0+
Zrejme D(E) = limsup m(E n C(r))/m(C(r)), D(E) = liminf ..., D(E) = lim ..., ak

r-0+
td limita existuje. A

V celom 3. odstavci budeme predpokladat prave uvedeni $pecidlnu volbu systé-
mov X', J. Viimnime si, Ze k dokazu nasledujicej lemy sta&i predpokladat subadi-
tivnost mnoZinovej funkcie m.

Lema 5. Nech Aje o (i = 1,2, ..., k). Potom existuji také mno%iny A;e o, %e
. B
Aj < A, D(4}) = D(4) (i = 1,2,..., k), D(U A4}) = max D(4,).
i=1 i
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Daékaz. Zvolme fubovolné &isla af, b} (i = 1,2, ..., k) tak, aby a} > b} > a} >
> b} > ...> a% > bt.Nech n > 1 a predpokladajme, 7¢ sme uZ definovali a/ pre

i<n, j=1,2, ..,k Uréme teraz a) (j = 1,2, ..., k) tak, aby platilo

br >al>bl>ai>b:>...>a>b>0,

mANC@) S pgy L =12k,
n

m(C(ay))
_m(C(ap)) , 5 m(C(by) * m(C(a'“)) .
m(C(oE-0)) " 4 m(c(al)) & m(c(s)) " n

Tym sme definovali aj, b} (i = 1,2,..., k) pre vietky n. PoloZme A} = A4;N

N (nQI(C(a,‘,) —C(Y)) (i=1,2,...,k). Pre kazdé n je zrejmé C(b,) v (4in
N C(a;)) @ A; N C(ay). Je teda
m(A;n C(a,,)) m(A4; n C(a})) _ m(C(b,‘;)).
‘ m(C(ay)) G m(C(a,))
Odtial vyplyva, %e D(A}) = D(A,), teda D(A}) = D(4;) (i = 1, 2,.
Pre kazdé r > 0 poloZme teraz f(r) = m((iL_leA’,) n C(r))[/m(C(r)). Ak je 0 <
<r bt je zrejme A N C(r) = C(al4,) px_"e j<ia A;nC(r) = C(a)) pre
j>i.Akjetedabl <r<by ' (i=23,...,k)je
m(4,0 C(r) | 5 m(Classr) 5 m(Cla)
SO % m(C(bl) 1< m(C()
n(d 0 C0) , mClak ) | 5 m(Clabu)

k).

m(C(r)) m(C(b)) =2 m(C(b£+i))
L m(C(a))) _ m(4;n(C(r) 1 1
+}=;+1 m(C(bi™Y)) = m(C(r)) n+1 * n

Pre bl <r s bl ,je
g m(4, n C(r)) | < m(C(a’)) m(A; n C(r)) | < m(C(a’))
T2 e +, eCOD) = m(CE) el )
m(4, N C(r)) .
m(C(r)) . n

, . : k
Odtiat vyplyva hned, % D( () 4}) = limsup f(r) < max D(4,). Pretoze D(4,) = D(4)),
= i=1 r=0+ - i

plati rovnosf.
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Veta 1. .# je systém prdve tych E € o pre ktoré je D(E) = 0, alebo D(E) = 1.

Dokaz. Vzhladom na lemy 3 a 4 stai dokdzaf toto tvrdenie: Ak 0 < D(4) < 1,
tak existuje mnoZina E € &, pre ktori D(E) < D(E n A) + D(E — A).

Polozme A, = A, A, = X — A, E = A} U A), kde A}, A} st mnoZiny z lemy 5.
Podla predpokladu je D(4,) > 0, D(4,) > 0, teda podla lemy 5 je D(E — A4) +
+ D(E n A) = D(A}) + D(A}) > max (D(4,), D(A4,)) = D(E).

Dosledok. Nech X je metricky priestor, b € X, C(r) uzavretd gula so stredom v b
a polomerom r, m je miera na systéme vSetkych borelovskych mnoZin, kladnd
a konecénd na systéme gul. Nech M je systém tych A € o, ktoré pre kaZdé E € of
spliiajii rovnost D(E) = D(E n A) + D(E — A), pricom D(M) je hornd symetrickd
hustota mnoZiny M v bode b. Potom .4 je systém prdve tych E € sf pre ktoré existu-
je symetrickd hustota D(E) a je rovnd 0, alebo 1.

4. Lebesgueova hustota. X je metricky priestor, C(r) je uzavretd gula o polomere r
so stredom v bode be X, 7 = {C(r) : r > 0}, A je systém mnoZin. Dalej je dand
mnoZina R = X, ktord spolu so systémom % spliia nasledujiice podmienky: Pre
kazdé E € ', pre ktoré m(E n R) > 0 (resp. m(E — R) > 0), je En Re X (resp.
E — Re X'). Ku kazdému r > 0 existuji E, Fe X tak, ¢ EU F < C(r), E < R,
FcX—-R

Lema 6. Nech existuje D(M). Potom D(M n R) = D(M) = D(M — R).

Do6kaz. Podla predpokladu existuju E,e X tak, Ze E, —» b, E, = R. Odtial

Iahko vyplyva, Ze D(M) < D(M n R); zrejme tu plati rovnost. Podobne sa dokdzz
vztah D(M — R) = D(M).

Lema 7. Pre kaXdé M € o je D(M) = max (D(M n R), D(M — R)).

Ddkaz. Zrejme max (D(M n R), D(M — R)) < D(M). Predpokladajme, Ze v pre-
doSlom vztahu plati ostrd nerovnosf; odvodime spor. Existuje &islo ¢, pre ktoré
max (D(M n R), D(M — R)) < ¢ < D(M). Existuje r > 0 Ze pre vietky E e X pre
ktoré E = C(r) je m(M n R n E) < ¢ m(E). Majme také E. Ak je m(E n R) > 0,
je podla predpokladu En Re ¥ atedam(M nEnR) = m(M nR)n(EnR)) <
< ¢ m(E n R); tdto nerovnost je zrejmd, ak plati m(E n R) = 0. Podobne sa dokdZe
vztah m(M n (E — R)) < ¢ m(E — R). Je teda m(M n E) < ¢ m(E), tak¥e D(M) <
< ¢, ¢o je spor.

Lema 8. Nech 0 < D(4) < 1. Polofme E = (A R) U (R — A4). Potom
D(E n A) + D(E — A) > D(E).

Dokaz. Podla lemy 6 je D(E n A) = D(A — R) = D(4), D(E — A) = D(R —
—A) = D((X — A) " R) = D(X — A) = 1 — D(A), tak¥e D(E n A) + D(E —.
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— A) = 1. Podla lemy 7 je D(E) = max (D(E n R), D(E — R)) = max (D(R — A),
D(A - R)) = max (1 — D(4), D(4)) < 1.

Veta 2. A je systém prdve tych mnoZin E e o, pre ktoré je D(E) = 0, alebo
D(E) = 1. |
Ddkaz. Vyplyva z liem 3, 4 a 8.

Désledok. Nech D(E) resp. D(E) je Lebesgueova hustota resp. hornd hustota mno-
¥iny E v bode b, # systém mnoZin E € of, ktoré splfiajii rovnost D(F) = D(F n E) +
+ D(F — E) pri lubovolnom F € of. Potom # je systém prdve tjch E € o, ktorych
Lebesgueova hustota existuje a rovnd sa 0, alebo 1.

Ddkaz. Vezmime systém X vSetkych ohrani€enych intervalov do uzdverov
ktorych patri b = (by, ..., b,). Dalej poloZme R = {x = (x4, ..., X,) : ¥; = b;}.

Literatira
[1] Martin N. F. G.: Lebesgue density as a set function, Pacific J. of Math., 7 (1961), 699—704.

Adresa autora: Bratislava, Gottwaldovo ndm. 2a, (Slovenska vysoka 3kola technickd).

Pe3oMme

3AMETKA O IIZIOTHOCTHU KAK O ®VHKIIM MHOXECTBA

BEJIOCJIAB PUEYAH, (Beloslav Rietan), bparacnasa

H. ®.T. MapTuH u3y4aJ HeKOTOphIE CBOHCTBA nnom\oc'm Ha NpAMO# KaK QyHKIUH
MHOXecTBa. B HacTosmIel cTaThe pacIpoCTPaHAIOTCS pe3yIbTaThl MapTHHA IO JBYM
HATpPABJICHAAM: I CUMMETPHYECKOH IUIOTHOCTH (TeopeMa 1) M st IUIOTHOCTH
Jle6Gera B €BRIHIOBOM NPOCTPAHCTBE JI060i pa3MepHOCTH (TeopeMa 2).

Summary

NOTE ON THE DENSITY AS A SET FUNCTION

BELOSLAV RIECAN, Bratislava

N. F. G. Martin has studied some properties of Lebesgue density on the line as
a set function. In this article Martin’s results are extended in two directions; for
symmetric density (theorem 1) and for Lebesgue density in Euclidean space of any
dimension (theorem 2).
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

ON CERTAIN SPACES OF TRANSFORMATIONS OF INFINITE SERIES

TiBoR NEUBRUNN and TiBor SALAT, Bratislava
(Received December 16, 1965)

1. THE SYSTEMS M AND I OF TRANSFORMATIONS OF INFINITE SERIES

In this part of the paper two systems of transformations of series of a certain type
are defined and their properties are studied.

(-]
Definition 1,1. U denotes the system of all series 4 = Y ¢,,1, 2 0(n = 1,2,3,...),
. n=1

Ms

L=< 1L
1

Definition 1,2. Let ¢ = 0. M, denotes the system of all funcfions [ deﬁned on
<0, 1) for which the following condition is fulfilled: If 4 = Z t, € U, then Z (p(t ) is
convergent and ]z o(t,)| < c

Definition 1,3. Let M, = () M,. Further, let M denote the set of all such functions @
c20
defined on <0, 1) for which the following is true: If 4 = Zt € U then 2 o(t,) is

n=1
convergent.

Remark 1,1. To be short we shall write p{A} instead of Y ¢(t,) (4 = Y t, € ).
n=1 n=1

The set M, represents a system of functions preserving, in a way uniformly, the
convergence of the series of the system 2. In the paper [1] R. RADo showed that if
a real function f defined for x € (— o, + o0) preserves the convergence of all con-

vergent series ). x, (x, are real numbers) then there exist positive numbers k, &
e ,

(k = k(f), & = 6(f)) such that for |x| < &, f(x) = kx (to be short, we say f is lincar
in a neighbourhood of the point 0). Evidently, the converse is also trué. Let us note
that if ¢ € M, then ¢ may not be linear in a right neighbourhood of the point 0.
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E.g.,if we put (p(O) = 0 and (p(x) = x sin (1/x) for x & (0, 1), then for each 4 = 2 t,€
n=1

e, |p{4}| < Z |o(t,)| = z t, < 1, consequently ¢ € M, = M, and evidently ¢ is

not linear in any rlght nelghbourhood of the point 0. But the following result ressem-
bling in a.way the result of Rado and characterising the elements of 9, can be
proved.

* Theorem 1,1 Let ¢ be. defined on the interval {0, 1). Then ¢ belongs to M, if
and only if all the following conditions are satisfied:

¢ ¢(0) =
(2 lim sup EPQI < +®©

-0+ t

(3) @ is bounded on (0, 1)
Corollary. If ¢ € M, then lim ¢(t) = ¢(0) = 0.
t+0+

Proof. If ¢ is defined on <0, 1) and has the properties (1), (2), (3) then obviously
@M. Let 9 € M. Then in view of the definition of the set M, there exists ¢ = 0
such that @ e M. It is easily seen that the magnitudes of the function ¢ on the
intervals (27", 27"*1% (n = 1, 2, ...) are not greater than c.27"*! In fact, if at
a point ¢ of the interval (27", 27"*') the value ¢(f) were either greater than
¢.27"*1 orless than —c.27"*! then the series

A=t+t+...+4t+0+0+...4+0+...
S —
2""1 times
would belong to U and |p{4}| = [2"~* ¢(f)| > c. Now, let t >0, t < 1. Then
te(2°"27"*1) for a sultably chosen n and consequently, |<p(t)| < c¢.27"*1 Thus,
we have

=20 < 4+

|(p(t)] P 2:"“

t 27"
and tﬁemfore lim Syp |@(f)|/t < 2¢ < + oo, hence, (2) is valid. The validity of (3) is
also easily wen If (p(O) # 0 were the case, then the series Z #(0) would not be con-

vergent in spite of the fact that 4 = Z 0e . Hence (1) is also true and the proof is
finished. "=t

R.emark 1,2 From the proof of the above theorem it follows that @(0) = 0, for
peM.:
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Remark 1,3. If p €M, then lim sup |@(f)|/t < + co may not be necessarily take true.
-0+

We may define the function ¢ e.g. in this way: (2™") =n.27"(n = 1,2,3,...)

and ¢(t) = 0 for each t€<0,1), t 27" (n = 1,2,3,...). Evidently, ¢ € M and

lim sup |@(#)|/t = + 0. Moreover, from this example it follows that MM + M., thus
t—=0+

the set M, is a proper part of the set M. As we have seen each function of the system
M., is bounded, but the system I contains also unbounded functions. For example,
the function ¢ defined by ¢(x) = (1 — x)7! for xe{274, 1), ¢(1) =0, ¢o(x) = x
for x € €0, 27 ') belongs to M and it is not bounded on <0, 1).

Theorem 1,2. If ¢ € M, then lim ¢(t) = ¢(0) = 0.
t-0+

Proof. Let ¢ € M and let the assertion of the theorem is not true. Then there
exists an &, > 0 and a sequence of positive numbers {,}{ such that §, < 27" and
|@(8,)| = &. Let e.g. ¢(3,) > O for infinitely many n (for ne N’). Then Y} 5,e I,

neN’

but the series ). ¢(6,) does not converge, thus ¢ ¢ M.
neN’

Theorem 1,3. The sets M., and M are real vector spaces (under the operations of
addition and multiplication by a real number defined in usual way).

Proof. As for W the assertion follows immediately from the fundamental
theorems concerning the convergent series and for 0, the assertion follows from the
Theorem 1,1. ’

Now, let us define on M., a nonnegative real function ||| in this way:

Definition 1,4. |¢| = sup |o{a}|.
It is not difficult to verify that the function | ¢|| fulfills the axioms of homogeneous

norm. In fact,

(@) [l@] = 0 and if (f) = 0 for each te<0, 1), then [¢] = 0. If there exists
a number te€ {0, 1) such that ¢(f)+0,then A=t+0+0+ ...+ 0+ ...e¥U
and |@{4}| > 0, consequently |¢| > 0, [¢| * 0.

(b) If k is a real number, then | ko| = sup |kp{4}| = || sup |e{4}| = |&] . |o]-

Aex %

(9) o1 + 92| = sup [(e1 + @) {4}, but |(01 + ¢2) {4}] = [o:{4}] + |ea{4}] =
< o4] + [@2]. Hence o, + 02] = le.] + [
Thus, the set M, with this norm is a linear normed space.

Theorem 1,4. Let ¢, (n = 1,2,3,...), ¢ be functions belonging to M. Let
. — @] = 0 as n - co. Then the sequence {9,} is uniformly convergent on
<0, 1) to 0. e
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- Proof. Let lim |, — ¢]| =0, ¢,, 0 €M,. Let £ > 0. Then there exists ny(e)

n- o
such that for n 2 no(e) @, — @| < e. Let A traverse over all series of the form
t+0+0+..4+0+.., te<0,1). Evidently AU and |p,{4} — o{4}| <&
for each A of this kind, hence for each t € €0, 1) |<p,,(t) — ¢(t)| < & whenever n 2
2 no(e), s6 {@,}7 is uniformly convergent on <0, 1) to ¢.

Remark 1,4. If ¢,, ¢ € M, and if {,} 7 is uniformly convergent on <0, 1) to ¢,
the convergence in the sense of the norm may not take place. We shall show this fact
on the following example: Let us put ¢,(f) = /(1 + n*t*) for t € <0, 1) and ¢(f) = 0
for each te 0, 1). Evidently, ¢,, o € M,, 0 < ¢,(t) < ¢ for each t and ¢,(t) =
= 2nt[[2n(1 + n*t*)] < 27", hence {@,}{ is uniformly convergent to ¢ on <0, 1).
Let us put for fixed n ¢, = 1/n where 1 < i < nandt,=0fori>n. Then 4 =

®
=Y t,e ¥, {4} = 1/2,s0 that |@,| = 1/2(n = 1,2, 3, ...). Consequently {]¢, —
i=1

- o[}7 = {|@a]} does not converge to zero.
A simple consequence of the foregoing theorem is the following one.

Theorem 1,5. The system M of all functions continuous on {0,1) which
belong to M, is a closed linear subspace of the space M.

Proof. Evidently it suffices to prove that M is closed in M. Let ¢, e MY
(rn=1,2,3,...), ¢, = ¢ (in the norm-convergence), ¢ € M. On the base of fore-
going theorem {¢,}? is uniformly convergent to ¢ on <0, 1) and hence in view of
the known fact from analysis the continuity of ¢ follows. Hence ¢ € M.

Theorem 1,6. Let ¢ = 0. Then M, is a symmetric, convex and closed set in M.

Proof. The properties of the symmetry and convexity are evident. Now, if ¢, € M,
(n=1,2,3,..), peM, and |@, — @] — 0, then to each ¢ > O there exists ny(e)

L
such that for each n > ny(e) andeach 4 =) 1,e A
k=1
|2 o(t)] = [ Z eat)] < | X o) = X ol8)] < &,
k=1 k=1 k=1 k=1

; 0
hence | Y ()| < @a] + € < ¢ + &. Since the inequality holds for each & > 0,
k=1 .
we have [[p] = ¢, peM..
Theorem 1,7. The space M, with the norm |¢| (see definition 1,4) is a Banach

linear normed space.

» Proof. Let {9,}? be a fundamental sequence of points of M. Let > 0. Then
in view. of the assumption there exists nq(n) such that for m, n = no(n) @, — @a| <
< n/4'holds. If A* travers over the series of the form t + 0 + 0+ ...+ 0 + ...,
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te <0, 1), then from the above mentioned facts, it follows that for each t e {0, 1)

there exists ¢(f) = hm (p,,(t) and {¢,}7 is uniformly convergent to @ on <0,1). It

will be shown that (peSUt and |, — @] = 0 holds. Let 4 = Z tre %. To any
k=1

positive integer A there exists, in view of the uniform convergence of {,} ', a positive

integer n(4) = ny(n) such that

n .
——< t )< — (k=12,...,4
2 ‘P( k) ¢..(1)( x) 41 ( )

Hence
A n 2 A "
@4 Y ‘Pn(;.)(tk) —-<Y o)< X Puny(t) + -
k=1 4 ¥=1 k=1 4

If we take into the account that ||@,, — @, < n/4, we get for the series t, +
+t,+ ...+t +0+0+ ..U the following:

(5) k‘; Pnolte) — 2 <é:1 (Pn(z)(tk) <é:l¢no(‘k) + ‘;1
From (4) and (5) we get
© 3 o) = 1< T o) < T oule) + 1.

Since (6) is valid for each positive integer 4, we have
2 A
|tim inf Y, o(1,) — limsup " o(8)| < 7.
A= k=1 A= k=1
From the last inequality valid for each n > 0, we have

lim inf E o(ty) = hm  sup 2 o(t),

A= k=1

so that the series Y. ¢(t,) is convergent. Simultaneously from (6) it follows that
k=1
n n
|e{4}] < lone] + 7=t (PneR).
Since n, is independent of A, we get @] = sup |p{4}| < ¢ + 7/2, so that p e M,,..
Ao
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Further from (6) evidently follows for each n = no(n),

é«p.(tk) - <§1¢(tk) <§1¢..(tk) +1

hence ||@, = ¢| < nfor n = ny(n), so that |, — @| - 0. This finishes the proof.

In what follows sets M, and M will be studied as subspaces of the topological
space § of all real functions defined on {0, 1). The topology considered in this
space will be that which is given by the uniform convergence. B will denote the
closure of that B in the topology given by uniform convergence.

Theorem 1,8. Let M, M and § have the previous meaning. Then

(a) M, and M are not closed sets.

(b) WM ,, + WV and none of the relations M, = M, M <= M,, takes place.

Proof. (a) Let t, = 27% (k = 1,2, 3, ...). Let {¢,}7 be defined by ¢,(1) = k~*
for t = 27% k < n, ¢,(t) = O for the rest of ¢, t € {0, 1). Then the sequence {¢,}}
converges to the function defined by ¢(t) = k™' for t =27% (k = 1,2,3,...) and
@(t) = 0forte0,1),t £ 27%(k = 1,2,...). Evidently p, e M, =« M(n = 1,2,...)

but ¢ ¢ M, because 4 = Y 27*e A and ¢p{A4} = +cc. This proves (a) and simul-
k=1

taneously the non-validity of M < M is shown.

For concluding the proof it suffices to prove the existence of a function ¢ € M
not belonging to M. Let us define ¢ by @(k[(k + 1)) = kfor k =1,2,3, ... and
o(t) =0 for te<0,1), t + k/(k + 1) (k =1,2,3,...). Then ¢ € M. Actually, if

(]
A= 2 t, € U, then at most for two indexes j, r t;, t, € (2~ 1.1), so that in the series
n=1

[}
Y ¢(t,) all but at most two terms are equal to zero. If there existed a sequence
n=1

{@n}T> @, € M, uniformly converging to the function ¢ then to each ¢ > 0 there
would exist ny such that for each n = n, and for all t € 0, 1)

(7) o(t) —e < o t) < o(t) + &

would hold. Let ¢,, € M, (co = 0). Let us choose k > ¢, + eand putt = k[(k + 1),
n = n,, then we get from (7)

__k___ _£< _—LC__
i g Pl t1)

c‘<k—e—cp -L —e< @ L
° k+1). "\k+1)

Which is a contradiction, since ¢,, € M,,.

Hence
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Theorem 1,4 shows that the convergence in norm is stronger than the uniform
convergence. The following theorem characterises the convergence in norm.

Theorem 1,9. Let {@,}{ be a sequence of functions belonging to M. Then the
sequence {@,} converges to @ € M, in the convergence in norm if and only if
there exists such right neighbourhood U of the point0, that the sequence {@,xy}=,
(xu denotes the characteristic function of the set U) converges in the convergence
in norm to @y, and {¢,}T converges uniformly to ¢ on 0,1y — U

Proof. The necessity follows from the theorem 1,4. We prove the sufficiency.
Let U be a right neighbourhood of the point 0, U = <0, §); let {(p,,xu}f’ converges to
@xyinthe convergenceinnorm and ¢, =} ¢ (=3 is the symbol of uniform convergence)

on {0,1) — U. Let 4 = Z t, € A. Then interval {3, 1) = {0, 1) — U contains at

most [67] tegms of the sequence {t}7. Let te, tiy oo b, (ky < ky < ... < k) are
those terms. In view of the convergence in norm of {@,xy} we know that to each ¢ > 0

there exists n,(¢) such that IZ (@) — o(t)| < €2 for n > n,(e). The dash

appearmg at the symbol ) denotes that the summation is made for i # k4, k,, ..., k,.
Further according to the uniform convergence of {¢,}7 on (6 1), the existence of
ny(e) follows such that for n > n,(e),

@) — o(1)| < Z_[Te/é—] te s, 1).

Then for n > max (ny[e), n,(e)) we have
% @) - 0(t)] 5 X (0t) — 00)] +
+ L lod) = ol <3 A 2[1/5]

From the last inequality the assertion of the theorem immediately follows.
The following theorem is motivated by the preceding one.

Theorem 1,10. A function ¢ defined and bounded on 0, 1) belongs to M, if and
only if there exists a right neighbourhood U of zero and a function ¢, € M, such
that ¢(x) = ¢,(x) for xe U.

Proof. Evidently it is sufficient to show that if ¢ is bounded on <0, 1) and in
some neighbourhood U = (0, §) of zero ¢(x) = ¢,(x) where @, € M, then ¢ € M.

Let |@(x)| < K for x€ (0, 1) and ¢, € M,. Let 4 = Y 1, € A. Then in the interval
_ : k=1
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{8, 1) is at most [1/8] terms of the sequence {f,}7. Let us denote those terms
tys s by 8 S [1/6]. Then

PECEIHEXOESTT

where ¥’ denotes that i runs over all positive integers with the exception of
ki, k,, ..., k,. According to the fact that ¢, € M, and in view of boundedness of ¢ we
get

lo{a)] = |5 00 < ¢ + sk

where ¢, s, K on the right side are independent on 4. Hence ¢ e M, and [o| <
S ¢ + sK.
If M(0, 1) denotes the metric space of all bounded functions on (0, 1) with the
metric ¢(f, g) = sup )] £(f) — g(1)| then according to the theorem 1,I(see (3)) M., is
te(0,

included in (0, 1). The set M,, is not a closed subset of M(0, 1) (see theorem 1,8,
the proof of (a)). But the following theorem may be proved.

Theorem 1,11. Let M,(0, 1) be the set of all the functions ¢ € M(0, 1) for which
lim ¢(f) = @(0) = 0. Then M, = M,(0,1) (M, denotes the closure in the space
-0+

M(, 1)).

Proof. We have M, = M,(0, 1) = M,(0, 1) (see the corollary following theo-
rem 1,1), so that M, = M,(0, 1). Now, let ¢ € M,(0, 1). Let us define ¢, (n =
=1,2,3,...) by ¢,(t) = 0 for t € <0, 1/n) and ¢,(t) = ¢(t) for t e (1/n, 1. In view
of Theorem 1,10, ¢, eM, (n =1,2,3,...) and evidently ¢, 3 ¢ on 0, 1).
Hence M,(0, 1) = M,,. Thus M, = M,(0, 1) is proved.

In connection with the above mentioned Rado’s result let € denote the set of all
such functions ¢ which have the following property: ¢ € M and there exists 6 =
= §(p) such that ¢ is linear on the interval <0, 5(¢))>. As we have seen £ + M.
But it is not difficult to prove the following theorem showing that as for the approxi-
mations in the space M(0, 1) the sets £(<,,) and M, are of the same value.

Theorem 1,12. Let £ and M, have the previous meaning. Then € =M , (=M,(0,1))
(in the sense of uniform convergence).

Proof. Let feM,. Then to each positive integer n, there exists an interval
<0,8,) in which |f(x)| < 1/n. Let us define g, (n = 1,2, 3,...) on 0, 1) by g,(x) =
= f(x) if x ¢ <0, 6, and g,(x) = x/nd, if x e (0, §,). Evidently g, =3 f on <0, 1)
and g, € £ (n = 1,2,3,...). Hence M,, = L. But £ = M,(0, 1) and so M,(0, 1) =
=M, =T = M0, 1)and we get ;,, = L. '
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A question appears, if £ = M, is dense in M, (if M,, is considered as a linear
normed space with the norm defined in definition 1,4). We shall show that the
answer is negative. The following lemma will be useful.

Lemma 1,1. Let ¢ be defined and bounded on 0, 1)>. Then ¢ € M, if and only
if |o| € M.

Proof. If |p| e M., then evidently ¢ € M,,. Now, if ¢ € M, then in view of
Theorem 1,1 and the boundedness of ¢ on <0, 1> we obtain the existence of K > 0
such, that I(p(t)l < Kt for all te{0,1). From the last inequality it follows that
|| € M.

Definition 1,5. Let € = M. The closure of the set € in the sense of the con-
vergence in norm (see the definition 1,4) will be denoted by cl €.

Theorem 1,13. Let M, denote the linear space with the norm given in the definition
1,4 and let & = M, have the previous meaning. Then cl & = M.

Proof. Let us put f*(x) = max (0, x sin (1/x)) for x # 0 and f*(0) = 0. Since
f(x) = xsin(1/x), x + 0, f(0) = O belongs to M,, we have f* e M, according
to Lemma 1,1 and to the fact that M, is a vector space. It will be shown that f*
is not a limit function (in the sense of the convergence in norm in M) of any sequence
{f.}? of functions belonging to £. Denote as <0, §,) the interval on which f, is linear
and let f,(x) = k,x on that interval. Evidently it suffices to consider the case.k, = 0
(n=1,2,3,...). Let us consider two cases

1) There exists & > 0 such that to each N there is n = N such that k, > ¢,.

2) To each & > 0 there exists n,(¢) such that k, < & for n = n,(e).

If the first case occurs, then there exists an infinite set of indexes n such that
k, > &,. These indices form a set N'. If n € N’, choose in the interval <0, J,) points
ty, 3, .. t, (r = r(n)) such that 1 2 ¢, + t; + ... + t, 2 &k, and sin (1/t;)) = 0
(j=1,2,...,7r). Letusput t; = O forj > r. Then

A= ‘élt,em, |§1f+(¢1)‘—f,,(t,){ = k,,;t, = €.

Hence ||f* — f,| 2 &, for an infinite set of indices n (n € N'), so that {f,} does not
converge to f* in the norm.

Next, consider the second case and let ¢ < 1/3. Let €0, 6,> (n = 1,2, 3,...) have
the previous meaning. For n 2 n,(&) we have k, < s. Choose in the interval <0, 5,)

(n 2 ny(e)) points t,, t5, ..., t, (s = s(n)) such that

sin;1=1 (i=12..,5, 12t +tr+...+t, 2%
i
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and put t; = Ofor j > s. Then for this n
PUAUES O EPEIWES (RLESE

lf* = f.| 2 % for n = n,(e). Hence {f,}7 does not converge to f* in the norm.
The proof is fimished.

2. THE SPACE M, AS AN INTERSECTION OF CERTAIN QUOTIENT SPACES

We shall show, that M, may be considered as an intersection of certain quotient
spaces. At first we prove some general theorems concerning these spaces.

Under a quotient space on a vector space X¥ we shall undestand the set of all the
equivalence classes formed by means of a subspace of the space X. The subspace
by means of which the quotient space will be formed will be called the zero class of
the quotient space. Under the operations of forming sums and multiplying by a real
number, which are assumed to be defined in the usual way on the equivalence classes,
the quotient space is a vector space (see [2] p. 25). If a metric or a norm on such
quotient space is given then the latter will be called a quotient space with metric or
norm respectively.

Remark 2,1. If T+ 0 and X, is a quotient space for t € T, whose zero class
is O,, then O* = N O, is a subspace of the space X (see e.g. [2] p. 23).

teT

Definition 2,1. The quotient space X* formed by means of the subspace O* will be
called the intersection of quotient spaces X,. '

Theorem 2,1. A set C = X belongs to the intersection of the quotient spaces X,
if and only if for each t € T there exists C, € X, such that N C, + @ and C = N C,.

teT teT
The latter representation of the set C by means of C, (t € T) is unique.

Proof. Let C € X*. Then C + 0. If x is an arbitrarily chosen element in C, then
for each t e T there exists a class C, € ¥, such that x € C,. Such class there is just one.
If y € C, then y belongs to the same class C, (te T) because y — x€ 0* < O,.
Thus C < C, (te T) and from this inclusion C = () C, follows immediately. Now,

teT

if x,ye ) C,, then y — x € O, for each t e T, consequently y — x € O*. The inter-
teT

section ) C, contains all mutually equivalent (modulo O*) elements. The last fact
teT
implies that () C, is included in some class of X*. From the disjointness of these
teT
classes we have C = (| C,. Bach class Ce X* may be represented in the form

teT
C = N C, C,e¥,(t e T). The uniqueness is seen from the proof.
teT
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Now, let C=NC, + 0, C,e X, (te T). We shall show that C € ¥*. From the

teT

preceding part of the proof it follows that C = N C, = C’, where C’ e X*. Let

teT
xeCand ye C’. Then y — x € O* in view of the definition of C’. Hence y — x € O,

for each t € T. Since x € C,, then also y € C,, for each t and we have ye C = n C,
so that C' = C, C’' = C.

Theorem 2,2. Let (X,, o,) for te T be quotient spaces on X with metric g,. Let
o(C, D) = sup {¢(C,, D,)} < +o for any two elements C,DeX* (C, D, teT
teT .

are those elements of the space X, for which C = C,, D = D,). Then (X*,¢) is
a metric space.

Proof. We shall prove that g is a metric.

(a) Evidently ¢(C, D) 2 0. If ¢(C, D) = 0, then ¢/(C,, D,) = 0 for each t € T and
C, = D,(t € T) follows. From Theorem 2,1 C = D. If C = D then again in view of
Theorem 2,1 C, = D, for each t € T consequently ¢(C, D) = 0.

(b) The symmetry of g is evident.

(¢) Let C, D € X*. Then ¢(C, E) = sup {e{C, E,)}, where C= N C,, D = \ D,,

teT teT

E = () E,. Since g, is a metric on X,, we have foreachte T
teT

Q!(Ct’ Er) = Qt(Cn Dx) -+ Qt(Dt’ Et) = Q(Cs D) + Q(Ds E) >
hence '

e(C,E) = sup {edCw E))} < o(C, D) + o(D, E).

Theorem 2,3. Let (X,, ¢,) (te T) be linear normed spaces (the norm | Y|, on %,

is given by || Y|, = e/Y, 0,)) and let o(C, D) =sup {g,, (C,, D,)} for any C, D € X*,
teT

C=NC, D=\D, Then (X*,¢) is a normed space (with the norm |Y| =

teT teT

= e(Y, 0%)).

Proof. a) We shall show that for k complex e(kC, 0%) = |k| o(C, 0*) holds.
Let C € X*, then C = n C,C,eX, kC = n kC,, o(kC, 0*) = sup {edkC,, 0)} =

lkl sup {eC, 0)} = |k' o(C, O*).

b) If C, D, E € X*,then ¢(C + E, D + E) = ¢(C, D). Infact, o(C + E,D + E) =
= sup {¢(C, + E, D, + E,)}, where C=NC, D= n D,, E = E, Since

teT teT teT
e{C, + E,, D, + E,) = ¢(C,, D,), for each te T we have o(C+E D+E)=

= sup {e{C:, DY)} = o(C, D).
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Remark 2,2. If 0* = {0} in the previous considerations (O is the zero element of
the space ¥), then the corresponding space X* has the onepoint sets as elements. In
such case we shall identify X* with X.

Now we show that I, may be considered as an intersection of certain quotlent
spaces. For the set T, the set of all sequences t = {t,};%, with 4 = Z t,eUA

will be taken. If t = {t,}7 € T then O, denotes the set of all those functxons o for

which @(t,) = 0(k = 1,2,...). O, is evidently a subspace in M, so that we may form by

means of the last a quotient space IM,. To show that M, is the intersection of quotient

spaces M, (te T) it suffices (according to the last remark) to show that 0* = {0},

0 denotes the function which is identically zero on <0, 1)). Let ¢ € O*, then ¢(t) = 0

for each t € (0, 1). In fact, it suffices to form a sequence {t,}7, in which t;, =1t,
= 0 for k > 1 and to note that ¢ € O,.

The metric Q,mim will be given as follows: If D,, E,e M, (t = {1,}7 ,Ztk € A), then
¢(D, E,) = 2 |¢(t,,) — ¥(t,)|, where p € D,, Y € E,. It is easily seen that o, is in-
dependent of the choire of ¢ and Y. The condition sup {e{DnE)} < +

follows from the fact that ¢ — Y €M, and consequently lo — ¥] e M, (see
Lemma 1,1). To prove that g, is a metric makes no difficulties. Evidently
e{D,, E,) = 0if and only if ¢(t) = ¥(t,) (k = 1, 2, 3, ...) but the last equality holds
exactly if @ and ¥ are from the same class. The symmetry and the triangular
inequality are evident. It is also easily seen that (¥,, o,) are normed spaces with the
norm |D,| = ¢(D,, O,). Thus the space M, with the metric o(¢, ¥) = sup {o,(D,E,)},
teT
where ¢ = N\ D,, ¥ = ) E, (we identify f and {f}) is in view of Theorem 2,3

teT teT ©
a linear normed space with the norm | o[, = sup ¥’ |p(,)|. The norm [o|. was
@ teT k=1

defined on the space M,, by || = sup | Y ¢(t)|. It is immediately seen that on the
teT k=1

sets of all nonnegative and nonpositive functions respectively the norms || o[ and ||,
are identical. In general this is not the case. If we put e.g. ¢(3/4) = 2, ¢(1/4) = —1,
(1) = Ofor the rest of t € €0, 1), then @ € M., [ @] = 2, | @[, = 3. But the following
theorem shows that from the topological point of view, there is no difference be-
tween these two norms.

Tlleoremz 4. The convergence induced by the norm || is equivalent with that
induced by ||,

Proof. It suffices to prove the equivalence of convergences for sequences which
converge to zero. Since |p| < |||, we see that the convergence in norm of
{@.}T induced by @], implies the convergence in norm |¢|. Now, let {¢,} con-
verge to 0 in the sense of the norm |g ie. lim |p,] = 0. To each & > 0 there
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exists ng such that for n > n, and each ¢t = {#,} e T we have
. v .
®) | T out)] < <.
k=1 2

Let t° = {t}}7 e T. Let us form a sequence {f;,}, from those t; for which @,(t7) = 0
and a sequence { }; from those ones for which ¢,(f}) < 0. Both of these sequ-
ence (after completing by zero terms if some of them is finite) belong to T and (8)
implies

Todtt) < 5o [Touth)] = Tlota)] <3

Hence Y |on(tf)| = Youte) + You(tn,) and we get [@,], S & for n > ny, so
k=1 1 J

[@alls = 0 as n—> oo.

In Theorem 1,7 the completness of the space M., with the norm |¢|| was proved.
From the last fact and from Theorem 2,4 the completeness of M, with the norm
ey follows.

Now we shall prove two theorems concerning the completeness and separability of
general quotient spaces.

Definition 2,2. Let {C,}, t € T'be a system containing for each t € Tjust one element
of X,. The system {C,}, t € T will be called uniformly attainable if to each t € T there
exists a sequence {C}},% of elements of X, such that lim C} = C, uniformly with
respect to te Tand N C! + 0. 3 =Lt

teT

Theorem 2,5. Let (%,, ;) for te T be complete linear metric spaces. The in-
tersection (X*, o) of the spaces (X, ¢,) is complete if and only if each uniformly

attainable system {C,}, t € T has a nonempty intersection () C, + 0).
teT

Proof. Let each uniformly attainable system {C,}, t € T have a nonempty intersec-
tion. Let {C"};>; be a fundamental sequence of elements of X¥*. To & > 0 there
exists ny(e) such that for m, n = n(e)

©) e(cm, ) = sup {edcT, C} <

holds, where C™ = ) C7, C* = N C}. (9) implies

(10) - e/Cr, €) < 7 (m, m 2 nofe)

for each t e T. Since X, is complete, there exists C, € X, such that lim C} = C,.

n—+oo
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Simultaneously from (10) it is seen that the convergence is uniform with respect to
te T, so that if n 2 no(e) then (10) implies ¢,(C%, C,) < ¢/2 < ¢ for each t € T. The
last inequality implies =p {e{C% C))} < & for n = ny(e). According to the assump-

tion ﬂ C, + 0 holds. Let us put C = ﬂ C,. Then {C"}., converges to C because
Q(C" C) £ sup {eC: C)} < eforn 2 no(z-:) The completeness of the space (X*, ¢)

is proved.

Let (X*, o) be complete and let {C,}, t € T'be a uniformly attainable system. By the
definition of {C,}, t € T, for each t € T there exists a sequence {C}}>, of elements of
X, such that

(11) lim ¢,(C7, C,) = 0

n—*ow

uniformly with respect to te Tand C" = N C; + 0(n = 1, 2, ...). Since ¢(C™, C") =
teT
= 5P {e{C7T, C?)} and since {C}};>., are uniformly fundamental with respect to

te T the sequence {C"}%., is fundamental in X¥*. Due to the completness of the
space (X*, ), there exists C € X* such that

(12) lim C" = C e %*

n- o

In view of Theorem 2,1, C = () C;, C; € X,. We shall show that C, = C, for each

teT

te T and consequently C = () C, #+ 0. Thus, it suffices to prove C;, = C, for each

teT

te T. According to the definition of the metric, (12) implies lim ¢,(C}, C,) = 0 for

each te T and using (11) we get C, = C; in view of the uniqueness of the limit.

Theorem 2,6. A necessary condition for the separability of the space (X*, g) is the
separability of the spaces (%,, o,).

Proof. Let (x-, @) be separable and let t, € T. Let M be a countable and dense set
in X*. Let M, denote the set of all those C,, € X, which appear in the intersections

C =N C,, where CeM. Evidently M, is countable. We shall show that M, is
teT

dense in X,. Let D, € X,, then there exists D € X* such that D < D,. To each
¢ > 0 there exists C € M such that ¢(C, D) < &. The existence of such C follows

from the density of M in X¥*. Among the terms C, appearing in the intersection (N C,
teT
the term C, € M,  appears. According to the definition of the metric ¢ we have

2:o(Ceos Dy;) < 0(C, D) < &. Hence (%,,¢,) is a separable space. The proof is
finished.

Remark 2,3. The condition stated in the preceding theorem is not sufficient. We
shall show it on an example. An example is furnished by the space M, serve. M,
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will be considered as the intersection of the quotient spaces M,, te T, t = {t,}%,,
it,‘e‘ll, IC.) = f |o(ti)], where ¢ is some representative of the class C,. It is
;;;nediately seen :;;t if t e T is fixed then X, = M, is isometric with the space [,
of all sequences x = {§}2., for which z |&] < +oo with the norm |x| =

= Z l*kl It is well known that /[, is separable and consequently M, = X, is separable

space. In spite of it M, is not separable. It suffices to consider in M, the subset P*
of all such ¢ € M, which assume values 0 and 1 at the point of the form k[(k + 1)
and 0 at other points.’Evidently IR* is an uncountable subset of MM, and the distance
of any two points of M* is 1.
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Vytah

O ISTYCH PRIESTOROCH TRANSFORMACI
NEKONECNYCH RADOV

TiBOR NEUBRUNN a TIBOR SALAT, Bratislava

0
Oznaéme znakom A systém vSetkych nekoneénych radov 4 = Z t, 01,51
n=1
(n =1,2,3,...), ktorych stéty neprevyuji &slo 1. Nech pri ¢ = 0 M, znadi systém
vietkych reélnych funkcii @ deﬁnovanf/ch na <0, 1), ktoré maja td vlastnost, Ze pre

kazdy rad 4 = Zt e je |p{d}| = IZ(p(t )| < c. PoloZme M, = U‘.Ut a na
mnoZine M, deﬁnu]me redlnu funkciu H(o" takto: o] = sup |<p{A}| V préci sa

dokazuje, Ze |¢|| je norma a M, s touto normou je Banachov linedrny priestor.
V prdci sa podrobne $tuduji vlastnosti tohoto priestoru a dokazuje sa, ¥¢ M,
mozno chdpat aj ako prenik istych faktorovych priestorov.
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Pe3rome

O HEKOTOPBIX ITPOCTPAHCTBAX ITPEOBPA30OBAHU
BECKOHEYHBIX PAIOB

¢ TUBOP HOMBPYHH u TUBOP IIAJIAT, BpaTtucnasa

o]
Iycts A 06o3HAYAET MHOKECTBO BCEX GECKOHEHHBIX psfioB 4 = Y £,, 0 < t, < 1,
1

(n =1,2,...), cyMMEI KOTOPBIX HeGombLre 1.
ITycts M, (c = 0) oGo3HAYeT MHOXKECTBO BCEX JCHCTBHTENBHBIX (YHKIUHA @,
onpeneneHHbIX Ha oTpe3ke <0, 1) m MMeIonmx CiieAyroniee CBOMCTBO: IJIs BCAKOTO

@ o0
A=73t,e% umeer Mmecro mepasenctso |p{A}| = |Yo(t,)| < c. Hycrs M, =
1 1
= UM, Ecm Ha muoxecrse M, ompesesmm AeiicrauTenpryio dynkmuio o]
20
cnepyroumm o6pasom [|¢|| = sup |p{A4}|, To 318 PyBKIMs ABAsETCH HOp™MOH, T M,
Aed

C 3TO# HOpMO#i ABJIAETCA JTHHEHHBIM npocTpaHCcTBOM banaxa. B paGore meraspHO
HM3YYar0TCS CBOMCTBA 3TOrO IMOCTPAHCTBA M MOKa3wBaeTcd 4yTo M, MOXKHO paccma-
TpUBAaTh KaK mepecedeHHe OmpeeIeHHOro Buaa (pakTop-IpoCTPaHCTB.
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Casopis pro p&stovdni matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

MIERY V KARTEZSKYCH SUCINOCH

Icor KLUVANEK, KoSice

(Doslo 20. ledna 1966)

V niektorych suvislostiach je zaujimavd nasledujica otdzka.

Dané st merateIné priestory (X, &) a (¥, ) a funkcia 4 na systéme 2 vietkych
mnoZin tvaru E x F, E€ ¥, F e J. Predpokladdme, Ze A(E x F) pri ka¥dom
pevnom F € 7 je spoletne aditivna na & ako funkcia E a pri kaZdom E € & je spo-
éetne aditivna na J ako funkcia F. Otdzka je, & je A spoletne aditivna na 2 ako
funkcia E x F.

V tomto ¢ldnku je dand kladnd odpoved na tito otdzku pre pripad, Ze sa jednd
o systémy &, 9 bairovskych mnoZin v lokdlne kompaktnych priestoroch X, Y a za
dalsich predpokladov o reguldrnosti pre pripad borelovskych mnoZin.

Terminoldgia z teérie miery je v stlade s [1].

V dalSom X a Y su lokdlne kompaktné Hausdorffove priestory, Z = X x Y.
Dalej &,, resp. & znadi systém vetkych bairovskych, resp. borelovskych mnoZin v X.
Podobny vyznammd I oaJ vYaW,aW vZ.

Oznaéme
2 ={ExF:Ee%y,FeJ,}, 2={ExF:Ee%,FeJ}.

Ak A je nejakd funkcia na 2,, pre Iubovolni E € &, znak g4 bude znamenaf
funkciu na 7, definovanu rovnostou ;A(F) = AE x F).

Podobne pre F € 7, ozna&ime A funkciu na &g, pre ktorti A,(E) = A(E x F).
Podobné definicie prijimame i pre funkciu A na 2.

Eite oznatime R, resp. & najmensi okruh mnoZin, obsahujici 2,, resp. 2. Je
zndme [1; Theorem 33 E], Ze R,, resp. # pozostdva zo vietkych mnoZin tvaru

k
(1) G=UE;,xF,,
i=1

kde {E; x F;} je konedny systém navzdjom disjunktnych mnoZin z 2,, resp. 2.
Ak A je aditivna funkcia na 2,, resp. 2, potom no &,, resp.. # existuje prdve
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jedna aditivna funkcia v takd, Ze vsa zhoduje s A na 2, resp. 2. Funcia v je definovand
rovnosfou

k
2 WG) =Y ME; x F),
. i=1
pre ka¥dii mno¥inu G vyjadrenii v tvare (1) [1; Exercise 8.5].

Veta 1. Nech A je funkcia na 2, s vlastnostami:

(i) Hodnoty A st nezdporné redlne &isla alebo oo, pricom AC x D) < o pre
Iubovolné kompaktné Ce ¥y, D € T .

(ii) Pre kaXdé E € ¥, je A o-aditivna na T .
(iii) Pre kaZdé F € T, je Ay o-aditivna na &,.
Potom je A o-aditivna na 2,.

bﬁkaz. Lahko sa zisti, Ze 1 na 2, je aditivna funkcia [1; Theorem 33 D, Exercise
75} a teda i funkcia v definovand rovnosfou (2) na %, je aditivna .

DokdZeme tvrdenie:

(A) Pre kaXdi mno%inu G € R, taki, e W(G) < o, a & > 0 existuje kompaktnd
mno%ina C € R, a otvorend mnofina U e R, tak, 26 Cc G Ua U — C) <e.
Ak je W(G) = o, pre kaZdé ¢islo K existuje kompaktnd mnoZina C € R, tak, Ze
C<GawC)>K.

Je zndme [1; Theorem 52G], Ze kaZd4 miera na &, a 7, je reguldrna, &iZe plati
(A), ak nahradime %, znakom %, pripadne 7. (Pre ohraniené mnoZiny z &,
pripadne 7, vyplyva (A) priamo z definicie reguldrnosti [1; § 52], pre neohranitené
zo skutoCnosti, Ze kaZdd bairovskd mnoZina je suftom postupnosti ohrani€enych
bairovskych mnoZin.)

Predpokladajme najskdr, 2¢ G =E x Fe 2,, ¥(G) < co. Z reguldrnosti Aip
vyplyva, Ze existuje kompaktnd mnoZina C, € &, a otvorend mnoZina U, € &, tak,
¥¢ C,c Ec U, a 4{U, — C,) = (U, — C,) x F) < ¢[3. Dalej z reguldrnos-
ti y,A vyplyva existencia otvorenej mno¥iny U, € 7, takej, Z¢ F = U, a AU, x
x (U, — F)) < ¢[3. Kone¥ne z reguldrnosti A vyplyva existencia takej kom-
paktnej mno¥iny C, € ', e C, = F-a A(C, x (F — C,)) < ¢[3.

MnoZina C, x C, je kompaktnd a patri do &#,, mnoZina U; x U, je otvorend
a patri do R, dalej C;, x C, = G U; x U, a W(U; x U,) = (Cy x Cy)) =
=AUy x (U, - F))+ AUy — Cy) x F)+ AC, x (U, — F)) <.

Ak teraz G je Tubovolnd mnoZina tvaru (1), ¥(G) < oo, pre lazdé i = 1,2,..., k
ndjdeme kompaktni mnoZinu C’ e #, a otvoreni mnoZinu U® eglo tak, aby
bolo C < E, x F, e UM a WUV — C(‘)) < ¢/k. Potom bude C = U C® kom-

i=1

paktnd, U = UU‘"otvoremi CcGcU;CUeRavU-C)<e.
=1
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Cast tvrdenia (A) tykajicu sa pripadu W(G) = oo dokdZeme podobnym postupom
z definicie reguldrnosti ako &ast pre pripad W(G) < .

Z vlastnosti (A) a z aditivnosti v na &, vyplyva c-aditivnost na #. To je obsahom
vety Alexandrovovej dokdzanej napr. v [2; I11.5.13] pre pripad, Ze Z je kompaktny
priestor. Ale dokaz z [2] si vyZaduje iba trividlne Gpravy, aby sa hodil i na nés lo-
kdlne kompaktny pripad.

Désledok 1. Ak A je funkcia sphiajica predpoklady vety 1, na W', existuje jedind
miera p, a na W jedind reguldrna miera p takd, ¥e preE x Fe 2, je f(E x F) =
= po(E x F) = AE x F).

Ddkaz. Funkcia v je jediné aditivne roz§ifenie A na #,. Dokdzali sme o-aditivnost
funkcie v na %,. Z klasickych viet vyplyva (pozri [1; Theorem 13A]), Ze na o-okruhu
vytvorenom £, existuje jedind miera p,, ktord sa zhoduje s v na #,. Tento g-okruh
je viak #7 [1; Theorem 51E]. Dalej bairovskd miera p, na #", sa dd rozsirit jedinym
spdsobom na reguldrnu borelovski mieru y na %" [1; Theorem 54D].

Désledok 2. Nech 4 je funkcia na 2 s vlastnostami

(i) Hodnoty A si nezdporné redlné ¢isla alebo oo, pricom A(C x D) < oo pre
kompaktné Ce ¥, De 7.

(i) Pre kaZdé E € & je g aditivna a reguldrna na 7.

(iil) Pre kaZdé F € I je Ap aditivna a reguldrna na &.

Potom je A o-aditivna na 2 a na W existuje jedind requldrna miera u, ktord sa
zhoduje s A na 2. »

Ddkaz. KedZe podla Alexandrovovej vety z reguldrnosti a aditivnosti vyplyva
o-aditivnost, ziZenie na 2, (parcidlna funkcia) 4, funkcie 4 spliia predpoklady vety.
PodIa dosledku 1 existuje teda jedind reguldrna miera p na %, ktord sa zhoduje s 4,
na 2,.

Nech E € #, je lubovolnd mnoZina. Ak pre F € J poloZime o(F) = u(E x F),
Tahko sa zisti, Ze o je reguldrna miera na 7, dalej pre F € ¥, je p(E x F) = Ay(E x
x F) = AE x F), &iZe o(F) = gA(F), F € 7. KedZe reguldrne miery na 7, ktoré
splyvaji na 7, su totoZné [1; Theorem 52H], je o(F) = A(F) pre F € 7, &o zna-
mend, 7¢ y(E x F) = ME x F)pre E€ ¥y, FeJ.

Teraz pre TubovoIni mnoZinu F €  uvaZujeme o funkcii v definovanej na &
rovnostou 7(E) = u(E x F), E € &. Zasa je labké zistif, Ze 7 je reguldrna na & a Ze
1(E) = A4(E) pre E € &,. Odtial uZ z jednozna&nosti reguldrnej borelovskej miery
dostaneme, e y(E x F) = E x F)preEe ¥, Fe J.

Pred vyslovenim nasledujticej vety pripomenieme, Ze komplexnd g-aditivna funkcia
je reguldrna, ak jej varidcia je reguldrna.

Veta 2. Nech A je funkcia na 2, s vlastnostami:

(i) Hodnoty A sii komplexné éisla a prislusnd funkcia v definovand vztahom (2)
je na R, ohranicend.
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(i) Pre kazdé E € &, je gA o-aditivna na 7.
(iii) Pre kazdé F € T, je Ap 0-aditfvna na &,

Potom je A g-aditivna na 2, a na W', existuje g-aditivna funkcia p,, ktord sa
na 2, zhoduje s A a na ‘W jedind reguldrna c-aditivna funkcia p, ktord sa na 2,
zhoduje s A.

Ddkaz. PretoZe v je ohranidend a aditivna na %,, md na %, ohrani¢en1i varidciu lvl,
ktord je tieX aditivna [2; IIL. 1.6]. UkéZeme, %e pre parcidlnu funkciu z funkcie |v|
branu na 2, (tuto parcidlnu funkciu zna¢ime zasa |v|) sa splnia predpoklady vety 1.

Predpoklad (i) je zrejme splneny.

UkédZeme, Ze sa splnia i predpoklady (ii) a (iii). Budeme v dal¥om predpokladat,
%e ide o redlnu funkciu A (tedy i v), pretoZe mdZeme odbavif redlnu a imagindrnu
Cast zvld3t,

Néch E € ¥, je lubovoInd mnoZina. Nech {F,} je postupnost disjunktnych mnoZin
z2J,anechF = GF,,.

KedZe Ivljenez;;c:méaaditivna prem =1,2,...je|y|(E x F) 2 Z || (E x F,),
odkial |v|(E x F) 2 Z |v| (E x F,). Z druhej strany, nech ¢ > 0 je IubovoIné
Existuje G € &, tak, ieG c E x Fa|v|(E x F) — ¢ < |[/(G)|. Nech G = U E; x F}

s disjunktnymi E; x F;€ 2,. Potom plati
(E x F)— e < | .48 x F| < 3 Ja(ei < ] =
= 3 JUE: x (D F)nFD) = 2| E 48 x (B FY)| s
_s_.gj”ip(E; x (Fa n F)| é..ilvl (E x F,).

Vzhladom na to, Ze & je Tubovolné, mdme |v|(E x F) =Y |[v| (E x F,). Tym je
n=1

overeny predpoklad (ii). Prcdpklad (iii) sa overi podobne.

Podla désledku 1 existuje jedind reguldrna miera |u| na #, ktord sa na ®, shoduje

s |v|. KedZe |v| je ohranitend, je i |u| ohranitend.

Zo systému ¥ urobime metricky priestor tak, e poloZime ¢(G,, G,) = [ul (G, -
- G;) + |#| (G2 = Gy), pre Gy, G,e€# (a samozrejme stotoZnime G, G,, ak
Q(Gl’ Gz) - 0) 2

Z nerovnosti |W(G)| < |v| (G) = |u| (G) vyplyva, Ze v je rovnomerne spojitd na
podpriestore priestoru ¥, ktory predstavuje systém &,. Dalej je zndme, e &, je
hustd vo %, [1; Theorem 13D] a tie% vo % (v skuto¥nosti ako mnoZiny v metrickom
priestore %" a W, splyvaji). D4 sa teda v roziirif a to jedinym spdsobom na spojit
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funkciu g definovani na #°. Z jej spojitosti sa lahko odvodi, Ze je s-aditivna a re-
guldrna.

Désledok 3. Nech A je komplexnd funkcia na 2 s vlastnostami:

(i) Prislusnd funkcia v je na & ohranidend.
(i) Pre ka*dé E € & je gA na I aditivna a reguldrna.
(iii) Pre kazdé F € T je Ap na & aditivna a reguldrna.
Potom je A o-aditivna na 2 a na ‘W existuje jedind reguldrna c-aditivna funkcia p,
ktord sa shoduje s A na 2.

Ddkaz je podobny ako pre désledok 2, preto podrobnosti vynechdme.
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Pe3omMme

MEPBHI B ITPOM3BEJEHUSX ITPOCTPAHCTB

WI'OPb KJIIVBAHEK (Igor Kluvének), Komuue

ITycte X, Y — n0XaJlbHO KOMIIAKTHBIE XaycHopdoBEle NPOCTPAHCTBA H HYCTh
Z =X x Y. Jlanee, nyctb 2 cucreMa Bcex MHOXeCTB G = E x F roe E < X,
F < Y 6opeieBcKue MHOXECTBA.

Ecimm A Taxas dynkuus Ha 2uto E — A(E x F) sBnsercs peryaspHoi Gopenesckoit
Mepoii B X s mo6oro 6openaesckoro F < Yu F — A(E x F) ABisieTcs peryispHoOi
6openesckoit Mepoit B X mia moboro GopeneBckoro MHEoxecTBa E < X, To (yHK-
M A 6-aAaTHBHA Ha 2 M MOXET GBITH MPOJOJIKEHA A0 peryiasapHoi GopeneBckoit
MepHl B Z.

AHaJIOTHYHOE YTBEDXJCHHE MMEET MECTO IPH HEKOTOPOM YCJIOBHM TOXE IJIst
byHKIMM A He 06BA3aTEIHHO HEOTPHIATEIBHOM,
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Summary

MEASURES IN PRODUCT-SPACES

Icor KLUVANEK, KoSice

-

Let X and Y be locally compact Hausdorff spaces and let Z = X x Y. Let 2 be
the system of all sets G = E x F, where E c X, F c Yare Borel sets.

Let A be a real-valued function on 2 such that, for every Borel set F = Y, E —
— ME x F) is a regular Borel measure in X and, for every Borel set E < X, F -
— A(E x F) is a regular Borel measure in Y. Then 4 is o-additive on 2 and can be
extended to a regular Borel measure in Z. '

Under a certain condition an analogous statement is true without the supposition
that A is positive.



Casopls pro p&stovini matematiky, roé. 92 (1967), Praha

POZNAMKA O NEKONECNYCH HRANOVE DISJUNKTNICH
SYSTEMECH CEST V GRAFU

BOHDAN ZELINKA, Liberec

(Doslo 21. ledna 1966)

V [1] G. A. DIrAc uvédi tento problém:

Dva rizné uzly a a b grafu jsou spojeny nekoneénym pocltem & cest, z nichZ
kaZdd md a a b jako koncové uzly a z nichZ fddné dvé nemaji spoleénou hranu.
Vyplyvd z toho, %e a b jsou spojeny & cestami takovymi, ¥e ka¥dd z nich md a a b
jako koncové uzly, fddné dvé z nich nemaji spoleénou hranu a spoleéné uzly
kterychkoliv dvou cest se vZdy vyskytuji v témZ poradi, jdeme-li podél obou téchto
cest zado b?

Odpovéd na tuto otdzku je zdpornd. V tomto ¢&ldnku bude sestrojen graf, pro
ktery tato hypotéza neplati (pfi 6 = X,). Nejprve budeme rekurentn& definovat

Obr. 1. Obr. 3.
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nekone&nou posloupnost grafi G, G5, ... Graf G} (obr. 1) obsahuje uzly a’, b’, u’, v’
a wj, kde j probfhd viechna pfirozend &sla. Hrany grafu G} jsou a'u’, u'v’, b'v',
u'w), v'w) pro viechna pfirozend j. PopiSeme nyni konstrukci grafu G, kde n = 2.
Mgé&jme tti grafy G}, H,, H,, kde oba grafy H, a H, jsou isomorfni s G, _,. Graf G,_,
obsahuje uzly a’ a b’, tedy vezmeme v grafu H; uzel odpovidajici v isomorfismu
uzlu a’ grafu G,_, a ztotoZnime jej s uzlem a’ grafu Gj. Ddle uzel grafu H, odpovi-
dajici uzlu b’ ztotoZnime s uzlem v’ grafu G}. Uzel grafu H, odpovidajici uzlu a’
(resp. b') ztotoZnime s uzlem u’ (resp. b’) grafu G’ Tuto konstrukci nazveme kon-
strukci (K). Grafy G a G} jsou na obr. 2a 3,

DokdZeme lemma.

Lemma 1. Pro kaZdé prirozené n = 2 plati, ¥e graf G, obsahuje podgraf G,_,
isomorfni s G,_, takovy, %e uzly a’,b’, u', V', w; jsou v tomto isomorfismu samo-
druné.

Dikaz provedeme matematickou indukci. Pro n = 2 plyne tvrzeni p¥imo z kon-
strukce grafu G3, nebof G,_, = G;. BudiZ n = k > 2 a pfedpoklddejme, Ze tvrzeni
platipron = k — 1. Konstruujme nyni graf G, z grafu G} a grafti H,, H, isomorfnich
s Gy konstrukcf (K). Graf H, (resp. H,) obsahuje podgraf H (resp. H3) isomorfnf
s Gj-, a takovy, Ze uzlim a’, b', u’, v, w} odpovidaji tytéZ uzly v isomorfismu G; _,
na H (resp. H,) jako v isomorfismu Gj_, na H} (resp. H;). Graf Gj obsahuje tedy
podgraf vznikly z Gj, H; a H) konstrukci (K). Tento podgraf je zfejm& isomorfni
8 Gy, pfi¢emZ uzly a’, b’, u’, v, wj jsou v pfislu¥ném isomorfismu samodruZné.

MiiZeme tedy vytvofit opét nekonednou posloupnost grafi G,, G,, ... tak, Ze pro
kaZdé ptirozené n je G, isomorfni s G,, ddle G,_, = G, pro ka*dé pfirozené n = 2
a existuji uzly a, b, u, v, w,, které odpovidaji uzlim a’, b’, v’, v', wj v isomorfismu G,
na G, pro viechna n.

Lemma 2. V grafu G, existuje systém €, slofeny z n cest C,,...,C, z a do b,
z nichZ Zddné dvé nemaji spoleCnou hranu, pFicem? cesty C,, ..., C,_, leXl celé
v G,_, (ktery je podgrafem G,), cesta C, nelei celd v G,_, (pron 2 2).

Dikaz provedeme opét matematickou indukci. U grafu G, je tvrzeni zfejmé;

" cesta C, je cesta sloZend z hran au, uv, vb, leZi zfejmé& celd v G,. Cesta C, je sloZena
z cest, které jsou obrazy cesty C, v isomorfnich zobrazenich grafu G, na grafy H,
a H, (z nichZ se tvoli konstrukci (K) graf G,) a ddle z hran uw,, vw,, tato cesta
ztejme nele celd v G,. Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro n = k — 1 (k = 3).
Vezm&me graf G;, o n¥mZ vime, Ze je isomorfni s G,. Z konstrukce grafu G, pomoci
graf Gj, H,, H, a z induk&nfho pfedpokladu plyne, Ze v grafu G; existuje systém
k — 1 cest Dy, ..., D;_4 z a’ do v', z nichZ 24dné dv& nemaji spole¢nou hranu, tyto
cesty leZi v H,. Rovn¥% existuje systém stejné vlastnosti DY, ..., Dy_, z u’ do b’;
viechny cesty tohoto systému le%i v H,, jsou tedy disjunktni s cestami prvého systému,
pondvad grafy H, a H, jsou disjunktni. P¥itom v isomorfismu H, (resp. H,) na G,_,
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obrazy cest DY, ..., D;_, (resp. D, ..., D;_,) le¥i v G,_,, obraz cesty D;_, (resp.
Dy _,) neleZi cely v G, _,. Kone&n¥ existuje systém nekonetné mnoha cest DY, D7, ...
z u’ do v', kde cesta D} se sklddd z uzll u’, wj, v'". Z4dnd z cest DY, Dy, ... nem4
zfejm& spolednou hranu se Zddnou z cest Dj, ..., Dy, Dj, ..., D;. Sestrojime tedy
systém cest Cj,...,C,za’ do b, kde Cjyy = D;juDjuDyproj=1,..., k-1
a C| je cesta sloZend z uzld a’, u’, v/, b’. V tomto systému zfejm& Zddné dv& cesty
nemaji spoleénou hranu. Vezmeme-li v H, (resp. v H,) podgraf H} (resp. H3), ktery
je obrazem G, _, v isomorfismu G,_, na H, (resp. H,), pak graf vznikly konstrukci
(K) z grafas G}, H}, H} je graf Gj_, (viz lemma 1). Zfejm& v n&m leZi cesty C,, ...,
<.y Cp—1 zatim co C, v ném celd neleZi.

Vidime tedy, Ze €,-, = %, pro kaZdé pfirozené n = 2. Vezm&me nyni sjednoceni

-] -]
G, = UG, V grafu G, zfejm& existuje systém €, = | C, ktery se sklddd z N,
n=1 : n=1

cest z a do b, z nichZ Z4dné dv& nemaji spoleZnou hranu (to plyne z toho, Ze %, , =
< %, pro kazdé n = 2 a z toho, Ze kazdy systém €, md onu vlastnost).

Zitejmé plati dalsi lemma.

Lemma 3. Jestlife pFi konstrukci (K) bereme grafy Hy a H, oba isomorfni s G,
(misto s G,_,), pak vysledek konstrukce (K) je opét graf isomorfni s G, (misto
grafu G;).

KaZdé hran& h grafu G, pfifadime nyni pfirozené &islo m(h), které definujeme jako
nejmen3i pfirozené &islo takové, Ze h leZi v G,). Samoziejm je-li n = m(h), pak h
lezi v G, je-li n < m(h), pak h neleZi v G,. KaZd4 cesta C z a do b obsahuje konedny

polet hran, miiZzeme tedy definovat m(C) = max m(h). Snadno bychom zjistili, Ze
' heC

cesta C leZi celd v G, ), ale neleZi celd v G,y ¢-

Lemma 4. BudiZ € systém cest z a do b v G, takovy, Ze Zddné dvé cesty systému
nemaji spoleénou hranu a spoleéné uzly kterychkoliv dvou cest systému se vdy
vyskytuji v témZ poradi, jdeme-li podél obou téchto cest z a do b. Pak ¥ obsahuje
pouze konecny pocet cest.

Dukaz. BudiZ € takovyto systém cest a budiZ C cesta z € takovd, Ze m(C) =
= min m(C’). Takovd cesta musi existovat, protoZe hodnoty m(C’) jsou pfirozend
C'e¢
&isla. Provedme matematickou indukci podle m(C). Je-li m(C) = 1, znamen4 to,
Ze C je cesta sloZend bud z uzld a, u, v, b, nebo z uzld a, u, w;, v, b pro n&jaké pfi-
_rozené j. BudteZ H,, H, grafy z lemmatu 3. BudiZ C, libovolnd cesta za do b v G,
kterd nem4 spolednou hranu s C. Jeji hrana incidentni s a (resp. s b) nemie byt au
(resp. bv), pon&vad ta ndleZi cesté C, musi to byt tedy hrana z H, (resp. H,). ProtoZe
graf H, (resp. H,) je disjunktni s H, (resp. H,) a m4 3 grafem G} spoletné pouze
uzly a, v (resp. b, u), obsahuje tedy cesta C, lisek z a do v le¥ici v H, a isek zu do b
leZici v H,. Jdeme-li po C, z a do b, dojdeme tedy nejprve do v, potom po hrané uv
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nebo pfes néktery z uzllii w; do u a odtud do b. Tedy spole¢né uzly u, v cest C, C, se
objevuji po kaZdé v opatném pofadi. Systém € obsahujici cestu C pfi m(C) = 1
obsahuje tedy pouze jedinou cestu.

Predpoklddejme, %e tvrzeni plati pro m(C) < k, kde k je libovolné pfirozené
dislo, a dokaZme je pro m(C) = k. M&me graf G, a grafy H,, H, z lemmatu 3.
BudiZ H {resp. H3) obraz grafu G,_, pf¥i isomorfismu G, na H, (resp. H,). Po-
n&vad¥ C le%i v G,, obsahuje bud tsek z a do v v H}, nebo tsek z u do b v H}; pred-
poklddejme bez Gjmy na obecnosti, Ze nastane prvni pfipad. Je-li nyni C, cesta ze
systému € riznd od C, je I = m(C,) = m(C), tedy C, lezi v G,. BudiZ Hf (resp. H}
obraz grafu G,_, pfi isomorfismu G, na H, (resp. H,). Cesta C, obsahuje bud
usek z a do v v H{, nebo usek zu do b v H;. Nastane-li prvni pfipad, pak visomorfis-
mu H, na G, obrazy tsekli z a do v cest C a C, jsou cesty C"a Cgzado bv G,
takové, Ze m(C") £ m(Cj), m(C") < k. Podle induk&niho pfedpokladu vidime, Ze
vezmeme-li podsystém €* systému % takovy, ktery obsahuje viechny cesty obsahujici
usek z a do v v H,, pak #* je kone¢ny. VSechny cesty z a do b v G, které takovyto
uisek neobsahuji, obsahuji zfejm& hranu au. Proto miZe byt nejvySe jedna cesta
V& — %*. Tedy i € je konelny.

Tim jsme dokdzali v&tu.

Véta. Existuje graf obsahujici uzly a a b takovy, ¥e uzly a a b jsou v ném spojeny
systémem N, cest, z nichZ Zddné dvé nemaji spolecnou hranu, pficemZ v kaZdém
takovémto systému existuji dvojice cest takové, Ze. nékteré jejich spolecné uzly se
vyskytuji v riizném poradi, jdeme-li podél obou téchto cest z a do b.

Pozndmka. Pro koneéné J je zndmo, Ze Diracova hypotéza plati.
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Pe3iome

3AMETKA O BECKOHEYHBIX CUCTEMAX LENEN
BE3 OBIINX PEBEP B I'PA®E

BOI'TAH 3EJIMHKA (Bohdan Zelinka), JIu6eper

W3BecTHas TeopemMa U3 TeopHHU rpadoB yTBEpKAAET:

ITycmo 0ge pazauunvie sepwiunst a u b 2paga coedunenvt & yenamu (5-Hamypaavroe
uuca0), Kaxcoans uz Komopulx umeem a u b é xauecmse ceoux ZPaHUYHLIX BEPUIUH
U Hakaxkue 06e u3 HUX He umerom obwjezo peopa. Tozda a u b coedunenvt & yenamu
MAaKumu, Ymo Kaxcoas u3 Hux umeem a u b e Kauecmee ceoux zpaHuyHvIX 6epuluH,
HUKaKue 08e U3 HUX He umelom obwezo pebpa u obwjue eepuiunbl NPOU3BOALHBIX 08YX
yeneti HAX00AMCA 8 MOM JHce Camom nopadKe 8004b obeux Ha xody om a 00 b.

Ha Cummno3suyme o Teopuu rpadoB B Cmourenune B 1963 roxy I'. A. Tupax 3aman
npo6ireMy, BEpHa JIH 3Ta TeOpeMa TOXe, Korja d 6eckoHeYHOe KapAWHAITLHOE YHCIIO.
B 3T0if cTaThe MaH OTPHIATENBHBIA OTBET Ha 3TOT BONPOC — TPHBENEH KOHTP-
npumMep ¢ 6 = No.

Summary

A REMARK ON INFINITE EDGE-DISJOINT SYSTEMS
OF PATHS IN A GRAPH

BOHDAN ZELINKA, Liberec

A well-known theorem of the theory of graphs affirms:

Let two different vertices a and b of a graph be connected by 6 paths (8 is a positive
integer), each of which has a and b as its end vertices and none two of which have
an edge in common. Then a and b are connected by 6 paths such that each of them
has a and b as its end vertices, none two of them have an edge in common and
common vertices of arbitrary two paths occur always in the same order while going
from a to b.

At the Symposium on the theory of graphs in Smolenice in 1963 G. A. Dirac
has proposed the question, whether this theorem is also true, if & is an infinite
cardinal number. In this article the question is answered negatively — a counte-
rexample with § = N, is given.
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Casopis pro p¥stovini matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

ESTE O JEDNEJ TRIEDE RACIONALNYCH KRIVIEK

NikoLAJ PODTJAGIN, Bratislava

(Dogdlo diia 27. janudra 1966)

Cielom tohoto &ldnku je zovSeobecnif vysledky, ku ktorym dospel autor vo svojom
predchddzajicom &ldnku [1]. PouZitim rovnakej metédy sa v fiom dokazuje, Ze
vetky epiepicykloidy, epihypocykloidy, hypoepicykloidy a hypohypocykloidy,
pokial sd.uzavreté, st raciondlne krivky. Ich stupeti sa d4 urgif jedinym, pre vietky
tieto krivky spolo&nym vzorcom.

1. Parametrické rovnice kriviek triedy PP. Vychodiskom na$ich uvah je nasledu-
dujtica tiloha: Use&ka OA sa rovnomerne otdtka pkolo bodu O. Druhd G¢seka AB

Y
M /
/
/
¢ /
/
ﬂ //’_/
U S
B
b
=& _ _ _
a A
a
0 X
Obr. 1.

sa rovnomerne otdta okolo pohyblivého konca A prvej tsetky OA. Tretia tsetka
BM sa rovnomerne otd¥ okolo konca B tusetky AB. Treba urdit krivku, ktord pri
tomto zloZenom pohybe opisuje koniec M tsetky BM (obr. 1).

Tie hladané krivky, ktoré st uzavreté, povaZujme za prvky istej mnoZiny, ktoru
pre struénost nazveme triedou PP.
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V daliom budeme pismenami a, b, ¢ oznaovat samotné tisetky OA4, AB, BM i ich
dizky.

Zo samotnej definicie kriviek triedy PP vyplyvaju tieto ich vlastnosti:

1) krivka moZe prechddzat pevnym bodom O len vtedy, ked d[iky usediek a, b, ¢
vyhovuji podmienkdm

asb+c, bga+c, cga+b,

2) vzdialenost bodov kaZdej krivky od pevného bodu O nie je véi&sia akoa + b + c.

Pri uréovani rovnic kriviek triedy PP postupujme takto: Zvolme pevny bod O
za podiatok pravouhlej siradnicovej sustavy XY a predpokladajme, Ze v okamihu
zaCatia pohybu body A4, B, M leZali na osi X, pricom bod A sa nachddzal medzi
bodmi O a B a bod B sa nachddzal medzi bodmi 4 a M. Predpokladajme dalej, Ze
za isty &as t sa usecka a pootocila o uhol «, isetka b o uhol g vzhladom na vise&ku a,
teda o uhol o + B vzhladom na siradnicovi sistavu a GseCka ¢ o uhol y vzhladom
na useku b, teda o uhol a + B + y vzhladom na stradnicova stistavu. Ak pre-
mitneme vektory 04, 4B, BM, OM do siradnicovych osi, dostaneme rovnice

(1) =a.cosa+b.cos(x+ B)+c.cos(x+ B +7),
y=a.sina+b.sin(x+ p)+c.sin(@+p+7),

kde x a y st stiradnice bodu M v &ase t.

Oznaéme v uhlovii rychlost otd&ania sa tiseCky a, v’ uhlovi rychlost otd¢ania sa
usecky b vzhladom na tise€ku a, v” uhlovd rychlost otd€ania sa usecky c vzhladom na
usefku b. Vzhladom na sdradnicovii sistavu uhlové rychlosti otddania sa useiek
a, b, ¢ postupne budi v, v + v', v + v’ + v". Z rovnic

a=v.t, B=v.t, y=0".t

potom dostaneme

~

R I™
e | <

R I

v”
-
Ak teraz pomer rychlosti v’[v oznaime pismenom m a pomer rychlosti v”[v zasa
pismenom m’, rovnice (1) mdZeme pisat v tvaré

() x=a.cosa+b.cos(l+m)a+c.cos(l+m+m)a,
y=a.sina+b.sin(l+ma+c.sin(l+m+m)a.
Moizno sa Iahko presvedtit, e rovnice (2) uruji uzavretd krivku, teda krivku

triedy PP, vtedy a len vtedy, ked pomery m a m' rychlosti otdtania sa tseciek a, b, c
st vyjadrené raciondlnymi &slami.

295



Polo¥me m = p[q, m’ = p'[q’, kde p a q ako i p’ a ¢’ su nestdeliteIné &sla. Po-
loZme dalej @/qq’ = w. Potom rovnice (2) nadobudaju tvar

(3 x=a.cosqgqgw+b.cos(p+q)gw+c.cos(p'q+ pg +4qq9) o,
y=a.sin gq¢'o + b.sin (p + q)g'w + c.sin (p'q + pqg' + gq') ©.

Ak sa usetky b, c otd¢aji v zmysloch opanych zmyslu otd¢ania tseky a, podiely
rychlosti otdtania m = p/q, m’ = p’[q’ st zdporné. V daliom pre ur&itost budeme
predpokladaf, %e &sla q a q' st kladné. Cisla p a p’ st potom kladné, ak zmysel
otdCania sa useky b a c je zhodny so zmyslom otd&ania sa use&ky a, ¢isla p a p’ st
zdporné, ak zmysel otd¢ania sa useCky b a c je opaény zmyslu otd&ania sa tseCky a.
Suradnice x a y bodov krivky triedy PP, definované rovnicami (3), su periodické
funkcie parametra . Ich spolo&nd perioda je uréend kaZdym z troch zlomkov

@ ’ 2kn 2k,m 2k,m

¢ |p+d|d B |pPa + pa’ + aq'|’

kde k, k,, k, st najmenSie celé kladné &isla, pre ktoré je splnend podmienka ich rov-
nosti..

Podmienka (4) je rovnocennd s podmienkou

ki _|p+a| ko _|pPa+pqd +aqq
k q k- 99’

Oznalme § najva&si spolo&ny delitel &isel g a " a poloZme
9=3.91, 4 =3.9;.
Predchddzajice rovnosti potom moZno pisat v tvare

ki _lp+4

ky _ |P'as + pas + 44,
k q9-q: k 4.91.92

PretoZe &isla p a q ako i &isla p’ a ¢’ su nesudeliteIné, zlomky na pravych strandch
tychto rovnosti sa nedaji uZ zjednodu$if. Najmensie hodnoty konstdnt k, k,, k,,
ktoré vyhovuji tymto rovniciam, teda st

k=3.q,.92, ky=|p+4a|laz, k;=|p'a, + pas + q4,| .

Pre tieto hodnoty konitént k, k,, k, kaZdy zo zlomkov (4) sa rovnd 2x/g. Stradnice
x, y bodov krivky triedy PP st teda periodické funkcie parametra @ so spolo&nou
periodou 27/G: pri zmene parametra @ od nuly do 2z/g krivka bude celd opisand.
V dalfom budeme predpokiadaf, Ze parameter ® je nezdporny a menf sa v intervale

[0, 2x/3).
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PretoZe krivky triedy PP podla definicie su vytvorené otddanim sa troch tsediek
a, b, c, konstantya, b, c, p, g, p’, ¢’ nemdZu sa rovnat nule. PretoZe dalejpre p + q =
= 0 alebo pre p'q + pq’ + qq’ = 0 rovnice (3) ur&uju v &ldnku [1] uZ podrobne
preskiimané krivky triedy P, v dal§om budeme tieZ predpokladat, Ze

p+q+0, pg+pqg +qq +0.

2. Zékladné typy kriviek triedy PP. Predpokladajme, Z¢ po pevnom kruhu A4
(obr. 2) o polomere R sa rovnomerne vali v kladnom zmysle, tj. v zmysle opaénom
otd¢aniu sa hodinovych rudidiek,
kruh B o polomere r, a po kruhu
B sa rovnomerne bez $myku vali
vzhladom na kruh B v kladnom / 9
zmysle kruh C o polmere r,. %

Ked sa kruh B vali mimo kru- A

. M
hu A4 a kruh C mimo kruhu B, \
krivku, ktoru pri tomto zloZenom
pohybe opisuje bod M, pevne
spojeny s kruhom C, nazyvdme
epiepicykloidou [2]. Ked sa kruh
Bvali po obvode kruhu A4 zvniitra
a kruh C sa vali po obvode kruhu
B zvonka, krivku, ktord opi$e bod
M, nazyvdme epihypocykloidou.
Ked'sa kruh Bvali po obvode kru- : Obr. 2.
hu A4 zvonku a kruh C po obvode
kruhu B zvnutra, krivku, ktori opiSe bod M nazyvdme hypoepicykloidou. Napo-
kon, ked sa kruh B vali po obvode kruhu A zvnitra a kruh C po obvode kruhu B
tieZ zvnutra, krivku, ktora opise bod M, nazyvame hypohypocykloidou.

Je zrejme, Ze velkosti polomerov R, ry, r, kruhov 4, B, C eite neurduju krivku,
ktoru opiSe bod M. T4to zdvisi tieZ od pomeru rychlosti valenia sa kruhov B a C.

UvaZujme napr. epiepicykloidu. Predpokladajme, Ze za urdity &as sa kruh B otoéil

o uhol ¢, a za ten isty &as sa kruh C otodil o uhol t,. Z obr. 2 Tahko ndjdeme hodnoty
suradnic bodu M hladanej krivky:

(5) x=(R+r)cost+(ry+r)cos(t+t; +1t;)+h.cos(t+t +1t;+t3),
y=R+r)sint+ (ry +r)sin (¢t + ¢, + 1) + h.sin (t +ty + 15 +13),

kde h je vzdialenost bodu M od stredu kruhu C.

Pre h = r, epiepicykloidu nazyvdme prostou, pre h > r, predlfenou a pre h < r,
skrdtenou.
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PretoZe otdtanie sa kruhov B a C sa deje bez ¥myku, musime mat

rll‘=R.t, r2t3=r‘.tz.
Z toho

R Ar
(6 ty=—t, t,=—2t, ty=21,
ry ry

kde 4 = t,]t je damé &islo, ktoré z4visi od pomeru rychlosti ot4%ania sa kruhov B a C.

M

( A

Y

Obr. 3. Obr. 4.

Lahko by sme sa mohli presvedéit, Ze bod M opife uzavretu krivku vtedy a len
vtedy, ked &isla 4, R[r a r,[ry st raciondlne.
Po dosadeni hodndt (6) uhlov t,, t,, t; do rovnic (5), dostaneme

R+rl+lr2t

x = (R + ry)cost + (ry + r;)cos +

ry
R+ry + Mry + rz)t
ry

+ h.cos

R+r1+}.rzt
ry
R+rl+l(r1+r2)t.
r,

y=(R+r)sint + (r, + r,)sin +

+ h.sin
MoiZno sa Iahko presveddif, Ze epiepicykloidy, ur&ené tymito rovnicami, su krivky
triedy PP, ktoré st dané tieZ rovnicami (3), v ktorych
g p_R+ir,

-?—'sl, = , a=R+r,, b=r,+r,, c=h.
q q ry
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Pre ¢ = h = r, prislusnd krivka je prostd epiepicykloida. Jednoduchy vypo&et ndm
ukdZe, Ze to bude vtedy, ked kon3tanty rovnic (3) vyhovuji podmienke
4, =2aqq' = b(p+9)q’ +c(p'qa +pg’ +4q’)=0.

Analogickym postupon ndjdeme rovnice ostatnych zovieobecnenych epicykloid
a hypocykloid.

Epihypocykloida je urfend rovnicami (obr. 3)

x=(R=-ry)cost+ (r; + rz)cosut+
1

+h.cosR = = Ary +r2)t,
ry
y=(R—r1)sint—(r1+rz)sinR—r‘_Arzt— _
ry
—h.sinR_r1 = Mry +r2)t.

r
Hypoepicykloida je uréend rovnicami (obr. 4)

x=(R+ rl)costb+ (ry — rz)cosﬁjr‘——hzt

+
r
+ hacos T + Alry —rz)t,
ry
y=R +ry)sint + (r, - rz)sin_lfil_'ﬂzt_i_
1
'|‘h-$inR'|'rx + Ary -"2)1.
ry
Hypohypocykloida je uréend rovnicami (obr. 5)
x=(R—ry)cost+ (ry — rz)cosﬁ___l_z__hzt_'_
Ty
+h.cos L — R+ Ar, —rz)t’
ry :
y=(R— rl)sint+(rl__rz)sinrl —R_Ar2t+
Ty
+ h.sin 2 - R+ Ars —rz)t.

Ty
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Rovnice (3) urduja prosta epihypocykloidu, ak plati
4, =299’ +b(p+q)q' —c(p'q + pg' + 499') =0,
prostu hypoepicykloidu, ak plafi
Ay =aqq' —b(p +q)q — c(p'q + pg' +99) =0
a prostd hypohypocykloidu, ak plati
4, =299 +b(p+q)a' +c(p'q + pg' +44') =0.

Y

Obr. 5.

PretoZe podla predpokladu je p + ¢ + 0, p'q + pq’ + 94’ + 0, moZno sa Iahko
presveddit, Ze ked jeden z vyrazov 4., 4,, 4, 4, sa rovnd nule, ostatné tri musia
byt od nuly rdzne. Pri zachovani potiato&nych poldh kruhov B a C, vyplyvajtcich
z obrdzkov 2, 3, 4 a 5, aviak pri zmene zmyslu ich valenia sa, znamienko parametra 4
sa v uvaZovanych rovniciach kriviek meni. Pritom viak uvedené tvary vyrazov 4,
(i = 1, 2, 3, 4) se nemenia.

3. Zékladné vlastnosti kriviek triedy PP. Z rovnic (3) pre vzdialenost ¢ =
= /(x* + y?) bodu krivky od potiatku stiradnicovej siistavy dostaneme

(7)  @*=a? + b* + ¢ + 2ab.cos pg’w + 2ac.cos (p'q + pq) ® +
‘ + 2bc.cos p'qw.

PretoZe konStanty a, b, ¢ st kladné, usudzujeme, Ze bodom, vzdialenym od pociatku
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suradnicovej sustavy na vzdialenosf ¢ = a + b + ¢, odpovedaju len tie hodnoty
parametra w, pre ktoré platia rovnosti

(8) cos p'qw = cos pg'w = 1.

Této podmienka zrejme plati pre @ = 0. Je vSak splnend aj pre

©)

kde k a k, su celé kladné &isla.
Oznalme teraz p najvid¥i spolodny delitel &isel |p| a |p’| a poloZme p = p. p,,
p' = P . p,. Vzorec (9) mdZeme potom pisaf v tvare

(10)

_ 2kn _ 2k1n
g’ |p|d’

2kn 2k,
w = - =5 3
palpi| a2 Pa|ps| 44

Cisla k a k, musia potom vyhovovat podmienke

(11) k= [P as

|ps| 22

PretoZe |p,| 41 a |ps| g, su celé nestdeliteIné &isla, &islo k musi byt nasobkom &isla
|p1| @2. Ked poloZime k = |p,| q,k,, kde k, je opit prirodzené &slo, z rovnosti (11)
dostdvame k; = |p,| g,k a z rovnosti (10) potom mdme

(12) o = 28

pPq
PretoZe pre vietky hodnoty w méme w < 27/g, z toho usudzujeme, e na kaZdej kriv-
ke triedy PP vidy existuje presne p bodov, vzdialenych od pociatku stradnicovej
ststavy na vzdialenosf ¢ = a + b + ¢, uréenych vzorcom (12), kde k, =0,1,2,...
e D — 1.

DokdZeme, Ze vietky tieto body st rozne, tj. Ze kaZzdému z tychto bodov odpovedd
len jedna hodnota parametra . Predpokladajme opak, tj. nech napr. niektorému
bodu, vzdialenému od podiatku stradnicovej sustavy na vzdialenost g =a + b + ¢
odpovedaji dve rozne hodnoty parametra w: )

ke k' < K".
PretoZe pri splneni podmienok (8) rovnice (3) nadobudaju tvar

x=(a+b+c)cosqqw, y=(a+b+c)singdw,
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vidime, %e musia nutne platif aj rovnosti
cos qq'w, = cos qq'w; , sin q¢'w, = sin gq'w, .

Tieto viak moZu byf splnené len vtedy, ked gq'w, — qq'w, = 2k"n, kde k" je isté
prirodzené &slo. Musime teda mat

-

2qq_f T _ 2q<i_k T o k'n
Pq rq
alebo

k' — k’ = __p_ klll .
4992

PretoZe celé &isla p a qq, nemaji spoloénych delitelov, celé &islo k" musi byt deli-
telné &islom gq,. Ak poloZime k” = qq, . k, kde k je opif celé kladné &islo, dosta-
neme k" — k' = p. k. Aviak celé nazdporné &isla k' a k” nie st vitlie ako ¢&islo
P — 1. Poslednd rovnost nemdZe byf teda splnend pre k' + k”.

Z rovnic (3) dalej dostaneme

do
+ 2abgq’(p + q) cos pg’w + 2acqq’'(p'q + pa’ + qq’) cos (p'q + pq’)  +
+ 2bcq'(p + q) (P'q + pa’ + qq’) cos p'qw .

dx\? dy\? 2.2 12 2 12 2 20, ' n2
(13) o) Tl3g) = ¥'7 + b’q'%(p + q)* + *(p'q + pq’ + 94')* +

Za podmienok (8) m4 tdto rovnica tvar
(14) (dx/dw)* + (dy/dw)* = [aqq’ + b(p + @) 4’ + c(p'q + pa’ + qq'))* = 4%.

Videli sme, Ze na kaZdej krivke triedy PP existuje p bodov, pre ktoré g =a + b + ¢
a ktorym odpovedajii jediné hodnoty parametra w. Rovnica (14) ndm hovori, Ze
vietky tieto body st reguldrne body u vietkych kriviek triedy PP s vynimkou prostych
hypohypocykloid, pre ktoré, ako sme videli, plati 4, = 0.

Pre

(15) cospgw = —1, cosp'quw =1

z rovnosti (7) dostaneme ¢ = |a - b= c|. Podmienky (15) su splnené pre

_(@k+D)n_ 2km

(0] - ’
|p| @’ P’ 4

kde k je celé nezdporné &islo a k, je celé kladné &islo.
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Ak napiSeme tieto rovnosti v tvare

(16)

dostaneme

(2k + l)n 2k,
w = = = = = — ’
PIP1| q92 Plel 949,

) 2%, = {&L‘Ll (2K +1).

P1| q:

PretoZe sla |p,| g, a |py| ¢, nemaju spoloénych delitelov, rovnost (17) méZe platit
len vtedy, ked aspoi jedno z &isel |p,| a g, je &islo pdrne. Avsak ked &islo |p,| g, je
pérne, &slo |py| g, musi byt nepdrne. MdZeme tedy poloZif 2k + 1 = (2k, + 1).
. |P1| 42, kde k; je celé nezdporné slo. Vzorec (17) teraz nadobida tvar 2k, =
= (2k, + 1) |p;| 1. Z rovnosti (16) potom dostaneme

(18) axCB 0T G 6125 1),

pq
Z toho usudzujeme, Ze na kaZdej krivke triedy PP pre | le q, parne vidy existuje p
bodov, vzdialenost ktorych od poliatku siradnicovej siistavy je ¢ = |a — b — ¢
a ktoré st urdené vzorcom (18).

Aj tu by sme sa mohli presved¢if, Ze v pripade, ked rovnost (7) ndm dédva ¢ =
=|a — b —c| len za podmienok (15), kaZdému bodu, vzdialenost ktorého od
podiatku stiradnicovej sustavy je ¢ = |a -b- c| > 0, odpoved4 len jedna hodnota
parametra w. AvSak moZe sa staf, Ze pre niektoré hodnoty konitdnt a, b, c rovnost
(7) déva ¢ = |a — b — ¢| nie len pre hodnoty parametra w vyhovujiice podmienkdm
(15), ale i pre niektoré iné jeho hodnoty. Aviak z rovnosti (7) mdZeme dostaf rovnost
¢ =|a—b—c| len pre urdity konedny polet izolovanych hodnét e [0, 27/7).
To ale znamend, Ze pre |p,| q; parne na kaZdej krivke triedy PP vZdy existuju inter-
valy (o', ") € [0, 2n/g) také, v ktorych sa nachddzaji body, urené jedinymi hodno-
tami parametra o € (', ®"), definovanymi vzorcom (18). Pre a —b—c =0
pociatok sturadnicovej stistavy je aspoil p ndsobnym bodom.

Za podmienok (15) rovnost (13) ddva

dx 2 dy 2 ’ ' ’ ’ N2 2
(——) -+ (—) =[agq’ — b(p + 9)¢' — c(p'q + pa’ + q4')]* = 45.
do do
Vidime, Ze body ur&ené rovnostami (15) v spomenutych intervaloch (o', »") pre
4, =+ 0 si bodmi reguldrnymi. A pretoZe 4; a 4, sa nemdZu si¢asne rovnaf nule,
vyplyva z toho, Ze u prostej hypohypocykloidy pre | p2| 4, pdtnomaprea — b — ¢ *
#+ 0 vidy existuji intervaly, v ktorych sa nachddzaji jej reguldrne body, ktorym
odpovedaji jediné hodnoty parametra .

Ak pre |p,| q; pdrne mdme a — b — ¢ = 0, krivka prechddza potiatkom stradni-
covej sustavy, ktory je aspoil p ndsobnym bodom tejto krivky. AvSak aj v tomto
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pripade existuju intervaly (o', "), v ktorych potiatku stiradnicovej stistavy odpovedd
len jedna hodnota parametra w z tychto intervalov.

Podobnymi tivahami mohli by sme dokdzat, Ze na kaZdej krivke triedy PP pre
|Ps], |P2]» 41> g2 nepdrne existuje aspoii p réznych bodov, ktorych vzdialenost od
potiatku suradnicovej siistavy je¢ = |b — a — c| > 0a ktoré st definované vzorcom
(18) a pre lpll g, parne p bodov, ktorych vzdialenost od podiatku stradnicovej
sistavy je ¢ = |c — a — b| > 0 a ktoré sii definované tym istym vzorcom (18). Pre
b—a—c=0v prvom pripade a pre c — a — b = 0 v druhom pripade krivka
prechddza potiatkom suradnicovej stistavy, ktory je jej aspofi p ndsobnym bodom.

Analogicky sa moZno tieZ presved¢itf aj o tom, Ze u prostych hypohypocykloid
yidy existuji intervaly («’, ") také, v ktorych vietky spomenuté body si bodn%i
reguldrnymi, ktorym v tychto intervaloch odpovedaju jediné hodnoty parametra w.

4. Zikladn4 veta. Teraz dokdZeme tito zdkladni vetu:

Veta: Krivky triedy PP, urdené rovnicami (3), st raciondlnymi krivkami. Ich
stuperi n je dany vzorcom

(19) n=|pq| + |pqg’| + |P'qa + pa’ + 249'|,

ked kons$tanty p a p’ maju rovnaké znamienka. Tento vzorec plati aj v tychto dvoch
pripadoch:

1) p'<0,p>0, p'q + pg’ + 299" 20,
2)p>0,p<0, p'g+pq + 299 0.

V pripadoch, ked

1) p<0,p>0, pP'qg+ pq’ + 299 <0,
2)p>0,p<0, p'q + pg’ + 299’ >0,

plati nerovnost
n < |p'q| + |pa’| + |P'q + pa’ + 294'|.

Ddkaz. Napi¥me rovnice (3) v tvare
X = a (el«'m + e—l«'w) + E[ei(pﬂ)q’m + e—l(p+q)q'w] +
2 2
+ o [e'(p'¢+n'+«')w + e—i(p'c+pq‘+n’)w] ,
y= .}(,‘«'” o e-'«'-)~+ g[e'(nﬂ)q’m Vi e-l(pﬂ)q’w] +
i i

C ’ R - Vb
+ = [e“' q+pg’+qq)o _ e l(p'atpe’tag )ao]
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a poloZme e'® = 1. Tieto rovnice potom budi mat tvar

(20) x = —;—[a(t‘"' £ T—qq') + b(qu'ﬂq’ + T—n’f-qq’) +
£ c(.cp’q+pq’+qq' i t—p‘q-pq’—qq')] ,
y= - %[a(t‘”' = T-qq’) 4 b(tm'ﬂq’ — T—pq’—qq') +

+ ¢ ,L.p’q+m’+qq’ - T—p'q-pq'—qq')] .

Dalej mdme

2 2 2 2 2 2 2
d_x + d._y = d_w g + 9;‘)_ = ._.e'z“” (g{ + E}_, .
dt dr dz dw do do do
Z foho, %o sme povedali uz skér, vyplyva, Ze na kaZdej krivke triedy PP existuju

intervaly (o', "), v ktorych sa nachddza aspoti jeden bod, ktorému odpovedd jedind
hodnota parametra t, pre ktoru plati nerovnost

2
L (YY) 4.
dt dz

PoloZme dalej

Rovnice (20) potom nadobudni tvar

[

x 1 17 qq’ yPe’ taa’ pq’ +aq’
(1) Y e e e
X3 2 ”qq yie’ P’ +qq yPa’ tae
yp'atra +ag’ uP ‘q+pg’ +aqa’
(yp ‘q+pq’+qq’ v" ‘q+pa’+aq’ )]

X3 _ l _‘i Il YA ypa’ tad’ 3 un'ﬂq' +

X3 2 qu ”H'*“' ypa’+taa’
yPatpa’taa’ p¢+m'+«'

* c(“p atpg tad yPatrd tag’ )] -
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Rozoberme teraz tieto moZné pripady:
1) p' > 0, p > 0. Ak napiSeme rovnice (21) v tvare

o | = 1 [a(vp’q+n' + Zu'up'ﬁn' +
p'q+pe’+eq’ , p'atpg’ +aqa’
¥ 2 H

’ R '+ 2ea’ ‘a+2pa’+24da’ b
+ vra+nun+m 2q¢ +b(v” 2pq 2“#“+

4o vp'qﬂp’(+2n’+2q¢’) + c(v2(p'q+m'+qq’) + ”2(p'q+n'+u'))] ,

X2 _ _ : [a(vp'q+m’+2n preree _
2yPatpa’taq I»" q+pg’+qq

- vr'c+n’up'c+u’+2u') + b(vp’q+2n’+2qq'up'q -

- vp'qup’q+2u'+2n') + C(v2(p’q+m'+qq') _ u2(p’q+pq’+qq’))] s
vidime, ¢ homogénne stradnice x,, X,, x; bodov kriviek, definovanych rovnicami
(3), v danom pripade md%eme urdif tymito bindrnymi formami parametrov v a u:

ox; = a(vp'(+n'+2m’“n’q+m’ + vp’q+m'#p'q+pq'+2qq’) +
+ B(vp’q+2n'+2pn’”p'q + vp’q”p’q+2pq’+2«') +
+ c(vz(p'ﬁm’ﬂq’) 4 uz(p'q+m’+qq’)) ,
0x, = _i[a(‘,n’a+n'+2¢q'ﬂp’q+m' — vp'q.+p¢'“p'q+pq'+2«’) +
+ b(vp’¢+2m’+2u' ”p'q _ vv’qﬂp'q+2m'+2ﬂ’) +
+ c(vz(p'ﬁu’ﬂq‘) — "2(1"4+n’+qq')) ,
ox;3 = 2vr’q+n'+qq’ﬂp’q+m’+u’ ,
kde o je koeficient imernosti.
Z toho vidime, Ze krivka triedy PP je v danom pripade raciondlnou krivkou stupiia
2(p'q + pq’ + q4'). A pretoZe podla predpokladu p’ a p si &isla kladné, mdZeme

pisat
2(p'q + pq’ + 4q) = |p'a| + |pd’| + |P'q + pa’ + 244'|.

2)p'<0,p<0,p'q+ pq + 2gq' > 0. Z rovnic (21) v tomto pripade ur&me
tieto bindrne formy pre homogénne stradnice x,, x,, x5 bodov krivky triedy PP:

ox; = a(vz"' + ”Zu') + b(qu'+2n'“—m' + v—m'“m'ﬂqq’) +
+ c(vi’c+n‘+2u’#-p’¢-m' + v—p'q-n’up’q+n’+2«') ,
0x; = —i[a(vz"' - “2«’) + b(v""”“'p""' —
e v-u'“n’ﬂu') + c(vv'q+n’+2u’”—p’¢-n' -

v—r'a—n’“p’ﬁn'ﬂn’)] ,

0xy = 29y,



Vidime, Ze krivka triedy PP v uvaZovanom pripade je raciondlna krivka stupiia
2qq’. PretoZe teraz p a p' su &isla zdporné a p'q + pq’ + 299" > 0, mdme
299’ = |p'q| + |pq’| + |P'q + pa’ + 2a4'|.

3) P<0,p<0, p'q + pg’ + 2qq’ < 0.V tomto pripade z rovnic (21) moZno
urcit

ox, = a(v-p’q-'pq'#—p'q-pq'—qu’ + v-n’a-m’-ha'u—p’q—n’) 4
+ b(v-p'qu—p’q—zm'-zu’ + v—p’q-zm‘%«’”-v’q) +
+ c(v—l(p'q+m'+qq’) + ”—2(p‘q+pq’+qq')) ,
Xy = _i[a(v-p’q—pq'u—p'q-m‘—qu’ - v—n'q—m’-zu'ﬂ-p'n-m') £
+ b(v—p’qu—p'q-2n'-2qq' _ v’-p‘q-Zm’—qu'u-p’q) +
+ c(v—z(p’q+pq’+¢q') — ”-2(p'q+m'+¢q'))] ,
ox; = 2v-p'q-pq'-qq'”-p’q—pq'-qq’ .
V danom pripade rovnice (3) ur&uju raciondlnu krivku, ktorej stupefi sa rovnd
—2(p'q + pq’ + qq'). Aviak aj teraz médme
-2p'q + pq’ + ad’) = |P'a| + |pa’| + |P'a + pa’ + 24| .
4) p'<0,p>0,p'q+ pq’ +29q" = 0.V tomto pripade homogénne siiradnice
Xy, X3, X3 bodov triedy PP moZno ur¢if bindrnymi formami
ox; = a(v’""“"'u"' + qu’”pq’ﬂqq') + b(v2(m'+qq') + -uz(n’ﬂq’)) +
+ c(vp'q+2pq’+2qq'#-p'q + v—p'qﬂp’q+2pq’+2u') s
ox, = _i[a(qu'ﬂqq’”m' - qu’un’i-qu') +
+ b(v2(m'+qq’) - ”2(1"1"“44')) + c(vp’q+2m’+2u’”-P'¢ -
— v-p'q#p’q+2m'+2vm')] ,
ox; = 2qu’+qq'"pq‘+q¢’ .
Krivka triedy PP je v tomto pripade raciondlnou krivkou, ktorej stupefi sa rovnd

2(pq’ + qq’). To viak znamend, Ze jej stupeii je opét dany vzorcom (19), pretoZe aj
teraz mdme

2(pq’ + qq’) = |p'q| + |pa’| + |P'a + pa’ + 24q|.

5)p’<0, p>0, p'g + pq’ + 299" < 0. Homogénne siradnice x;, X;, X3
bodov krivky triedy PP st teraz dané bindrnymi formami parametrov v a u tvaru

ox; = a(v"P'lu"P'l"zﬂ' + v-n'q-zu'#-p'q) +
+ b(vn’—p’qu-p'q-n’-zu’ + v-n'c—n';l‘«'“n’—p’c) +

" —2p'a—pd'—24a" 2 pd e pi e ba”
4 o(yP T2 20 T2 2 )
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ox, = —i[a(v""y"’ q-2gq" _ v-p’q-qu'u-n'q) +
'—p'a —p'a—pa’—2aa’ e e B, P
+b(v" pqﬂ Pa-pa’—299° __ ,-p'a—Pq 2“#" pq)+
' —2p'a—pa’—24da’ —2p'a—pa’—2aa’ . pa’
+c(v”u P'a=pa’—294’ _ ,=2p'q4-Pq qq#m)]’

Oxy = 2Py TP
-

PretoZe polynémy, ktoré sme uréili pre x,, x, maji spolo&nych delitefov s polyng-
mom, ktory sme na$li pre x,, krivka triedy PP je v tomto pripade raciondlnou
krivkou, ktorej stupeii n je dany nerovnosfou

n< -2(p'q +qq’).
Avsak teraz mdme
-2('q + q4') = |p'q| + |pa’| + |P'q + pa’ + 244'].
6) P >0,p<0,pq+ pq + 299" < 0. Homogénne stiradnice x,, X,, X5 bodov
krivky triedy PP st teraz bindrnymi formami parametrov v a u tvaru
ox; = a(v—pq’ﬂ-pq’-m’ + v—pq'—qu’u-pq') 4
4 b(#-hq’-qu' 4 v—2m'—2«') +
+ c(vp‘qu-p’¢-2pq’-2¢m' + v—p'q—m’—qu’#p’q) ,
0x; = _i[a(v-m'ﬂ—pq'—m’ e v-p’q-zu’u-pq') 4
b(“-zm'-m' — v—2m'—244') I c(vp’q#-p'q—zpq’—m' .
- v—p'q-Zn'-m’ur'q)] R
ox; = 2v—pq'—qq'u-m'—qq’ .

V tomto pripade krivka triedy PP je raciondlna krivka stupiia —2(pq’ + qq’)
a opidt mdme

~2pq’ + qd') = |p'q| + |pa’| + |P'q + pa’ + 244'|.
7N p>0,p<0,pq+ pqg + 299 > 0.V tomto pripade md¥eme pisat
oxy = a(v"‘”z"'y"" + vp'qup’qﬂqc’) +
+ b(vp'¢+n'+2u’pp’¢-¢q’ + vp’q—m’#p’qﬂq‘ﬂqq') +

2p’q+pq’ +24q’,,—pq’ -pg’, 2p'q+pq’ +24q"
+c(qun qq”n +vm”pq rq qq)’

0x; = —i[a(yP'IrAC P ypaypat2e)
+ b(“""“'""”"'ur’!—«’ — VPR PR 2a)

2p'q+pe’+24q’,,—pPq’ ~pa’,,2p'q+pq’ +2qq’
+c(v“" qq“m_vm”pq pa qq)],

ox3 = 2vt‘|+u’“p’c+u' )



V tomto pripade krivka triedy PP je raciondlna krivka, ktorej stupeii n je dany
nerovnosfou

n<2pq+aqq).
Avsak aj v tomto pripade
2p'q + aq') = |p'a| + |pa’'| + |P'a + pa’ + 244'| .

Poznidmka. Ak v dokdzanej zdkladnej vete poloZime p’ = 0, g’ = 1, nadobudne
tdto znenie zdkladnej vety &ldnku [1]. V tomto pripade rovnice (3) skutone uréuji
krivky triedy P a plati

|pP'a| + |pd’| + |P'a + pa’ + 2q4’| = |p| + |p + 24| .

Pri dokaze vety tohoto &ldnku potom pripad 3), pri ktorom je p > 0, p'q + pq’ +
+ 299’ < 0, nie je moZny a v pripade 7), priktorom je p < 0, p'q + pq’ + 2qq" > 0,
polynémy, ktoré sme urili pre x, a x,. nemaju spoloénych delitelov s polyn6mom,
ktory sme uréili pre x;.
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Pe3rome
EIIE Ob OJHOM KJIACCE AJITEBPAMYECKUX KPUBBIX

HUKOJIAV IIOATATUH (Nikolaj Podtjagin), Bparrcnasa

B craThe paccMaTpHUBaeTCA KJIACC KPHBHIX, HA3BAaHHBLIX aBTOPOM KPHMBBIMH KJ1acca
PP, xoTopsle ABIsAI0TCAE 006061IeHNEM KPUBBLIX Kiacca P, MCCIeqOBaHHBIX aBTOPOM
B ero cratbe [1].

OTH KpUBBIE JAHbI YPaBHEHUAMHU

x=acosqq'w + bcos(p + q)q'w + ccos(p'q + pq’ + 99’ ) w,
y =asin qqo + bsin (p + q) g'w + csin(p'q + pg’ + 99 w.

Ie @ — mapameTp, H3MeHsioumiics B uaTepsane [0, 2n/q), p u g, xak u p’ u ¢/,
ILieJIble YHCIIa, HE MMEIoLIMe OOIuX AeuTeNel, IpHYeM TUCIa g K g’ IOJIOXKUTEbHEL,
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g — o6t HanGoBIIAiA JeSTATe)Tb IUCEN K ¢, @, b, ¢ — JIF06BIE MOIOXKUTEILHBIE
9HCIIA.

B craThe mOKa3BIBaeTCA, YTO K KpHBLIM Kilacca PP npuHapiexaT Tak Ha3pIBaeMbIe

CIMCIMHIMKJIONIBI, SMUIHIIONMUKIIONAbI, THIOCIIUIUKIONAbl U THIIOTHIOIUKIOHIBI.
IIOKB.BHB&]OT CsA HCKOTOPHBIC CBOMCTBA 3THX KPHBBIX.

}onaabmae"rcx, YTO €CJIA MOJIOXKHUTh
p="Pp1, P =DPp:
rae p — obupait HauGosuImii AesTess wncen |p| u |p’|, To:
1) Ha xaxpoit kpuBoif kiacca PP cymecTByeT p Touek, yJaJCHHBIX OT Hayaja

KOODJMHAT Ha paccTosHue a + b + c. ¥V Bcex kpuBbIX Kiacca PP, 3a ucirrogeHuEM
OPOCTHIX THIOTHIIONUKION 3TH TOYKH SABJISFOTCA OOBIKHOBEHHBIMH TOYKAMH.

2) Ilpu |p,| q, YeTHOM Ha KaxIo¥i KpuBOK Kracca PP cymiectByeT mo MeHbireit
Mepe j TO4eK, YAAJeHHBIX OT Havaja KOODAMHAT Ha paccTosiHue [a — b — c|. Ilpu
a — b — ¢ = 0 HAYAJI0 KOOPIMHAT ABJAETCS KPATHOKO TOYKOIO II0 MEHBIIEH Mepe
nopsaka p.

3) Iipu |py|, |p2|> 41, 4 HeweTHBIX Ha Kaxzol XpuBoii Kiacca PP cymectsyer mo
KpaiiHeif Mepe p TO4eK, yAAIeHHBIX OT HaYaja KOOp/MHAT Ha paccTosHue [b —a —d.
IIpu b — a — ¢ = 0 HAYaJ 0 KOOPIMHAT SBJIAETCA KPATHOIO TOYKOK MO MeHbIIeEil
Mepe nopsjka p.

4) Ipu |p,| g, 4eTHOM Ha Kaxo# KpHBoif Kiacca PP cymecTByeT mo Membieit
Mepe j TOYeK, yAATeHHBIX OT Hadaja KOOPJHHAT Ha paccTosHue |c — a — b|. IIpu
¢ —a — b = 0 HavaJ0 KOOPAMHAT ABJAETCA KPATHOIO TOUKOIO 110 MEHbINEH Mepe
nopsaxa p. ‘

5) Kpussle wiacca PP sBiAroTCA palMoHaIbHBIMA HPUBBIME. MIX cTenens n naHa
dbopmynoit

n=|p'q| + |pg'| + [P'qa + pa' + 299|
€CJTH TIOCTOSAHHBIE p ¥ p’ MMEIOT ONMHAKOBHIE 3HAKH. DTa (GOpMysa HMEET MECTO
H B JIBYX CJICYIOMIMX CITy4asXx:
1) p’<0,p>0, p'qg+pq’ + 299" 20,
2)p'>0,p<0, p'q+pg +299' £0.
B ocrasbHBIX CiTy4asx:

1) p'<0,p>0, p'q+ pq + 299" <0
2)p'>0,p<0,p'q+pqg +299 >0

HMEET MECTO Hepanencr BO |
n < |p'q| + |pd’| + |P'q +pd + 2qq'| .
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Résumé

ENCORE SUR UNE CLASSE DE COURBES ALGEBRIQUES

NikoLAJ PODTJAGIN, Bratislava

Dans cet article on étudie une classe de courbes nommées par ’auteur les courbes
de la classe PP qui sont d’une généralisation des courbes de la classe P étudiées par
’auteur dans son article [1]. Ces courbes sont données par les équations

x =acosqq'w + beos(p + q)g'w + ccos(p'q + pqg’ + qq’) »,
y = asin gq'w + bsin (p + g) g’'w + csin (p'q + pg’ + qq") w,

ou le  figure comme un paramétre changeant dans intervalle [0, 2n/q), pet g, aussi
que p’ a q’ sont les nombres entiers, n’ayant pas de diviseurs communs, g a ¢’ étant
de plus positifs, g est le plus grand diviseur commun des nombres g a ¢’ a, b, ¢ sont
des constantes positives arbitraires.

Dans I’article on démontre qu’aux courbes de la classe PP appartiennent les soi-
disantes épiépicycloides, épihypocycloides, hypoépicycloides et hypohypocycloides.

On montre quelques propriétés générales de ces courbes.

En posant

p="Pp1; P =Pps;
ou p est le plus grand diviseur commun de nombres I pl et | p'|, on démontre, que

1) Sur toute courve de la classe PP existent précisément p points éloignés de
P’origine a la distance a + b + c. Pour chaques courbes de la classe PP, sauf les hypo-
hypocycloides simples, ces points sont les points ordinaires.

2) Dans le cas ol le nombre | pzl g, est pair, sur toute courbe de la classe PP
existent au moins p points éloignés de ’origine a la distance |a — b — ¢|. Dans le
casoua — b — ¢ = 0, ’origine est un point multiple au moins d’ordre p.

3) Dans le cas ol tous les nombres |py|, |p;|, 41, 4, sont impairs, sur toute courbe
de la classe PP existent au moins p points éloignés de l’origine a la distance
|b —a-— c|. Dans le cas ol b — a — ¢ = 0, I'origine est un point multiple au moins
d’ordre p.

4) Dans le cas ol le nombre |p,| |g,| est pair, sur toute courbe de la classe PP
existent au moins p points éloignés de 'origine 4 la distance |c —a- b|. Dans le cas
ouc — a — b = 0, l'origine est un point multiple au moins d’ordre p.

5) Toute courbe de la classe PP est une courbe rationnelle. Leur ordre n est donné
par la formule

n=|p'q| + |pd'| + |[p'a + pa’ + 244'|,
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si les nombres p, p’ ont les mémes signes. Cette formule a lieu aussi dans les deux cas
suivants:

1) p'<0; p>0; p'qg + pg’ + 299’ 20,
2)p'>0;, p<0; p'g+ pg’ + 299 <0.

Dans les deux cas restent

1) p'<0; p>0; p'qg + pg’ +29¢' <O,
2)p'>0;p<0; p'q+ pqd + 299 >0

a lieu I'inégalité
n <|p'q| + |pq’| + |P'a + pa’ + 24| .
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Casopis pro pdstovini matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

HASSE’S OPERATOR AND DIRECTED GRAPHS

BOHDAN ZELINKA, Liberec

(Received January 31, 1966)

In [1] the following problem by K. CuLiK is given:

The graphs considered are sets together with a binary relation which is defined
in them. If M is a set and 6 = M x M, then To denotes the transitive closure of o.
Further we define Ho = {(u, v) € 0; there is no directed path (wy, ..., w,) in [M, o]
such that k = 3 and wy = u, w, = v}. If (wy, ..., w,) is a path in [M, o], then
(Wi, wigy) €0 fori=1,2,..., k — 1. We speak about the transitive closure operator
T and Hasse’s operator H. A partially ordered set is a graph [M, g], where ¢ =
© M x M is an asymmetric and transitive relation (i.e. it is also irreflexive).

If M is a finite set, then THg = ¢ and [M, Hg] is said to be the Hasse’s graph of
the partially ordered set [M, ¢] (this is closely related to the well-known Hasse
diagram of [M, ¢], see [2]). If M is an infinite set, the equality THg = g is not
valid in general, but it always holds that THg < g. Thus, if we put x > y instead of
(%, ¥) € 0, we can define [M, ¢] as follows: x;e M for i =0,1,2,...; x; > x; >
>...>%;>...and x; > xq for all i = 1,2,... In this case THg * g. On the
other hand, if we add a new vertex w to M and define u;, > w foralli = 1,2, ...,
but w > u,, then for this new partially ordered set [M', ¢"] we have THo' = ¢'.

a) Find necessary and sufficient conditions concerning g for THg = g, if [M, ¢]
is an infinite partially ordered set. If M = V® and ¢ = TC?!(V"’, C-operator and R
are defined in [3]), then g is transitive, but need not be asymmetric.

b) Isit always true that TCR = THTCR?If not, what are necessary and sufficient
conditions concerning R that this equality holds?

Remark. The vertices w,, ..., w; need not be all different.

Here we shall give a solution of the problem a) and a partial solution of the
problem b).

Before turning to the solution of the problem we shall define some concepts. If
a partially ordered set [M, ¢] is given, then N = M is a maximal chain of the set
[M, ], if N is a chain (a totally ordered set) in the ordering induced by the ordering
of the set M and there does not exist any subset of M which would contain N as
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a proper subset and would be a chain. If a, b are two elements of a partially ordered
set [M, ¢] and (a, b) € o, then the closed interval (a, b) is by definition a set con-
sisting of the elements a and b and all elements x for which simultaneously (a, x) € ¢
and (x, b) € ¢ holds.

From the above considerations it follows that we shall have to deal with directed
graphs which do not contain multiple edges, but may contain loops.

Theorem 1. Let [M, ¢] be an infinite partially ordered set. The equality THo = ¢
holds if and only if for each two elements a, b of the set M such that (a, b)e g
there exists a finite maximal chain of the interval {a, b).

Proof. Let the condition be fulfilled. Let a, b be arbitrary two elements of M for
which (a, b) € ¢ holds. Therefore, there exists a finite maximal chain N = {a =
= Xy, X3, ..., X, = b} of the interval {a, b) so that (x;, x;)egfor 1 <i<j < m.
As N is a maximal chain of the interval <{a, b), forno i = 1, ..., m — 1 there exists
y € M such that (x;, y) € @, (¥, X;+,) € 0. In such a case {Xy, ..., Xi, ¥, Xi41s «eer X}
would be a chain which would be a subset of {a, b) and contain N as a proper
subset. Thus, (x;, x;,,) € Hoforalli = 1, ..., m — 1. If we now apply the transitive
closure operator, we get (4, b) = (x,, X,,) € THg. As we have chosen a and b quite
arbitrarily, we have proved that ¢ = THg and therefore ¢ = THpg (because we know
that the inverse inclusion holds).

Now let ¢ = THg hold. Let us have two elements a, b of M such that (a, b) €0;
therefore also (a, b) € THo. According to the definition of the transitive closure
operator there exists a finite subset N = {x,, ..., x,,} of the set M such that a = x,,
b = X, (x;, X;4+;)€He for i =1,...,m — 1. This set is a maximal chain of the
interval {a, b). Actually, if a set N’ existed which would contain N as a proper
subset and would be a chain, then there would exist an element y such that (x;, y) €
€0, (¥, X;4+1) € ¢ for some i. Then there would exist a path consisting of the vertices
Wy = X;, Wy =y, w3 = X;,4 and thus (x;, x;,,) ¢ He; in such a manner we obtain
a contradiction. ‘

We shall now generalize Theorem 1.

Theorem 2. Let o be a relation on the set M. The equality THTo = To holds if
and only if the graph [M, o] is acyclic and for its transitive closure [M, To] the
condition of Theorem 1 holds.

Proof. If [M, o] is acyclic, its transitive closure [M, To] is a partially ordered
set and we can apply Theorem 1. Thus, let us suppose that there exists at least one
directed circuit D in [M, o]; let its vertices be ay, ..., a, and let (a;, a,+,) € ¢ for
i =1,.., k< 1and (g, a,) € o hold (Fig. 1). Then evidently for arbitrary i, j from
the numbeis 1, ..., k we have (a,, a;) € T, because a directed path from a; to a;
exists which is a'subgraph of the circuit D. The subgraph of the graph [M, To]
generated by the vertices a,, ..., a, is therefore a complete directed graph. Further,
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for arbitrary i, j from the numbers 1, ..., k we have (a,, a;) ¢ HTo; for arbitrary !
from the numbers 1, ..., k particularly (a,, a,) € To, (a,, a;) € T, i.e. there exists
a directed path with the vertices w, = a;, w, = a;, w3 = a;. The subgraph of the
graph [M, HTo] generated by the vertices a;, ..., a; is therefore a graph without
edges. If (a;, a;) € THTo held for some i, j from the numbers 1, ..., k, this would

[H,e] M,Tol (MHTe) [MTHTe)
a, g g, 1A Qo A
=
a; a, £ &) &° g ap °a,
o h a; a’ v, a’ ‘a,
Fig. 1.

mean that there exist elements b,, ..., b,, of M such that (a, b,) € HTo, (b, a,) €
€ HTo and (b,, b,,,) e HTo for n = 1,...,m — 1. Let p be the least positive integer
such that the element b, is equal to some of the elements a,, ..., a;. Thus, b, = a,
for some g, 1 < g < k, and none of the elements by, ..., b,_, is equal to any of the
elements ay, ..., a,. Without loss of generality let ¢ > i. The elements ay,..., 4,
by, ..., bp_y, @y, ..., ai therefore form a directed circuit in [M, ¢] (as HTo < o),
so that the subgraph of the graph [M, HTo] generated , '
by them will be without edges, which leads to a con-  *¥/
tradiction. Consequently, also the subgraph of the
graph [M, THTv] generated by the vertices ay, ..., a;
is without edges. That is why THTo #+ To.

About the graph [V°, CR] we shall give only a few
remarks. At first we shall give definitions. V is a finite
set called the alphabet, V* is the set of all words on
this alphabet. R is a certain finite relation on V*® and
its elements are called rules. CR is a relation consisting:
of all pairs (xay, xby), where (a, b) e R and x, y are
arbitrary words from ¥ (they may be empty).

The necessary condition for THTCR = TCR is
that [V, CR] is acyclic. We can prove that this con-
dition is not sufficient. Let us have V= {a,b}, se
R = {(a, aa), (a,b),(bb,b)}. Then (a,b)e TCR Fig. 2.
but (a, b) ¢ HTCR, because the directed path with
the vertices w, = a, w, = aa, w3 = ab, w, = bb, ws = b exists. However, at
every inference of b from a we must apply the rule (a, b) € R as other two rules
would not suffice. If we have an arbitrary directed path with the vertices a = c;, ..
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iess € = b, where (c;,.¢;4;)€CR for i = 1,...,k — 1, we have ¢, = xay, ¢;4; =
= xby for some #; theréfore, (c;, ¢;+,) ¢ HTCR, as also (a, b) ¢ HTCR. Thus, there
does not exist a path a = d,, ..., d; = b such that we had (d,, d,,,) e HTCR for
eachi = 1,..., 1 — 1(Fig. 2).

An open problem remains, what is the necessary and sufficient condition for R

under which the graph [V, CR] might be acyclic and the graph [V'®, TCER] might
fulfill the condition of Theorem 1.
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Vytah
HASSEUV OPERATOR A ORIENTOVANE GRAFY

BOHDAN ZELINKA, Liberec

V &dnku se zkoumd orientovany graf [ M, o] jako mnoZina M s bindrni relaci o.
UvaZuji se dva operdtory, operdtor transitivniho uzdvéru T a Hasseliv operdtor H,
ktery je definovén takto: plati Ho = {(u, v) € o; neexistuje orientovany tah (wy, ...
..» W) Vv [M, o] takovy, Ze k = 3 a w; = u, w, = v}. Dokazuji se dv& véty, které
jsou &4stednym FeSenim problému K. Culika. '

Véta 1. BudiZ [M, o] nekonecnd &dstecné uspoFddand mnoZina. Plati THg = ¢
prdvé tehdy, existuje-li ke kaXdym dvéma prokim a, b mnoZiny M, pro né%(a, b) € ¢,
koneény maximdin{ Fetézec, ktery je podmnoZinou intervalu {a, b).

Véa 2. Budi# ¢ relace na mno%iné M. Rovnost THTe = To plati prdvé tehdy,
JestliZe graf [M, o] je acyklicky a pro jeho transitivn uzdvér [M, To] plat{ pod-
minka z véty 1.

.- Zévérem se vysledky aplikuji na matematnckou lingvistiku.
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Pe3ome

OIIEPATOP XACCE W HAIIPABJIEHHBIE I'PA®BI

BOI'TAH 3EJIMHKA (Bohdan Zelinka), JTuGepen

B craThe MccneayeTcs HanpapieHHbIA rpad [ M, o] kak MHOXeCTBO M ¢ GHHADHBIM
OTHOIIEHWEM 0. PacCcMATpHBAIOTCH [Ba ONEPAaTOpa — ONEPATOpP TPAH3HTHBHOTO
3ameikaHus T u omepatop Xacce H, KOTOPHI ompeleieH ClIeayIoUuM caocobom:
cupaperumBo Ho = {(u, v) € 0; He CymlecTByeT HANpPABICHHOTO HYTH (Wy, ..., W;)
B [M, o] takoro,uto k = 3uw; = u, w, = v}. Jokxa3sIBaloTCA JBE TEOPEMBI, KOTO-
phI€ CIyXaT YaCTHYHBIM pereHueM npobiemsl K. Uyimka.

Teopema 1. ITycmo [M, o] — beckoHeuHoe YacmMuuHo YnopAOOYEHHOE MHONCECMSEO.
Cnpasedauso THg = @ mozoa u moabko mo20a, ecau 043 8CAKUX 08YX 3N€MeHmoe a, b
MHOMKCecmea M, oaa xomopuix (a, b) €9, cywecmsyem KoHEUHAA MAKCUMAALHAA
yenob, KOMopasa A8471emca noOMHoNcecmsom unmepeaaa {a, b).

Teopema 2. IIycmb 6 — omHowenue Ha mHoxcecmee M. Pasencmeo THTo = To
umeem Mecmo mozoa u moavko mozoa, kozoa zpag [M, ] ayuxauveckuii u 012 e2o
mpan3umuenozo 3ameikanua [M, To)] evinoaneno ycaosue uz meopemst 1.

B xoHIEe craTbu OPAMCHAKOTCA PE3YyJIbTAThI K MaTeMaTHYeCKOH JIMHIBHCTHKE.
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éuopls pro pdstovéni matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

ISOTONNI ROZSIRENI ISOTONNICH ZOBRAZENI{

Teo STURM, Praha

(Doslo 1. unora 1966)

Zikladem ¢&ldnku je diplomovd prdce, kterou jsem konal v letech 1958 —1959
u prof. NovoTNEHO DrSc; cht&l bych mu pod&kovat i touto cestou za jeho tehde;jsi
pomoc.

1. POMOCNE KONSTRUKCE A VETY

B bud mnoZina uspofddand relaci <, bud 4 = B'), bud x, y € B. Reknéme, Ze x, y
nejsou oddéleny A, existuje-li kone¥nd posloupnost {x;};-, prvki z B takovd, Ze je
Xo = X, X, = y, pro kazdé i = 0,...,n — 1 je x; non || x,,, (symbol | zna¥i relaci
nesrovnatelnosti pfislu¥nou relaci <) a 4dné a € 4 neleZi mezi x,, x;,, ). Nejsou-li
x, y oddéleny A, piSme xAy.

Relace A je ziejmé& ekvivalenci na B — A a vytvéfi tedy na B — A rozklad, ktery
oznatime B,. Pro x € B — A necht symbol S(x) zna&i ten prvek rozkladu B,, do
kterého x patfi. K rozkladu B, dosp&eme i jinak, pro libovolnou mnoZinu E =
< B — A poloZme

DQ(E) =
= {x l x € B — A; existuje y € E tak, 7e je x < y a 74dné a € A neleZi mezi x, y},
HY(E) =

= {x | x € B — A; existuje y € E tak, Ze je y < x a Zddné a € A neleZi mezi x, y}.

Pro n = 0 celé poloZme ddle

D}™*'(E) = HY[DY(E)] Di™*(E) = D[DX*'(E)]
HY*'(E) = DY[H(E)] HY**(E) = HY[HY"'(E)]

Takto jsou pro kaZdé n = O celé a kaZdou E = B — A definovdny mnoZiny

1y Inkluse A = B v na¥em pojeti zahrnuje i pfipad mno%inové rovnosti A = B. .

2) Prvek x € B lexi mezi prvky y, z € B prav€ kdy? plati y S x=ZznebozZ x< y (viz
BIrRkHOFF [1], kde jsou uvedeny i &etné jiné zde pouZivané pojmy).
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H}(E), DA(E) za pfedpokladu oviem, Ze jsou dokdzdny inkluse H}(E) c B A,
DX(E) = B A; to se viak snadno nahlédne indukci. PoloZme S(E) = U H(E),
S(E) = U DA(E)

Pro x € B A mnoZiny H({x}), Di({x}), S({x}), S({x}) zna¥me strutn& H}(x),
D), S(x), S(x).

Lemma 1. Bud x € B — A, pak je §(x) = S(x) = S(x).

Diikaz. Je-li y e HJ(x), je zfejm& y € S(x); nechf pro n 2 0 celé plati inkluse
Hj(x) = S(x). Bud y e H3"!(x), pak existuje z € H}(x) takové, Ze plati y non || z
a mezi y, z neleZi Zddny prvek z A, tedy. je yAz. Dle induk&niho pfedpokladu ale je
xAz a tedy plati xAy. Pro kaZdé n = 0 proto plati inkluse Hj(x) = S(x) a tedy
i inkluse §(x) = S(x). Necht je naopak y € S(x), pak existuje kone¢nd posloupnost
{x:}1-0 takovd, Ze je xo = x, x, = y, proi = 0,...,n — 1 je x,non || x,,, a mezi
X; X; 4+ neleZi 4dny prvek z A. Indukcf snadno ukdZeme platnost vztahu x,; € H3/(x)
pro kazdé i = 0,...,n a specidlné tedy ye H3"(x) = S(x). Plati proto i inkluse
opa¢nd. Druhd rovnost se ukdZe analogicky.

Lemma 2. Nech? E je mno¥ina. Ka*dému x € E bud pfifazena mno¥ina Q4(x), B
bud prvé ze vSech ordindlnich Cisel o spliujicich nerovnosti card Qo(x) < N, pro
kazdé x e E, card E < N,. y = w4y bud ordindlni ¢islo, pro ka%dé x e E bud
definovdna posloupnost mno%in {Q,(x)},<, takovd, ¥e pro ka*dé x € E plati .

a) je-liv + 1 <y, pak je Q,.4(x) = 0,(x), '

b) je-li & < v, & limitni, pak je Q(x) = N Q,(x).

v<
Pak plati tato tvrzent: ‘

1. Pro ka%dé x € E a libovolnd ordindlni &isla £, v,v < & < 7 je Qc(x) < 0,(x).

2. Existuje ordindlni &islo A < wgy, takové, Ze pro kaidé xe€E je Q,(x) =
= Q;+1(x). .

Dikaz. ad 1. Bud v + 1 < y, pak dle a. plati Q,,,(x) = Q,(x). Bud ¢ > 0 ordi-
ndlni &islo takové, Ze je v + £ < y a nechf pro viechna n < ¢ ordindlni &isla plati
inkluse Q, ,,(x) & Q,(x); je-li £ limitni, je limitni i v + ¢ a pak dle b. je Q,,4(x) =
C"(OHQ;,(") (= Qv(x)' Je-li E=n+1, je Qv+¢(x) = Q(,+,,)+1(X) £ Qv+q(x) <
c Q,(x) jednak dle a., jednak dle induk&niho pfedpokladu. Indukci jsme takto
ukdzali, Ze pro kazdé & > 0 takové, Ze je v + ¢ < 7, a x € E libovolné je Q, ., «(x) =
< Q,(x). Tvrzeni 1. tedy plati, nebof ke kaZdému 1, v < 5 < 7 existuje prdv& jedno &
takové, Ze v + £ = 1.

ad 2. Necht pro kaZdé v < wg,, existuje prvek x = x(v)e E takovy, Ze je

Q,[x(V)] = Qu+1[x(v)] + 0, z kaZdé Q,[x(v)] — Q,+4[x(v)] vybereme pak po
jednom prvku, ktery oznatime y(x, v). Z tvrzeni 1. plyne, Ze jsou-lipron < v <y
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prvk.y ¥(x, n), y(x, v) definovdny, pak jsou rizné. Pro x € E poloZme P(x) =
= U {yxv)}, kde {y(x,v)} znamend prdzdnou mnoZinu neni-li y(x,v)

v<op+1
definovdn a mnoZinu obsahujici prdvé jen prvek y(x,v), je-li y(x,v) definovdn.

Ztejm¥ je P(x) = Qy(x) a platl proto card P(x) < N;; tedy je Z card P(x) £ ),
xeE

card Q(,(x) SN;=N,Z druhé strany ale je Z card P(x) = Z card U {¥(x,v)} =

v<opg+1

=) card {y(x,v)} = Y card{ y[x(v) v]} Np+1s nebot je{ y[x(v) v]} +0.

xeE,v<wg+1 v<ap+i
To je ale spor, existuje tedy 4 < wp., takové, Ze pro kazdé x € E je Q;(x) — Q;4,(x) =
= 0, z &hoZ plyne (spolu s uZitim pfedpokladu a.) tvrzeni 2.

2. NUTNA PODMINKA PRO EXISTENCI ISOTONNIHO ROZSIRENI

Viude ddl budou symboly A, B, C znalit mnoZiny, pro které plati A < B, < je
relace uspofdddni B, < je relace uspofdddni C. Symbol ||'znaéi jako obvykle relaci
nesrovnatelnosti; z textu vZdy vyplyne, znadi-li relaci nesrovnatelnosti v B nebo v C.
f bude oznalenf isotonniho zobrazeni A do C, zobrazeni f nazveme isotonnim
roz§ifenfm zobrazeni f z A na B, je-li fisotonni zobrazeni B do C takové, Ze parcidlni
zobrazeni f, je totoZné s f.

Lemma 3. X bud mnoZina, pro kaZdé ve X bud a, € B,. Necht pro kazdé ve X
existuje zobrazeni f,, které je isotonnim rozsifenim f z A na A v a,, necht pro
n,veX, n + v platf a, + a,. Polofme g(x) = f(x) pro xe A; je-liveX axe€a,,
polo¥me g(x) = f,(x). Pak g je zobrazeni A U U a, do C, které je isotonnim rozsi-

fenim zobrazenifz Ana Au J a,. Lot
veX

Dikaz. Sjednoceni 4 U U a, je disjunktni®) a proto g je jednozna&né definovdno-
veX

Zifejmé& je parcidlni zobrazeni g 4 totoZné s f, zbyvd ukdzat isotonii g.

Bud x,ye Au | a,, x < y, pak jsou moZné pravé tyto pfipady: x, y € 4; pak
veX

je g(x) = f(x) 2 f(») = g(»), jak plyne z isotonie f. x€ 4, ve X, yea,; pak je
9(x) = f(x) Z f(») = 9(»), jak plyne z pfedpokladu, Ze zobrazeni f, je isotonnim
rozSifenim fz Ana A U a,.n € X, x € a,, y € A4; tento pfipad se Fesi stejné jako pfipad
pfedchozi. n,ve X, 4 + v, x € a,, y € a,; pak musi mezi x, y existovat a e 4 (jinak
by bylo xAy) a tedy je g(x) = f,(x) < f,(a) = f(a) = f,(a) = £,(»), jak plyne z toho,
¥e zobrazeni f,(f,) je isotonnim roziifenim fzAnadva,(Ava).veX, xea,,
y € a,; pak je g(x) = £,(x) Z £(») = g(»), jak plyne z isotonie f,.

Ve viech moZnych pfipadech tedy z pfedpokladu x, ye A u | a,, x < y, plyne

veX
nerovnost g(x) < g(y) a g je tedy isotonni zobrazeni A U U a, do C.
veX

3) tj. libovolné dva riizné prvky systému mnozin-{A, a,},.x jsou disjunktni, a pro kazdé
vEXje A+ a,
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. Véta 1. Zobrazenf f, které je isotonnim rozsiFenim f z A na B, existuje prdvé kdyZ
pro kazdé a, € B, existuje alespori jedno zobrazen{ f+» které je isotonnim rozsiFe-
nimfzAnaAu a,.

Dikaz. Postaditelnost podminky plyne z lemmatu 3, jeji nutnost pak z toho, Ze
pro ka?dé a, € B, parcidlni zobrazeni f,, je isotonnim roziifenim f z A na 4 U a,.

Pro x € B definujeme X,(x) = 4 n Dy(x), X,(x) = 4 n Hy(x); na systému vSech
podmnoZin v C definujeme relaci X takto: je-li D = C, E < C, pak je D < E prdvé
kdyzZ existuje u € D, v € E tak, Ze plati u < v.

Definice 1. Bud x € B — A, pak poloZme

Py(x) ={u|ueC; yeX(x), ze X,(x) = f(y) L u 2 f(2)}
pro X,(x) + 0 + X,(x),

Py(x) = {u|ueC; yeX,(x) =>f(y)2u }
pro X,(x) # 0 = X,(x), |
Py(x) =f{u|uec; z € X,(x) = u 2 f(2)}

pro X,(x) =0 + X,(x),
Py(x) = C pro X,(x) =0 = X,(x).%)

Bud ¢ ordindlni &islo, pro kaZdé y € B — 4 bud mnoZina Py(y) definovéna, pak pro
X € B — A poloZme

Py, (%) = {u| u e Pyx); y e D(x), z € H(x) = P((y) X {u} X P;(z)} A

Jeli ¢ limitni a je-li pro kaZdé n < ¢ mnoZina P,(x) definovdna, poloZme P,(x) =
= () P,(x). Pro x € A a ¢ libovolné ordindlni &slo klademe Py(x) = {f(x)}.
n<¢

Lemma 4. Zobrazeni f bud isotonnim rozsifenim f z A na B. Pak pro ka%dé x € B
a ¢ libovolné ordindlni &islo je f(x) € Py(x).

Dikaz. Pro x € 4 je tvrzeni zfejmé. Bud x € B — 4, y € X,(x), z € X,(x), pak je
f(») =7(») 27(x) 2 J(2) = f(z) a tedy je f(x) € Po(x). Necht tvrzeni plati pro
viechna x € B — A a pro ¢ 2 0 dané ordindlni &slo, pak pro y € DR(x), z € H3(x)
libovolnd je f(v) € P(), f(z) € P¢(z), z isotonie f plyne f(y) < f(x) X f(z) a tedy je
P{y) X {f(x)} X Pyz); dle definice Py, (x) je f(x) € Py 4(x). Je-li & limitni a je-li
J(x) € P,(x) pro viechna n < &, je i f(x) € N\ P,(x) = Py(x).

n<¢

%) (Ddlezitd pozndmka). o' bud nejmensi ze viech ordindlnich &isel B, pro které jsou splnény
nerovnosti
card Py(x) S N, pro kazdé xe B— 4,

card (B — A) S Ny.
O viech ordin4lnich &islech v dalSich textu vystupujicich pfedpokl4ddme, Ze jsou menineZ w,. 4 3.
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Lemma 5. Bud x € B, &, n budte ordindlni ¢isla, ¢ < 1. Pak je P {(x) © P{x) = C.
‘Ditkaz. Z definice plyne, Ze je P, ,(x) © Pg(x) a je-li £ limitni, jePy(x) = ﬂ P,(x)

pro kaZdé x € B a & libovolné ordindlni &islo. Lemma je pak bezprostfcdmm d\'.lsled-
kem lemmatu 2 (inkluse Py(x) = C vyplyvd ze zfejmé inkluse Py(x) = C a z prvni
inkluse v tvraeni lemmatu).

Lemma 6. Bud x € B libovolné a ¢ = 0 bud ordindlni &islo. Budte u, we P(x)
a ve C takové, fe u X v X w. Pak v e Pyx).

Dukaz. Tvrzeni plati pro xeA. Bud xe B — 4, y € X,(x), z € X,(x), pak je
f(») 2 u=Xv=w=f(z)a tedy je ve Py(x). Nechf prox e B — Aa ¢ 2 0 plati, Ze
tvrzeni je spravné pro viechna n < &, bud £ limitni. Z lemmatu 5 plyne, Ze je u, w e
€ P,(x) pro kaZdé n < ¢ a tedy z induk&niho pfedpokladu vyplyvé, Ze je i v € P,(x);
je pak ve ) P(x) = Pyx). Bud £ = + 1, dle lemmatu 5 je u, we P,(x) a dle

n<¢

induk&niho pfedpokladu je v € P,(x). Bud y € D3(x), z € H(x), pak ze vztahu u, w €
€ P,.(x) plyne existence a € P,(y), b € P,(z) takovych, Ze je a Su v =w=<b
a tedy je P,(y) < {v} < P,(2). Je proto v € Py(x).

Lemma 7. C bud svaz resp. ¢ — svaz, resp. uplny svaz. Pak pro kaZdé xe B a &
libovolné ordindln{ &islo je Py(x) podsvaz resp. ¢ — podsvaz, resp. tiplny podsvaz v C.

Diikaz. Pro x € 4 je tvrzeni ziejmé, bud x € B — A. Bud u, v € P,(x), pak pro
kazdy prvek ye X (x)je u Z (), v X f(y)atedyjeiuvv Zf(y), u nv X f(y).
Opa¥né nerovnosti pro z € X,(x) se odvodi stejn€ a proto plati implikace u, v €
€ Py(x) = u U v, u N v € Py(x). Necht pro dané ¢ = 0 tvrzeni plati pro kazdé x € B,
bud u, v e Py, (x). Pak je u,ve P{x) a dle induk&niho pfedpokladu je i u LU v,
u N v e Pyx). Je u, ve Pyiq(x) a proto pro y €.D(x) existuji a, b e P(y) takové,
Ze je a X u, b < v. Dle induk&niho pfedpokladu je a N b e P(y) a zfejm& je a n
nbxZu,anb=xv;tedyjeianb=unv=uvv Tedy pro yeDﬂ(x) plati
Pyy) X {u n v}, P{y) < {u L v}. Opa&né vztahy odvodime pro z € HJ(x) a tedy je
u U D, un e Py (x). Je-li & limitni a je-li pro kaZdé n < & P,(x) podsvaz v C, je
zfejme i Pyx) = n P,(x) podsvaz v C. (@ povaZujeme téZ za podsvaz v C.) Podobn&

se lemma dokiie pro dali¥i dva pi‘ipady

Predpoklad, ¥e C je svaz, resp. 6 — svaz, resp. Uplny svaz jsme potfebovali pouze
proto, abychom tvrzeni dokdzali pro Po(x). Stejn& jako v diikazu lemmatu 7 postu-
pujeme pti diikkazu tvrzeni:

a bud dany prvek systému B, a \) Po(y) bud svaz, resp ¢ — svaz, resp. tiplny svaz;

. yea
pro kaZdé xea bud Py(x) podsvaz, resp. ¢ — podsvaz, resp. tplny podsvaz
v U Py(y). Pak pro kadé { 2 0 je P(x) podsvaz, resp. ¢ — podsvaz, resp. uplny

podsvaz v U Py(y).
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Lemma 8. Existuje-li ordindlIni &islo v takové, Ze pro kafdé x, x € a € B,, plati
P(x) = P,,(x), pak pro kaZdé ordindlni &islo £ Z v a kaZdé x € A L @ je Pyx) =
= P(x).

Dikaz. Je-li & = v, existuje prdv& jedno n = 0 takové, Ze je v + n = &£. Pro
x € A a ¢ libovolné je rovnost trividlng splnéna. Necht pro dané n = 0 a pro kazdé
x € a plati P,,,(x) = P(x), pak je

Pyyqes(x) = {u | u € Pys(x); y € DI(x), z € HR(x) = Py1y(y) = {u} L Py(2)} =
= {u|ueP(x), y € D(x), z& HY(x) = P\(y) = {u} 2 P(2)} = Pyss(x) = P(x)

jednak dle induk&niho pfedpokladu, jednak dle pfedpokladu lemmatu (dle lemmatu 1
je HY(x) = S(x) = @, DJ(x) = S(x) = a). Je-li n limitni a plati-li rovnost P,,(x) =
= P,(x)prokaZdén’ < n,je P,y (x) = N Py(x)=[ 9 P(x)]n[ N P(x)]=

a<v+n v<a<v+ng

= P,(x) n P,(x) = P,(x) jednak dle lemmatu 5, jednak dle indukéniho pfedpokladu.

Lemma 9. Bud a € B,. ¥, bud prvy ze viech reguldrnich alefii, pro ktery plati
nerovnost card Py(x) < X, pro kaZdé x € a. Pak pro kaZdé x e a plati P, (x) =
= P,_+1(X) _

Ditkaz. Bud xed, ueP,(x), yeDi(x). Ozna¥me U(y,u) = {v|ve Po(y);
v < u}, zfejm& je card U(y, u) < X,. Je-li ve U(y, u) takové, Ze je ve Pgy) —
— Pyy(y) (€ < @), poloime g(v) = ¢ Ozna¥me G definiéni obor funkce g; je
G < U(y, u) a tedy je card G < ¥,. g(G) je podmnoZinou ve W, tseku ordindlnich
&sel mensich neZ o, a je card g(G) < X,. N, je reguldrni a tedy je reguldrni i w,
a g(G) neni proto konfindlni s W,,_; to znamend, Ze existuje £ < w, takové, Ze pro
kazdé n € g(G) je n < &. Kdyby bylo U(y, u) = G, pak by bylo U(y, u) N Pgy) = 0
a platilo by u ¢ Py, 4(x) o P, (x), coZ je spor. Existuje tedy v € U(y, u) n P(y) a dle
definice ¢ pak musi byt v € P,(y) pro kaZdé n < w,, tedy je i ve () P,(y) = P, (»).

<o«

Je proto P, (y) < {u}; pro ze HJ(x) se stejn& dokdZe opaind relace a tedy, je
ueP, .1(y). Z toho a zlemmatu 5 dostdvdme rovnost P, (x) = P,,_,(x).

Lemma 10. Necht & je ordindlni ¢islo, bud x € @ € B,, bud P{(x) = 0. Pak pro kaZdé
y€aje Pepo(y) = 0.

Diikaz. Bud y e Di(x), pak je x € HJ(y) a z Pg(x) = 0 plyne P, ,(y) = 0. Necht
pro yeDj(x) plati Pgipeq(y) =0, bud y e D3*'(x). Pak existuje ze [H(y) v
v D3(»)] N Di(x); dle induk&niho pfedpokladu je Pyin.y(z) =9 a tedy plati
iPgyns2(y) = 0. Dle lemmat 1 a 5 tedy tvrzeni plati.

Lemma 11. Budd € B,, ¢ = 0 ordindlni ¢fslo. Necht plati
a. je-li x € @ libovolné, je P{x) + 0,

b. jelixed, y e HY(x), x % y, u € P(x), ve P{y), jeunon | v.
Pak pro ka%dé x € je P{x) = Py.y(x).
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Diikaz. Bud x € 4, u € P(x), budiZ y € HJ(x) libovolné. Necht existuje v € Py(y)
tak, ¥e je v X . Je-li a € X,(y), je f(a) <X v < u (nebof je v e Py) = Po(y)), je-li
be X,(y), je téZ b e X,(x) (nebof je x < y) a tedy je u < f(b). Tedy je u € Py(y),
nechf pro n < ¢ je u € P(y). Je-li z e D}(y), existuje w € P,(z) takové, Ze je w <
= v < u atedy je P,(z) X {u}; je-li z € H(y), je bud z € H{(x) a pak je {u} < P,(2),
nebo z ¢ H(x) a pak existuje c € 4 takové, %e je x < ¢ < z, pak oviem pro kaZdé
w € P,(2) je # X wa z neprdzdnosti P,(z) plyne opét {u} < P,(z). V kaZdém ptipad? je
ueP,,,(y). Je-li n < ¢limitni a prokaZdén’ < n jeu € P,(y), jetakéu e N\ P,(y) =

! '<
= P,(y). Z pfedpokladu existence v € P,(y) takového, Ze v < u plyne tezly e P{y)
a tedy je {u} = Py(y). Neexistuje-li takové v, plyne z pfedpokladi a., b. opét {u} <
X P{y); pro z € D§(x) se opaind relace dokd¥e analogicky a tedy je u € Py y(x),

Lemma 12. Bud G € B,, necht pro kafdé x ea existuje v C sup f[X,(x)],
inf f[X,(x)]. Pak pro kaZdé x e a je Po(x) = Py(x) a plati

Po(x) = {u | ueC,sup f[X,(x)] 2 uZinff[X,(x)]} + 0.

Dikaz. Ziejm& plati inkluse {u|ueC; sup f[X,(x)] = u Zinf f[X,(x)]}
< Py(x), bud u € Py(x). Pak pro kaZdé y € X,(x) je f(y) = u a tedy sup f[ X,(x)] = u,
podobn¥ vyplyne nerovnost u X inf f[X,(x)] a plati tedy i inkluse opa&nd. Z relaci
sup f[X(x)] € Po(x), inff[X;(x)] € Po(x) plyne Po(x) + 0. Bud uePy(x), ye
€ H}(x).Je x < yaprotojeiX,(y) = X,(x), ztoho plyne inf f [X2(x)] S inf f[X,(y)]
a tedy plati {u} X P,(y). Podobné se dokdZe opatnd relace pro z € DJ(x); proto je
Pix) = Py(3).

Z lemmat 2 a 9 vyplyvd, Ze pro dand f a @ € B, existuje takové ordindlni &islo ¢,
¥e pro ka¥dé x € @ je Py(x) = Py 4(x). Z lemmatu 8 pak oviem plyne od takového &
staciondrnost viech posloupnosti {P,(x)},<, (¢ < 1) pro kaZdé x € a; prvé takové &
oznaéme A (m&li bychom vlastn& psdt A, oviem véta 1 ndm dovoluje omezovat se
jen na mnoZinu 4 v a). V n&kterych specidlnich pfipadech je 4 = 0, napf. je-li C
fetézec a Py(x) + 0 pro kaZdé x € @ (lemma 11) nebo 4 nebo C tplny svaz (lemma 12).
V obecném ptipad® nelze odhady lemmat 2 a 9 uZ zlepsit, plati totiZ toto tvrzeni:

1. X, bud prvy alef, pro ktery plati nerovnosti card Py(x) £ N, pro kaZdé x € a,
card @ £ N,. Pak A miiZe nabyt kterékoliv hodnoty men3i ne w, ;.

2. N, bud prvy reguldrni alef, pro ktery plati nerovnosti card Po(x) < N, pro
ka%dé xea. Je-li card @ = N,, miife byt i A = w,.

3. Proy alef pro ktery plati nerovnosti card Py(x) < N, pro kaZdé x € a bud ire-
guldrniN,. JestliZe je card a < N,, miife A nabyt kterékoliv hodnoty mens$i neZ @, ,,
je-licard @ > NW,, pak miZe byt i A = g4 ;4.

Dtikazy t¥chto tvrzeni se provedou konstrukci, platnost tvrzeni 1 ukaZme na
specidlnim p¥ipadu a = 0, 1 = w, + 1; zobecnéni &ini potiZe jen formdlni. Na obr. 1
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je Hasselv diagram mnoZiny B, na obr. 2.je Hasseliv diagram mnoZiny C, prvky
mnoZin A a f(A) ozname vyrazngji a navzdjem si odpovidajici prvky v 4 a v f(A4)
popi¥me stejnymi pismeny (4 = {A4,,4;,43,4,,A45,A6,47,45,45}).

Nechejme k uvdZeni &tendfi, Ze je Po(M) = {M,, M,, ..., M, }, Po(K) = {Ky, ...
v Kao}s Po(L) = {Lys +ves Lags Po(J) = {T1 v0r Jorp Jory 1} B T8 JE A = @ + 1.

Obr. 1. Obr. 2.

Tvrzeni 2 a 3 dokdZeme opét konstrukci B a C, kterou dostaneme vhodnym skl4-
ddnim zdkladnich konstrukci z diikkazu tvrzeni 1.

3. SPECIALNI PRiPADY

V této &dsti studujeme, kdy je neprdzdnost mnoZin P,(x) pro kaZdé x, x € @ € B,,
podminkou dostadujici pro existenci zobrazeni f, které je isotonnim roziifenim
zobrazeni f z A na A U @ — dle lemmatu 4 je to podminka nutnd.

Vsude v dal$im textu symbol A znadi to ordindlni &slo, které je dle zdvéru pfed-
chozi &dsti pfifazeno mnoZindm @ a C a zobrazeni f. Bud X < C; existuje-li v X
prvek nejvétsi (nejmen3i) ozna¥me jej max X (min X).

Véta 2. Bud a € B,, pro ka2dé x € a necht plati

(1) bud existuje prvek max P,(y) pro ka¥dé y € H(x) n @ nebo existuje min P,(y)
pro kaZdé y e D)(x) n a.

Pak existuje zobrazent f, které je isotonnim rozsfFenim fzAnaAva.
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Dikaz. Bud x ed; splituje-li x prvou &dst podminky (1), poloZme f(x) = max P,(x),
nesplituje-li ji, pak dle druhé &dsti (1) existuje min P,(x) a definujeme f(x) = min P,(x).
Pro x € A poloZme f(x) = f(x), tedy f, = f a zbyvd ukdzat isotonii f. Budte x, y €
€dvuad,xsy JelixeAd, yea, jef(y) e Pi(y) = Po(y) a tedy je f(x) = f(x) X
= 7(y), ptipad x €3, y € A je analogicky; je-li x, y € 4, je f(x) = f(x) = f(y) =F(»),
nebof f je isotonni. Bud x, y €@, pro x bud spln&na prvd &st podminky (1). Je-li
y € H3(x), pak dle definice A existuje u € P,(y) takové, Ze je f(x) < u. Je#to prvd
st (1) je spln¥na pro x, je splnéna i pro y a tedy je f(y) = max P,(y) = u = f(x).
JestliZe y ¢ HJ(x), pak existuje a € 4 tak, Ze je x < a < y a ze vztahil f(x) € Py(x),
F(v) € Po(y) plyne f(x) < f(a) < F(»).

Plati-li prvé &st (1) pouze pro y a pro x nikoliv, nebo neplati-li ani pro y, je dikaz
nerovnosti f(x) < () stejny. f je tedy isotonni zobrazeni.

Korolér 1. f bud isotonnf zobrazeni A do C, C bud uplny svaz a B libovolnd uspo-
Fddand nadmnoZina A. Pak vZdy existuje zobrazeni f, které je isotonnim rozsire-
nim f z A na B.

Dikaz. Disledek lemmatu 12 a véty 2.

Korolér 2. Vzhledem k uspofdddni < bud A uplny podsvaz v (uspofddané mno-
%iné) B. Pak vZdy existuje zobrazeni f, které je isotonnim rozsifenim f z A na B.

Diikaz. Disledek lemmatu 12 a véty 2.

Véta 3. Bud a € B,, necht je P,(z) + 0 alespori pro jedno ze€a. Pro & = A bud
splnéna podminka b. lemmatu 11. Pak existuje zobrazeni f, které je isotonnim
rozstfenim zobrazenifz Ana A v a.

Dikaz. Z definice 4, z lemmatu 10 a z pfedpokladu P,(z) + 0 plyne neprdzdnost
P;(x) pro kaZdé x ea. Prvky mnoZiny A U a@ srovnejme v prostou posloupnost
{%,},<e Volme u, € P,(x,) libovolng, definujme M, jako mnoZinu viech x € 4 U 4,
pro které je u, € P;(x) a pro kaZdé x € M,, poloZme f(x) = u,. Bud y < a, necht pro
ka¥dé v < y je sestrojena M, a f(x) definovdno pro kaZdé x € M,. Neni-li 4 U @ —
— U M, prdzdn4, bud x; prvy prvek této mnoZiny vzhledem k dobrému uspofdddni

v<y "
A U a v posloupnost {x,},<,; volme u, € P;(x;) libovoln¥. Definujme M, = {x | x e
€(4va)— UM, u,eP,x)} a pro kaidé xe M, poloZme f(x) = u,. Ziejm¥
v<y
existuje p < o takové, Ze pro kaZzdé v < fje M, definovdnaaplatidva = U M, —

v<pg

sjednoceni vpravo 'je zfejmé disjunktni. Ka¥dému xe A ua je tak pfifazen
prvek f(x) e P,(x); z posledniho vyplyvéd, Ze pro x € 4 je f(x) = f(x). Bud x, y €
€A U d, x < y. Pak existuji ordindlni €isla y, v < « takovd, Ze plati x = x,, y = x,,
x, €My x,e M, Je-li & =n, je f(x,) = u; = f(x,); nechf je & + 5. Vztah £ <7
znamend, ¥e u, ¢ P,(x,); pfedpokldddme-li Py(x,) < {u,}, dostdvdme z definice A

326



a lemmatu 6 u; € P,(x,). Za pfedpokladu ¢ < n je tedy relace Py(x,) < {u,} vyloude-
na a pouZitim pfedpokladu b. dostdvdme relaci f(x,) = u; =< u, = f(x,) V pfipadd
n < & se vztah u, < u, dokdZe analogicky.

Korolér 3. C bud Fetézec. Pak podminkou nutnou a postacujici k existenci zobra-
zenl f, které je isotonnim rozsifenim f z A na A L a, je neprdzdnost mnoZin Py(x)
pro kaZdé x e a.

Dikaz vyplyvd z lemmatu 11 a véty 3.

Z dukazu véty 3 vyplyva: zvolime-li xea a u e P,.(x), pak za podminek véty 3
existuje f takové, %e je f(x) = u — v ditkazu volime x = x,, u = u,.

Véta 4. Bud a € B,. Necht a spliiuje podminku klesajicich fetéicd, necht pro ka%dé
x €d je Py(x) + 0 a plati

(2) b bud prvd ze vsech mohutnostf podmnoZin v D3(x) — {x}, které jsou s D3(x) —
— {x} konfindIni®). Pak pro kaZzdou mnoZinu U < P,(x), pro kterou jecard U <
< b, existuje proek u € P,(x) spliujict nerovnost v < u pro kazdéve U.

Pak existuje zobrazeni f, které je isotonnim rozsifenfm zobrazenff z Ana A U a.

Ditkaz. M, bud mnoZina viech minimdlnich prvkd v a, nechtf pro kazdé v < n
jsou mnoZiny M, definovdny. Neni-li @ — U M, prdzdnd, bude M, znalit mnoZinu

v<n )
viech jejich minimdlnich prvki. (Je splndna podminka klesajicich fet&zci a tedy je
M, * 0.) Je-li card @ < R,, pak existuje y < @, takové, Ze pro kazdé v < y je M,

definovdna, @ = |J M, a sjednoceni vpravo je zfejm& disjunktni. Rovn&% je zfejmé,
v<y

Ze libovolné dva rtzné prvky z téZe mnoZiny M, jsou nesrovnatelné. Pro x € M,
volme f(x) € P,(x) libovolng, bud n < y a necht pro kaZdé v < n a x € M, libovolné
je f(x)ePy(x) definovino. Bud ye M, libovolné; mezi viemi podmnoZinami
v DY(y) — {»} které jsou s DJ(y) — {y} konfindlni uvaZme ty, které maji nejmensi
mohutnost b(y) a z t&h vybereme jednu, kterou oznalime M(y). Je-li x e M(y) =
< D3(y) — {y}, je x < y a proto neni x € M, pro Z4dné & > n. Jest tedy M(y) =

c U M,, a proto je f(x) € P,(x) definovdno pro ka¥dé x e M(y). Z definice P, plyne,

Ze pro kaZdé f(x) € P,(x) existuje prvek u(x) e Pl(y) tak, Ze je f(x) < u(x); pro kazdé
x € M(y) zvolme prdv& jeden u(x) € P,(y) a u je pak zobrazeni M(y) do P,(y). Jest
card M(y) = b(y) a tedy je card u[M(y)] < b(y). Dle (2) existuji prvky v, které jsou
za viemi prvky z u[ M(y)]; jedenznich zvolme a ozna&me f(y). Takto je f definovdno
pro kazdé x € @, pro x € A polozme f(x) = f(x). f je isotonni zobrazeni na M,, nechf
pro n < y plati, Ze f je isotonni zobrazeni na |y M,. Bud y € M,, x < y, pak je nutn&

v<g

5) D bud podmnoZinou v B; fekneme, Ze D je konfindini s B, jestliZe pro kaZdé x € B existuje
alespoii jedno y € D tak, aby byla spln&na relace x < y (v pon&kud jiném vyznamu viz napi‘
Birkhoff [1], str. 13 ruského pfekladu).
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x € U M,. Necht je x e DJ(), pak je bud x € M(y) — a pak je dle definice f f(x) <
v<y

= J(») — nebo x ¢ M(y). M() je konfindlni s D(y) — {y} a proto existuje z € M(y),

x < z < y. Dle induk&niho pfedpokladu je f(x) < f(z) a z definice f plyne f(z) <

= J(»), tedy je op¥ f(x) ZF(»). Jeli x¢D3(y), pak existuje aeA tak, Ze je
X < a < yaproto pro kaZdé r € P;(x), s € P,(y) plati r X s, specidlné je f(x) =< 7(»).
Tedy f je isotonni i na U M,. Jeito je a = U M,,, je f isotonni na a. Pro kazdé

xeAuaje f(x)e Pl(x) c Po(x) a z definice P0 plyne, Ze f je isotonni zobrazeni i na
A U @, které na A zfejm& zachovdvd f, tj. pro kazdé x € 4 plati rovnost f(x) = f(x).

Snadno lze vyslovit i vétu dudlni.®)

Je-li x, y €d, pak nazveme posloupnost {x;}7-, Xy — posloupnosti, plati-li
a.proi=0,..,njex;€eaax,=Xx,y =X,
b. {x;}}-0 je prostd nebo {x,}}-, je prostd a x, = x,,
c. x,.pokr)"vei nebo je pokryto x,,, pro kazdé i =0,...,n — 1 7.

Lemma 13.Va e B, bud splnéna podmlﬁka !

(3). je-li xea, yeHJ(x), pak existuje konecny maximdini Fetézec s nejvétsim
prvkem y a nejmensim x.

Pak pro libovolné proky x, y € a existuje xy-posloupnost.

+
Dikaz. Dle lemmatu 1 je @ = U H4(x). Pro y € HJ(x) je Tetézec ze (3) xy-po-
j=0

sloupnosti; necht pro ka?dé z € H{(x) existuje xz-posloupnost. Bud y € H{ '(x) —
— H(x), pak existuje z € [HZ(y) U DR(y)] n HA(x) a dle (3) a induk&niho p¥edpo-
kladu existuji yz- a xz-posloupnost. Jejich vhodnym sloZenim dostaneme xy-po-
sloupnost.

Lemma 14. V a € B, bud splnéna podminka

(4) pro Zddné x € a neexistuje xx-posloupnost s vice neZ dvéma riiznymi proky.
Pak pro libovolné prvky x, y €a, x + y, existuje nejvys jedna xy-posloupnost.

Dikaz. Bud x # y, x, y €d, nechf {x;}7o, {y:i}i=0 jsou dv& rizné xy-posloup-
nosti. Bud j prvé pfirozené &islo, pro které je x;, 1 * y;41 — takové j zfejmé existuje
aje 0 £ j < min(m, n). V {x;}=,+, bud k prvy index, pro ktery x; € {y;}];, | bud
prvy index, pro ktery y, = x,. Jest j + 1 < k, I < min (m, n) a ob¥ &isla existuji.

%) O duélnosti viz Birkhoff 1], § 4 kap. 1. V nalem pfipadé to znamen4, Ze ve v&t& 4 nahradime
podminku klesajicich fetézct podminkou fet&zcd rostoucich (Birkhoff [1], kap. III, § 4) a konfina-
litu ,,koninicidlnosti*: D < B je s B koninicidlni prav& kdyZ pro kaZdé x € B existuje alespoil
jedno y € D tak, Ze je spinéna relace y S x.

7) x, y budte prvky z B; fekneme, %e x pokryvé y (té: y je pokryto x) pravé kdyZ plati relace
y < x a pro 24dné z € B neplati soutasné relace y < z < «x.
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Pak {x;}i-;, {yi}i=; jsou x;x,- a y;y,-posloupnosti a xj, ..., X, Yi-1s «+o ¥j j€ X;X;
posloupnost alespoii trojprvkovd, obsahuje totiZ tfi rizné prvky xj, X;,, a y;44.

' V&ta 5. Bud a € B,, v @ budte splnény podminky (3) a (4) a pro ka¥dé x € @ bud
P;(x) # 0. Pak existuje zobrazeni f, které je isotonnim rozsifenim f z A na A L a.

Dikaz. Budte x, y € @, x + y libovolné prvky, pak dle lemmat 13 a 14 existuje
pravé jedna xy-posloupnost {x;}},; poloZme n = n(x, y) a definujme je3t& n(x, x) =
= 0. Zvolme x €d a u € P,(x) a poloZme f(x) = u. Bud k 2 0 celé a nechf pro kaZdé
z€d, z # x, pro které je n(x, z) < k, je f(z) definovédno tak, Ze plati f(z) € P,(z);
bud yea, y +x, n(x,y) = k + 1. Bud {x;}}1{ pfislusnd xy-posloupnost, pak
{x.}%-0 je xx,-posloupnost a f(x,) € P,(x;) je definovéno. x, pokryvd nebo je pokry-
to y, bud x, < y. Pak x, € D3(y) a dle definice A existuji takové prvky v € P,(y), Ze
je f(x;) < v; jeden z nich vyberme a oznatme f(y). Podobn¥ definujeme f(y), je-li
y < X,. Z jedinenosti xy-posloupnosti plyne, Ze f(y) definujeme prdv& jednou a f
madme takto definovdno na celé mnoZ%in& a. Pro x € A poloZme f(x) = f(x). Bud y, z €
€a,y < z.Jeliy ¢ D}(z), pak existuje a € A tak, Ze je y < a < z, a je oviem f(y) =
= f(a) Z f(z); bud y e DJ(z). Pak dle (3) a lemmatu 14 je jedind yz-posloupnost
{y:}7= 0 maximdlni kone&ny Fetézec majici y jako nejmen3i a z jako nejv&t3i prvek.
Bud n, = min {n(x, y,)};=0, ..., m> pak dle lemmatu 14 existuje prdv& jedno y,
pro které je ny = n(x, y;). Z definice f pak plyne, Ze je f(y)) < ... 2 f(y.) = f(2),
J) z...=f(yo) =F(»). Pro yea, ze Anebo y € A4, z € nebo y, z € A vyplyvéd
nerovnost f(y) < f(z) snadno z inklusi P,(y) = Py(y), Py(z) = Py(2). '

Korolér 4. Je-li @ konecny Fetézec a P;(x) + 0 pro kadé x € a, pak existuje zobra-
zeni f, které je isotonnim rozsifenim fz Ana A L a.

Diikaz plyne bezprostfedné z véty 5, 1ze jej ale snadno vyvodit i z véty 4.
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- Nakonec je§té ukaZme, Ze spln¥ni nerovnosti P,(x) % @ pro kaZdé x € a neni pro
existenci f obecn& podminkou posta&ujici:

1. Na obr. 3 je Hasseliv diagram mnoZiny B, na obr. 4 je Hassetliv diagram mnoZiny C.

Prvky mno¥in A a f(A) ozna¥me vyrazn&ji a navzdjem si odpovidajici prvky v 4

~ a f(A) ozna¥me stejnymi pismeny. (4 = {4,,4,,4;,4,,A5,As,A7,A5,45}.) Necht

Stend¥ uvd¥ sdm, Ze A = 0, Po(B)) = {B,,, B;;} proi = 1, 2, 3, 4 a e f neexistu-
je. Pro tento pfipad je charakteristické, Ze neni spln&na podminka (4).

Obr. 5.

2. Neni-li spln&na podminka (3), miZe nastat tento pfipad: na obr. 5 je ,,Hasseiv
diagram* mno¥iny B, na obr. 6 je Hasseitv diagram mnoZiny C. Prvky mnoZin A
a f(A) op¥t ozna¥ime vyrazn&ji a popiSeme je stejnymi pismeny. (4 = {4;, 4,, ...,
voos Aggy Agg41}.) Ctendt uvd®l, %e je A =0, Py(B) = {Bi;, By, ...} kde je
i=1,2,..., o a Ze f neexistuje.
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Pe3momMme

U30TOHHOE PACHIMPEHUE W30TOHHBIX M30BPAXEHUN

TEO IITYPM (Teo Sturm), ITpara

Ilpn momonu onpeseaeHHON TpaHCHUHHUTHOK MHOXKECTBEHHOH KOHCTPYKIMH BbI-
BOATCS YCIIOBHE, HEOGXOMMMOE IJIA CYIIECTBOBAHHMS HM30TOHHOIO PACUIMPEHHS.
B panbHeieM NpHBOIUTCH JOKa3aTENIbCTBO, YTO 3TO YCJIIOBHE IS CYILECTBOBAHUA
HM30TOHHOTO PACIIMPEHUSA B HEKOTOPHIX BaXXHEIX CIIydasix SBJIAECTCA TakXke NOCTATOY-
HBIM (HampHuMep, B TOM clIy4ae Korja MHOXECTBO, cofepxaliee 061acTb H3IMCHEHAA
oTOOpaxKeHus, SBJIAETCS LENBIO WIM XK€ IOJHOM CTPYKTYpoO#f; 9TO YCJIOBHE NOCTA-
TOYHO JaXe TOTHa, KOrJAa MHOXECTBO Mpoo6pa3oB yHOBIETBOPSET ONpeHeICHHBIM
OOIIMM YCJIOBHSIM, IPHHATHIM B TEOPHM YIIOPAZOYEHHBIX MHOXKECTB, WM XK€ yCJO-
BWSIM KOMOWHATOPHYECKOTO Xapakrepa).

Zusammenfassung

ISOTONE ERWEITERUNG DER ISOTONEN ABBILDUNGEN

)

TEo STURM, Praha 7 g

Mit Hilfe einer transfiniten Mengenkonstruktion leitet man die fiir die Existenz
der isotonen Erweiterung notwendige Bedingung ab. Weiter wird ein Beweis gegeben,
dass diese Bedingung fiir die Existenz der isotonen Erweiterung in einigen wichtigeren
Fillen auch als hinreichend anzusehen ist (wetin z. B. die die Menge von Bildern
enthaltende Menge eine Kette oder ein vollstindiger Verband ist; wenn die Meng_é_
von Urbildern einigen allgemeinen Bedingungen geniigt, die in der Theorie der
geordneten Mengen iiblich oder vom kombinatorischen Charakter sind).
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Casopls pro p&stovini matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

UBER DIE SPHARISCHE ABBILDUNG DER ABGESCHLOSSENEN
SPHARISCHEN KURVE

ViabpmmMir KoHouT, Praha
(Eingegangen am 17. Mirz 1966)

In diesem Aufsatz soll es sich um folgende bekannte Eigenschaft der sphérischen
Abbildung der abgeschlossenen sphéirischen Kurve handeln. Wenn sich die sphérische
Abbildung einer abgeschlossenen sphédrischen Kurve nicht selbst schneidet, halbiert
sie die Sphire. Diese Verallgemeinung wird mit Hilfe des Begriffes, der als Analogie
des Gauss’schen Masses an der Sphire angesehen werden kann gemacht.

1. Es sei X eine Einheitssphire mit dem Zentrum Q im gerichteten eukleidischen
Raum E,. Wir werden uns mit sphérischen Kurven in %" und mit ebenen Kurven in
der Tangentenebene der Fliche X", die eine Parameterdarstellung X = X(f) mit
X'(f) # Ofiir t € (a, b) haben, befassen. Wenn die Kurve abgeschlossen ist, setzen wir
voraus, dass die Punktfunktion X(t) im Intervall (— oo, + o0) definiert wird und dass
sie periodisch ist. Fiir alle Kurven, die mit dem Buchstaben C bezeichnet sind, werden
wir weiter auch die Stetigkeit der zweiten Ableitung X” in (a, b), bzw. (— o, + )
voraussetzen, fiir die Kurven, die € bezeichnet sind, werden wir die Stetigkeit der
dritten Ableitung X voraussetzen.

2. Zuni#ichst wollen wir an einen bekannten Satz iiber den Index des Punktes in
der gerichteten eukleidischen Ebene gegeniiber der gerichteten abgeschlossenen
Kurve C erinnern. Fiir uns ist die Vorassetzung hinreichend, dass diese sich selbst in
einer endlichen Anzahl der Punkte schneidet und die Ebene in eine endliche Anzahl
der Gebiete O;, ..., O, teilt, deren Grenze die Kurvenvielecke sind. Dann gilt der:

Satz 1. Es sei Y der Punkt auf der Grenze zweier Gebiete O;, O, (i + j), der von
allen Ecken der Kurvenvielecke verschieden ist. Es sei t ein Tangentenvektor der
Kurve C im Punkt Y und m ein Normalvektor der Kurve C im Punkt Y, wobei
[t m] = 1 (hier bezeichnen die Klammern das dussere Produkt). Dann existiert
¢ > 0 so, dass far alle a € (0,¢)

ind¢ (Y + am) = ind¢ (Y — am) + 1
gilt.
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Es sei nun C eine abgeschlossene sphérische Kurve in X', die sich selbst in einer
endlichen Anzahl der Punkte schneidet, die die Sphire X in eine endliche Anzahl der
Gebiete Oy, ..., O, teilt und deren Grenze die sphirischen Kurvenvielecke sind.
Wihlen wir S € O; und projizieren aus dem Punkt S die Kurve C in die Tangenten-
ebene 7 im Punkt J, wobei S und J diametral sind. Orientieren wir )¢ mittels der
dusseren Normale, die Ebene 7 orientieren wir dann so wie die Tangentenebene der
gerichteten Fldche. Es sei Y & S, Y liegt nicht auf C. Bezeichnen wir C,, Y; die
Projektionen der Kurve C und des Punktes Y in 7. Legen wir ind¢ Y = ind¢, Yj,
ind¢ § = 0. Damit iibertragen wir den Begriff des Indexes des Punktes gegeniiber
einer Kurve auf die Kugelfliche, ind. Y hédngt natiirlich von der Numerierung der
Gebiete O(S € 0,) ab. Der Index ist auf jedem Gebiet O, konstant. Legen wir also
indc O; = ind¢ Y, wo Y€ O,. Aus dem Satz 1 folgt gleich der

Satz 2. Die Indexe zweier benachbatren Gebiete O,, O; auf X unterscheiden sich
um 1, den grésseren Index hat jenes Gebiet, in das der Normalvektor der Kurve
zeigt. Dabei setzen wir voraus, das dieser Normalvektor mit dem Tangentenvektor
der Kurve C eine positive Basis des Vektorraumes der Tangentenebene der Kugel-
fldche A" bildet (in Reihenfolge: Tangentenvektor, Normalvektor).

3. Wihlen wir in der Ebene 7 ein positives kartesisches Koordinatensystem {J,
b, b,}, durch stereographische Projektion aus dem Punkt S gewinnen wir auf der
X" — (S) ein ortogonales Koordinatensystem. Die Einheitstangentenvektoren a,, a,
der Koordinatenkurven im Punkt A € %" — (S) bildet eine positive Basis des Vektor-
raumes der Tangentenebene der Kugelfliche im Punkt 4 : (ay, a,,r), wor = 4 — @,
eine positive Basis ist.

4. Es gilt
(1) d4 = w,d;, + wya,,
da, = ®1,0; + o4,
da, = —w,a; + w,r,

Wy AWy = —dw“ .

Bezeichnen wir ¥; den Flidcheninhalt des Gebietes O, (i % 1), dann ist

(2) V1=Iw1sz=—de1z=‘I W32,
0y 0y 80,

wo 90, die positiv gerichtete Grenze des Gebietes O, (des Kurvenvieleckes) ist, das
heisst der Tangentenvektor bildet in reguliren Punkten der Kurve 40, mit dem
Normalvektor, der in das Innere des O, gerichtet ist, eine positive Basis des Vektor-
raumes der Tangentenebene der Kugelfitiche .
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5. Bezeichnen wir vy, ..., y, die gerichteten Bogen der Kutve C, die die Seiten der
Grenze O, sind und die Beziehung y, + ... 4 9, = C erfiillen (das heisst mittels der
Anstiickelung aller Bogen y, bekommen wir die Kurve C). Weiter sei es y;; die Kante
des Kurvenvigleckes, die der gemeinsame Teil der Grenz der Gebiete O, O; ist und
die Orientation der y;; sei {ibereinstimmend mit der positiven Orientation auf 00;;
74 ist also hdchstens durch die Orientation von irgendeinem Bogen y; abweichend.
Wir setzén voraus,dass dic Grenze des Gebietes O; aus s (i) Bogen v;;,, ..., V4,
besteht: 00; = y;;, + ... + yy,,,, und dass y,,, ..., ¥,,,, die Bogen sind, die sich hdch-
stens durch Orientation von y,;,, ..., 7y,,,, unterscheiden. Nach dem Satz 2 gilt

f Wy + ... +J y, = (ind¢c O; — ind O_h)J. Wz + ...
Yy Yiys Yiy

vee + (indc Oi —_— indc Ol'“)) Wyr,
Vijaci)

wo O,,, ..., 0,,die zu O, benachbarten Gebiete sind. Daraus folgt

J‘ w12+...+j wlz=indcohj wlz—indcohf Wy — .0
LN Vigcty 00 Yijy

see = indc.OJ.("J‘ wlz = indc Oij wlz + indc Ojlj.y wlz + s
Jii

Yijacty 004
... + ind; O,_(,)J Wy, .
Yis(nyi

Wenn wir alle diesen Gleichungen fiir i = 1, ..., r summieren, bekommen wir

2J‘w12=2(indc01J\ w,2+...+indC0,J wlz).
c 204 00,

Da ind¢ O, = 0, folgt daraus nach (2)

(3) waz I Z V,ind¢ O; .
c

i=1
| 6. Bezeichnen wir t den Einheitstangentenvektor der gerichteten Kurve C. Legen

wir t = cos @a, + sin aa;, m = — sin aa, + cos xa,. Nach (1) folgt daraus m dt =
= da + @y, Bezeichnen wir ' ’

1
gy ey 1 e . pm—|da,
() TSP , ..‘.__'p i

gibt die géhn’ Zahl p an; wievielmal sich der Tangentenvektor der Kurve C gegen-
iiber dem Vektor a, bei einem Umlauf der Kurve C umdreht, oder wievielmal sich
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der Tangentenvektor der Kurve C; bei einem Umlauf umdreht. Das bedeutet, dass
2np die globale Kriimmung der Kurve C, ist. Die Zahl p héngt natiirlich von der
Numerierung der Gebiete O, i = 1,...,r, ab (wir setzen S € O, voraus). Von einer
Auswahl des Punktes S in dem Gebiet O, héngt sie aber nicht ab. Nach (3), (4) kann
man

) 2np—jmdt= ¥ Vindc O, .
c i=1
schreiben.

7. Es sei C die sphirische Abbildung einer gerichteten abgeschlossenen sphéri-
schen Kurve C; C sei durch Parameterdarstellung X(f) = Q + F(t) gegeben, dann
wird also C durch die Punktfunktion

©) - X(t)=Q+-::(—t)—=Q+r(t)

[F@)|
dargestellt. Bezeichnen wir n den Vektor der Hauptnormale der Kurve C, b den
Vektor der Binormale der Kurve C, k die Kriimmung der Kurve C und #hnlich fiir

die Kurve C : n sei der Vektor der Hauptnormale, b der Vektor der Binormale, k die
Kriimmung. '

Legen wir '
) r+cosfn+sinfb=0, r+cospn+sinpb=0,

B, bzw. B ist also der Winkel, den die Hauptnormale der Kurve C bzw. C und die
innere Normale der Kugelfliche bildet. Aus (6), (7) folgt

(8) mdt = df, ’—le=cosﬁ.

Daraus folgt cos f > 0. Wenn wir uns auf das Intervall {—n, ) beschriinken, gilt
notwendig —4n < B < 4n. Da C geschlossen ist, gilt also

Jdﬁ=0

: T ] :
9 : 2np = Y. V,ind¢ O; .
i=1 '

und aus (5) bekommen wir

Wir sagen dieses Ergebnis in folgendem Satz aus:

Satz3. Wenn C eine sphirische Abbildung der abgeschlossenen sphdrischen
Kurve ist, gilt (9). : i
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8. Bezeichnen wir § einen Bogen der C; dann gilt kK = ds/ds, wo s ein Bogen der C
ist; daraus

(10 —=———=lr=cosﬁr.
§ds

Aus (7), (8) folgt df/ds = tg B, also B(s) = [ tg B(s) ds + K, K = konst. Aus der
Bedingung cos f > 0 folgt, dass max f(s) — min B(s) < n. Umgekehrt: Wenn die
Kurve C gegeben wird, kénnen wir nach (7) die Funktion g auf C feststellen. Es sei X,
ein beliebiger Punkt der Kurve C. Konstruiren wir die Funktion f* auf C durch die
Vorschift

(1) P = _tpas,

KoX
wo )?:X der Bogen der Kurve C mit Endpunkten X,, X (in dieser Reihenfolge gegen-
iiber der Orientation der Kurve C) ist. Wenn auf C die Bedingung

(12) max f*(X) — min f*(X) < =

erfiillt ist, kann man eine Konstante K so finden, dass f* + K =f, —dn < f < in
ist. Wir kénnen also die Vektorfunktion (nach (10)) konstruiren:

r*(s) = [ cos B(s) r(s) ds,

B(s) bedeutet da natiirlich die Darstellung der Funktion f mittels des Bogens der
Kurve C.
Es gilt
r*
Er” = o0 B(s) r(s) ,
. ds
also C* ist das sphirische Original der Kurve C. Wir stellen leicht fest, dass r* +
+ ncos B + bsin B = v gilt, wo v = konst.; legen wir F(s) = r*(s) — v, dann ist
die Kurve C mit der Parameterdarstellung

(13) - X(s)=Q + (s
die Kurve auf der Kugelfliche X",

9. Die sphéirische Kurve C, die im letzten Abschnitt konstruiert wird, muss nicht
abgeschlossen sein. Setzen wir voraus, dass C die Bedingung (9) erfiillt. Dann ist nach
(5), (8) JcdB = 0, dass heisst, wenn wir mit I die Linge der Kurve C bezeichnen:
B(0) = B(I). Weiter gilt offenbar

n=t, b=txn=rxt

also. '
n(0) = n(l), B(0) = b() ;



hier treten natiirlich die Darstellungen der Vektorfunktionen n, b auf C mittels des
Bogens der C auf. Also nach (7) gilt r(0) = r(l), das heisst, dass die Kurve C abge-
schlossen ist. Wir fassen zusammen:

Satz 4. Es sei C eine abgeschlossene sphdrische Kurve. Konstruiren wir die Funk-
tion B auf C (nach (7)) und die Funktion B* auf C (nach (11)). Wenn auf C die Un-
gleichung (12) gilt, so existiert ein sphdrisches Original C der sphdrischen Kurve C.
Die Kurve C ist dann und nur dann abgeschlossen, wenn (9) gilt.

Bemerkung. Im Falle, dass C die sphérische Kurve ist, die sich selbst nicht schnei-
det, iibergeht (9) in die Gleichung V; = V,. Wir bekommen also die bekannte Eigen-
schaft einer sphérischen Kurve, die nicht sich selsbt schneidet: sie halbiert die Kugel-
fldche.

Anschrift des Verfassers: Praha 6 - Dejvice, Technick4 1902 (fakulta elektrotechnickd CVUT).

Vytah
O SFERICKEM OBRAZU UZAVRENE SFERICKE KRIVKY

Viapmmir KonouT, Praha

JestliZe sféricky obraz uzavfené sférické kfivky neprotind sdm sebe, pili kulovou
plochu. V &ldnku je vySetfeno zobecnéni této zndmé véty pro pkipad, Ze sféricky
obraz sdm sebe protind. Je nalezena nutnd a postadujici podminka existence a uza-
vienosti sférického origindlu uzavitené sférické kFivky.

Pe3rome

O COEPUYECKOM OTOBPAXEHHHU 3AMKHYTOHN
COEPUYECKOI KPHUBOM

BJIADUMUP KOI'OVT (Vladimir Kohout), ITpara

Ocnu chepuieckoe 0TOOGpakeHUE 3aMKHYTOM chepuIecKolt KpUBOR He mepecexkaeT
cebst, To oHO AenuT cepy monmosaM. B craThe paccMarpuBaeTcs 0606menune ITOM
M3BECTHOH TeOpeMBI 114 Ciydas, Koraa cepadeckoe oToOpaxeHne mepecekaer cebs.
Haiineno Heo6xoaMMoe H JOCTATOHOE YCIOBHE YIS CYLIECTBOBAHHA M 36 MKHYTOCTH
chepuueckoro opuruEana 3aMKHYTOH chepudeckoit KpuBOit,
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FINITE GRAPHS AND THEIR SPANNING TREES

Jikf SEDLACEK, Praha
(Received March 28, 1966)

Let us begin with the formula
' n—4 -
) y u(" _ 4) (i + ) mi=5 = s,
i=0 1

valid for every integer n = 4. This formula can be obtained as a by-product in
solving the following problem concerning the graphs: Let a complete graph %,
with n vertices (n 2 4) and two of its edges h,, h, without common vertices be given.
We are to determine the number of all spanning trees of the graph %, which contain
both h; and h,. Under a spanning tree we understand the maximal tree subgraph of
a given graph. Some authors (for example O. ORE, [5]) use the term skeleton or
scaffolding for denoting this concept, others use frame etc. Note also that the
notation & = [U, H] means that the graph & has the vertex set U and the edge set H.

‘ Tlleorem. 1. For every integer n = 4, equality (1) holds.

Proof. Let us choose a complete graph %, with n vertices and two of its edges h,
and h, which do not have a common vertex. Using two different procedures we are
going to determine the number of those spanning trees of the graph #,, each of which
contains both edges h; and h,.

In the first consideration, let us proceed as follows: Obviously, each such spanning
tree contains a unique simple path C(h,, h,) with h; as the first edge and h, as the
last one. Denote i + 4 the number of vertices on C(h,, hz). Thus, let us first inquire
how many simple paths C(k;, ;) can be constructed in %,. There are four ways of
choosing the first two and last two vertices on C(h,, h,). In the graph %, there still
remain n — 4 vertices which are to be ordered in a sequence with i terms; this can
be :accomplished in i! (n " 4) ways. Consequently, the simple path C(h,, k,) can

be constructed in 4i! (” - 4) ways. The -vertices and edges of the simple path
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C(hy, h;) constitute a tree, and from the paper [7] it is known in how many ways
it can be completed to a spanning tree') of the graph %,. It turns out that this can be

n—-4 _
done in (i + 4) n"~'~% ways. Thus, we see that the number 4 ) i! (" ) 4) (i+4).
! i<o i

. n"~ "5 is the amount of the sought spanning trees.

Next, let us turn to the second consideration. As known, the graph %, has totally
n"~% spanning trees. Denote k(h,, h,;) and k(non hy, h;) and k(h,, non h;) and
k(non h,, non h,) the number of these spanning trees each of which contains both h,
and h,, does not contain h, but contains h,, contains h; but does not contain h,,
contains neither h; nor h,. Thus, we have n"~% = k(h,, h,) + k(non hy, h;) +
+ k(hy,non h,) + k(non h,,non h,). Because %, is complete, we have k(non hy, h,) =
= k(hy, non h,). Consequently,

2 k(hy, h;) = n*~% — 2k(non hy, h;) — k(non hy, non h,) .

The numbers k(non hy, h,) and k(non h,, non h,) may be found by a well known
determinant method (see [1] and [3]). We assume here that the vertices of the
graph %, have been enumerated by integers 1, 2, 3, ..., n so that, for example, h,
joins 1 and 2 while h, joins n — 1 and n.

In order to establish k(non hy, h,), denote ¥, the graph obtained from %, by
removing the edge h,. Next, replace each undirected edge xy of the graph ¢, by
a pair of edges ;; and ;r;; thereby, we get a directed graph z It is clear that
k(non hy, h,) is equal to the number of W-bases®) of the graph {_l_: with sources
n — 1 and n. Thus, we construct an n x n square matrix A = (a;;) such that a,, =
= a,; = 0, while a;; = —1for the remaining i + j. The elements of the main diago-
nal are n — 1 with exception of a;; = a,, = n — 2. The principal minor obtained
by deleting the last two columns and rows of the matrix A is then equal to the
number k(non hy, h;). The computation yields k(non hy, h;) = 2(n — 2) n*~*.

The determining of the number k(non k,,non h,)isanalogous. Let &, arise from ¥,
by removing the edge h,. Replacmg again each edge of the graph ¥, by a pair of

directed edges we get a graph 92 It can be readily seen. that k(non h,, non h,) is
equal to the number of connected W-bases of the graph gz, where the source of these

W-bases can be chosen arbitrarily in gz. Thus, the consideration reduces to the com-
putation of an (n — 1)-st degree determinant as in the preceding paragraph. Following
this trend of thought, we get k(non hy, non h;) = (n — 2)% n"

Substituting now into_equation (2), we .obtain k(h,, h,) = 4n" 4. A comparison
with the result obtained above yields relation (1) after cancelling a common factor.
This finishes the proof.

1) Theorem 4 in paper [7] reads as follows: Let %, be a complete graph with # vertices, and
let & = [U, H] be its subgraph with |U| = s. Furthermore, let & be a tree. Then the graph %,
contains exactly sn"~*~ 1 spanning trees each of which contains & as its subgraph.

2) The concept of a W-base is defined in paper [3].
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It is evident that the method described above permits us to derive a series of
further formulas analogous to (1), if we replace %, by a different type of graph or
if we require that the spanning trees contain some other chosen elements instead of h,
and h,. The author wishes also to note that formula (1) may easily be proved by
elementary mgthods. An elementary proof, originated by J. KAucky, was com-
municated to him by A. RosA. Here, we consider the function

)= - ( - 4) e

defined for i = 0,1,2,3,..., and construct the difference
; : ; L[ n—4\ . =i=5
Af(i) = f(i + 1) = f(i) = 1! )@+ .
i

Thus, we have

E?i!(” N 4) (i + 4)n*=i3 =:};:Af(i) = f(n — 3) — £(0) = n"~*.

i=0 1

Now, let us turn our attention to further problems. First, let us prove an auxiliary
theorem.

Lemma 1. Let x be a vertex of a finite connected graph 4 = [U, H] with H =% 0.
Let 4, =[U,H] (i=1,2,...,1) be all lobe graphs®) of ¥ such that xeU,.
Furthermore, let A be a set of edges ending in x such that An H,; + Q for all
i=1,2,...,1r, and let B be the set of all remaining edges ending in x. Then the
graph 4 = [U, H — B] is connected.

Proof. Suppose that ¥!) is not connected. Thus, there exist two vertices u, v which
cannot be connected by a path. However, in the graph ¢ there exists a path §
beginning at u and ending at v. Let ¢(S, B) be the number of edges from the path §
which belong to B. Choose § such that ¢(S, B) is minimal. If several such paths
exist choose an arbitrary one from them and denote it by S;,. In S, we choose an
edge h, € B (assume that it is the m-th edge of this path) and find the lobe graph ¥,
containing h,. Because we have A n H; & 0 we can find an edge h, € 4 such that
h, € H;. Since both h; and h, belong to the same lobe graph ¥, we can construct
a circuit @ containing these two edges. Obviously, the circuit @ contains a unique
edge from B. Next, construct a new path S$* between u and v as follows: We remove
the m-th edge of the path S, and instead of it we introduce into S* the edges and
vertices of the circuit @ (except h,). It is clear that ¢(S*, B) = ¢(Sum, B) — 1,
which is a contradiction. This concludes the proof.

3) The definition of a lobe graph may be found in the book [5].
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Now, let us still introduce two notations. Let g(x, ¥) denote the degree of a vertex x
in the graph ¢, and let a(x, ¥) be the number of all lobe graphs of 4 which contain
the vertex x. In the bibliography the lobe graph concept is usually defined only for
connected graphs with at least one edge. Then it is clear that a(x, 4) < o(x, ).

Theorem 2. Let x be a vertex of a finite connected graph 9 = [U, H] with H + 0.
Furthermore, let s be a given positive integer. The necessary and sufficient condition
for the existence of a spanning tree X" of the graph ¥ satisfying the condition
o(x, ) =sis

(3) ax,9) < s < ox, 9).

Proof. It can be easily verified that (3) is necessary. Actually, o(x, %) > ¢(x, ¥) -
cannot be true for any spanning tree " = [U, H*]. If we had o(x, X') < «(x, 9),
denote M the set of all edges from X" ending in x. Then we could find a lobe graph
%, = [U,, Ho] such that x € Uy and M n H, = 0. However, it is clear that H* n H,
is the set of edges of a spanning tree )", of the graph %, so that we can find an edge
h € M satisfying simultaneously the condition h € H,, (contradiction).

Next, let us prove that condition (3) is sufficient. We construct an arbitrary set A
described in Lemma 1 such that |4| = s. By Lemma 1 it follows that the graph ¥
is connected. Thus, it remains to construct its spanning tree 2", = [U, H,] such
that A = H,. The construction can be carried out as follows: From all trees & =
= [U’, H'], where U’ = U and A = H' < H, we choose that which maximizes |U’|,
and denote it by & pax = [Ulaxs Hiax]- We are going to show that Up,, = U.
Actually, if a y, €e U — UL, existed, choose y, € U,,,, and construct in 4 a path §
between y, and y,. On S we can find the last vertex belonging to U — Up,,, say y,.
Consequently, the vertex y, following y; on S belongs to U.,,,. The graph [U},, v
U {73}, Hinax U {¥374}] is obviously a tree having more vertices than S, (contradic-
tion). Hence, the proof.

Finally, let us illustrate Theorem 2 by an example. If we choose a complete graph
with n vertices (n 2 2) for ¥, then, by Theorem 2, for every integer se {1, n — 1)
and every vertex x a spanning tree X" exists such that ¢(x, #’) = s. A calculation

shows that here there exist exactly (n - i) (n — 1)"*~* such spanning trees — see

also [2]. T
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Vytah
KONECNE GRAFY A JEJICH KOSTRY

Jiikf SEDLACEK, Praha

V préci se nejprve ukazuje, Ze rovnici (1) a rovnice obdobné je mozno dostat jako
vedlej¥f vysledek, fe¥i-li se tato Gloha: Je ddn graf (vhodného typu) s n uzly a dv&
jeho hrany hy, h, bez spole€nych uzli; mdme urdit polet téch koster, jeZ obsahujf h,
i h,. Ddle je odvozena nutnd a postadujici podminka k tomu, aby v koneéném souvis-
Iém grafu ¥ s danym uzlem x existovala kostra, ve které se stupefi uzlu x rovnd
danému pfirozenému ¢&islu s.

Pe3romMe
KOHE‘IHI:I_E I'PA<I>BI‘I/I X OCHOBBI

VMPXHW CEJJIAYEK (Jifi Sedlstek), ITpara

B paGoTe cHa9aja MOKA3aHO, YTO ypaBHeHHME (1) M aHAJIOIHYHBIC €My YpaBHEHHA
MOXHO IOJIYYATh KaK BTOPOCTEIICHHBIH pe3yJIbTaT IPH PeleHAM CAeayroule# 3aaa-
wn: Jlan rpad (momxofdimero Tuma) ¢ n BepIIMHAMM H €ro ABa peGpa hy, h, Ges
o6mux BepumH. TpebGyeTcs OmpeneswMTh YHMCIO BCEX OCHOB, coaepxaumx hy u h,.
3aTeM BHIBEICHO HEOOXOMUMOE M JOCTATOYHOE YCJIOBHE JISL TOTO, YTOOHI B KOHEYHOM
‘CBA3HOM rpade ¥ c qaHHOH BEPIIMHONK X CyILIeCTBOBaJia OCHOBA, B KOTOPOi CTENEHb
BEPIIMHBEI X paBHA 3aJaHHOMY HATYPAJIbHOMY YHCIIY S.
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3AMETKA O KOJIEBJIEMOCTHU PENIEHUW YPABHEHUS
u” + a(t) |ul"sgnu =0

HU. T. KUT'YPAI3E, ToOwmuck
(IToctynmaio B pemakumro 4/IV 1966 r.)

PaccMOTPHM ypaBHEHUE
6)) u” + a(t) |u|*sgnu =0,

rae n > 1, a dyskmus a(f) — cyMMuEpyeMa Ha KaXIOM KOHETHOM OTpE3Ke MOJIOXKH-
TEJIbHOX IOJIyOCH.

Pemenue u(t) ypasHenus (1) Ha3bBaeTCS MPONODKAEMBIM, €CII OHO ONPEAENEHO
Ha HEKOTOPOoM GeCKOHeTHOM mpOMeXyTKe [1,, 00) ¥ Ha3bIBaeTCA HEOPOLOIKAEMBIM,
€CJTH OHO OIpe/IeIeHO Ha HEKOTOPOM KOHEHOM IPOMeXyTKe [ fo, #1) ¥ lim sup |u(t)| =
= 0. [ 3ud 3% 5

TIpomomxaemoe pemenue u(t) ypasaenus (1) HasbBaeTCs KOMEGIIOLMMCA €CTH
OHO MMeeT GeCKOHEYHOe MHOXKECTBO HYJIEH, a B IPOTHBHOM CiIy4ae — HekoJeOimo-
LMCH.

®. B. ArkuHCcOoHOM [1] moka3aHo, uro ecmu a(f) 2 0, To [ KoreGreMocTH
BCEX IPOJOJIKaeMbIX pemeHuit ypasHenus (I) HeoGXxo4MMO H HOCTATO4HO, YTOGHI
)3 ta(t)dt =

B HacTosmie# 3aMeTKe MBI pacCMATpHBaeM ciydaif, korga ¢yHxmus a(f) — 3Ha-
xomepeMenHas. Panee aToT ciry4ajt 6su1 Hccnenosad I1. VoiaTMerom [2], kotopsiit
moKasajl, 4ro I xoneﬁnemoc'm BCeX HPOAOJDKAEMEIX pelleHW ypaBHCHUA (I)
moctarodHo ycnosue (g a(t) dt =

Oka3bIBaeTcs, YTO UMEET MECTO cienyrouas

Teopema 1. Ecau 047 Hexomopoii nosoxcumensvoi, HenpepbigHoil u 802Hymoii
dyuxyuu o(t) cobarodaemca ycaosue

)] ' rq)(t) a(f)dt = o0,

o

mo &ce npodosxcaemvie pewsenun ypasrenua (1) — xorebaowuecs.
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 Hoxa3aTeabCeTBo. 3aMCTHM Ipex/ie BCero, ¥ro ¢(t), Kak HenpephIBHAA BOTHYTast
bysxmusa, sBsieTc a6COMOTHO HENPEPHIBHOM,

() @'()z0 mpu 120

n ¢'(t) He BO3pACTACT.
Jonyctam Teneps, 4To ypasHenme (1) oﬁnanae-r HeKoJreOmonmMest IpoIoJDkKae-
MBIM pemenueM u(t). Be3 orpanuueHus OOIIHOCTH MOXEM CIMTATD, 4TO

O] u(®) >0 mpu t=t,.
HAcHo, 9TO
s w'(t) v W)
® o0~ [ w0 G S+ ﬁ“)mm‘
= u'('o) -— ‘ T)a\t T
= ot 23 Lﬂ)“d-
CornacHo BTOpo#t Teopeme O CpeiHeM 3HAa4YeHHMH, OTCIOZA MOJIy4acM
. 0 Mm,. NPNLOp
© o0+ (a+fw)m“

=%—jmnmm,
rae

u(tO) ‘P(‘O) ln
‘P(),,(to) 5Ly (t)), tos¢st.

Cornaco (2) alifieTcs TAKOE YHCIIO ¢y, ty < f; < O, UTO

) Co — f o(7) ;1(1:) dt< -1 mpu 121,.

CornacHo (3) " (7) u3 (6) umeeM

(8)- ¢<t) “:8 +n J.: o(7) _':S()) dt£ -1 mpm t21t,.
Clle1oBATENBHO, |
)] v W) <0 mpE ot 2ty
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IosToMy HepaBeHCTBY (8) MOXHO IpHAAThL CEAyIONMMH BUL

(10) <p(t)]ﬁl =1+ nj o(7) n’:f()) dt mput2t,.

VMHOXas 06e yacti HepabeHcTBa (10) Ha

o [0 )

U MHTETPUPYA OT ¢, IO ¢, HalimeM
t 2
1n<1 + nJ. o(7) "H(()) ) = nJ"Iu—(erdr mpu =1t .
Orcrona, coraacto (9) u (10), moxysaem

—o() ) 5 ¥(t)

) = "(t) npu t2t,.

CnemoBaTeJbHO,
n
(11) u'() s - w(ts) opu t2t.
(1)
Tax xax ¢(f) < 6t npu t = ty, rae § > 0, moaromy, u3 (11) Haxomam

u(t) S u(t)) — 6 u"(t)) In -:— — —00 mpH t—» 00,
1

4TO mpoTUBOpedHT ycioBuio (4). IlomydeHHOE NPOTHBOPEYMe JOKA3LIBACT TEOPEMY.
W3 10Ka3aHHOM TeOpeMBl HEMOCPEACTBEHHO MOJIYY4E€TCA TAKO§

Cuaencrsue. Ecau
(12) I a(t) *dt =0,
_ (] ¥

20e 0 < o < 1, mo ace npodoaxncaemvie pewienur ypasnenun (I)-— xosebmowuecn.

Mpu o = 1 ® « = 0 u3 ycnoBus (12), COOTBETCTBEHHO, MOYYAIOTCH YHOMSHYTHIE
BBIILIE YCJIOBHSL ATKMHCOHA B YOJITMEHA.

3ameuanuwe. Ecu a(f) 2 0 u yciosue (12) coGmopaeTcs npe HexoTopoM o < 1,
To oHO co6monaeTcs ¥ npH o = 1. Korza a(t) 3raxonepemennas GyHKIUs, ITO ITOT
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daxr e mmeer Mecra. B camoM nene, nyctsb a(t) = (1 — y)t™'77 + 2t77sin t roe
0sy<1 Torna

f‘t’d(t)dt=cl +(1l—9y)Int—2cost—>o00 mnpm t— ©.
{

0 .

C npyroit CTOpOHBI, TaK KaK
' J."l’a(‘t)d‘t =c,+ 117" =2 7cost +2(1 —y)t 'sint +
to

+ 2p(1 - y)f 11" 7sin tdr,
to
HO3TOMY HMEEM

t
ﬁmsupfta(t)dt = oo, liminfj ta(t)dr = —o0.
to

t—a t— o0 to

CnenopatenbHo, ycioBre (12) cobmaromaercs mpu a = y, HO He coburofaeTcs NpH
=1,

B pa6ore [3] nokaseiBaeTcs, 4TO eciM

(13) fmtla(t)l dt < 0,

0

TO ypaeHenue (1) mMeeT HexoseGioumecs mpomopkaemble pemeHus. C ydeTom
3TOrO JIETKO AOKAXEM CIIPABEATHBOCTH CJICAYIOIIETO YTBEPXKICHUL

Teopema 2. ITycmp a(t) = b(t) + P(t), 20e
(14) b(t)=Z0 npu t=20 u Jthﬂ(t)l dt < .

Tozoa 0aa Koaebaemocmu écex npoooaxcaemvlx peuwienuii ypasnenua (1) Heo6xodumo
u docmamouno, umobbt

(15) j tb(t)dt = o0 .
e 0

HAoxasaTenxscTso. Eciu cobmonaercs ycnosue (15), To, cornacso (14), 6yaem
umeTs [ ¢ a(f) dt = 00. TIoaTOMYy, COTIACHO CEACTBUS TeOPeMBI 1, Bee MPOTOI-
xaemsie pentenus ypasaenus (1) 6yayr xoxeGmommecs.

Eemz xe [§ t b(t) dt < o, T0, B crry (14), cobmonaercs (13) u cregoBaTelbHo,
Kak yXe OTMETWIH Bbiille, ypapHenue (1) Gymer mmeTh HekoseGimonmecs Hpomo-

- maemsic pemenns; Teopema xoxaszama.

e



EcTecTBEHHO, BO3HHKA€T BOOPOC — INPH KAKHX OTpaHHYEHWAX HAJIOXKECHHBIX Ha
dynxmuro a(t) mmeer ypasHenue (1) mpomomkaemsie pemenus. Ha sror Bompoc
YaCTHYHO OTBEYAET CIICAYIOLIAsn

Teopema 3. Ecau a(t) = b(t) + B(t), 20e b(t) — abcosomuo nenpepvisnas noao-
scumenvrHan gynxyua, a B(t) yooesemeopaem ycaosuio

| B O N S W O
(16) o VB0 exp [n - IJ’:, o) d ] dt < 0,

20e b_(t) = ¥(|b'(r) — b'(1)), mo ypasnenue (I) umeem npodoancaemvie peuserus.

Hoxa3zatenbctBo. CormacHo (16) sAcHo, 4TO
1B .. [n—1[(b-0) , 8] _
o [ e[ G ) e

Tokaxem, 4to soboe pemeHne u(t) ypaBHeHus (1), KOTOpoe YIOBJIETBOPAET
YCIIOBHIO. -

(18) el (U ‘nz,(,n+_1l) M = 6300,
rac ) .
. Q(')‘[b(o t ool ]p[ f( o) +Jb(r))d]’

Oynetr mpoposxaeMbM. JlomycTuM mporuBHOe. Toraa HaigeTcs Takoe WHCIO 1o,
0 < t5 < 00, uT0 @() GyneT aGCcoMmOTHO HeNpepLIBHOMK GyHKIMEH BHYTPH IPOMEXKYT-
xa [0, t,) u ‘

(20) limo(f) = ..

t=to

U3 (19) umeem

T L 1B
“ 0= =[5+ ) 0

_ml"z _2ﬁ_(t)u' u n -— ————b'_(t) -Iﬁ—(‘tll- dT "
+| = a0 = g VO 10 ) exp| e Jb(r)) ]

Tak kak —b'(t) < b_()u

1B o e < L2020 , 1861 e
2 100 o 5 L0, DO
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HO3TOMY, coraacHo (19), u3 (21) Haiigem

| bo(t) , [6()
s - Lw‘mgm

T+ [ 10 e+

o= (35 i)+

sﬁLiwrdf@m w“]wmwy

b(t) n+1 b(z) \/b( )
Cneno_na'remno,
1o\ o= 2n/(n+1 n? |ﬂ(‘)l exol 2= 1 b_ () I_l_ ot
&) e et < Jb() p["+1f(b(‘t) /b(‘t))d] pu 0St<t,.

HETEerpupoBaHMe 3TOr0 HEPaBEHCTBA JaeT

n*(n — 1)
@ WA tm(0) — Ut —mitt+m(p) < e M mpu 05t<t,.
n

Orciona, cornacko (18), momyqaem
o(f) S 6C+V/A-M oy 0Kt < ty,

YTO MPOTHBOpewHT YCi0BMIO (20). IToTydeHHOE NPOTHBOPEYHEe HOKA3HIBAET, 4TO u(f)
SABJIETCA HipofoKaeMBIM penteaneM. Teopema oka3ana.

3ameuanne. 3 noxas3aTenncTBa TEOPEMEL ACHO, YTO eciu a(t) = b(t), To Bce peme-
Hud ypasHeHud (1) — mpogomxaemsl. Eciu xe a(f) 3HakonepemMennas QyHKmus, TO
ypasrenne (1) Hapsgy ¢ IpOAOIKAEMBIMH PLICHUAMI HMECT H HENPOZOJIKacMble
pemieHns. B caMoM zene, mycthb

(22) ait) <0 mpu t, St=St,.

IToncranoBxa

(23) : : o X = 4 , u(l) =x"' W(x)
t, —t

npeo6mye'r ypmem (1) B ypaBHeHHe
(24) ' » = A(x)lWI sgn W,



rae A(x) = — (t, — t)**? a(t). U3 (22) sicHo, wTO
(25) ‘A(x) >0 mpr xp S x <,

rae xo = 1/(t; — t,). Ho xax 370 foKa3bmaercs B paGote [4] (cm. [4], Teopema 1),
ypasaenue (24) mpu yciopu (25) HMeeT Henpoxonkaemsle pemerus. ITycrs W(x) —
pelienue ypaBHeHus (24) onpe/ie/ieHHOe HAa HEKOTOPOM KOHEYHOM OTpeske [Xo, X ]
¥ yHoBJeTBOpsAIOmee ycoBuio lim |W(x)| = co. Torma mns pemerus u(t) ypasue-

XXy

mns (1) onpenenenurM dopmynamu (23) 6ysem mmets lim |u(f)| = oo, rme t, = .
t=to

= t, — x; '. CienioBaTeNbHO, u(f) ABNAETCA HEMPOROJIKAESMEIM PELICHHEM ypaBHe-

mus (I). '

Jlumepamypa

[1] F. V. Atkinson: On second-order non-linear oscillations. Pacif. J. Math. 5 (1955), 643 —647.

[2] P. Waltman: An oscillation criterion for a nonlinear second order equation. J. Math. Analysis
and Applic. 10 (1965), 2, 439—441.

[3] H. T. Kuzypadsze: O xoneGnemocts pemenmit ypasaerus d™u/dt™ + a(t) |u|" sgn u = 0. Ma-
TeM. c6opHEK. 65 (1964), 2. 172—187.

[4] H. T. Kuzypadse: AcAaMuTOTHYeCKHE CBOKCTBA PEILEHHI OMHOrO HeMHHEHHOTO MEddepeHITaIL-

HOro ypaBHeHH# THna OMneHa-daynepa. U3s. AH CCCP, cepust MatemaTryeckas, 29 (1965),
5, 965—986. .

Adpec asmopa: T6umcu, CCCP (MaTeMaTHYeCKHH MECTHTYT HM. A. M. Pasmamse AH I'py3mn-
ckoit CCP).

Vytah

O OSCILACICH RESENI DIFERENCIALN{ ROVNICE
u” + a(t)|ul"sgnu = 0

I. Kicurapze (A. T. Karypamse), Thbilisi

V této pozndmce se vySetfuje diferencidlni rovnice
(1) u” + a(t) [u|*sgnu = 0

kde n > 1 a funkce a(f) je v kaZdém kone¥ném intervalu [0, #,] integrovatelnd. Jsou
dokdzdny tyto véty:

Vita 1. Bud J3@(z)a(t) d(z) = o kde o(t) je dand kladnd spojitd konkdvni
funkce. Pak je kaZdé, v nekoneéném intervalu uréené Fefeni diferencidlni rovnice
(1) oscilujict.
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Véta 2. Bud a(t) = b(t) + B(f), kde b(t) 2 0 a (3 t |()| dt < co. Pak nutnd a po-
stalujici podminka proto, aby kaZdé FeSeni diferencidlni rovnice (1), které je uréené
na nekonecném intervalu, bylo oscilujici je [ t b(f) dt =

V pozadmce jsou ddny také podminky, které zaruduji emstencn feSeni diferencidlni
rovnice (1), us¥eného na nekone¥ném intervalu.

Zusammenfasung

UBER DIE OSZILLATION DER LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG

u” + a(t)|u|"sgnu =0

I. KicuraDzE (1. T. Kurypaase), Tbilisi

In dieser Bemerkung wird die Differentialgleichung
(1) u” + a(t) [u|sgnu =0

behandelt, wo n > 1 und die Funktion a(f) in jedem endlichen Intervall [0, t,]
summierbar ist. Es werden folgende Sdtze bewiesen:

Satz 1. Es sei [§° ¢(r)a(r)dr = oo, wo ¢(t) eine bestimmte, positive, stetige,
konkave Funktion ist. Dann ist jede in einem unendlichen Intervalle bestimmte
Lésung der Differentialgleichung (1) oszillierend.

Satz 2. Es sei a(t) = b(t) + B(t) mit b(t) = 0 und [§ t |f(t)| dt < co. Dann, dafiir,
dap jede in einem unendlichen Intervalle bestimmte Losung der Differential-
gleichung (1) oszillierend ist, ist notwendig und hinreichend, daf (& t b(t) dt =

In der Bemerkung werden auch Bedingungen, die die Existenz einer in einem un-
endlichen Intervalle bestimmten L&sung der Differentialgleichung (1) sichern, fest-
gestellt.
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Casopis pro pSstovani matematiky, roZ. 92 (1967), Praha

3AMEYAHUE O IMPOU3BEJAEHUU PSAJOB JIENMBHULIA

FRANTREK STEPANEK (®pantmmex MItenanex), ITpara

(Tloctymano B penaxumio 30/V 1966 r.)

Onpenenenne 1. Pagom JleiiGuuna na3siBaeM 6eCKOHEYHBIN psAa BUAA Z( )" c,,
TOE €, = Cpyy >0 mman=20,1,...ulimec,=0.

n—*o0
OueBugHO, Besskuit pan JleiOHUIA cxomuTrest.
B. JemunoBud B pabore [2] mpuBen HOBOE 3JIETAaHTHOE JOKA3aTENLCTBO Clie-
Iyroleil knaccudeckoif TeopeMbl, JokazaHHO#i Bnepsilie I'. IlpuarcxeitMmom (G.
Pringsheim) B 1883 rony.

‘Teopema 1. ITycms Z( D" a,, Z( 1)" B, — 0ea pada Jleiidnuya u nycmo cxo-
oumcAa pao

[

0)) 2. %Bs -
n=0
Tozoa cxodumcn pﬂ() Y (=1)" (2oBs + t3By—y + ... + @,B;), m.e. npoussedenue
n=0
pA0oe Z (=D a,, Z (= 1)" B, no npasusy Kowwu.
n=0 n=

Jlerko y6emumes (cM. BopoueMm [2]), uro W3 mpeamosoxeHuit Teopemsl 1 cremyer
HENOCPEACTBEHHO

2 lim (0B, + “1ﬂn;1 + .o+ %) =0

n—ow

Hanbine moxassiBaeTcsi, 4To ycjiode (1) B TekcTe TeopeMsl 1 MOXHO Haxe MpPSMO
3aMeHuUTH ycioBreM (2). IMeHHO crpaBenymBa ciaegyiomas Gosee o6mas Teopema,
npoucxomsias Toxe ot I'. Ilpunrcxeima.

Teopem\ 2. IIycmp Z( D" a,, 2( 1)" B, -~ 0sa pada Jleiidnuya, nycms Kok-

n=0 o
ermno Z( Do, =r, Y (-1 ﬁ,, = 5. ITycmv ewé svinosnsemca (2). Tozoa
n=0 n=0 R
Z( 1)' (1Oﬂn + alﬂn—l +...+ “uﬂo) = rs.

n=0
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I. X. Xapan (G. H. Hardy) ynpocriut B 1908 rofy opHIrHHaAbHOE JOKA3aTEb-
¢TBO TeopeMsl 2, nannoe IIpuHArcXeiiMoM. 3T0 MOKa3aTenbCTBO Xapad MpUBEIEHO
B [1], crp. 9495, rae muTHpoOBaHA JanbHeHINas JMTepaTypa M rae Toxe (Ha CTp.
102, ynpaxaenue 19) neransHO McciuefoBana poib yeiosus (1).

Llesib HACTOSANIEro 3aMEYAHHA — IOKA3aTh, UTO TeopeMa 2 SBJISETCS M MPAMBIM
CJIEICTBHEM [IBYX 3JIEMEHTaPHBIX TeOpeM (CM. Jajblie TeopeMy A M TeopeMy B) u3
TEOPHM PacXOAALIUXCS PAAOB.

ITpexne Beero BBeneM emé oxHo obinee onpeneeHAe.

L4

@

Onpenenenne 2. ITycTs ¥ u, — DSl BEIIECTBEHHBIX YHCEN; MONOKHM S, = Y u,
n=0 k=0

th=(n+1)" ):s,,,n—OI . Ecnma lim t, = u € E; To roBopum, qTopﬂzxZu

n— o =0

CYMMMpYeTCSH MCTOJ.IOM cpemnux apupmermyeckux (MeronoMm (C, 1)) x cymme u;

B 3TOM CJIydae NHUIIEM Z u, = u (C, 1).
n=0

w0 L]
Teopema‘ A. Hycmb Z ay 3. b, — 06a cxodawuxca pada eewjecmeennbix yuces;

n=0 n=0 o

nycmo Za = a, Z b, = b. Toz0a Y (agh, + a;b,_1 + ... + a,by) = ab(C, 1).

n=0 n=0 n=0

Hoka3ateascTBo. CMm. [3], crp. 104, Teopema 41.

@
Teopema B. ITycms Y u, = u(C, 1) unycme

n=0

(-]
3 limnY ulk=0.
n-o k=n
Tozda Y u, = u.
n=0
Hoxasatensctso: UmeeM s, — 1, = (n + 1)™' Y ku,, n=0, 1, ... Hraxk, noc=
k=0
TaTOYHO JOKA3aTh, YTO

4 ' lim
( ) nso N +

Y ku,=0.
k=1

HonoxuM TeHnepsb mm OPOCTOTH  Z, = Z k~u,, n=1, 2,...; crenoBaTeNLHO,
BMecTo (3) MoXHO mHcaTh k=n

(3) -~ limnz,=0.

L i ]
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Jus n =2, 3,... nonxyuaeM Toraa

1 n
n+ 1k=1 “ n+1k;k(zk_z“l)—
=L 3 kT k- = Tk - na

n+1 x=1
2y

n 2
+ - n+1)z,
n+1 (n+1)( ) Zas1

M OTCIO[A YyXe Jierko BhiTeKaeT (4) mpu momonm (3’). Joka3aTenbcTBo TeopeMsl B
3aKOHYCHO.

Hoxka3zaTenbcTBO TeopeMsl 2. Ilpexme BCero NOJOXHM i KPATKOCTH
%ofs + % fp-y + oo + 0B =17, Bgx n=20,1,... 3 TeopeMnl A cienyer, YTo
@

Y (=1)"y,=rs (C,1). Janee nnd npouwsBoibHBIX j,n =0, 1,... AMeeM ¥, =
n=0
= Y41 — %Bas1-; M, caemoBaTesbHO, (N + 1)y, = ny,,,,, Wrak, npuHHMas BO

BHUMauue (2), moiy4aem, 4ro GecKOHeUHBIH psx 2y, + Z( 1)" n~'y, sBnsercs
panom Jleitbamna. Ho Toraa o4eBHoHO, 4TO

(5) nz( 1t e

Yy H=12 .0

Ecnu Teneps noyioxum B Teopeme B u, = (—1)"y,, n =0, 1, ..., TO BHIIOJHEHEI BCE
IpPeNOI0KEHHS 3TOH TEOPEMBI, Tak Kak (3) BhITekaeT HenocpeacTsenso u3 (2) u (5).
@

Mmeem, cirenosarensho, Y. (—1)" y, = rs, uro 1 TpeGoBasoch n0Ka3aTh.
n=0

Jlumepamypa

[1] T. J. Bromwich: An Introduction to the Theory of Infinite Series. London 1926. :
[2] B. Hemudosuu: O npomspencran pamor Jlen6umma. Cas. pro p&st. mat. 90 (1965), 471—473.
[3]1 V. Jarnik: Diferencidlni po&et II. Praha 1956.

Aodpecc asmopa: Praha 8 - Karlin, Sokolovskd 83 (Matematicko-fyzikalni fakulta KU).
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Vytah
POZNAMKA O SOUCINU LEIBNIZOVYCH RAD

FRANTISEK STEPANEK, Praha

Leibnizovou fadou nazjvdme nekonefnou fadu 2( 1)"c,, kde ¢, = ¢4y >0
n=0

pron=0,1,...alimc, = 0. G. Pringsheim dokdzal r. 1883 ndsledujici vétu o sou-

n—

&nu Leibaizovych fad.

. Véta, Necht’z (—1) a, az (= 1) B, jsou dvé Lelbmzovy Fady, nechtz (-1)ya,
n=0

=r Z( 1) ﬁ,, =3, Jesthfe ddle plati (2), potom 2( 1)" (@oBy + #3Bu-1 +

n=0

. + o) = 1s.

V této pozndmce je ukdzdno, Ze zminénd Pringsheimova véta je jednoduchym
disledkem dvou ndsledujicich elementdrnich vét z teorie divergentnich fad.

Vita A. Necht’ 2 a, a Z b, jsou dvé konvergentni Fady (redlnych) Cisel, necht

n=0 n=0

Za,, = a, Zb = b. Potom ¥ada Z(aob + ayb,_y + ... + a,by) je scitatelnd

n=0 n=0 n=0

metodou aritmetickych priméri (metoda (C, 1)) k souctu ab.

Véta B. JestliZe fada Z u,je sé’z’tatelnd metodou aritmetickych priméri k souctu u

n=0

a jestlite ddle plati (3), potom Z u, = u.

Summary

A NOTE ON THE PRODUCT OF LEIBNIZ SERIES

FranTISEk STEPANEK, Praha

By a Leibniz series we understand an infinite series ). (—1)" c,, where ¢, 2 ¢y4+q >
n=0
>0forn=0,1,... and lim ¢, = 0. In 1883 G. Pringsheim proved the following
n-*o0

theorem on the product of Leibniz series.



Theorem. Let 2( 1)" «, and Z( 1) ﬁ,, be two Leibniz series, let Z( 1y a, =r,

n=0 n=0

Z( 1)* B, = s. If further (2) holds then Z( 1)" (@oBs + #3Bu—y + ... + a,Bo) =

= Ts.

In the present note the author points out that this Pringsheim’s theorem is

a simple corollary of the two following elementary theorems from the theory of
divergent series.

Theorem A Let Z a, and 2 b, be two convergent series of (real) numbers, let

z a, = a, 2 b, = b Then the series Z(aob + ayb,_y + ... + a,b,) is summable
by the method of arithmetic means (method (G, 1)) to the sum ab.

@

Theorem B. If the series Y. u, is summable by the method of arithmetic means to
n=0

the sum u and if further (3) holds, then E U, = .
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.Casopis pro p¥stovani matematiky, ro¥. 92 (1967), Praha
ULOHY A PROBLEMY

1. Najdéte konvergentni fady Z a,, Z b, takové, Ze lim (agh, + @b,y + ... +

n=0 n=0 n-»oo

+ a,b,) = 0, ale fada Z (aob + ayb,_y + ... + a,b,) nekonverguje.

Poznédmka: Tuto tlohu klade nepfimo vlastn& jiz G. H. HARDY na konci § 11 své prace
The multiplication of conditionally convergent series, Proc London Math. Soc. (2) 6 (1908),

410— 423 kdy% podotykd, e konstrukce rad Za,,, Z b, s pozadovanymi vlastnostmi neni
n=0 n=0

pFili§ z¥ejm4 a ¥4dny ptiklad takovych fad neuvéadi. Uloha nebyla, jak se zd4, vyfefena doposud.

Frantisek Stépdnek, Praha

ReZenf dlohy &. 2. (autor Jan Mafik) z ro&. 81 (1956), str. 247. (Elementdrni
dikaz véty o substituci pro Riemanniv integral)

J. Makik pfedlozil v Casopise pro p&tovédni matematiky roé. 81 (1956), str. 247
ndsledujici ulohu:

Uloha. DokaZte elementdrnimi prostfedky, %e plati tato véta:

Nech? funkce f md (vlastn{) Riemanniv integrdl v intervalu {c, d). Nechf funkce ¢
md spojitou derivaci v intervalu {a, b) a nechf ¢ < ¢(t) < d pro kaZdé t € {a, b).

Potom existuje Riemanniv integrdl [> f(o(t)) ¢'(t)dt a rovnd se [50) f(x)dx.

Pozndmka: Diikaz lze provést dosti jednoduse pomoci n&€kterych ne zcela trividlnich
vét z teorie redlnych funkci.

Pom&rn& neddvno dok4zal H. KESTELMAN v prdci [3] nédsledujici obecn&jsi vétu
o substituci pro Riemanniv integrdl.

Véta 1. Necht funkce g md Riemanniv integrdl v intervalu {a, b). Zvolme
se{a, by pevné a polofrme G(t) = [}g(w)dw pro vSechna te<a,b). Nechf
funkce f md Riemanniv integrdl v intervalu G({a, b)) = E[G(t); te (a, b)].
- Potom existuje Riemanniiv integrdl [} f(G()) g(¢) dt a rovnd se [g3) f(x) dx.

Pfitom H. Kestelman pfi ditkazu této véty uZil z teorie Lebesqueova integrdlu
pouze pojmu mnoZiny miry nula.
© Vz4péti na to viak Roy O. DAVIES v prdci [1] ukdzal, uZivaje zdkladnich mySlenek
prédce [3], Ze vétu 1 lze dokdzat zcela elementdrn¥ jen s pouZitim apardtu teorie
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Riemannova integrdlu. Provedeme si zde nyni elementdrni diikaz véty 1 a to v podsta-
t& tak, jak je uveden v prdci [1]. V n&kterych mistech viak origindlni ditkaz Roy O.
‘Daviese pon&kud zpfesnime a naznadené uvahy provedeme podrobné.

Umluva. Zdkladnich pojmii z teorie Riemannova integrélu uZivdime (vEetnd

oznaCeni) tak jako ve [2]. Je-li z funkce omezend v intervalu I, pak &islo sup z(x) —
xel

— inf z(x) nazyvdme oscilaci funkce z v intervalu I a zna&ime je osc [z, I] resp. i jen
xel

krdtce osc [z], vysvétlime-li bliZe slovy, o ktery interval se jednd. Slova ,,integrace*,
,integrdl® a p. pak v dal¥im zna&i vyhradné ,,Riemannovu integraci*, ,,Riemanniv
integrdl“ a p. Pfitom pfedpokldddme, Ze integrdl je definovdn t. zv. souétovou de-
finici. (Viz [2], str. 35.)

Pii diikazu véty 1 uZijeme ndsledujicich dvou kriterii pro existenci integrdlu.

Véta A. BudiZ funkce u definovdna v {a, ), budiZ C (redIné) ¢islo. Potom u md
integrdl od a do B rovny C prdvé tehdy, kdyZ k libovolnému n > 0 existujf ¢éisla
a=Xg <Xy <...<Xx,=p takovd, ¥e pro kaZdou volbu hodnot {;e {(x;_,, x;>
(i=12..,n)je

€ = 3 (e = xp-)] <.

Véta B. (Srov. [4], str. 217—218.) BudiZ v funkce omezend v intervalu {a, B).
Potom v md integrdl od a do B prdvé kdyZ k libovolnym &islium n, > 0, #, > 0
existuje rozdéleni D intervalu {a, B), takové, Ze soucet délek vSech intervali rozdé-
leni D, v kterych osc [v] > n,, je men$i ne¥ n,.

Dikaz véty 1. Polofme M = max (sup |f(x)|, sup |g(t)]). BudiZ ddle w > 0.
xeG({a,b)) te{a,b)

PoloZme jet& ¢ = w(4M?* + 6(b — a) M)~ 1.

JelikoZ funkce g md integrdl od a do b, existuje k &slu & dle véty B (1, = n, = &)
rozd&leni D intervalu {a, b) takové, Ze soudet délek viech intervalit rozd&leni D,
v kterych osc [g] > &, je mensi neZ e. Tyto intervaly rozdé&leni D nazveme intervaly
typu 1. Zbyvajici intervaly rozdéleni D (tj. ty, v kterych osc[g] < &) jsou dvojiho
druhu:

1) Intervaly, ve kterych pro jisté t je lg(t)l < &. Tyto intervaly nazveme intervaly
typu 2. V kaZdém intervalu typu 2 je pak zfejm& pro viechna t z tohoto intervalu
|lg()] < 2e. .

2) Intervaly, ve kterych je vSude |g(t)| 2 e. Tyto intervaly nazveme intervaly
typu 3.

V piipadg, Ze mnoZina vSech interval typu 3 je neprdzdnd, ozna¥ime pismenem N
pocet prvki této mnoZiny. V tomto pfipad€ pak budeme intervaly typu 3 ddle délit.
Vezmé&me proto jeden z intervall typu 3, budiZ to napf. interval {s,, s,). Potom
v intervalu sy, 5,) plati, Ze budto je v ném v3ude g(f) = & nebo viude g(f) < —e.
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Pfedpoklddejme ‘napf., Ze g(t) = € pro viechna te (s, s,). (V druhém ptipadd
bychom totiZ postupovali zcela analogicky.) Potom dostdvdme pro libovolnd ', t”,
pro kterd plati s, < ' < t" < 5,, Ze

G(t") — G(t)
(1) — =e.

JelikoZ f je integrabilni v intervalu G({s,, s;)), existuje dle véty B (n, = ¢, 7, =
= g2N~') rozd&leni D’ intervalu G({s,, s,)) takové, Ze soudet délek viech intervalit
rozd&leni D', ve kterych osc [f] > &, je men3i neZ ¢2 N1, Jeliko, dle (1), funkce G
jerostouci v {sy, s,), jsou intervaly rozd&leni D’ tvaru {G(t;_,), G(t;)>,j = 1,2,..., I,
kde s, =19 <1y <...<T =S5, PoloZimeli nyni je§t¢ pro jednoduchost
h(t) = f(G(t)), t € (a, b), dostdvdme tedy, Ze osc [f] v intervalu {(G(z;-,), G(t,))
je rovna osc [h] v intervalu {z;_,, ;> pro viechna j = 1,2, ..., L.

Intervaly {t;_4, 7;>,j = 1,2, ..., I jsou opét dvojiho druhu:

a) Intervaly, ve kterych osc [h] > &; tyto intervaly nazveme intervaly typu 3.1.

Podle (1) je soudet délek viech intervald typu 3.1 men3i neZ e 'e?N ™' = eN 1.
b) Intervaly, ve kterych osc [h] < &; tyto intervaly nazveme intervaly typu 3.2.

Rozd&lime-li tedy je$t& kaZdy z intervali typu 3 prdv€ popsanym zpilisobem, obdrZi-
me tak celkem jisté rozd&leni D* intervalu {a, b), jeZ se sklddd ze viech intervalti
typu 1, 2, 3.1 a 3.2. Nechf toto rozdéleni D* md délicibodya =1, < t; < ... < t, =
= b. V§imn&me si jeit&, Ze soulet délek viech intervall typu 1 a 3.1 z rozdé&leni D*
je menSi ne% & + NeN~! = 2e.

Celkem snadno ddle zjistime, Ze

G(t)

() f(x) dx = Z f(x)dx = 2 [6(t)—G(ti-1)] 4 = Z(‘ = tiog) At

G(a) G(ti-1)
kde A, e inf h(t), sup h(t)), p;e{ inf g(t) sup g()),i=1,2..,m
te{ti~1,t¢) te{ti-1,t1) te(ti—1,t te{ti~1,te>

Budte nyni ¢,, &5, ..., &, libovolnd &isla takovd, Ze t;_ < &, < t;proi=1,2,...
., m. Potom jest dle (2)

®)

f(x)d" Z(‘( — ti-g) h(&) 9(&)| £ Z(ti - tiy) 'Al#t — h(&;) g( i)l

G(a)

Nynf budeme odhadovat velikost soudtu na pravé stran& nerovnosti (3).
" Soutet délek viech intervald typu 1 a 3.1 rozdé&len{ D* je, jak uZ bylo feCeno, mensi
neZ 2¢ a tudiZ celkovy pfispévek t&chto intervall v prdvé zmin€ném soudtu je mensi
net 2¢ . 2M?2,

V ka¥dém intervalu typu 2 rozdgleni D* jest |g(f)| < 2& pro viechna t z tohoto
intervalu a tudiZ i | u,l < 2e pro pfislusnd i. Tedy celkovy pfispévek intervald typu 2
do uvaZovaného soudtu z nerovnosti (3) je nejvyse roven (b — a) 4eM.

3s8



Koneén& pak v kaZdém z intervald typu 3.2 rozd&leni D* je osc [g] < & a zdroveit
i osc [h] < e, takZe pro pfisluiné indexy i mdme

|’15”i — h(&) g(éi)l = ,'li[”i - g(&)] + [4 — h(fi)] 9(5:)' =<
< A | = ()] + |4 = B |a(8)] < 2eM .
Tedy celkovy pfisp&vek intervalii typu 3.2 v uvaZovaném souctu je nejvySe roven

(b — a) 2eM.
Shrneme-li nyni vysledky prdvé provedené uivahy, dostaneme celkem

f(x) dx — z h(&) g(fz) (t, —ti_y)| <

G(a)

<2 .2M* + (b — a)4eM + (b — a)2eM = 4eM? + 6(b — a) M = .

Podle, véty A tedy zfejm& [? h(r) g(f) dt = [52) f(x) dx cbd.
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Casopis pro pSstovini matematiky, ro¥. 92 (1967), Praha
RECENSE

Giinter Pickert: EBENE INZIDENZGEOMETRIE, Otto Salle Verlag, Frankfurt am Main—
Hamburg 1958, vyslo jako osmy sesit sbirky ,,Schriftreihe zur Mathematik*; 92 stran, 14 obrazci.

Jde o spis napsany s imyslem vyloZit podstatu deduktivni metody na jednoduché axiomatické
soustavé rovinné inciden&ni geometrie. Jak je popsino v Uvodu, nepfimy podnét ke vzniku spisu
dal autorovi posluchag filosofie, ktery se na né&j obratil o pomoc pfi pfipravé svého semindrniho
vystupu o Spinozovi: posluchadovi §lo o objasnéni metody ,,more geometrico*. Pickertova kniZzka
je vlastné odpovédi na tuto otdzku. Vzhledem k tomu, Ze soustava axiomi rovinné inciden¢ni
geometrie je zvld¥té jednoducha (je nesporné jednodu¥¥i neZ soustava axiomi eukleidovské geo-
metrie anebo Peanova soustava axiomil pro pfirozend &isla), je pro pfedvedeni deduktivni
metody velmi vhodn4.

i Autorilv vyklad je veden s neoby&ejnym vkusem i citem pro demonstraci matematické pies-
nosti a demonstraci jednotlivych logickych obratd na zvoleném objektu. A tak jsou zde logickd
pravidla uplatiiovdna nejprve pfimo v akci, aby posléze v zavére¢né paté kapitole byla rozebrana
sama o sobé& (takZe p4t4 kapitola je ivodem do vlastni formalni logiky). Autor je pfedni svétovy
odbornik v soutasné problematice algebraickych a topologickych metod zdkladl geometrie a téz
v problematice matematické metodologie. Jeho vyklad je vrcholn& znaleckym pohledem na véc,
takZ¥e je poZitkem kni¥ku &ist. Domnivdm se viak, Ze pfes elementdrnost obsahu kniZky nelze jeji
&etbu oznatit za zdleZitost element4rni (&i dokonce rekreaéni). Spis je na étendfe pon&kud néroény.

V prvna{ kapitole je studovdna rovinnd afinni incidenéni geometrie: je uveden pfislu$ny systém,
axiomd s primitivnimi pojmy bod, pFimka a incidence, popsino spojovani bodii a protindni pfimek,
zavedena rovnob&Znost, zkoumédn minimdlnf po&et bodh a p¥imek; déle se hovofi o ditkazu beze-
spornosti uzitim modeld, o isomorfismu mezi modely, o iplnosti a nezavislosti. V. druhé kapitole
se obdobné studuje rovinna projektivai incidenéni geometrie, kdeZto t¥eti kapitola je vénovidna
kone¢nym afinnim rovindm: jde zde o ortogondlni latinské &tverce a jejich souvislosti s koneénymi
afinnimi rovinami a o kone¢né afinni roviny s nejvyse ¢tyfmi body na pfimce. Ve &tvrté kapitole
se za pfedpokladu platnosti Dzsarguesovy vé&ty studuji homotetie a translace a zavadi se soufadni-
covy systém; s&itdni a ndsobeni soufadnic zavede se vpodstaté uZitim Hallovy metody a po odvo-
zeni pfisludnych algebraickych zdkoni jsou na zivér uvedeny souvislosti s pojmem nekomuta-
tivntho a komutativniho télesa a analytickou geometrii. Pfipojme pozndmku, Ze sim pojem ro-
vinné inciden&ni geometrie (afinni i projektivni) spada pod obecnéj§i pojem ,,incidenéni geometrie*,
kde se vychdzi opét ze dvou mnoZin B, P (mnoZiny bodi a mnoZiny pFimek) a bindrni relace
I < B X P (incidenéni relace), splitujici vhodnou daldi podminku, kupf. b;lp; pro i,j= 1,2
=> b; = b, nebo PL1=r; anebo n€kterou podminku slabsi.

P4t4 kapitola je, jak jiZz bylo fe€eno, ivodem do formdlni logiky (i kdyZ si autor zde neémx
ndrokd na Gpln&jif vyklad a spife provadi vhodny vybér l4tky, aby nepfekrodil vytéeny rdmec
struénosti). Po tivodnich pozndmkéch filosofického rdzu s pfipadnou citaci z Goethova Fausta
(jde o Mefistovy tivahy o collegiu logicu) je rozebrdn pojem konjunkce, disjunkce a implikace
-a pojem negace, ddle pak se pfejde k (volnym a vdzanym) logickym proménnym a k predikatové-
mu kalkulu. Ve je poddno origindln&, bez zdiiraziiovdni formalismu jsou studovédny riizné logické
figury (kupf. pravidlo ,,exportace* a ,,importace*, ,tertium non datur*, pravidlo nepfimého
dikazu ap.) s ykdzkami intuicionistickych postupd. Pojem rovnosti pokldd4d autor za spojeni
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logické a vySetiuje tedy pravidla pro rovnost v rdmci pravidel logiky. Nésleduje zajimavy vyklad
o definici (definiens a definiendum, Russelova ,,definition in use* a ,,definice popisem*), pozndmky
k pojmu mnoZiny a mnoZinovym operacim, k pojmu bindrni relace a pojmu funkce. Zde poukaz-
me téZ na &ldnek G. Pickert: Der Mengen- und Funktionsbegriff in der Anféngervorlesung,
Math. Phys. Semesterberichte 5 (1956), 71—79, resp. na &ldnek G. Pickert: Fragen der mathema-
tischen Syntax im Unterricht, Intern. Symp. on the Coord. of Instr. in Math. and Phys., Belgrade
1962, 87— 92. Uplné na zavér hovofi autor o syntaktickém a sémantickém odvozeni v souvislosti
s Godelovou vétou o existenci modelu ke kaZdému bezespornému systému axiomi.

Vdclav Havel, Brno

Rafael Artzy: LINEAR GEOMETRY, Addison-Wesley, Reading—Massachusetts 1965
ix 4 273 stran, 52 obrazci. Vy3lo v kniZnici ,,Addison-Wesley Series in Mathematics*, redigova-
né L. H. Loomisem.

Autor je profesorem matematiky na State University of Rutgers (USA) a je vyzna¢nym odbor-
nikem v geometrické algebfe a specialistou v teorii abstraktnich tk4dni. Recensovand kniha je
vysoko8kolskou udebnici ,,line4drni‘ geometrie; tato disciplina md podle koncepce z Uvodu pti
universitni vyuce plny narok na samostatnost.

Prvni kapitola zabyv4 se studiem transformaci a transforma&nich grup eukleidovské roviny,
a to uzitim Gaussovy roviny komplexnich &isel. Potfebné algebraické pojmy jsou priib&Zné zavi-
dény v té mife, v jaké se pfi vykladu potfebuji. Je téZ vySetfen Poincarého model hyperbolické
roviny a jeji transformaéni grupa. Druh4 kapitola zaliné rekapitulaci pojmi o vektorovych pro-
storech konedné dimense nad obecnym télesem, o linedrnich transformacich vektorovych prosto-
ri, determinantech a o duilnim vektorovém prostoru. Nésleduje vyklad afinni a eukleidovské
geometrie v&etnd kvadratickych tutvari (pfi omezeni na dimensi 2 resp. 3). Je téZ zafazen paragraf
o koneénych afinnich rovindch. T¥eti kapitola jednd o projektivni a neeukleidovské geometrii
pfi kombinaci analytické a syntetické metody. Vychdzi se opét z obecného télesa, jsou zavedeny
projektivni soufadnice, vy3etfen pojem dvojpoméru, studovény projektivity, kuZelose€ky, korelace
a polarity pfi demensi 2. Kone¢né€ je zkoumén Cayley-Kleinliv model neeukleidovskych geo-
metrii. Na z4v&r kapitoly je uZit prostor kvaternionid k representaci eliptického trojrozmérného
prostoru, zatimco pojmu Cayley-Dicksonovy divisiondlni algebry a teorémim Hurwitzovu
(o vyétu viech unitdrnich normovanych algeber kone¥né hodnosti nad redlnymi &isly), Frobe-
niovu (o vy&tu viech alternativnich division4lnich algeber kone&né hodnosti nad redlnymi &isly) a
Bruck-Ryserovu (o neexistenci jistych kone&nych projektivnich rovin) je vénovéna jen zminka.

Tyto tti kapitoly tvofi podle autorovych slov z Uvodu celoroénf pensum b&#ného kursu pro
mladsi i star¥i studenty; pfi jejich lepsi algebraické vybavenosti je do celoroni ndplné zafazovéna
i ndsledujici kapitola &tvrtd, kterd je jinak pfedndSena odd&lené. V nf se vykldd4 axiomatickd
rovinn4 geometrie v pod4ni navazujicim na Halla, Brucka, Pickerta a dal¥i. Toto podéni li§i se
od Hilbertova standartu zndmého z jeho dila ,,Grundlagen der Geometrie* prohloubenim téma-
tiky: rizné geometrie vyskytujici se u Hilberta v podobé& protiptikladii jsou povySeny na vlastni
pfedmét studia. Pfitom jde pfedevdim o obecné nedesarguesovské geometrie. Koordinatisace
takovych ,,rudimentérnich* rovin (u nich¥ se spin&ni jinych axiomi neZ inciden¢nich neZdd4) je
provedena Hallovou metodou terndrnich okruhi. V rdmci koordinatisace si autor v8im4 trojtkéni
a jejich ,,soufadnicovych** lup v souvislosti s jejich 1ilohou pfi zavedeni odvozeného s¢itdni a né-
sobeni v terndrnich okruzich. Dodateénymi poZadavky kladenymi na rudiment4drni rovinu doché-
zf se k rovindm Veblen-Wedderburnovym (neboli transladnim), k rovindm Moufangové, k de-
sarguesovskym a k pappovskym rovindm. Jsou zkoumény riizné konfigura¥ni podminky a jejich
algebraické ekvivalenty, jakoZ i kolineace v jednotlivych typech rovin. Po zavedeni pojmu oddé-
lovéni a uspofddéni se postupné dojde a% k redlné roving. Je prokdzdna ekvivalence mezi Cayley-
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Kleinovym a Poincaréovym modelem hyperbolické roviny. Zavéreiné poznamky tykaji se historie
vzniku neeukleidovskych geometrif a soutasného stavu prohlubovani klasické Hilbertovy fundace
geometrie.

Na konci kaZdé kapitoly je uveden vybér uebnic a kompendii tykajicich se vyloZené latky,
vidy s charakteristikou v n&€kolika slovech. Kniha kon¢i soupisem oznadeni, axiomi a zavede-
nych grup a indexem (str. 261 —273).

Autor dovedl dat knize jednotny charakter. Vyklad je misty a% zcela elementarni, aviak po
mém soudu dostateéné ,,moderni‘‘. Nékteré hlubsi teorémy jsou uvedeny okrajové bez dukazi.
Utebnice tedy vyborné spliiuje své posldni poskytnout prvni tivod do pojmu a vysledkt ,,rovné‘*
geometrie. Pokud jde o nové&j8i vysledky z axiomatické geometrie rudimentdrnich rovin, ne-
existoval dosud kromé pfehledného &ldnku Bruckova (Amer. Math. Monthly 62, 2, 1955) elemen-
tarni vyklad, takZe &tvrtd kapitola knihy se d4 pokladat za priikkopnickou. Pfi zvolené koncepci
je v uebnici vyklddand ,,rovna* geometrie spjata pouze s algebraickymi vlastnostmi téles resp.
terndrnich okruhil a jen na nékterych mistech se dochazi k topologickym souvislostem. Piesto
viak vykladovy pfechod k difeotopologickym strukturdm muZe nédsledovat zcela plynule, kupf.
tak jak je to provedeno ve zndmé ucebnici Auslandera a Mackenzieho (Introduction to Differenti-
able Manifolds, Mc Graw-Hill Book Company, Inc., New York— San Francisco— Toronto—
London 1963). Stdlo by snad zato vzit knihy toho typu jako je uebnice Artzyho v dvahu pfi
apologii zachovéni zdkladnich kursi geometrie na nasich universitach. :

Viclav Havel, Brno

M. E. Munrce: INTRODUCTORY REAL ANALYSIS. Addison-Wesley Publishing
Company, INC., Reading, Massachusetts, U.S.A. 1965, 198 stran, obr. 31, cena § 8.50.

Recensovand kniha je dalii z fady knih prof. M. E. Munroe, které jsou vyddny v edici Addison-
Wesley Series in Mathematics. Podobné jako jeho dfivéjsi knihy vynikd jasnym slohem a maximal-
nf snahou usnadnit ¢tendfi dokonalé pochopeni latky.

Prvych Sest kapitol knihy obsahuje zdklady teorie funkci redlné proménné. Autor vychazi
z elementdrnich logickych pojmi a zdkladl teorie mnoZin (kapitola 1). V druhé kapitole pojedna-
vé o redlnych ¢&islech. Zavadi pojem télesa, uspofddaného a archimedovsky uspofddaného
a uplného télesa, suprema a infima mnoziny &isel. Na zavér uvadi Bolzano-Weierstrassovu vétu.
Naésledujici — tfeti — kapitola obsahuje definici funkce, limity funkce, limes superior a inferior,
posloupnosti (Cauchyova podminka) a zdkladni vlastnosti spojitych funkci. V poslednim para-
grafu této kapitoly je dokdzdna ekvivalence véty o supremu s nékterymi zndmymi zdkladnimi
vétami. Ve &tvrté kapitole jsou obsaZeny zdkladni definice a véty o faddch (srovndvaci a podilové
kriterium, parcidlni sumace, Leibnitzovo kriterium, pferovnavani a ndsobeni fad.).

Dal8i dvé kapitoly nemaji uZ tak elementdrni charakter. Patd kapitola je vénovdna zdkladim
teorie metrickych prostori (kompaktnost, separabilita, iplnost, husté a dokonalé mnoZiny, mno-
Ziny prvé kategorie). Pro ilustraci jsou probrdny vlastnosti zdkladnich zndmych metrickych prosto-
rd (v oznaleni u nés obvyklém E,, C(0,1), M(0,1), m, s, /5, Hilbertiv kvaddr a Cantorovo diskon-
tinuum). Sestd kapitola obsahuje studium stejnomé&rmosti. Autor vychdzi nejprve z kartézského
soudinu dvou metrickych prostori a rozebird rozdil mezilimitou dvojnou a postupnou. Na zékla-
d& toho definuje stejnomérnou limitu, stejnomérné Cauchyovskou posloupnost, stejnom&rnou
konvergenci fad (spolu s uvedenim obvyklych kriterif) a stejnomérnou spojitost. Pfechdzi potom
k (Moore-Osgoodové) véte o zdmé&n& limitnich pfechodii pfi zobrazeni do uplného metrického
prostoru. Jakymsi vyvrcholenim celé knihy jsou posledni dva paragrafy této kapitoly, obsahujici
Osgoodovu vétu o limité posloupnosti spojitych funkci na liplném metrickém prostoru, véty
Diniho, Askoliho a vétu Stone-Weierstrassovu.



Posledni — sedma — kapitola se svym charakterem odli$uje od pfedchozich. Obsahuje dikazy
zékladnich vét o derivaci funkci jedné i dvou redlnych proménnych (Rolleova véta, véta o stiedni
hodnoté, Taylorova véta), zdkladni véty o n-rozmérnych varietdch, vétu o implicitnich funkcich,
diferencidly a integraly (definice Riemannova integrdlu, mnoZiny Lebesgueovy miry nula a véta
o existenci Riemannova integralu). Na zavér jsou zavedeny integrdly k¥ivkové a plo¥né (Stooke-
sova véta).

Z uvedeného vyctu je i vidét, Ze prvych Sest kapitol obsahuje — dle autorovych vlastnich slov —
anatomii pojmu limity. Posledni kapitola (nazvand pfipadné Calculus) obsahuje diikazy, které
nebyly pojaty do autorovy dfivéjsi knihy Modern Multidimensional Calculus a soutasné ukazuje
jisté pouziti vysledkt prvych Sesti kapitol. Proto také tato kapitola nemd pfirozen& viibec vyder-
pévajici rdz, neni psan4 jiZ s takovou podrobnosti a nékteré diitkazy jsou pouze naznaeny.

Celkem lze fici, Ze recensovand kniha je zajimavym pokusem (zajimavym zejména vybérem
a uspofdddnim latky) o vyklad zdkladnich pojmui. Je urlena pfedeviim pro &tendfe, ktery se
chce seznamit s logicky piesnou vystavbou této &4sti matematiky. Diikazy jsou formulovédny jasné&
a stru¢né. K uleh&eni studia zavadi autor fadu vhodnych oznadeni. KaZdy paragraf je ukonéen
fadou pozorné zvolenych cvi€eni, které vhodnym zpisobem dopliiuji a rozdifuji probiranou latku.
Kniha je vypravena peélivé bez patrnych nedostatki.

Bretislav Novdk, Praha

Rudolf Piska, Viclav Medek: DESKRIPTIVNf GEOMETRIE II. Stitni nakladatelstvi tech-
nické literatury, Praha 1966, 1. vyd., ndkl. 5200 vyt., str. 316, obr. 315, cena K&s 22,— véz.

Obsahem druhého dilu celostitni udebnice deskritptivni geometrie pro stavebni fakulty?),
ktery je rozdélen do osmi &4sti, je vytvofeni a vlastnosti k¥ivek a ploch s nékterymi technickymi
aplikacemi. Cislovani &4sti, kapitol a odstavcd navazuje priibé2n& na prvni dil knihy.

VSimneme si strué¢né obsahu jednotlivych &4sti. .

Nejdfive jsou uvedeny né€které zdkladni vlastnosti rovinnych a prostorovych &ar, vyuZité pak
pfi zobrazeni $roubovice. Po obecnych vlastnostech ploch jsou probriny rota¢ni plochy — vytvo-
feni, vlastnosti a jejich pouZiti. Vysledku je vyuzZito pfi vykladu o rota¢nich kvadriké4ch, kdy je
zvl4%f uveden rota¢ni zborceny hyperboloid se svymi vlastnostmi a pi¥iklady z praxe. Nerotaéni
plochy druhého stupné jsou vytvofeny afinitou v prostoru, s vyjimkou hyperbolického para-
boloidu, ktery je odvozen z rotaéniho hyperboloidu pomoci kolineace v prostoru. V uvedenych
aplikacich neni sprdvna citace na str. 108.

V dalSi &asti je nejdiive zminka o zdkladech pfimkové geometrie a pak jsou probrdny rozvinu-
telné a po nich zborcené plochy. VZdy jsou uvedeny zédkladni vlastnosti ploch plynouci z jejich
vytvofeni, zv14sté pak konstrukce te¢né roviny v daném bodé plochy. U zborcenych ploch jsou
pak dusledkem téchto konstrukci vlastnosti strikéni ¢4ry a parametru distribuce, které na mno-
hych fakultdch nebyly dfive pro nedostatek &asi probirdny. Specidlni zborcené plochy jsou vétsi-
nou uvadény pfikladem, ktery m4 praktické pouZiti.

Ze $roubovych ploch jsou znovu probrany vlastnosti rozvinutelné a zborcené $roubové plochy
a cyklické §roubové plochy. Z ploch technické praxe pak vytvofeni a zdkladni vlastnosti translag-
nich ploch, klinové plochy, sou¢tové a obalové plochy.

Nasleduje velmi p&kn4 &ast s dopliiky k teorii ploch, kdy se &tenaf sezndmi s né€kterymi vétami
diferencidlni geometrie (véta Eulerova, Meusnierova) a jejich dusledky a pouZitim v deskriptivn{
geometrii.

V tomto dilu je vyloZen jediny promitaci zplisob a to kétované promiténi a jeho pouZiti pfi
teoretickém fedeni stfech a v topografickych plochéch.

1) Recenze prvniho dilu u¥ebnice byla uvefejnéna v tomto Casopise ro¢. 92 (1967) na str.
116—117. v .
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Vyklad v knize je ukon&en aplikaci deskriptivni geometrie ve stereotomii (kamenofezu). Tato

&4st aplikaci deskriptivanf geometrie byla dfive velmi p&stovdna, stéle vétsi pouZiti betonu ve sta-
.vebnictvi viak vytladuje jeji pouZiti, takZe dnes jen n&které stavby, zvla$t& pokud je v blizkosti

vhodny kdmen, se provadéji z tesaného kamene podle zdsad stereotomie.

Je nepochopitelné, pro& byly vynechdny, aé uZ napsané, nékteré &4sti z aplikaci geometrie,
zejména zé.kla'dydmrtograﬁe a konstruktivni fotogrammetrie. Strankovy rozsah nemohl pfec tuto
okolnost ovlivnit, nebof druhy dil m4 méné stran neZ prvni.

RovnéZ v tomto dilu je vedle mnoha felenych dloh pfimo v textu pfipojena fada velmi péknych
cviteni. Pfitom bude vhodné v dal$im vydani uebnice opattit vétinu pfikladd, i l‘e§enych v pru-

-b&hu vykladu, kétami, aby byl zaru€en vhodny vysledek feSené ulohy.

Jinak je pot&itelné, e pravdépodobné vlivem nedobré situace v prvnim dile, byly korektury
v tomto dilu provedeny velmi petlivé. AZ na n€kolik drobnych nedopatfeni, s vyjimkou nesrozu-
mitelné v&ty v odst. 123.2, miZe byt kazdy &tendf spokojen. Také obrdzky, jinak velmi p¥kné pro-
vedené, pisobi mnohem p¥iznivéji neZ v prvnim dilu, nebot tloustka vyslednych &ar je pfiméfe-
n&jii sile popisu.

Tento druhy dil u€ebnice v koncepci spojeni analytické geometrie s deskriptivni, je velmi
péknou a uZitetnou knihou. Pro mnoho nasich studentd bude viak pomérné& obtiZnou udebnici,
zejména pak pro studenty pfi zamé&stndni. Bude proto zdleZet na uliteli, aby provedl vybér v latce
vzhledem ke studovanému sméru a aby neustéle sledoval praci studenta s knihou.

Karel Drdbek, Praha

FESTBAND ZUM 70. GEBURSTAG VON ROLF NEVANLINNA. Herausgegeben von
H. P. Kiinzi und A. Pfluger. Springer Verlag, Berlin, Heildelberg, New York, 1966, str. 149.

Ve dnech 4. aZ 6. 9. 1965 se konalo na universit€¢ v Curychu mezindrodni kolokvium k oslavé
70-tych narozenin vynikajiciho finského matematika R. Nevanlinny, tviirce proslulé teorie rozlo-
Zeni hodnot meromorfnich funkci.

Recenzovani kniha pfinasi text t¥inacti pfednédsek, pfednesenych na tomto kolokviu, doplnény
Nevanlinnovym Zivotopisem (H. P. Kiinzi a I. S. Louhivaara) a Gplnym seznamem jeho praci
‘(1. S. Louhivaara). Pfednéa3ky se tykaji bud pfimo teorie funkci komplexni proménné nebo téch
partii analyzy, v nichZ se jejich metod uZiv4, nebo kone&né nékterych partii funkcionélni analyzy,
do nichZ R. Nevanlinna prikopnickym zplsobem zasdhl. Viimnéme si jen velmi struéné jejich
‘problematiky. V pfednédSce L. V. AHLFORSE ,,Kleinovy grupy v roviné a v prostoru‘ se studuji
Kleinovy grupy Mébiusovych transformaci v prostoru v analogii pro linedrni transformace
v komplexni roving, Pfedndfka md charakter badatelského programu a jsou tu odhaleny neéekané
souvislosti studované teorie napf. s kvasikonformnimi zobrazenimi nebo s rovnicemi rovnovéhy
‘pro pruZné deformace v prostoru. O. Leuto referuje v préci ,,Homeomorfni FeSeni Beltramiho
diferencidini rovnice** o n&kterych novych metodich uZitych k dikazu jejich existence a ke studiu
jejich vlastnosti. K. STREBEL podéva v préci ,,0O kvadratickych diferencidlech s uzavienymi tra-
Jjektoriemi a extremdlnich kvasikonformnich zobrazenich* novou metodu k ditkazu Teichmiillerovy
véty o struktufe extremdlnich kvasikonformnich zobrazeni kompaktnich Riemannovych ploch,
kterd nepouZivd metod redlné analyzy (jako viechny dosud zndmé ditkazy). Prace W. K. HAYMANA
..Nevanlinnova charakteristika meromorfnich funkci a jejich integrdlit* je v€novéna studiu vztahl
mezi fddem ristu Nevanlinnovy charakteristiky funkce a jeji derivace a konstrukci pfikladi
funkci, pfipoustéjicich jisté vyjimené mnoZiny. H. WitTicH studuje v préci ,,O charakterizaci
linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty* pomoci Nevanlinnovy teorie rozloZeni
hodnot tento problém: Je dén linedrni diferencidlni homogenni operitor n-tého faddu

Lw)=w®+a,_ @wt D+ . +a@w+a@w, a)%0,
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s celistvymi koeficienty. Jaké vlastnosti celistvych feSeni rovnice L,(w) = 0 zaruduji, Ze L, je
operator s konstantnimi koeficienty. V prdci M. HEINSE ,, Viastnosti maximality Hardyho trid*
jde zhruba o tento problém (problém je studovén na Riemannovych plochich, pro jednoduchost
uvadime zde formulaci pro jednotkovy kruh): Je ddna t¥ida D funkci z L (I") (I' — jednotkova
kruZnice), s jistymi algebraickymi vlastnostmi, obsahujici t¥idu H "'(F) v§ech funkci z L), jez
jsou hrani¢nimi hodnotami holomorfnich funkci z Hardyho tl‘idy Hy, Za jakych podminek o D
plati D = H:(I')? A. STEINER fe8i v préaci ,,Jednostrannd nekoneénd Founerova transformace a dvé
t¥idy kvasianalytickych funkci‘ tento problém: BudiZ 4 (omezeny ¢i neomezny) interval na redlné
ose, budiZ f € L,(4). Jest najit nutné a postadujici podminky na f; aby f skoro viude na 4 splyvala
s hrani¢ni hodnotou néjaké funkce g(z) holomorfni v horni (dolni) poloroving, patfici do Hardyho
tiidy H, v horni (dolni) polorovinég, a sestrojit pomoci f pfislu$nou funkci g. Price A. HUBERA
5,0 vyjddFent dplnych otevienych ploch pomoci konformnich metrik* je shrnujici referdt o diferen-
cidlné geometrickych vlastnostech ,,v celém* ploch, studovanych pomoci funk&né teoretickych
metod. H. HuBer dokazuje v préici ,,0 konformnim modulu jistych prstencovych oblasti‘* nerov-
nost, zjemiiujici nerovnost, kterou dokédzali P6lya a Szegd. J. HERSCH odvozuje v préci ,,UZiti
konformniho zobrazeni na isoperimetrické véty pro vlastni hodnoty* pomoci metody ,,konformniho
prodlouZeni* isoperimetrické nerovnosti pro prvni vlastni &islo kmitajici nehomogenni membrany
v riznych tfiddch rovinnych oblasti. A. PFLUGER zobeciiuje v praci ,,Analytické funkce s operdto-
rovymi hodnotami a Juliovo lemma‘‘ klasické Juliovo lemma na funkce komplexni prom&nné
jejichZ hodnoty jsou operatory v daném Hilbertové prostoru H, a jeZ jsou holomorfnf ve smyslu
operdtorové normy. V prici H. KELLERA ,,0 problémech vznikajicich pri zavadéni diferencovdni
v topologickych vektorovych prostorech'* je podén piehled o n&kterych novych vysledcich teorie
diferencovani vektorovych funkci na lok4ln& konvexnich topologickych linedrnich prostorech.
V préci 1. S. LOUHIVAARY ,,Nové sméry vyvoje teorie linedrnich prostors s indefinitni bilinedrni
Sormou'* jsou referovdny nékteré nové vysledky z diferencidln& geometrické problematiky teorie
Hilbertovych prostord, v nich# je ddna indefinitni bilinedrni forma (nikoliv nutn& hermitovska).

Viechny pfedndSky maji vysokou védeckou uroveii a ve vétsiné z nich jsou formulovany nefe-
Sené problémy, ddvajici podnét k daldimu bdd4ni. Kniha je tak diistojnym darem velkému mate-
matikovi k jeho Zivotnimu jubileu.

Jaroslay Fuka, Praha

F. Télke: PRAKTISCHE FUNKTIONENLEHRE, Dritter Band, Jacobische elliptische
Funktionen, Legendresche Normalintegrale und spezielle Weierstrassche Zeta- und Sigma-
Funktionen, Springer Verlag, Berlin, Heildelberg, New York, 1967; str. 180, 95 obr.

V tomto dilu Télkeho kompendia je studovdno 12 Jacobiho eliptickych funkci a jejich 6 loga-
ritmickych derivaci, eliptické integrdly prvniho aZ tfetiho druhu v Legendreové a Jacobiho tvaru
a koneéné Weierstrassovy { — funkce a ¢ — funkce. Kniha pfedstavuje patrné ojedinély podrobny
soubor nejriiznéjlich vzorci pro tyto funkce a vztahy mezi nimi. Je koncipovdna s ohledem na
pozadavky vypodtové a konstrukéni techniky a fyziky, kde se téchto funkci pouziv4. Piedstava,
Ze by existovala formule pro tyto funkce, kterd m4 aplikaci ve shora uvedenych v&dé4ch a neni
obsaZena v n&€kterym ze vzorcl 776 aZz 1082 knihy (z nichZ kaZdy se vé&tlinou skldd4 zhruba
z 10 formulf) se zd4 recenzentu absurdni. Kniha je skvéla graficky vypravena a 95 dokonalych
obrazk pfibliZuje étendfi pribéh téchto funkci.

Jaroslav Fuka, Praha
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Casopis pro péstovéni matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

ZPRAVY

PROFESOR JAN BiLEK SEDESATN{KEM

KAREL KARTAK a VACLAV VILHELM, Praha

Dne. 15. 5. 1967 se doZil Sedesdti let vedouci katedry matematiky na Vysoké Skole
chemicko-technologické v Praze prof. RNDr. JAN BiLEK.

Profesor Bilek se narodil ve Zddru u Mnichova Hradi$t&. V letech 1919—1926
studoval na redlce v Turnové. Po maturité vstoupil na p¥irodovédeckou fakultu
Karlovy university, kde studoval matematiku a fyziku.
Po ukon&eni studii v r. 1931 piisobil v letech 1931 —1935
pro nedostatek mist jako uditel na obecnych a métan-
skych 3koldch; zde také vypracoval svou doktorskou
diserta¥ni prdci ,,Degenerace Bertiniho involuce*. Teprve
od roku 1935 pracoval jako stfedo¥kolsky profesor, a to
na gymnasiich v Plzni, Karlovych Varech a Praze.

V roce 1946 zadal pilisobit na VSCHT v Praze, a to
nejprve jako asistent, od r. 1952 jako docent, a od r. 1959
jako profesor matematiky.

Na vé&deckou drdhu vedel prof. Bilek jako Zdk akademika BypZovskEHO. O tom
dobte sv&d¥ i jeho préce [1], [2], [3], [5], [6]. psané v duchu italské Skoly algebraic-
ké geometrie. Jejich spoleénym tématem je studium rovinnych Cremonovych trans-
formaci. Vyjimku tvoli jen prdce 3], kterd ukazuje, jak lze jednoduse odvodit n¥které
zdkladni vlastnosti kubické plochy pomoci jisté involutorni prostorové Cremonovy
transformace. '

Rovinnych Cremonovych transformaci 1ze ¢asto vyhodné& pouZit pfi studiu rovin-
nych algebraickych kfivek. Na této mylence spotivd Bilkova prédce [1] o sextikdch
s dvojndsobnymi body. O sextikdch s dvojndsobnymi body v obecné poloze pojednal
B. Byd¥ovsky (Rozpravy IL. tf. C. ak. 21 (1912), & 42, 1—12) a jeho vysledkd pouZil
B. MACHYTKA (Cas. p¥st. mat. fys. 58 (1929), 219 —225) pfi studiu Bertiniho involuce
urlené komplexem S sextik majicich v danych osmi bodech 4,, ..., 43 obecné
dvojndsobné body. Ve své préci [ 1] postupuje prof. Bilek obrdcené: nezdvisle na teorii
sextik studuje vlastnosti Bertiniho involuce a jejich degeneraci pfi specidlnich volbdch
base A4,, ..., 45, a odtud pak uZ jednoduchym zplsobem dostdvéd fadu novych zaji-
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mavych vlastnosti rovinnych sextik, jejich? dvojndsobné body jsou v n&které specidlni
poloze. ‘

V pracich [2], [5], [6] vySetfuje prof. Bilek urgité specidlni involutorni rovinné
Cremonovy transformace. V préci [2] je to transformace vytvofend svazkem S)
kuZelose¥ek a svazkem S} kubik, které maji spole¥né &tyfi body base. Bodu P pak
odpovidd bod P’, ktery je zbyvajicim priseéikem kuZeloselky svazku S; a kubiky
svazku S3 jdoucimi bodem P. Prdce [5] je v&novéna studiu involutorni transformace
14. stupn& uréené siti S2 eliptickych kvartik prochdzejicich danymi osmi body, z nich
dva jsou pro kazdou kvartiku sit¢ dvojndsobnymi body. Pomoci svazku kubik, do
jehoZ base patfi zmin&nych osm bodil, je ukdzdno, Ze viechny kvartiky sit& prochdze-
jici danym bodem P prochdzeji dal§im spoleénym bodem P’; bod P’ je pak bodem
odpovidajicim bodu P ve zkoumané transformaci, o niZ je ukdzdno, Ze ji lze také
vytvofit z Geiserovy involuce kvadratickou transformaci. Analogicky v prdci [6]
uvazuje prof. Bilek komplex S} kvartik jdoucich danymi deviti body base svazku
kubik, pti¢em?Z jeden z té&chto bodi je pro kaZdou kvartiku komplexu dvojndsobnym,
ostatni jednoduchymi body. Stejnou ivahou jako v prdci [ 5] se zjisti, Ze viechny kvar-
tiky z S3 jdouci danym bodem P prochdzeji krom& bod base je§t& daliim spoleénym
bodem P’. Takto sestrojend involutorni transformace je 5. stupng; pfi specidlni volb&
bod base pfejde v Jonquiéresovu involuci.

Potfeba fddné fundovat rozsdhlé vysledky klasické algebraické geometrie vedla
koncem tficdtych let ke vpadu abstraktni algebry do této oblasti; to pfineslo prudky
dalii rozvoj algebraické geometrie. Prdce [4] a [7] patfi uZ do tohoto abstraktniho
sméru algebraické geometrie. V nich prof. Bilek vy3etfuje algebraickou koresponden-
ci T mezi dvéma varietami V' a W nad télesem k jakoZto podvarietu souinu V x W
takovou, Ze jeji projekce na Vresp. Wje opét Vresp. W. Zobecnénim metody, jiZ uZil
A. WELL ke studiu biraciondlnich korespondenci, ukazuje, Ze zndmé zdkladni vlast-
nosti téchto algebraickych korespondenci mezi varietami definovanymi nad télesem
charakteristiky O (napf. princip s&itdni konstant) 1ze pfenést na algebraické korespon-
dence mezi varietami nad télesem libovolné charakteristiky.

Spojeni algebraickych metod s metodami topologickymi pfineslo algebraické geo-
metrii v soudasné dob¥ dal¥i rozmach a bylo takto dosaZeno novych znamenitych
vysledkit (napf. rozfeSeni klasického problému singularit algebraické variety). Ani
zde nezistdvd prof. Bilek stranou. Ve svém semindfi o algebraické geometrii, ktery
obétavé a usp&in& vede uZ fadu let, studuje tyto metody a ddvd tak wGlastnikiim
semindfe dobrou pfileZitost se sezndmit se soutasnym stavem této discipliny.

O svych vysledcich i o jiné problematice algebraické geometrie proslovil prof.
Bilek fadu pfednd3ek jak u nds, tak i v zahrani¢i (Berlin, Halle, Merseburg).

Vedle ¢innosti védecké vénuje prof. Bilek mnoho zdjmu a energie &innosti peda-
gogické. Je pfedeviim nadSenym a ob&tavym uditelem a patfi k tém vysokoskolskym
pracovnikiim, ktefi u&i opravdu rddi. Pozorné sleduje soudasné diskuse o modernizaci
vyuky matematiky na vysokych Skoldch technického sméru a snaZi se o uplatnéni
novych koncepci i pfi vyuce matematiky na VSCHT. Prof. Bilek je &lenem komise
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pro vyuovdni matematice na technikdch pti JCMF a mél na dvou konferencich
JCMF vénovanych této problematice (Zilina 1965, Se¥ 1966) zajimavé referdty.
Vysledkem dlouholeté uditelské &innosti prof. Bilka je, kromé& spoluautorstvi na
Aritmetice pro stfedni $koly, také fada vysokogkolskych skript, uZivanych i na jinych
vysokych ¥koldch ne% VSCHT. Jejich charakteristickym rysem je pfedeviim snaha
¥4dn& motivovat smysl vyklddanych teorii, a na mnoha pfikladech a cvi€enich d4t
studentiim moZnost ldtku ovlddnout. _
Zivotni jubileum zastihuje prof. Bilka v plné sv&%esti. Pfejeme mu — jist® i jménem
jeho pidtel, spolupracovnikii a na§i matematické vefejnosti — aby si svilj nyné&jsi
Zivotni eldn pln& zachoval do dalich let k prosp&chu naseho $kolstvi i matematiky.

SEZNAM PUBLIKAC{ PROF. BILKA
A. VEDECKE PRACE

[1] Nékteré vlastnosti sextik s dvojndsobnymi body odvozené pomoci Cremonovych transforma-
ci. Véstnik Kral. &. spol. nauk 1947, &is. 5, 1—10.

[2] O jedné rovinné involuci J;; 2. tfidy a jeji degeneraci. Cas. pést. mat. fys. 73 (1948), 17—30.

[3] O jedné kubické involuci v prostoru a jejim pouZiti k stanoveni poétu pfimek na obecné kubic-
ké plode. Cas. pést. mat. fys. 73 (1948), D 37—D 42.

[4] Algebraické korespondence na abstraktnich varietdch (vytah sdéleni pfedneseného na sjezdu
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D 282—D 287.
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PROF. DR. MILOSLAV HAMPL,
CLEN KORESPONDENT CSAV, SEDMDESATNIKEM

Ivo BABUSKA, Praha

Snadno a &asto byste mohli vidét v 1ét& i za studené zimy, na slunci i za sn&hu jet
dervenou oktavii, fizenou elegantnim ¥edovlasym pdnem, na silnici Praha — Plzei.
TéhoZ $edovlasého pdna byste mohli pak vidét jet na mopedu po polnich cestdch
na Rokycansku, nebo sekat dfivi pfed ma-
lym domkem nedaleko MiroSova u Roky-
can. Pfivstanete-li si, mohli byste vidét za
ranniho Sera tohoto $edovlasého pdna, jak
se s rybdiskym prutem brouzdd studenou
vodou. (Pfdtelé tohoto rybafe v&di, Ze oblas
uZije studené vody potoka podstatné vice
neZ zamyslel.) TéZko uvfite, Ze tento Sedo-
vlasy elegantni pdn miiZe byt sedmdesdtnik
prof. dr. MiLosLAv HAMPL. Ale nemylite
se. Je to prof. dr. M. Hampl, doktor fy-
zikdIlné matematickych véd, lauredt stdtni
ceny Klementa Gottwalda, zakladatel &s.
aplikované matematiky v priimyslu, uditel
a rddce mnoha nasich v&€deckych pracovni-
k. Prof. dr. M. Hampl se narodil 10. srpna
1897 v Netolicich v jiznich Cechdch. Gym-
nasium studoval v Ceskych Bud&ovicich,
kde v r. 1915 maturoval. Pak odes3el z jiZ-
nich Cech do Prahy, jak se uk4zalo pozdéji,
na trvalo. Atmosféru jiznich Cech, bodrost
a houZevnatost v€etn& trochy toho zndmého jiho&eského patriotismu vydtete viak
pfi ka%dérh setkdni s prof. Hamplem dodnes.

V Praze nejprve studoval v letech 1915—1920 na Karlové université obor matema-
tiky a fyziky. Tim zadal jeho styk s vysokymi §kolami, ktery trvd dosud. Po absolvo-
véni university pisobil M. Hampl jako asistent na Ustavu matematiky na CVUT.
V roce 1930 a 1931 se habilitoval na vysoké ¥kole strojniho a elektrotechnického
inZenyrstvi a na vysoké Skole inZenyrského stavitelstvi. V roce 1963 byl jmenovdn
presidentem republiky profesorem pro obor aplikované matematiky. Na Matema-
ticko-fyzikdlni fakulté Karlovy university pracuje dosud.

Matematika byla a je prof. Hamplovi povoldnim, aplikovand matematika jeho
liskou. 5

JiZ brzy po ukondeni studia matematiky na KU rozhodl se studovat strojnf a elek-
troinZenyrskou fakultu CVUT, kde sloZil I. stdtni zkousku. Stal se tak matematikem,
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ktery rozumél inZenyrskym problémim a ktery umé&l pouZivat moderni matematiky
k jejich ¥e¥ent. V r. 1930, kdyZ bylo zaloZeno matematické oddéleni Skodovych zdvo-
dd, stal se nejprve jeho pracovnikem, pozdéji jeho vedoucim. JiZ na zaddtku svého
plsobeni ve Skodovych zdvodech ukézal, jak vysoce uZitedné a efektivni muZe byt
matematické pracovisté velkého primyslového podniku. Po zndrodnéni &. primyslu
byla plisobnost matematického oddgleni Skodovych zdvodii vedeného prof. Hamplem
rozSifena na celé &. t&Zké strojirenstvi. Toto oddé&leni pod ndzvem Teoreticky
vyzkum pracuje dnes v rdmci Stdtniho vyzkumného ustavu pro stavbu stroji.

Je zcela pfirozené, Ze prof. Hampl jako jeden z prvych u nds pochopil vyznam
moderni vypottové techniky. Stal se jejim propagdtorem a je typické, Ze jeho oddéleni
bylo jako jedno z prvych pracovi¥t v CSSR vybaveno samoginnym pogitadem.

Prof. Hampl stal se na¥im uzndvanym nestorem aplikované matematiky v primyslu.
Vynikajici &innost prof. Hampla byla po zdsluze mnohokrdt vysoce ocenéna. Uvedu
jen nékterd. V r. 1955 byl poctén stdtni cznou Klementa Gottwalda. V r. 1956 mu byla
bez obhajoby udélena hodnost doktora fyzikdln& matematickych v&d, v r. 1962 byl
zvolen &lenem korespondentem CSAV a dalsi.

Nelze v krdtkosti zhodnotit vhodnym zpiisobem vynikajici innost prof. Hampla*)
Uvedenych n&kolik fddek, doufdm, dostatené podtrhuje a charakterizuje €innost
prof. Hampla, milého a taktniho &lov&ka, &lov&ka s velkym C, kterého si viichni jeho
pidtelé, spolupracovnici a ti, ktefi s nim pfisli do styku, vysoce vdZi.

Prejeme prof. Hamplovi do dalsich let mnoho zdravi a pohody.

ZIVOTNI JUBILEUM PROF. DR. WACLAWA SIERPINSKEHO

Letos se doZil vzdcného Zivotniho jubilea slavny polsky matematik prof. dr. WACLAW SIERPINSKI,
vicepresident Polské akademie v&d a profesor var§avské university, ktery ma uzké vztahy i k nasi
deskoslovenské matematice. Dne 14. bfezna 1967 mu bylo 85 let. Jubilant je znam na celém svété
a dostalo se mu &asto vyznamnych v&deckych poct a tituli. My si pfipomindme, Ze je Eestnym
doktorem Karlovy university v Praze a Ceskoslovensk4 akademie v&d jej potitd mezi své zahra-
niéni Cleny. ‘

Jménem &s. matematikii p¥ejeme prof. dr. W. Sierpifiskému pevné zdravi a daldi uspéchy

jeh 4ci.
v jeho pr Jiri Sedldcek, Praha

EQUADIFF II

CESKOSLOVENSKA KONFERENCE
O DIFERENCIALNICH ROVNICICH A JEJICH APLIKACICH

Ve dnech 1.—7. zaFi 1966 byla v Bratislavé Ceskoslovensk4 konference o diferencidlnich rovni-
cich a jejich aplikacich — EQUADIFF I1. Konferenci uspotfddala Katedra matematické analyzy
Prirodovédecké fakulty Komenského university pfi ptileZitosti 500. vyro&i zaloZzeni Academie

*) Srv. také: Doc. Dr. M. Hampl Sedesatnikem, Apl. mat. 3 (1958), str. 75— 78 a K sedmdesa-
tym narozenindm prof. Dr. Miloslava Hampla, Dr. Sc., &lena korespondenta CSAV, Apl.'mat. 12
(1967), str. 324—326. V prvém z téchto &ldnkd je uveden seznam praci prof. Hampla s jejich
struénym rozborem. J
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Istropolitany a 25. vyro&i zaloZeni Pkirodovédecké fakulty UK. Konference se zitastnilo
kolem 300 matematiki a odbornikll z praxe, z toho asi polovina Gdastnikd byla ze zahrani¢i.
Jedndni konference probihala v plénu a v sekcich. V plénu bylo pfedneseno 13 hlavnich referitd,
z toho 6 domdcimi a 7 zahraniénimi odborniky. Byly to tyto referdty:

I. Babuska, Praha: O problémazch optimalizace numerickych metod.

0. Borivka, Brno: Algebraické elementy v teorii transformaci oscilatorickych linedrnich dife-
rencidlnich rovnic druhého fadu.

J. H. Bramble, College Park: O konvergenci diferen¢nich schemat pro klasické a slabé fe§eni
Dirichletovy ulohy.

F. E. Browder, Chicago: Nelinedrni parcidlni diferencidlni rovnice a funkcionélni analyza.

E. A. Coddington, Los Angeles: Formaln& normdlni oby&ejné diferencidlni operétory.

R. Conti, Firenze: Ulohy v linedrni teorii regulace.

M. Gregus$, Bratislava: O linedrnich diferencidlnich rovnicich vy3$8ich lichych fada.

J. Kurzweil, Praha: Invariantni variety diferencidlnich soustav.

J. Neéas, Praha: O existenci a reguldrnosti feSeni nelinedrnich rovnic eliptického typu

S. M. Nikolskij, Moskva: Nékteré okrajové tilohy pro rovnice se silnou singularitou.

G. Stampacchia, Pisa: Prostory LP:* a aplikace na teorii parcidlnich diferencilnich rovnic.

M. Svec, Bratislava: VySetfovéni fefeni diferencidlni rovnice na neohraniteném intervalu a véta
o pevném bodé&. ‘

T. Wazewski, Krak6éw: Né&kolik zobecnéni Arzelova lemmatu a jejich aplikace.

V téchto ptednaskach byly zahrnuty nejen vysledky autorfi, ale byl téZ uveden pichled vysled-
ku, kterych bylo dosazzno v této problematice v poslednich letech. '

Kromé toho v kazdé sekci na za®dtku j:dndni pfednesl vyznaény domdci nebo zahraniéni
matematik pulhodinovy referdt. Byly to tyto referdty:

A. D. Alexandrov, Novosibirsk: Obecnd metoda majorizace fe§eni Dirichletovy tlohy.

G. Fichera, Roma: Struktura Grzenovych operdtori a odhady pro odpovidajici vlastni &isla.

0. Hdjek, Praha: Axiomaticka teorie diferencidlnich rovnic.

A. Halanay, Bucuresti: Invariantni variety diskrétnich soustav.

H. Hornich, Wien: Oby¢ejné line4rni diferencidlni rovnice vy$8ich fadu.

Z. Husty, Brno: Transformace homogennich linedrnich diferencidlnich rovnic n-tého fadu.

0. A. LadyzZenskaja, Leningrad: O linedrnich a kvasilinearnich rovnicich parabolického typu.

T. Popoviciu, Cluj: O jistych funkcich vyhovujicich diferencidlni nerovnosti.

M. Prdger, E. Vitdsek, Praha: Stabilita numerickych procest.

M. Rdb, Brno: Asymptotické rozvoje fefeni linedrnich diferencidlnich rovnic druhého ¥4adu.

V. Seda, Bratislava: Aplikace Greenovy funkce v teorii diferencidlnich rovnic. _

0. Vejvoda, Praha: Nejnovéjsi vysledky tykajici se periodickych feSeni neline4rnich parcidlnich
diferencidlnich rovnic.

I. Vrkoé, Praha: Roz§ifeni metody priméru na stochastické diferencidlni rovnice.

M. Zldmal, Brno: Numerické feSenf a odhad chyby pro eliptickou okrajovou tlohu.

Viechny hlavni a ptilhodinové referdty vyjdou tiskem ve zvld$tnim sborniku konference, jako
mimofddné &islo Acta Facultatis Rerum Naturalium Universitatis Comenianae.

Kazdy uastnik konference mél moZnost pfednést svoje vysledky v Jedné ze tfi sekci:

1. obycejné diferencidlni rovnice,

2. parcidlni diferencidlni rovnice,

3. aplikace a numerické metody.

Pro velky zédjem o pfedndSky, musely sekce probihat paraléiné.

Ve &tvrtek 1. zAF 1966 se konal v hotelu Carlton pfatelsky seznamovaci veder pro utastniky
konference. V sobotu 3. z4fi 1966 se pfevdZnd vétSina ulastnikd zidastnila jednoho ze tff celo-
dennich vylet. Také pro doprovéazejici osoby pfipravil organisaini vybor fadu vyletl a exkursi.
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Na konferenci EQUADIFF II byly pfedneseny nejnové&jii vysledky dosaZené eskoslovensky-
mi i zahrani®nimi matematiky pracujicimi v oboru diferencidlnich rovnic a jejich aplikaci. Kon-
ference prob&hla ve velmi srdeném a pidtelském duchu a zdjem a poletnd utast zahrani¢nich

matematik(l jednozna¥n& sv&d¢i o jejim tvspé&chu.
Redakce

VEDECKA KONFERENCE MATEMATICKE SPOLECNOSTI NDR

Ve dnech 13. aZ 18. tinora 1967 se konala v Berliné€ IV. vyro¢ni védeckd konference Matema-
tické spoleénosti Némecké demokratické republiky. Konference se zGi¢astnilo asi 800 matematikt
pejen z NDR, ale i z NSR, Svycarska, Sovétského svazu, Madarska, Polska, Rumunska a Cesko-
slovenska.

Na konferenci bylo pfedneseno asi 15 $irSich referdtl, déle probihala jednéni v jednotlivych
sekeich (algebra, matematick4 analyza, geometrie, mechanika, numerickd matematika, vyuovani
a vzdélani, potet pravdépodobnosti a matematick4 statistika, aplikace matematiky v ekonomii,
kybernetika, biometrié, matematickd logika, matematickd fyzika), kde byla pfednesena stru¢nd
védeckd sdéleni.

Z teskoslovenskych matematikti mé&l hlavni pfednd$ku F. NoZi¢ka na téma ,,0 vyznaénych
vztaZnych systémech v Minkowskiho prostoru, ostatni piednesli tato sdéleni:

L. Bodek: Globalni diferencidlni geometrie podvariet E,.

K. Havli¢ek: O jedné geometrické interpretaci tetraedrické grupy.

K. Chobot: Staticky vyznam metod fefeni algebraickych linedrnich soustav rovnic.
F. Kriian: Ur&eni Jordanova tvaru matice bez vySetfovani elementarnich dé&litelu.
J. Mikulédk: Projektor Belsazar ve vyutovani matematice.

J. Mikulédk: Pomér nenf zlomek.

Z. Nddenik: O globélni geometrii kanalovych ploch.

B. Pondélidek: Pramér grafu pologrupy. Leo Bodek. Praha
eo Bolek,

JMENOVANT

Ministr Skolstvi a kultury jmenoval s u¢innosti od 1. &ervna 1966 zast. doc. MiLADU SvABOovou
docentkou pro obor metodiky matematiky a s u¢innosti od 1. srpna 1966 RNDr. BEDRICHA
PoONDELIEKA CSc., RNDr. Ivo ROSENBERGA CSc., a zast. doc. RNDr. SyLvu Santavou CSc.

docenty pro obor matematiky. Redik
edakce

OBHAJOBY A DISERTACNI PRACE DOKTORU A KANDIDATU VED

Pied komisi pro obhajoby doktorskych disertagnich praci obhéjili dne 12. ledna 1967 RNDr.
LabisLAv Midfk CSc. préci na téma: ,,O Darbouxove;j vlastnosti funkcii a o niektorych triedach
funkcii* a RNDr. PETR VoPENKA CSc. prdci na téma: ,,Nedokazatelnost hypotézy kontinua
V Goédel-Bernaysové teorii mnoZin*.

Pfed komisi pro obhajoby kandidatskych disertaénich praci obh4jili dne 12. ledna 1967
KareL KARTAK préci na téma: ,,Zobecnéni Caratheodoryho teorie diferencidlnich rovnic* a dne
16. unora 1967 MirosLAV MAKAS préci na téma: ,,Minimum nekonvexni kvadratické formy na
kdm’wxﬂim polyedru® a JiTKA ZACKkovA préci na téma: ,,Dva piispévky k matematickému

0} vani,
programovéni Redakce
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Ulohy a problémy:

Uloha & 1 (F. Stépdnek) ..........ccvovrvivienninrnnss i b R e b A e T 356
Resent vlohy &. 2 z ro&. 81 (1956), 247. (F. S'tépdnck) ¥ wes & i & Wik g ST & W6 § e § Ve E wen 390
Recense:
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R. Artzy: Linear geometry (V. Havel) . ... ......ccoiiiieiirniternienennesssnensnsnnens 361
M. E. Munroe: Introductory real analysis (B. Novdk) ..........c.cooiiiiiiinieineennnes 362
R. Piska, V. Medek: Deskriptivni geometrie Il (K. Drdbek) ............ccoivivininnnnnn 363
Festband zum 70. Geburstag von Rolf Nevanlinna (J. Fuka) ...........ccovvvviinennnns 364
F. Tolke: Praktische Funktionenlehre (J. Fuka) .......c.cviiiiniiiinnninnrnnennnennnns 365
Zprévy:
Profesor Jan Bilek $edesdtnikem (K. Kartdk, V. Vilhelm) . ...........cccivvenivennnninn 366
Seznam publikaci profesora Bilka ...........cciitiiiiiiiiiiennrennnrennneanennnnerns 368
Profesor dr. Miloslav Hampl, &len korespondent CSAYV, sedmdesatnikem (1. Babuska) ... .. 369
Zivotni jubileum prof. dr. Waclawa Sierpifiského (J. Sedldéek) ..........coovirenninnen. 370
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Casopis pro p¥stovani matematiky. Rodnik 92 (1967). — Vydéavé Ceskoslovensk4 akademie véd
v Academii, nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie v&d, Voditkova 40, Praha 1 — Nové
Mésto, dod. pi 1. — Redakce: Matematicky ustav CSAV, Zitna 25, Praha 1, dod. pt 1, telefon
226601-03. — Vychdézi &tvrtletn®. — Ro&nf pfedplatné K&s 48,—, cena jednotl. seditu 12,— Kds
(cena pro Ceskoslovensko); $ 8,—; £ 2/17/ — (cena v devisich). — Tiskne Knihtisk, n. p.,
zévod 5, Rudé armddy 171, Praha 8 — Libeli-Kobylisy, dod. pi 8. — Roziifuje PoStovnf
novinové sluZba, objednévky a pfedplatné ptijimd PNS — Ustfedni expedice tisku, administrace
odborného tisku, JindFisskd 14, Praha 1. Lze také objednat u ka¥dé posty nebo dorudovatele.
Objednévky do zahrani®f vytizuje PNS — Ustfedni expedice tisku, odd. vyvoz tisku, Jindfis-
skd 14, Praha 1.

Toto &islo vy3lo v srpnu 1967
A-05°71642
(© Academia, nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie véd 1967
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