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XAPAKTEPUCTHKU CTATEY],
OITYBJIMKOBAHHBIX B HACTOAIMWM HOMEPE

(OTH XapaKTepHCTHKH MO3BOJIEHO PEIPOXYLIHPOBATH)

LADISLAV BERAN, Praha: The investigation of the existence of maximal
subgroups of some simple groups. (MccnegoBanAe CymeCTBOBAHHSA MaKCHMaJllb-
HbIX IOATPYII HEKOTOpHIX mpocThix rpymm.) Cas. pést. mat. 91 (1966), 185
no 193 (OpuruHAIBHAS CTAThA.)

CraTh IIOCBEIIEHA H3YYECHUIO anTeprupyomux rpym A(M), yHumoxysp-
HEIX Tpymn PSL,(k), IPOEKTHBHBIX CHMILIEKTHYECKHX T DYIIT PSp;,'(k), tdakrop-
rymmst rpymmet O,F 1o ee LEHTPY ¥ B JaibHellneM HCCICHOBAHHIO MPOCTHIX
TPy HOCTPOSHHBIX U3 3TUX rpymi. OMMCHIBAETCA KJIACC MAKCHMAJIBHBIX MOX-
FPYIT 3THX TPYIIIL. ’

NADEZDA PoLAKOVA, Brno: Systémy s vlastnosti a. (CucremMsl CO CBOIi-
crBoM «.) Cas. p&st. mat. 91 (1966), 205 —216. (OpArHEAILHAS CTATBA.)

B cTaThe HCCIEAYIOTCSH CHCTEMBI MapalleNIbHBIX N-KyGOB, BBIMYKIBIX obnacTei
M HEKOTOPEIE pa3ioxkeHus E, B BBUIYK/IbIC MHOTOTDaHHHKH.

Jikf FIALA, Praha: A note on the integrals involving product of Hermite's
polynomials. (3ameTka 00 mMHTerpajax CoOXepXamlMX MPOU3BEACHHUS ITOJIHHO-
moB Dpmmura.) Cas. pést. mat. 91 (1966), 217 —220. (OpHrAHANLHASA CTATHA.)

B 3Toit 3aMeTKe IpeAnaraeTcs METOX IS BBIYHCICHHS HEKOTODPBIX MHTE-
TpajioB, COMEPXAIIUX IPOU3BEAECHHE IIOJIMHOMOB DpMHTa. BhIyucieHne ocHoO-
BaHO HA HHTETPAIIGHOM IIPEACTABIICHAN 3THUX IOTHHOMOB.

Jiki SEDLACEK, Praha: O kostrdch koneénych grafi. (O6 ocHoBax koHeY-
ueix rpadon.) Cas. pést. mat. 91 (1966), 221 —227. (OpurHHAIbLHAS CTATHA.)

CTaThs COHEPKHUT YETHIPE TEOPEMEl O YHCJIE OCHOB KOHEYHOTO HEOPHEHTH-
poBaHHOrO rpada M OXHY TEOpeMy O YHCIIE OCHOB B3aMMO IBOMCTBEHHBIX
IUIOCKMX MYJITHTpadoB.

VAcLAv HAVEL, Brno: On associated partitions. (O6 accomuMpoBaHHBIX
pasnoxennsx.) Cas. pést. mat. 97 (1966), 241 —245. (OpuruHaIBLHAS CTATHA.)

Ecnu &/, #-MHOXeECTBA, S-pa3iioxeHue B & u T-pa3noxenne B #, To MOXK-
HO ©CTECTBEHHBIM CIOCOGOM ONpENENHTh ACCOLMHAPOBAHHOE PpAa3JIOKEHHE
soc(, #) B S X T. B craThe HM3y4alOTCs OCHOBHBIE CBOMCTBA BEpXHHX
H HHXKHAX PaHed CHCTEM TakKHX pa3jIoKeHHH.

VAcLAv HAVEL, Brno: Partitions in cartesian systems. (Pa3noxeHus
B JIeKapTOBBIX CTpyKTypax.) Cas. p&st. mat. 9/ (1966), 246—253. (Opure-
HAJIbHAf CTAaThA.)

0O606menneM anreGpanveckot omepandl HA JAHHOM MHOXECTBE SIBIISECTCH
cupsextma suna 1 1S, — So,' Tme S,, So-HemycTsie MEOMecTBa. K Taxmm
0606menHEIM  OmepaEaAM MPHJIOKEHET OCHOBAHHA TEODHH pPa3JOXeHHUS
MHoxecTB O. BopyBkH.



SUMMARIES OF ARTICLES PUBLISHED IN THIS ISSUE
- (Publication of these summaries is permitted)

NADEZDA POLAKOVA, Brno: Systémy s vlastnosti «. (Systems with pro-
perty «.) Cas. pést. mat. 91 (1966), 205—216. (Original paper.)

In this paper systems of paralell n-cubes, of convex domains and certain
decompositions of E, into convex polyhedrons are studied.

Jikf F1IALA, Praha: A note on the integrals involving product of Hermite’s
polynomials. Cas. pést. mat. 91 (1966), 217—220. (Original paper.)

In this note a method for computing certain integrals involving the product
of Hermite’s polynomials is given. The method is based on the integral
representation of these polynomials.

Jikf SEDLACEK, Praha: O kostrdch koneénych grafii. (On the spanning
trees of finite graphs.) Cas. pést. mat. 91 (1966), 221 —227. (Original paper.)

This paper contains four theorems on a number of spanning trees of
finite non-directed graphs and a theorem on a number of spanning trees of
mutually dual planar multigraphs.

VAcLAvV HAVEL, Brno: On associated partitions. Cas. pést. mat. 9/ (1966),
241— 245, (Original paper.)

If &, #, are decompositions of sets S, T respectively, then there is
a naturally defined associated decomposition soc (&, #) of S X T. In the
paper there are studied the basic properties of l.n. and g.1. bounds of systems
of such decompositions.

VAcLAV HAVEL, Brno: Partitions in cartesian systems. Cas. pést. mat.
91 (1966), 246— 253. (Original paper.)
The generalization of an algebraic operation on a given set is the surjection
in form of I'1 S, —S,, where ,, S, are non-void sets. Boriivka’s theory of
ael’

decomposition of sets is applied to such generalized operations.

V0LADIMIR DOLEZAL, Praha, JAROMIR HRONIK, Brno: O zobecnéné Clairau-
tové diferencidlni rovnici. (Sur la généralisation de 1’équation différentielle
de Clairaut.) Cas. p&st. mat. 91 (1966), 254—260. (Mémoire scientifique
original.) ’

Le travail présent étudie les propriétés de I’equation differentielle
n

T (="F (k) by ® = f™),
k=0 :

VACLAV METELKA, Liberec: Uber ebene Konfigurationen (124, 16,), die
mit einer irreduziblen Kurve dritter Ordnung inzidieren. Cas. p&st. mat.
91 (1966), 261 —307. (Originalartikel.) ’

Der Artikel bringt den Beweis der Existenz von genau acht ebenen Kon-
figurationen (124, 16;) mit den Punkten auf einer irreduziblen kubischen
Kurve, sowie die Berechnung ihrer Schemen und die Realisation mit Hilfe
von Punkten und Geraden auf der projektiven Ebene iiber dem Korper der
komplexen Zahlen.



JAROSLAV ZAHORA, Brno: Dotykové nomogramy s kruzinicemi. (Tangent
nomograms with circles.) Cas. pést. mat. 9/ (1966), 308—319. (Original
paper.)

The paper presents the form of the relation F(x, x,, x3) = 0, represented
by a tangent nomogram with three general systems of circles. As special
cases there are presented some tangent nomograms with two systems of
circles and one scale, and nomograms with one system of circles and two
scales. The paper also shows the possibility of representing the Soreau
canonic form and the canonic form of the 5th nomographic order, the
Cauchy canonic form and the canonic form of the 3rd nomographic order
by means of tangent nomograms with circles.

Jikt VESELY, Praha: O jedné smisené okrajové iuloze teorie analytickych
Sfunkci. (On the mixed boundary problem of the theory of analytic functions.)
Cas. pést. mat. 91 (1966), 320—336. (Original paper.)

The paper is concerned with the following problem: Given a multiply-
connected domain D with boundary L = L’ U L”, where L’, L” are disjoint
closed sets consisting of Jordan curves. To any given continuous real-valued
function G on L determine a holomorphic function & on D and a real-
valued & on L such that % is constant on each component of L and that

lim Red(z) = GK) + AQ) for {eL’, lim Im®(z)= G+ Al) for
z-{,zeD z-{,zeD
¢ € L”. Questions of existence and unicity are treated. For a quite extensive
class of domains D it is shown that @ may be expressed at @(z) =
= (ni) ! [ FQOIC — 2)dl + 27! [ FQ/( — 2) d{ with F a suitaible
continuous function on L.

PAvoL BRUNOVSKY, Bratislava: 4 ‘‘bang-bang™ principle in the problem
of e-stabilization of linear control systems. Cas. pést. mat. 91 (1966), 344 —351.
(Original paper.)

Such theorem is proved, a corollary of which may be in analogy to
a similar statement in the time optimal control problem called as “‘bang-bang’
principle: For every e-stabilizing control there exists a ‘“‘bang-bang” e-
stabilizing control which is in a certain sense not worse. In particular if
a best e-stabilizing control exists, then there exists a best ¢-stabilizing control
which is ‘“bang-bang”’.

PeTR HAJEK, Praha: Generalized interpretability in terms of models — Note
to a paper of R. Montague. Cas. pést. mat. 91 (1966), 352—357. (Original
paper.)

Montague defined semantically the syntactic concepts of interpretability
and relative interpretability of an axiomatic theory in a finitely axiomatizable
theory. Here there are given analogous semantic definitions of the more
general concept of parametric interpretability (this concept has been
employed in several relative consistency proofs). An example is given of
finitely axiomatizable theories @, ¥ such that ¥ is parametrically interpre-
table but not relatively interpretable in @.



VLADIMIR DOLEZAL, Praha, JAROMIR HRONIK, Brno: O zobecnéné Clairau-
tové diferencidlnf rovnici. (O6 0606merHoM mHEPEHIIATEHOM YPaBHEHHH
Knepo.) Cas. pést. mat. 91 (1966), 254 —260. (OparaHaIbHasE CTAThA.)

B pa6oTe u3y4aroTcs cBoiicTBa quddepeHIHATEHOIO ypaBHEHHA

2( D"* (nlfk) X0 = f™).
k=

VACLAV METELKA, Liberec: Uber ebene Konfigurationen (124, 165), die mit
einer irreduziblen Kurve dritter Ordnung inzidieren. (Ilimockue xoHGUTypanuu
(124, 165), KOT1OpbIe HHIUACHTHEI C HEIIPUBOAUMOI KPHBOM TPETHETO NOPAAKA.)
Cas. pést. mat. 91 (1966), 261 —307. (OpHuraHaIbHAA CTATHA.)

B craThe MOKAa3aHO CYILECTBOBAHAE TOYHO BOCBMH IUIOCKHX KOHGHUrypaimif
(124, 163) ¢ ToukaMH HA HENPABOAMMON KPHUBOH TPETHErO HOPA/IKA; OMHOBDE-
MEHHO IPOHM3BEJEHO BBIYHCIICHHE HX CXEM H MX NPEICTaBJICHHE MPH ITOMOLIA
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LIHAJIbHBIE HOMOTPAMMBI C OKPYXXHOCTSIMH. ) ‘Cas. pést. mat. 91 (1966), 308 no
319. (OpuruHaIbHAA CTATBA.)

B pa6ote BhiBemeH BuA ypaBHeHusi F(xy, x5, X3) = 0, xoTopoe u300paxeHo
TaHreHOHAILHON HOMOTPaMMO# C TpeMa OOLIMMH CHCTEMaMH OKPYXHOCTEH.
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OATOTO HOMOTPadHYECKOro MOpAAKa, KaHOHHYecKo# ¢opmel Komu U kaHOHH-
yecko#t GOpMBI TPETHETO HOMOTPA(HYECKOTO MOPAAKA TaHIeHIMATBHBIMHA
HOMOTpaMMAaMH C OKPYXKHOCTSMH.

Jiki VESELY, Praha: O jedné smisSené okrajové uloze teorie analytickych
funkci. (O6 omHoli cMemaHHOM KpaeBoil 3ajaye TEOPHH AHAJIMTHYECKHX
dyaxmmit.) Cas. pést. mat: 97 (1966), 320—336. (OpuruHaIbHAS CTATBS.) .

B craThe pemaeTca cCleAyiomas 3amaya: myctb D MHEOrocessHas obnacts
¢ xourypom L= L’ ) L”, roe L’, L” HenepeceKarommecs: 3aMKHYThIe MHOXKe-
cTBa, 06pa3zopaHusie KpaBhIMEA JKoprana. TpebyeTcs K 3aaHHOM HENPEPBIBHOK
nefcTRETENMBROM dyHKEA G Ha L ycTaHOBHTH roioMopdHyro dynkuuio @ B D
H HeficTBHTENBHYIO dyEKumio h Ha L Tak, 4TOGBl A OBUIO MOCTOSHHBIM Ha

moboit xoMoHeRTe MHOXecTBAa L H 'troﬁu lim Re &(z) = G({) + A() nna
z-{
zeD

{elL’,limIm ¢(z) =G + h(C) s { € L”. PemaloTcst BOMPOCH! CYIECTBO-
: e

BAHHS H CAMHCTBEHHOCTH PEINeHAs 3TOM 3aMa¥ H JUIA JOCTATOYHO IHPOKOTo

xnacca obmacreit D moxasmBaercs, 4T0 P MOXKHO BBIpa3suTh B Buie P(z) =

= )~ [ FOIC —2)d + n~ 1 [1.F()/(—z) & c noaxonsueit vempe-
pusHol Qynxnwest F ma L.
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ON ASSOCIATED PARTITIONS

VAcLAvV HAVEL, Brno
(Received November 5, 1964)

1. Introduction. In [1], BoRUVKA studied those partitions in the cartesian square of
any set S which are naturally induced by partitions in S, and more generally, he
defined a partition in the cartesian product of two sets S,, S, which is naturally
induced by given partitions in S; and S,. As the properties of such induced partitions
are not investigated in [1], these will be the subject of our considerations. But first we
recapitulate briefly some notions and results, in particular those of [1, chapter III].*)

2. Partitions in sets. Let S be a fixed non-void set. A partition 2 in S is defined as
a non-void set of pairwise disjoint non-void subsets (called the blocks of 2
or the 2-blocks) in S. If the set-union of all #-blocks is S, then £ is said to be
a partition on S. If # = (2,),.; is a family of partitions in S, then we shall define the
set of the so-called #-blocks as the set {X|X € 2,, t e I}. In the set &(S) of all parti-
tions in S, one may introduce an ordering < as follows: if 2, 2, are partitions in S
then 2, < 2, means that each 2,-block is contained in some 2,-block. Then &(S)
is a complete semi-lattice (in the sense of [2], pp. 20 and 33): to each family # =
= (2,).e1 of partitions in S there exists its supremum, which may be characterised
also by the notion of a chaining (cf. [1], p. 16) in 2 between two 2-blocks 4, B;
such a chaining is any finite sequence of #-blocks 4 = Ao § 4, § ... § A, = B (the
symbol § means here and in the following text the non-void intersecting of two sets.)
Every sup #2-block is then characterized as the set-join of the maximal set of #-blocks
Which are mutually chained in 2. The infimum of a family 2 need not exist; if it
exists, then the corresponding inf #-blocks have the form () A, # 0, where 4, € 2,

el

forall . e I. All partitions on § form in S(S) a complete sublattice (in the sense of [2],
P. 34) which will be denoted by £(S). In £(S) there also exists the inf # for each
family @ of partitions on S. For all these results cf. [1, pp. 14-19].

——

*) The author wishes to express his gratitude to Prof. M. KoLiBiArR for his improvements
of the first version of the text.
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3. The associated mapping. If A(<y), B(<yp) are ordered sets, then the cor-
responding cardinal product A x B( <y g) is ordered in the usual manner: («, ) <
Suxw(y, 6) means that both & <yy and f <y 6 for a,ye A and B,6€B, [2, pp.
14—15]. In particular, if (=), B(<g) are (complete) semi-lattices or (complete)
lattices, then also U x B(=y«g) is a (complete) semi-lattice or a (complete) lattice
respetively. If (<), B(< ) are complete semi-lattices or complete lattices ‘and if
F = ((a,, b.).es is a family of elements in A x B and o = (a,)icr, B = (b,).c1>
then sup & = (sup &, sup #B), inf F = (inf o, inf B); cf. [2], pp. 51—-52.

Let S, T be fixed non-empty sets. The mapping soc : &(S) x S(T) - S(S x T)
assigns to each (o, #) e S(S) x &(T) the partition soc (&, ) e S(S x T) which
consists of the blocks A x B with 4 € &, B € . We shall speak about the associated
mapping, and for the image in this mapping the term socius will be used; cf. [1],
p. 25. If & is a family of elements (of,, #,) € S(S) x S(T), tel then we denote
by soc # the family of the partitions soc («#,, #,) € S(S x T), tel; cf. [1], p. 26.

4. Fundamental properties of the associated mapping. In the sequel, S and T will
be fixed non-void sets, and of = («,),; and B = (4,),; arbitrary families of parti-
tions in S and T respectively, with a common index set I. The corresponding family
F = (o, B,)).1 Will be termed admissible.

A. The associated mapping is not surjective, but it is injective and both-sided
isotone.

One can easily find a partition of S(S x T) which is not a socius of any (s, &) €
€ S(S) x &(T). Let (o, &) < (¢, D) for (4, B,) (€, 2) € S(S) x S(T). Thus to
arbitrary A4 € of, B € & there exist Ce ¢, D e 9 such that A = C, B = D, and con-
sequently 4 x B< C x D, soc (o, B) < soc (%, 2). Conversely, if soc (o, B) <
< soc (%, 2), then to each (o, #)-block A x B there exists a soc (¢, 2)-block
C x D 2 A x B, which implies 4 = C, B < D, («, #) < (%, 2).

B,. For every admissible family & there is
(1) sup soc & < socsup F .

Let A x Besupsoc &F; then A x B is a set-union of a maximal set of mutually
chained (in soc &) soc #-blocks. If 4, x B is a soc #-block contained in 4 x B,
then any other soc #-block A4, x B, contained in A x B is characterized by the
existence of a chaining A, x By §.4; x B, §...§ 4, x B, = A, x B, in soc &,
where A; x B,,i = 1,...,n — 1 are, of course, suitable soc #-blocks. Consequently
there are chainings 4o § 4; §...J 4, = A, inof and By B, §...y B, = B, in #.
But A, € o, Boe By, (Ao, By) < sup F = (sup o, sup B), so that there exist
Fesup of, G = sup B with A, = F, B, = G. From the existence of preceding two
chainings one obtains that A, < F, B, = G; hence A x B = F x G, proving (1)-
An admissible family & will be termed regular if to any two elements (ao, bo), (4 b)
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of an arbitrary soc sup & -block, there exists a chaining Ay x Bo§ 4; x B{ ... %
9 A, X B,insoc & such that (a,, bo) € Ay X By, (a, b) € A, x B,. A simple example
of a non-regular admissible family & is givenin [1], p. 27.

B,. If &% is an admissble family, then
(2 sup soc # = soc sup F

iff F is regular.

Let (2) hold, so that according to B, there is sup soc # = socsup &. Let F x G
be a soc sup F-block, (ao, by), (¢, b) € F x G. Since F x G € sup soc &, it follows
from the definition of suprema that there exists the chaining in soc & required by the
definition of regularity. Conversely, let & be regular and F x G esocsup &.
Choose (aq, bg) € F x G. Then, from the regularity of the family #, it follows that
for each (a, b) € F x G, the couples (ag, by), (a, b) lie in the same sup soc F-block.
Thus (2) holds.

C.If S = Tand o, = B, (for all L€l) in an admissible family F, then F is
regular if and only if, to each pair of sup &f-blocks and to each choice of elements
ay, by in thefirst block and of elements a, b in the second block, there exist chainings
A0 A, §...0A, Bo§B,§...0 B, insf of the same length and such that a, € A,
boeBy,a€A,, beB,and A, Bie &;insd fori =0,1,...,n.

The proof follows on using the characteristic property of regular families gi&en
preceding theorem B, for the special case considered. Hence one obtains as corollaries
some results of [1], pp. 26 —28.

D. If & is an admissible family with the family £ of partitions on S and with
the family R of partitions-on T, then & is regular.

First note that the assumptions imply that, for each ¢ € I, there exists a soc &,-block
containing a given element of S, and also a soc #,-plock containing a given element
of T. Choose arbitrary elements (ao, bo), (a, b) in any F x G = socsup &F. We
know that sup # = (sup &, sup &), so that F € sup o, G € sup &. Thus there exist
chainings A, § A; §...§ A, in of and B, § B, §...} B, in # such that a, € 4y,
a€A,, byeB,, be B,; it may be supposed without the loss of generality that the
length of these two chainings is the same. Using the remark at the beginning of this
proof one may construct easily enlarged chainings

A YA JATY A, §AZTY ... § A,
Bo§yBI§B, §B3B,§...§B,

such that 4, x B,, A; x B}, AT x B,, A, x B}, A} x B,, ..., A,, x B, areall the
soc F-blocks. Thus & is regular. Cf. [1], p- 29.
E. Let # be an admissible family. Then inf & exists iff soc inf & exists. If inf F
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exists then
(3) inf soc # = soc inf F .

The first assertion is obvious. As for the second, note only that if inf & exists then
both soc inf #-blocks and infsoc #-blocks have the common form A x B,
Aeinfof, Beinf B.

Corollary to B, _,, D, E. soc (2(S) x £(T)) < €(S x T), and the portion of the
associated mapping with the domain £(S) x 2(T) is a lattice-monomorphism.
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Vytah
O ASOCIOVANYCH ROZKLADECH

VAcLAv HAVEL, Brno

Jsou-li S, T pevné neprdzdné mnoZiny, pak ozna&ime &(S), S(T), &(S x T) polo-
svazy viech rozkladtiv S, v Tav S x T.V &ldnku jsou studovdny zdkladni vlastnosti
zobrazeni, pfifazujiciho kaZdému pdru (o, #) € S(S) x &(T) rozklad soc (o, %),
jehoZ bloky jsou tvaru A x B, A€ o/, B € #. Je ukdzdno, Ze jde o injektivni obou-
stranné isotonni zobrazeni Uplného polosvazu S(S) x &(T) do uplného polosvazu
&(S x T), které zachovdvd infimum (pokud toto infimum existuje), aviak supremum
zachovdvd pouze pro tzv. reguldrni rodiny dvojic (&, #,) € S(S) x &(T), ¢ el. Jsou
uvedeny n&které postatujici podminky proto, aby rodina dvojic (,, #,) € &(S) x
x &(T), cel, byla reguldrni. Jde o tématiku, jejiz zdklady poloZil prof. O. Boriivka

([1)-



Pe3ome
OBb ACCOLIMMPOBAHHBIX PA3JIOXKEHUAX

BAILJIAB ABEJI (Véaclav Havel), Bpao

Ecnu S, T — duKkcApoBaHHBIE HEMyCTHE MHOXeCTBa, To cumBonamu &(S), &(T),
S(S x T)o6o3HaunM IOJYCTPYKTYpHI BeeX pasioxkenuii B S,B TuB S x T. Bcrarse
M3y4alOTCS OCHOBHBIE CBoOiicTBa OTOGpaxeHHs, KoTopoe Kaxmoi mape (o, #)e€
€ &(S) x &(T) cratBur B COOTBeTCTBHE pasioxkenue soc (, #), 61oxu xoToporo
umeloT BuA A X B, Ae of, B e #. Iloka3aHo, YTO MMEEM [€JI0O C HHbEKIMOHHBIM
IBYCTOPOHHE H30TOHHBLIM OTO6paXkeHHeM MOJHOH modycTpykTypsl S(S) x &(T)
B noJHyI0 noaycTpyktypy S(S x T), KoTopoe coxpaHseT HHQUMYM (el OHO Cy-

_LIECTBYET), HO CynpemMyM (BEepXHIOIO IpaHb) OHO COXPaHSET TOJbKO IJA T. Has.
peryaspHbIXx cemeiictB nap (&,, #,) € S(S) x S(T), ¢ e J. IIpuBeneHsl HEKOTOPbIE
JIOCTaTOYHBIE YCIOBHSA IJs TOro, 4Tobnl cemeiicrso nap (o, #,) € &(S) x &(T),
t€ J OBLIO peryJsapHBIM. DTH Npo6iieMBbl KacaloTCd TEMATHKH, OCHOBOIIOJIOXKHAKOM
xotopoii sBisercs npod. O. Bopyeka (1).
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PARTITIONS IN CARTESIAN SYSTEMS

VAcLAv HAVEL, Brno

(Received December 4, 1964)

In the opening part of [2], O. BoROVKA described his theory of set partitions which
he enriched in the sequel of [2] by a study of one binary operation in a given set.

Analogously, it is possible to apply this theory of set pertitions to the case of a set
with one v-ary operation (v any ordinal) or, more generally, to the case of a map of
a cardinal product of a family of sets onto a given set. This last topic forms the object
of study in the present paper.

1. Chainings and bindings. Let S be a fixed non-void set and G(S) the semilattice
of all partitions in S with the usual ordering. If 2 = (2') . is a family of partitions
in S then we define a chaining in 9 between two 2-blocks A, B as any finite sequence
of P-blocks 4 = Ag§ A, §,...0A4,_,9A,=B. If nis even and each member
with even index is a 2°-block for a fixed 7 € I, then the sequence 4 = Ay, 4,,..., 4, =
= B will be called a binding of #"blocks between A, B with cementing 2-blocks
Ay, As, ..., A,_,. We shall also say that A, B are chained or bound, respectively.

We begin with two elementary lemmas.

Lemma 1. Let 2 = (P!, #?) be a pair of partitions in S. Then every chaining
in @ between two P'-blocks A, B becomes a binding of ?'-blocks between A, B if
the 2%-blocks are omitted. ’ .

Lemma 2. Let # = (2'),.; be a family of partitions on S. Then to each chaining
between A, B € #* (for a fixed t € I) there exists a binding of ?*-blocks between A, B
with cementing blocks belonging to the initial chaining.

The proof of lemma 1 is clear. For the proof of lemma 2 it suffices to insert
a P*-block B, § A;n A, between all consecutive 4, § A;,, of a given chaining.
Such a B, € #° must exist because now the partitions are on S. In such an enlarged
chaining between A4, B omit all 22-blocks not in £° to obtain the required binding
between A, B. -

1y Cf. [9] for the notions used. The set of Z-blocks is {P|P € #*, 1 € I}. By § we denote the
non-empty intersecting of two sets.
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Let # = (#"),; be a family of partitions in S. Then the partition sup 2 € &(S)
has the following characteristic property [3, pp. 16 —17]: Each sup #-block is a union
of a maximal set of #-blocks chained in #. The partition inf 2 € S(S) exists iff
for each ¢ € I there exist A, € #‘ such that () 4, * 0. If inf 2 exists, then every inf -

el

block has the form N B, + @ with B,e &', tel.
eJ
2. Cartesian systems. Let I' be a fixed index set. Put I'y = I' U {o} where 0 ¢ I'. %)
Let (S,),, be a family of non-void sets and f : []S, — S, a surjection.?) Then C =

= ((Sao)zor f) Will be called a Cartesian system or briefly a system (cf. [12], pp.
38—39).

If0 + S, < 8§, for all oy and if f’ is a restriction of f with domain []S;, where
So = f'([]S:), then €' = ((Sy,)ae> f') Will be called a subsystem of C.

A map o between two systems € = (S, )upr fo)s C* = ((SX)apr f*) is a family
(64,)zo Of maps o, : S, — Si for all ay; o will be called regular if 6,,a = 64,0 for
all ae S,, N Sy,; o will be called a homomorphism if 6,f((a,).) = f*((0.a,).) for
every choice a, € S, for all a.

A partition 2 in a system C is defined as a family (2,,),, where 2, is a partition
in S,, for all a,. If, moreover, 2, is a partition on S, for all «,, then we speak about
a partition on C.

Let ¢ = (0,,),, be an epimorphism between the systems C = ((S,,).,, f), C* =
= (Sx)ao> f*). We say that the partition 2 = (2,,),, on C is induced by ¢ if for each a,
the 2,.-blocks are g, 'a for all a € S}

A partition 2 = (2,,),, in a system C is said to be generating if, for each choice
A, € 2, for all o, there exists a 2y-block A4, containing f([]4,).

If 2 = (2,,),, is a generating partition in a system C, then we define a subsystem
C" = ((Siy)ae f) in C corresponding to 2 as a system such that, for every «,, S, is
is the union of all £, -blocks, and that f” is the portion of f with domain []S,.

o

The results for regular partitions in a Cartesian system may be specialized to the
most customary case of any C with all S, equal to a fixed set S and S, < S.

3. Generating partitions in Cartesian systems. We shall denote by 2 = (2'),; an
arbitrary family of partitions in a given system C = ((S,,),, f), and put #' = (2,),,
for all ¢ and 2,, = (2,,). for all «,. %)

The set S(C) of all partitions in € will be ordered C as follows: For 2! = (2, ).,
P? = (PL),, in S(C) set 2! < 2* iff 2L < PZ in &(S,,) for all «,. Then &(C)

comes a complete semilattice: For each family 22 of partitions in C there is a parti-

2) In the following text, «, f, y, ... vary over I', while ay, B, 7g, --- va;*y over I'y.
:) I'T denotes the cardinal product in the sense of [6, p: 15].
) ¢ varies over the same index set 1.
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tion sup @ = (sup #,,),, € S(C); on the other hand, the partition inf 2 need not
exist. The existence of the partition inf 2 is equivalent to the existence of inf 22, for
all ay; then inf # = (inf 2,),, € S(C).

Theorem 1. Let 6 be an epimorphism between systems € = (S )ap f)» C* =
= ((S2)eor S*)- Then the partition P = (2,,), in C, induced by o, is necessarily
generating.

Proof. Let 4, € &, for all a. Then for each a there is an element a} € S7 such that
A, = 0. 'a}. Each element b € f([]4,) has the form f((a,),) for some a, € 4,. Thus

oob = 0 f((a.)e) = [*((0.4.).) = }‘((a:),), and b € S, is contained in a5 ' f*((a7),) =
= B. This yields f([]4.) < B.

Theorem 2. Let C* = ((S}),,, f*) be a subsystem in a given system C = ((Sy)aos )
and ? = (2,,),, a generating partition in C with correspondmg subsystem C' =

= ((S;o),o,f) such that S3, § S,, for all ay. If one puts 9 = 2,,]Sx for all a,
then P = (?,o o, iS a generating partition in C. °)

Proof. Let A, e #,, A, § S¥ for all a. The partition is generating, so that a 2~
block 4, 2 f(]_[A ) exists. If a, € Sg N A, for all a, then f((a,), )ef(HS*) N f(HA =

< S§ N A, because C* is a subsystem of C. Thus Sg § 4,, and consequently # must
be generating.

Theorem 3. Let # = (2'), be a family of generating partitions in C = ((S;o)es f)
and C' = ((Sto)e)ees f*) the corresponding subsystem with regard to #* (for all ).
Then NS., + O for all ay implies the existence of the partition in # € &(C), and

this partition is generating.
Proof. The assumption (S, # @ for all a, implies the existence of inf 2 € S(C).

Let A, einf 2, for all a,. Then for all «y, ¢ there exist 4, € 2, such that 4,
= nA‘ As 2 is generating, there is a -block 4 2 f (HA‘) for cach ¢, Therefore

f (l_[A ) € nf(I]A‘) (= nAo € inf 2, so that the pamtxon P is generating.

Theorem 4. Let # = ('), be a family of generating partitions in a given system
C = ((Su)ees f) With I' = {1, ..., n}. Then sup P is generating.

Proof.®) Choose x,, y, € S, in the same sup #,-block for all a. The existence of
5) ‘The symbol of [ B is used to denote a packing in tl;e sense of Boriivka, i.e. for a partition

consisting of those blpcks of a given partition & which intersect a given set B. Cf. [2, p. 23].
$) Cf. [11, pp. 190-191].
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a chaining in 42, between two 2,-blocks, of which the first contains x, and the
second y,, may be expressed as the existence of a sequence

* = —
( ) Xq = zc,O’ zu,la ey za,r. = Ya

of elements in S,. The elements z, ,_;, z, ; must be contained in the same P**-block
for some #** e #, (for all k = 1, ..., r, and all «). From this one deduces, in turn
that there exist 2,-blocks such that

F(Z105 2205 - -+ Zn0)s J(Z115 Z205 - - -5 Zno) belong to the same £'!-block, 2! from 2,
F(Z115 2205 + s Zuo)s f(Z125 Z205 - - -» Z40) belong to the same 2{*2-block, £§'2 from 2,
f(z,,,l_l,.zzo, eses Zao)s F (2155 z.zo, ++s Zuo) belong to the same 9‘,‘,"‘-bl;)ck,

Py from P,.

These and analogous relations for further sequences (*) (¢ = 1, ..., n) yield that

f(2105 Z20 -5 Zu0)s f(Z1r,5 Z205 --+» Zno) belong to the same  sup 2Pg*-block

k=1 seesslt

S(Z1r15 2205 +++ Zn0)s J(Z1ry> Z29ps -+ +» Zno) belong to the same  sup 2#3*-block

k=1,...,r2

J(Z1ri5 Zarss 55 Zumt g 13 Zn0)s J(Z1rss 22035 + 50 Zam 1,00 1> Zar,) DElONE to the same
sup Zy*-block
k=1,...,rn

Thus, finally, f(xy, ..., X,), f(¥1, - -, ¥s) both belong to the same block of the partition

sup ( sup 2g*) < sup P, as it was required to prove.
a=1,...,8 k=1,...,r

Remark. I do not know under what further conditions theorem 4 holds also for
infinite index set I'.

Now we shall investigate the possibly less familiar notion of the Goldie composi-
tion & of two partitions. Let o, # € &(S). Then & & & is a partition from &(S)
defined as follows: The elements a, a’ € S belong to the same & < #-block iff there
exists a finite sequence a = ag, ay, ..., a,, 4,4+, = a’ of elements in S such that
4y, ay; a,, as;...; a,, a,., belong to common %A-blocks, and ay, ay; az, a,; ...
..+ @,_4, a, belong to common &f-blocks. Another formulation is that the of O #-
E)locks are the maximal unions of mutually bound #-blocks with cementing f-blocks
cf. § 1). '

Now return to a system € = ((S,.)s f), and for partitions 2’ = (P} ), i = 1,2
in C define the composition ¢ by 22 O 2! = (22, O P} e

Theorem 5. Let 2!, #? be generating partitions in a system C = ((S,,)sp f) With
I'={1,...,n}). Then 2 = #* O P! is also generating.
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Proof.”) For each « choose two elements a,, a in the same #,-block. Then for
each « there is a finite sequence a, = a, 9, 4,15 .-+, @4, G r+1 = a, Of elements in S,
such that consecutive members belong to common 2’-blocks or #-blocks. As I' is
- finite, it may be supposed without the loss of generality that all considered sequences
have the same length not depending on a. Therefore f(ay, ..., ano)s f(@11s --:s @py)
arein the same 2j-block, f(ayy, ..., @n)s f(a12, - .., a,,)arein the same #Z-block, ...,
Sy os @), f(@y 415 - Aprsq) are in the same 2g-block. By definition of ¢,
flay, ..., a,), f(ay, ..., a;) must lie in the same 2,-block, as required.

Remark. I do not know the modifications of Theorem 5 necessary to make it apply
to the case of an infinite index set I'.

4. Factor systems. Let # = (2, ),, be a generating partition on a given system
€ = ((S4)eor f)- A factor system C/2 is defined as a system ((2,,),,» f/#) Where f|?
is a surjection of [[#, onto 2,, determined by f/2((4,),) = A, where A, € 2, for

all e and A, is a 2,-block which contains f([]A4,).

The concepts of a cover, refinement, cut, pairing, etc. (in the sense of Boriivka, [2],
§ 15.2-4) may be extended to Cartesian systems if they are simultaneously imposed on
all S,

Theorem 6. Let # = (2,,),, be a generating partition on a system € = ((S,)z0> f)
with C[? = C' = ((Si)e f')- Let Z' = (2.)., be a partition on C' and P* =
= (P}, the cover of ? enforced by #'. Then P’ is generating iff P* is generating.®)
Proof. Let ' be generating. Choose AY € #¥ for each a, and show that there
exists a #*-block Ag 2 f([]A4x). Each A} consists of all £, -blocks contained in

some 2, -block A, (for each a,). As 2’ is generating, for A, € 2, there must exist
a .?{,-block Ag Wthh contains f’ (HA”) If A7 consists of all 2g-blocks contained

in Ay, then f’ HA }) S Ag implies fﬂA*) < Aj. Conversely, let #* be generating.
If A € 2, for all a, 1t is necessary to find a 2,-block Ay =2 f’ (HA”) Because 2* is
generating, there exists a Ps-block A§ 2 f (HA*) where again A"‘ is the union of all
2,-blocks contained in A (for each a). From f([—[A”) < Ag it follows again
f (HA") S Ao

Theorem 7. Between the systems € = ((S,)er f), C€* = ((SX)sor f*) there exists
an epimorphism o = (0,,),, iff there is an isomorphism ¢ = (o)., between a certain

7) Cf. 17, § 11.

8) Let o €&(S), ¥ €S(). If € €S(S) has the blocks which are unions of all #/-blocks
<ontained in the same #-block, then € will be termed a cover of « enforced by #. — If # € &(C),
2’ €&(C[2P) (cf. § 4) then 2 will be termed a cover of 2 enforced by &’ if each £ is the cover
of 24, enforced by Z5,.
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factor system C' = C|# and C*. This g is such that o,, maps each 2,-block A,
onto 6,,A, € Su (for all ).

Proof. Let o be an epimorphism between C, C*. The partition 2 on C induced by &
is necessarily generating (theorem 1). Now determine a surjection g: C/# — C*. For
each ay, g,, sends A, € #,, onto a} € Sy, with 0" Az, = A,,. Thus g, A,y = 0,8,
for all a,, € A,,. Choose a, € A, € ?, for all a. Then f((a,).) € f([14s) S f|P(4s).) €

€ 2, so that 0, f|2((As).) = 0 f((as)s) = f|P(0.A4).) and ¢ is even an isomorphism
between C/#, C*. Conversely, let C/2 be an arbitrary factor system of C modulo the
generating partition 2 on C. Let o be the surjection between C and C/2 such that
Ay, € Cpolyy = Agy € P, for all ag. According to f((a,),) € f([T4.) € f]2((4o).) € Zos

there is also 6o f((a,)s) = f]P((4s)s) = f|?((0444)s), SO that ¢ is an epimorphism
between C and C/2. If there is an isomorphism between C/2 and C*, then there is also
an epimorphism between C and C*.

Theorem 8. Let #' = (37,',0 ws | = 1,2 be generating partitions in a given system
C = ((Sa)a f)- If P, P* are paired,'®) then there exists an isomorphism @ =
= (Quo)ay between C|2,and C|P, such that, for all a,, to each 2, -block A}, there
corresponds by g,, the P%-block A2 Y A,

Proof. Let C/#', C/#? be paired factor systems. This means that, for all o,
each A € 2. intersects exactly one A2 € 27 . Thus for each «, one has a surjection g,,
under which A} — AZ as before. Set B, = A; n A2 for each . Thus f([]B,) =

< f(];[Aj,) < flPY(AD.) e Py; i =1,2. It follows that f(]:[B,) c f/.?‘(a(A:),n
N f|22((43),), so that f|2'((4;).) 8 £]2*((A2):) = eof 2" ((4a)s) = f|2*((eaAa)e) 2

required.

Theorem 9. Let # = (2,,),, be a generating partition on a given system C =
= (Se)ags f)s and ' = (2.),, a generating partition on €' = C[P = ((Sz)ue f')-
Then there is an isomorphism @ = (Q)s, between C'|2?' and the cover C* =
= ((S%.)er f*) of C’ enforced by #':'') For all a,, each A, € P, is mapped onto
the union of all ?,-blocks contained in A,,.

Proof. Let C, 2, 2’ be given and C* be the cover of C’ enforced by #'. Each
Ay e Sx, consists of all #,-blocks contained in the same A € #.. Map each
A, € 2, into the preceding Aj, € Sy, by a surjection g, : #,, — Sx, (for each ;). The
map ¢ = (g,,), is necessarily an isomorphism between C'[#' and C*. Indeed,

1‘;) We speak about a factor system induced by o.

) Two partitions o, # € &(S) are said to be paired if to each «-block 4 (#-block B) there

exists exactly one #-block 4’ § 4 («/-block B’ § B). Two partitions #', #? in C are said to be
Pai;w‘ed if 2L, #2 are paired for all a,.

) This is to mean that C* = C/2*, where #* is the cover of # enforced by #’.

7/
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choose Al e 2, for all a so that f'|#'((4L),) = A€ P;. For each A,e 2?, with
A, < Ajthereis f'((A.), = Ao S Ag, and consequently f*((47), ) A% 1*((0.42).) =
= @oAg, as requu-ed ,
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Vytah
ROZKLADY V KARTEZSKYCH STRUKTURACH

VACLAV HAVEL, Brno

Zobecnénim algebraické operace na dané mnoZin& je surjekce tvaru [[ S, = So,
r

ae
kde S,, S, jsou neprdzdné mnoZiny. Je provedena aplikace Boriivkovy teorie rozkladl
mnoZin na takovéto zobecn¥né operace (do nové situace jsou pfeneseny pojmy vytvo-
Fujiciho rozkladu a homomorfismu a jsou nalezeny pfislu¥né teorémy). Specidlné pro
S, = S(xer),S, = S,ddvaji nalezené vysledky obecn&jsi teorii neZ je obvykld teorie
rozklad(i mnoZin s algebraickou operaci.



Pe3ome
PA3JIOXXEHUS B JEKAPTOBBIX CTPYKTVPAX

BAILIJIAB I'ABEJI (Vaclav Havel), Bpro

O600menneM anreGpauueckoil omepanyH Ha [aHHOM MHOXECTBE SBJISETCS

ceipbekuus Buaa [ S, — Sy, rae S,, So — HemycTeie MHOXecTBa. K Takum 0606-
ael’

IEHHBIM ONEpALMsIM MPUIIOXKEHBI OCHOBAHHMS TEODHM pa3yIokKeHHA MHoxecTB O.

Bopysku (Ha HOBBIX HayaJax ompelesieHbl NMOHATHS O00pa3yloLIero pa3jiokKeHHs

M roMoMopdu3Ma M BBIBEAEHBI COOTBETCTBYIOLUHE TEOpeMbl). B wacTHOCTH, mns

S, = S(xeT), Sy £ S, naroT HaiiieHHBIe pe3yabTaThl Gosiee oblyI0 Teopuio, YeM

00ObIYHAA TEOpHsl Pa3JI0KEHUH MHOXKECTB € airebpanyeckoil onepanue.
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O ZOBECNENE CLAIRAUTOVE DIFERENCIALNI ROVNICI

VLADIMIR DOLEZAL, Praha a JAROMIR Hronik, Brno
(Doslo dne 20. biezna 1965)

VySetfujme vlastnosti diferencidlni rovnice n-tého fddu
n !

(1) Y (1 = ).
k=0 k!

Uvedenou rovnici miiZzeme nazvat zobecnénou Clairautovou diferencidlni rovnici,
nebot zfejmé pro n = 1 obdrZzime Clairautovu rovnici. UkdZeme ddle, Ze vlastnosti
rovnice (1) jsou velmi obdobné vlastnostem rovnice Clairautovy.

Véta 1. Nech? funkce f je definovdna na néjakém intervalu I. Potom md rovnice (1)
FeSeni vyjddFené vztahem

®) ) =3 et + E sy,

kde C, (k = 1, 2,..,n— 1) jsou libovolné konstanty, kdezto n! C, €.

Dikaz této véty je zfejmy.

Pro Clairautovu rovnici je to jednoparametrickd soustava pfimek, pro rovnici
druhého fddu dvouparametrickd soustava parabol, pro n = 3 je to tfiparametrickd
soustava kubickych parabol atd.

Splituje-li funkce f v rovnici (1) n&které dalii pfedpoklady jak ddle uvedeme,
md rovnice (1) je§t& druhé tzv. singuldrni feSeni.

Nechf funkce f md v intervalu {t,, t,) spojitou derivaci. Bud & funkce definovand
v intervalu <x,, x,) takovd, Ze ™ je funkce absolutn¥ spojitd a t, < &™(x) < t,.

n
Pak té% funkce L(x) = Y (—1)""* (n!/k!) x* #®(x) je absolutn& spojitd a plati tudiz
k=0 :

v intervalu {x,, x,) skoro viude L(x) = x"®"*!)(x). Také funkce P(x) = f(¢"(x))
je absolutn¥ spojitd a plati P'(x) = f'(9"(x)) #"*"(x) pro skoro viechna x €
€ (xls x2>'
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Je zfejmé, Ze jestlize ®"*")(x) = 0 pro skoro viechna x € (x4, x,), pak L(x) =
= P'(x) skoro viude v {(xy, x,). Odtud vyplyvd, Ze &(x) + D, kde D je n&jakd uréitd
konstanta je fe§enim rovnice (1). To viak jiZ vime z v&ty 1, dokonce za obecnéjich
predpokladii o funkci f a miiZeme v dal§im pfedpoklddat, Ze #™**)(x) neni pro skoro
vSechna x € {xy, x,) rovna 0.

Podobné, jestlize pro skoro viechna x € {x;, x,) je

(3) x" = f(@"(x))

pak L(x) = P'(x)skoro viude v {x,, x,) a opét dojdeme k tomu, Ze funkce &(x) + D,
kde

@ (-1 nD = f@V(r) = B (~1P T xh 0(x), wo € G
k=0 .

je feSenim rovnice (1).
Hledejme tedy takovou funkci @ a takovy interval {(x,, x,), aby platil vztah (3).
Nechf je nejprve n liché &islo. JestliZze je f' rostouci [klesajici] funkce v intervalu
(ty, t,), pak existuje funkce ¢ definovand v intervalu (f'(t,), f'(t2)> [{f'(t2), f'(t1)D].
kterd je inversni funkci k funkci f’. Definujeme-li nyni funkci ™ pfedpisem
(5)
#90) = o) pro xe YL VI [re YL YU EDI

pak ziejm& plati vztah (3). ProtoZe potfebujeme absolutni spojitost funkce &™ je
nutno pfedpoklddat, Ze téZ funkce ¢ je absolutné spojitd.

Podobné necht n je sudé a necht f’ je rostouci [klesajici]'nezé.porné, funkce v in-
tervalu (t,, t,). Potom obdobné jako v pfedchdzejicim pfipad& nalezneme funkci ¢
a definujeme funkci ™. Tentokrdte miZeme definovat tuto funkci @™ jednak
v intervalu <Z/[f'(t,)], (/ [F()]> [ (L), 2/ (t)D] jednak v intervalu
<_:/[f'(t2)]’ —:/[f'(tl)]> [<_:/[f,(tl)]’ —:/[f'(b)])].

Je vidét, Ze kdyZ n je sudé a plati f'(f) < 0, pak nelze nalézt x a & tak, aby platil
vztah (3), nebot vzdy bude x" — f'[#™(x)] > 0. MiZeme tedy vyslovit tuto vétu:

Véta 2. Necht funkce f md v intervalu (t,,t,) spojitou a rostouci [klesajici]
derivaci f'. Necht inversni funkce k funkci f' je absolutné spojitd.

Je-li n liché pFirozené ¢islo, pak pro x e (X/[f(t)]. Y [f'(t)]> [KY/Lf (1))

(/[f’(tl)]>] existuje singuldrni Feseni rovnice (1) dané vztahem
(6) ¥(x) = &(x) + D,
kde @™ (x) = ¢(x") a ¢ je inversni funkce k funkci f’. Konstanta D je dand vztahem
" !
(4) (=1 n! D = f(™(xo)) — ¥ (~1)"* %x:‘, &®(x,),
k=0 .
kde x, je bod defini¢niho oboru funkce .
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Je-li n sudé pFirozené &islo a je-li f'(f) 2 0 pro te(ty, t,), pak existuje Feseni
rovnice (1) vyjddfené vztahem (6) jednak v intervalu <I/[f'(t,)], /[f'(t)]>
(L@, YL GOD), jednak o intersalu <~Y/[F ()] —YLr (D>
K=Y )] =Y (D)

Je-li n sudé pFirozené cislo, aviak f'(t) < 0 v celém definiénim oboru, pak uva-
Zovand rovnice (1) nemd Feseni typu (6).

I

Je dobfe zndmo, Ze v pfipadé n = 1 obdrZime singuldrni fe3eni (6) jako obdlku
jednoparametrické soustavy fedeni tvaru (2). Obdobny vysledek plati i pro zobecng-
nou rovaici.

'Vé&ta 3. Nechf funkce f md v intervalu {t, t,) spojitou a ryze monotonni deri-
vaci a necht inversnf funkce k funkci f' je absolutné spojitd. Necht existuje FeSeni
uvaZované rovnice (1) tvaru (6). Necht ddle c je bod defini¢niho oboru funkce ®(x).

UtvoFme funkci

) Wx) =3 il'w(c) (x—c) +D.

i=o i!
Potom y(x) je FeSeni rovnice (1) tvaru (2) a plati y(c) = &(c) + D a rovné? y*(c) =
= ®®(c) (k=1,2,...,n). Zddny dalsi spolecnj bod integrdini kfivky y(x) a
@(x) + D nemaji.

Je-li n liché pFirozené Cislo a funkce @™ je rostouci, pak plati pro viechna x + ¢
vztah y(x) < ®(x) + D; je-li @™ klesajici, pak je y(x) > &(x) + D pro viechna
X * c.

Je-li n sudé pFirozené cislo a @™ rostouci, pak je y(x) < ®(x) + D pro x > ¢
a y(x) > ®(x) + D pro x < c. Je-li funkce ™ klesajici, pak je y(x) > &(x) + D
prox >cay(x) < ®(x)+ Dprox < c.

Dukaz. Nejdfive ukdZeme, Ze funkce y(x) definovand vztahem (7) je skutetnd
feSeni rovnice (1) tvaru (2). Nésledujicim vypo&tem obdrzime

9 = 3 L0 5 (-1t () 1 4 0 -
-3 Zg—"f,Lj ( f) 0(c) /') + D =

j=0 i=j j

=§1"J[i (=1)-/ ci—j¢(l)(c)] _,_éo(—l)i ¢t @) + D.

i=1j! (i = j)! il
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ProtoZe ®(x) + D je feSenim rovnice (1), miZeme psdt

.‘;0 (—_”_1): ¢ 29(c) -+ D = _(—n_'l)" iz::o(_l)n—i _'gci @) + D = ("T!l):f(,p(.)(c)) .

PoloZime-li

(8) C, =§,,v((_,1—3;;' ¢ eD) (j=1,2,...n)

pak

¥(x) =-élcjx" + -(-—:%)"f(n! C,).

Ztejm& C, = &™(c)/n! a tedy y(x) je FeSenim rovnice (1) tvaru (2).
Ddle z definice (7) plyne ihned, Ze y(c) = ®(c) + D. Pon&vadZ
e 1

Y0 =L 5

oI(c)(x — )% pro k=1,2,...,n,

plati tudiz y®(c) = #®(c); y*")(x) je identicky rovno nule.
Rozvitime koneéné podle Taylorova vzorce funkci @. ObdrZzime

o) = 3 1 00(e) (x = o) + 1 0E) (5 = o

kde bod ¢ lezi mezi body x a ¢. Z monotonnosti funkce ™ vyplyvd ihned tvrzeni
véty.
Diuisledkem véty 3 je pak ndsledujici véta:

Véta 4. Necht funkce f md ryze monotonni spojitou derivaci v intervalu {t,, t,).
Necht inversni funkce k funkci f' je absolutné spojitd. Bud § singuldrni FeSeni
rovnice (1) tvaru (6). Necht ¢ probihd defini¢ni interval funkce ®. Potom funkce
Jje obdlkou jednoparametrické soustavy kfivek y definovanych vztahem (7).

VySetfujme opé&t nejprve piipad lichého n. M&me ddny koeficienty C;
(i=1,2,...,n), soutin n! C, je z definiéniho oboru funkce f. Ze vztahu C, =
= ®™(c)/n! nalezneme hodnotu ¢ = 2/[f'(n! C,)]; c je ztejm& z defini¥niho oboru
funkce 7 a je prév& jedno. Ze soustavy (8) uréime jednoznan& hodnoty &(c),
i=1,2,..., n, nebot determinant soustavy je rizny od nuly, a tyto hodnoty spolu
s podminkou y(c) = j(c) ndm ur&i jednozna&n funkci j.

V ptipad& sudého n obdrZime ze vztahu C, = ®™(c)/n! pro ¢ dv& hodnoty ¢ =
= +{/[f'(n' C,)]. Ke kaZdé z nich miZeme vypolist hodnoty &?(c), ptipadné
%(~c),i = 1,2, ..., naspolus podminkou y(c) = j(c) [ptipadn& y(—c) = §(—c)]
obdrZime pti f rostoucim [klesajicim] jak v intervalu <2/[f'(t,)]. ¥ ()
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[</Lf (821, 3/ Lf (e)]] tak v intervalu {—3/[f(t2)], =¥/ L (0)]> K=Y/ 17 (1)1,
\/ [f'(22)]>] prdvé jedno Fedeni poZadované vlastnosti. Pfitom nebude obecné platit
F(x) = ¥(— x) a také dvé YeSeni y,, y, tvaru (2) ,,pfisluSejici v jednom intervalu
témuz ¥eleni § tvaru (6), nebudou obecn& ,,pFisluset* v druhém intervalu Jednomu ;
fedeni tvaru (6).
Tyto vysledky miZeme shrnout do ndsledujici véty:

Véta 5. Necht funkce f md ryze monotonni spojitou derivaci v intervalu {t, t,> a
necht inversni funkce k funkci f' je absolutné spojitd. Necht existuje singuldrni Fese-
ni rovnice (1) tvaru (6).

Potom pro n liché Ize ke kaZdému FeSeni y rovnice (1) tvaru (2) nalézti prdvé  jedno
c="/ [f (n! C,)] a prdvé jedno Feseni § tvaru (6) takove, Fe ¥ c) = ¥¥(c), i =

_—' 0 1 o n, .V(x) * y(x)
Pro n oudé Tze ke kitdémy Felent y rovnice (1) twvaru (2) nalézt v intervalu

G/ ()] VI )D [(\/[f ()] {/[f’(t,)])] prdvé jedno ¢ a prdvé jedno FeSeni

§ tvaru (6) takové, %e y(c) = 3P(c), i =0,1,...,n, y(x) % §(x). Podobné

v intervalu {=1/[f ()], =%/ [f ()] [K=%/[f (tl)] =Y (@)D]

MuZeme tedy podle v&t 4 a 5 rozd&lit mnoZinu viech feSeni rovnice (1) tvaru (2) na
disjunktni t¥idy podle ,,pfislusnosti* k feSeni tvaru (6). Ziejm& v pfipad& sudého n
to Ize provést dvéma obecné riiznymi zpisoby.

m

Na zdvér je$té poznamenejme, Ze dovedeme nalézt i feSeni linedrni rovnice
- n— n! n
= T -1y T = () ¥ + ()
Pfitom musime vyloutit pfipad f;(x) = x", kdy rovnice (9) pfejde v rovnici Eulerovu
= _— )
x;o(—l) T xy® = fi(x).

Za predpokladu, Ze funkce f, a f, maji vude spojitou derivaci a f,(x) £ x",
obdrzime y™ jako feSeni linedrni rovnice
(10) Z' = fl(x) Lo o2 & fz(x) .
| Sy % Ry

Adresa autord: Viadimir Doleal, Zitnd 25, Praha 1 (Matematicky ustav CSAV), Jaromir
Hronik, Barvi¢ova 85, Brno (Vysoké uceni technické).
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Pe3rome
OB OBOBHIEHHOM OIU®PEPEHLIMAJIBHOM YPABHEHHWH KJIEPO

BIIAAUMUP OOJIEXKAIJI (Vladimir Dolezal), Ilpara
u APOMMUP I'POHUK (Jaromir Hronik), Bpxao

B paGore u3syyarorcs cBoiicTBa qupdspeHIManbHOTO ypaBHEHUS N-TO MOPAAKa
! n!
(1) Y (=1 =Xy ® = f(y™)
k=0 k!
obiliee peleHrHe KOTOPOro MOXHO IIPEACTABUTh B BUAE

® s) = 3 ot + E s ey

Eciu pyHKuus f He SBIISCTCS JIMHEHHOM M €CITH BBIOJHEHBI €LIe HEKOTOPhIE YCIIOBHS,

To ypaBHenue (1) umeer euwe oaHo (oco6oe) pewenue j(x) = &(x) + D xotopoe
MOXHO BBIBECTH U3 COOTHOIUEHHS (3).

Bo rnase II. moka3biBaeTcs, 4T0 ocoboe pemeHue j(x) sBiasercs 060104Koi o1HO~
NapaMeTpPHYECKOM CHCTEMBI KPHBBIX y, ONpeZeJIEHHbIX COOTHOLIEHHEeM (7).

Bo ruase III. cka3ano, 4To peuieHne ypaBHeHus (9) MOXHO MOJTYYHTh KaK PeLICHHE
nuHeHoro ypasHenus (10), roe y™ = z.

Résumé

SUR LA GENERALISATION DE L’EQUATION
DIFFERENTIELLE DE CLAIRAUT

VLADIMIR DOLEZAL, Praha, JAROMIR HRONIK, Brno
Le travail présent étudie les propriétés de I’équation différentielle d’ordre n
s n!
(1) Z (_ l)n—k i xky(k) = f(y(n)) ,
k=0 k!
dont la solution générale peut étre exprimée par la relation

) y(x) =k‘;lc,‘x" + (—-n-:l' f(n'c,).
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Si la fonction f n’est pas linéaire et qu’elle remplisse certaines suppositions, I’équation
(1) peut avoir encore une seconde solution (singuli¢re) j(x) = &(x) + D, que I'on
peut déduire de la relation (3).

Le chapitre IT démontre que la solution singuliére j(x) est 'enveloppe du systéme
uniparamétrique de courbes y définies par la relation (7). '

Le chapitre I1II renseigne que la solution de I'équation (9) peut étre trouvée comme
solution de I’équation linéaire (10), o y™ = z.



Casopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 91 (1966), Praha

UBER EBENE KONFIGURATIONEN (12,, 165),
DIE MIT EINER IRREDUZIBLEN KURVE
DRITTER ORDNUNG INZIDIEREN

VACLAV METELKA, Liberec

(Eingegangen am 27. April 1965)

EINLEITUNG

Eine bedeutungsvolle Klasse der ebenen Konfigurationen (124, 16,) bilden dieje-
nigen interessanten Fille, in welchen die Konfigurationspunkte mit einer irreduziblen
Kurve dritter Ordnung inzidieren. In der Literatur sind bisher nur vier von diesen
Konfigurationen beschrieben worden und die Hauptaufgabe meiner Arbeit besteht
darin alle iibrigen zu finden.

Zuerst aber erlaube ich mir noch im Kurzen den Leser iiber einige Grundbegriffe
und Definition zu informieren.

Man sagt, dass zwei Konfigurationspunkte P, Q verbunden sind (kurz P—Q),
wenn sie miteinander auf einer von den Konfigurationsgeraden liegen. Wenn R ein
dritter Konfigurationspunkt dieser Geraden ist, dann kénnen wir diese als P— Q—R
Gerade bezeichnen. Im anderen Falle, wenn zwei Konfigurationspunkte P, Q nicht
verbunden sind, konnen wir kurz diesen Umstand als P : Q bezeichnen und man
spricht von zwei separierten (getrennten) Punkten.

Es ist auch moglich (und wie wir weiter sehen werden, ist es nicht nur rein theore-
tischer Fall), dass drei separierte Konfigurationspunkte in einer Geraden liegen. Diese
Gerade gehort selbstverstindlich nicht zur Menge der Konfigurationsgeraden und aus
diesem Grunde wird sie auch als eine ,,fremde* Gerade bezeichnet. Die Bezeichnung
P—Q—R Gerade wird ausschliesslich nur fiir eine Konfigurationsgerade beniitzt,
dagegen wird in allen iibrigen Fillen (namentlich bei fremden Geraden, oder wenn
Wwir nicht ganz bestimmt wissen, ob es sich um eine Konﬁguratlonsgerade handelt),
diese Gerade als PQR bezeichnet.

Nach der Definition der Konfiguration (12, 16,) inzidiert jeder Punkt mit vier
Geraden und auf jeder von diesen Geraden liegen noch zwei andere Konfigurations-
punkte. Jeder Konfigurationspunkt ist also mit acht anderen verbunden und eben
deswegen von den drei iibrigen separiert.
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Wenn ein Punkt P von den Punkten Q, R, S separiert ist, dann kénnen wir diesen
Umstand auch kurz in der Form P : Q, R, S ausdriicken und sind nun schon imstande
alle Konfigurationspunkte zu klassifizieren:

Definition. Es sei P : Q, R, S. Es ergeben sich dann folgende Mdéglichkeiten. Den
Punkt P bezeichnen wir als: '

. A-Punkt, wenn Q@ : R, Q : S, R : S ist;

. B-Punkt, wenn Q—R, Q—S, R—S, aber nicht Q —R—S ist;

C-Punkt, wenn nur zwei von den Punkten Q, R, S separiert sind;

. D-Punkt, wenn nur zwei von den Punkten Q, R, S verbunden sind; und endlich
. E-Punkt, wenn Q—R—S ist, d.h. wenn diese Punkte eine Konfigurationsgerade
bilden.

[V RS

Bemei-kung. Wie ich schon vorher angefiihrt habe, wurden bisher vier von den
Konfigurationen (12, 16;) beschrieben, die mit einer irreduziblen Kubik inzidieren.
Alle diese Konfigurationen haben wenigstens einen A-Punkt. Ausserdem hat J. ME-
TELKA in der Arbeit [13] alle Konfigurationen mit den A-Punkten systematisch unter-
sucht und in meiner Arbeit [15] habe auch ich alle Fille mit D-Punkten beschrieben.
Dass keine der letztgenannten Konfigurationen mit einer irreduziblen Kubik inzi-
diert, habe ich noch nicht bewiesen und muss mich daher mit diesen Fillen beschif-
tigen.

Fiir unsere Aufgabe ist die obenangefiihrte Klassifikation der Konfigurationspunkte
ungeniigend und es ist daher notwendig eine feinere und ausdruckvolle Klassifikation
einzufiihren, besonders bei den Konfigurationen, die B-, C- und E-Punkte haben.

Wir betrachten vorerst einen B-Punkt P (der von den Punkten Q, R, S getrennt ist,
d.h.P:Q,R, S), dann sehen wir fast auf den ersten Blick, dass aus der Mengen der
sechzehn Konfigurationsgeraden nur dreizehn mit Punkten P, Q, R, S inzidieren.
Mit den Schnittpunkten der drei iibrigen Geraden werden wir uns jetzt niher be-
schéftigen:

Definition. Unter der Voraussetzung, dass diese Geraden drei verschieden Schnitt-
punkte haben, konnen folgende Moglichkeiten vorkommen:

1. Entweder ein, oder zwei, oder alle drei Schnittpunkte sind Konfigurationspunkte,
dann ist der betrachtete Punkt P entweder vom Type B!, oder B2, oder B>.

2. In den iibrigen Fillen, wo alle drei Geraden nur einen Schnittpunkt haben, ist
dieser Punkt P vom Type B*.

Bemerkung. Dazu bemerke ich, dass in diesem letzten Falle der einzige Schnitt-
punkt ein Konfigurationspunkt sein muss. Im gegenteiligen Falle inzidieren diese drei
Geraden mit neun verschiedenen Konfigurationspunkten, die mit den Punkten
P, Q, R, S die Gesamtzahl von dreizen Konfigurationspunkten ergeben was be-
greiflich nicht mdglich ist:
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Analogisch konnte man auch fiir die C- und E-Punkte eine feinere Klassifikation
einfiihren. In diesen Fillen kommen aber nur folgende zwei Moglichkeiten vor:

Definition. Wenn wir einen C-Punkt (bzw. einen E-Punkt) P haben, der von den
Punkten Q, R, S getrennt ist, dann inzidjeren vierzehn Konfigurationsgeraden mit
diesen vier Punkten und je nach dem Schnittpunkt der zwei iibrigen Geraden — ist
dieser ein Konfigurationspunkt, oder nicht — kdnnen wir den C-Punkt (bzw. E-Punkt)
P weiter klassifizieren:

Im ersten Falle (der Schnittpunkt ist ein Konfigurationspunkt) bezeichnen wir P
als einen Punkt vom Typ C'(bzw. E'), im zweiten Falle als C? (bzw. E?).

Es sei 1, 2, ..., 12 eine Menge von zwolf Konfigurationspunkten. Bekanntlich nur
im Falle, wenn drei Punkte (z. B. 1, 2, 3) auf einer Konfigurationsgeraden liegen,
kann man diese als / —2—3 Gerade bezeichnen. Wenn man alle Konfigurationsgera-
den in diesem Sinne bezeichnet, bekommt man ein sogenanntes Totalschema und
man sagt, dass dieses Schema eine Konfiguration (12,4, 16,) definiert, wenn es mit
zwolf Punkten und sechzehn Geraden in der Projektionsebene iiber dem Korper der
komplexen Zahlen verwirklicht werden kann.

Eine einzige Konfiguration kann auch durch verschiedene totale Schemen definiert
werden. Dann aber geht bei der Beniitzung einiger Permutationen der Zahlen
1, 2, ..., 12 ein Schema in das andere iiber. Solche Schemen nennt man dquivalente
Schemen.

Eine Konfiguration ist also nicht nur durch ein Schema definiert, sondern durch
die ganze Klasse dquivalenter Schemen. Dazu bemerke in noch, dass zwei Schemen
nur in dem Falle dquivalent sind, wenn sie die gleiche Anzahl von A4-, B-, ..., u.s. w.
Punkten haben und wenn diese Punkte in den beiden Schemen auch vom gleichen
Typus sind.

Jetzt bezeichnen wir mit P; (i = 1,2, 3) drei Schnittpunkte der Geraden p (und
analogisch mit Q; drei Schnittpunkte der Geraden ¢) mit der Kubik. Bekanntlich
liegen auch die dritten Schnittpunkte R; der Geraden P;Q, (mit der Kubik) auf einer
Geraden. Diesen Grundsatz kann man auch symbolisch als

(1) P,P;P; — 0,0,0; — R(R;R;
ausdriicken.

Ausserdem wissen wir schon, dass auch die Punkte mit dem gleichen Index,
d. h. P, @, R; (i = 1, 2, 3) eine Gerade bilden.

Die Tangente im Punkte P schneidet die Kubik zum drittenmal im Punkte, den
wir P bezeichnen werden und nun kann man schon die iibrigen drei Grundsitzte
symbolisch folgendermassen ausdriicken:

@ P,P,Py — P10;05 — PiR;R;.

©) PQR - PQR — POR,

(4)  ImFalle, dass 4 = B = T ist, dann impliziert ABC — ABC — TTC die Identitéit
T=_C.
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Wenn P ein Inflexionspunkt ist, dann ist P = P und die Tangente des Punktes P
kann man als PPP Gerade bezeichnen.

Zu diesen Grundsitzen bemerke ich noch, dass sie nicht nur fiir die elliptische
Kubik gelten, spndern auch fiir alle irreduziblen Kubiken giiltig sind.

Bei der Losung dieser Aufgabe werden wir nach diesem Arbeitsplan vorgehen:

Mit Hilfe der symbolisch oben beschriebenen Grundsétze suchen wir systematisch
alle miteinander nicht dquivalente Schemen der ebenen Konfigurationen, die mit
einer irreduziblen Kubik inzident sind.

Es sei p > 0. In den ersten neun Kapiteln werden wir folgende Konfigurationen
suchen:

1. BiB,C,D,E,; 2. B)B:B}C,D,E,; 3. B,BiC,D.E,; 4. B.C,D,E;; 5. D,C,E,;
6. EJEXC, 1. EIC,; 8. C3Cl; 9. Ci,.

) ' b p~q’
Im zehten Kapitel zeigen wir, welche von den Schemen realisierbar sind. Wir be-
rechnen die Koordinaten der Konfigurationspunkte und schreiben die Gleichungen
der Kubiken an.

Mit diesem Arbeitsplan schliessen wir auch unser Einleitungskapitel.

1. KAPITEL

In diesem Kapitel werden wir uns mit Konfigurationen beschiftigen — oder besser
gesagt mit Schemen — die wenigstens einen B*-Punkt haben.

Es sei 1 ein B*-Punkt, der von den Punkten 2, 3, 4 separiert ist. Bekanntlich existie-
ren drei Geraden, die nur einen Schnittpunkt haben (der ein Konfigurationspunkt
ist), und ausserdem inzidieren sie nicht mit den Punkten I, 2, 3, 4.

Diese Konfigurationsgeraden konnen wir als 5—6—7, 5—8—9, 5—0— P bezeich-
nen. Der Punkt / ist mit dem Punkte 5 verbunden und auf der Geraden 7 —5 muss
schon der iibriggebliebene Konfigurationspunkt (Q) liegen. D. h. I—5—Q ist die
erste Gerade, die mit dem Punkte / inzidiert. Als die drei iibrigen Geraden, die den
Punkt 7 enthalten, kénnen wir die Geraden 1 —8—0, I —P—6, 1 —7—9 wihlen. Der
zwolfte Konfigurationspunkt Q ist schon mit den Punkten 2, 3, 4 verbunden, kann
aber nicht auf den Geraden 2— 3, 2—4, 3—4liegen. Anderenfalls inzidiert der Punkt @
héchstens mit den drei verschiedenen Konfigurationsgeraden. Des besseren Uberblicks
halber fithren wir diese Ergebnisse wie folgt an:

1 5 2 3 4 23—,
(1) 5067 680 aQ cQ eQ 2—4-.
Q8P9' 79P b. d. f. 3—-4-.

Wir beziechnen jetzt mit X den dritten Punkt auf der Geraden 57. Dann besteht
OP5—111—-86X,895—111—-07X,675—111—P9X. Deswegen gelten fiir den Punkt X
folgende Relationen:

() . 51X, 86X, 07X, P9X .
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Im Falle, dass X = I ist, folgt aus (1) und (2) die Relation /6P = 168, wobei aber
die Punkte P und 8 verschieden sein miissen. Analogisch beweisen wir auch, dass der
Punkt X von den Punkten 3, 6, 7, 8, 9, 0, P verschieden ist. Es kénnen also folgende
Moglichkeiten vorkommen:

Entweder ist X = 2, 3, 4, Q, oder ist X kein Konfigurationspunkt.

Unter der Voraussetzung, dass der Punkt X ein Konfigurationspunkt ist und zu der
Menge (2, 3, 4) gehort, sind wenigstens zwei von den Geraden 86X, 07X, P9X
fremde Geraden und der Punkt X wire deswegen mindestens von vier verschiedenen
Punkten getrennt, was nicht moglich ist.

Wenn X = Q ist, sind alle drei Geraden 806, 07Q, P9Q — siehe (1) — fremde
Geraden und der Punkt Q ist von den Punkten 6, 8, 0, 7, P, 9 getrennt.

Der Punkt X kann also nicht ein Konfigurationspunkt sein, und nach der unter (2)
angefiihrten Beziehung folgt die Separierung:

(3) 8:6;0:7; P:9.

Unser Teilschema (1) und das Resultat (3) dndern sich nicht bei Beniitzung der
Permutationen:

(OP), (68), (79); (07), (6P), (89); (P9), (67), (08);
(15), (60), (78); (15),(69), (8P); (5), (09). (7P).

Fiir drei Geraden a—b, c—d, e—f (siehe 1) kommen nur folgende Moglichkeiten
vor:

6-9,6-0, 7-8, 7—P, 8—P, 9—-0. ~

Auf den ersten Blick sehen wir, dass wenigstens ein Punkt der Menge (6, 7,8,9,0, P)
auf zwei von den Geraden a—b, c—d, e—f liegt.

Nach den oben beschriebenen Permutationen kénnen wir voraussetzen, dass diese
Eigenschaft der Punkt 6 hat. Es existieren deswegen zwei Geraden6—0—x, 6—9—1y,
wobei x, y = 2, 3, 4 sind. ’

Es ist gleichgiiltig, welche zwei Punkte der Menge (2, 3, 4) wir fiir x und y einsetzen,
z. B. kénnen wir x = 2 und y = 3 wihlen.

Aus den Beziehungen 07X —61P — 299, 9PX — 657 — 300 folgt 2 : 9; 3 : 0. Bezeichnet
man mit 4—9—Y und 4—0—2Z die letzten Geraden, die mit den Punkten 9 und ¢
inzidieren, dann ist Y = Q,0 und Z = Q, 9. Sogleich sehen wir, dass der Punkt Z
von dem Punkte Q verschieden sein muss, und bekommen so die Konfigurationsge-
rade 4—0-9.

Wenn man mit ¥ den dritten Punkt auf der Geraden 2—4 bezeichnet (d. h. 2—4—V
und V=78, P ist), dann ist 3— Q—V die letzte Gerade, mit welcher der Punkt V'
inzidiert.

In diesem Falle folgt aus der Relation 904 —602— 33V die Separierung ¥ : 3 und es

ist auch 3— Q —V die iibriggebliebene Konfigurationsgerade, die durch den Punkt V
gehen kann.
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Da der Punkt V mit dem Punkte 3 nicht gleichzeitig getrennt und verbunden sein
kann, kdnnen wir dieses Kapitel mit der Festlegung des folgenden Hilfssatzes
schliessen: ;

'

Lemma 1. Eine Konfiguration mit B*-Punkten kann nicht mit einer irreduziblen
Kurve dritter Ordnung inzidieren.

2. KAPITEL

Nach dem zweiten Punkte unseres Arbeitsplanes werden wir uns jetzt mit solchen
Schemen beschiftigen, die wenigstens einen B3-Punkt, aber schon keine A4- und
B*-Punkte haben.

Es sei{ ein B3-Punkt, der wieder von den Punkten 2, 3, 4 getrennt ist. Drei Geraden,
«die nicht mit den Punkten 1, 2,'3, 4 inzidieren, kann man in diesem Falle als 5—6—7,
7—8—9, 9—0—5 bezeichnen, (siehe die Definition der B*-Punkte). Die zwei iibrigen
Konfigurationspunkte P und Q konnen nicht auf den Geraden 2—-3, 2—4, 3—4
liegen und sind auch mit den Punkten 1, 2, 3, 4 verbunden. Im anderen Falle liegen
«diese zwei Punkte nicht auf vier Konfigurationsgeraden.

Fiir die Geraden, welche den Punkt 1 schneiden, kommen nur folgende drei
Moglichkeiten vor:

1 1 1

579 P 5790 579P
806Q QP68 Q068>

wenn wir selbstverstindlich alle dquivalenten Maglichkeiten ausschliessen.

In diesen letzten zwei Mdoglichkeiten kann noch entweder P— Q, oder P : Q sein.
Im Falle, dass P— Q ist, kann schon der dritte Punkt dieser Geraden nur ein Punkt
der Menge (2, 3, 4) sein. Wir setzen voraus, dass diese Eigenschaft der Punkt 2 hat
(was zulissig ist).

Ubersichtlich bekommen wir also folgende fiinf Teilschemen:

(1) 1 2 3 4 S~ 5—7
579P 3PQ6 4PQ PQ 7-8-9

806Q .a. . ..b 9-0-5,

(1) 1 2 3 4 5~6~7
5790 3PQ4 4PQ PQ 7-8-9

QP68 S 9-0-5,

(1) 1 2 3 T4 557
! 5790 3P4a 4PQ PQ 7-8-9
QP68 ~.Q.b ... . 9-0-5,
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Iv) 1 2 3 4 5-6-7
579P 3PQ4 4PQ PQ 7-8-9
Q068 .. .. .. .. 9-0-5
(V) I 2 3 4 5—6-7
579P 3P4a 4PQ PQ 7-8-9
Q068 .Q. b 9—-0-5

Zuerst werden wir uns mit dem ersten Schema beschiftigen:

Wenn die drei Punkte 5, 7, 9 mit den Geraden 2—3, 2—4, 3—4 inzidieren, dann
sind die zwei Punkte P und Q gleichzeitig von den Punkten 5, 7, 9 getrennt und wir
sehen, dass diese Punkte P und Q vom Type B*-sind. Bekanntlich schliessen wir diesen
Fall aus und setzen voraus, dass auf den Geraden 2—3, 2—4 und 3 —4 wenigstens
ein Punkt der Menge (6, 8, 0) liegt.

Nach den Permutationen (68), (59); (60), (79); (80), (57) konnen wir die Gerade
2—3 und den Punkt 6 wihlen. So bekommen wir eine weitere Konfigurationsgerade
2—-3-6.

Die letzte Gerade, welche mit dem Punkte 6 inzidiert, muss dann eine Gerade
4—6—1 (t = P, Q) sein. Der Permutation (PQ) halber konnen wir diese Gerade
als 4—6— P bezeichnen und deswegen ist 6 : 0, 8, Q. Aus dem Teilschema (I) sehen
wir, dass auch 8 : 0 ist und diese Ergebnisse fithren wir der besseren Ubersicht halber
folgendermassen an:

(1 - 2-3-6,4-6—P;6:0,8,0; 8:0.

Wir setzen fiir einen Augenblick voraus, dass auf einer der Geraden 2—4, 3—4
ein Punkt der Menge (0, 8) liegt, und nach den zulidssigen Permutationen

(8,0), (5,7) bzw. (8,0),(5,7), (2 3)

konnen wir voraussetzen, dass die Gerade 3—4 mit dem Punkte 0 inzidiert (also
3—4-0), Dann besteht 196 — 756 —006, 666 —034—02P. Weil der Punkt 2 mit dem
Punkte P verbunden ist, bekommen wir die weitere Konfigurationsgerade 0—2— P
und die Bedingung 0 : 6, 8, Q. Aus der Beziehung 619 —2P0 —3Q5 folgt die letzte
Gerade 3— Q—J5, auf der ein Punkt 5 liegt, und die Separierung 5 : 2, 4, P.

Im Falle, dass mit der Geraden 2—4 ein Punkt &8 inzidiert, muss auch 3—P—8
eine Konfigurationsgerade sein und unser Punkt &8 (8 16,0, Q) wire vom Type A.
Das ist begreiflich ausgeschlossen und deswegen kann auf der Geraden 2—4 nur ein
Punkt der Menge (7, 9) liegen. Mit Riicksich tauf die Permutation (24), (06), (79), kann
man diese Gerade als 2— 4 — 7 wihlen. Dann besteht 765 —430—229, 701—236—449,
also 9 : 4, 2 und die letzte Gerade, die durch den Punkt 9 geht, ist die Gerade 3—P—9.

Nun sind wir aber zu einen Widerspruch gekommen, denn die letzten zwei Konfi-
gurationsgeraden, die mit dem Punkte & inzidieren — nach diesen Resultaten —
kénnen nicht 2—Q—8 und 4— Q —8 sein.
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Daraus folgt offensichtlich, dass auf den Geraden 2—4, 3—4 keiner von den Punk-
ten 8, 0 liegen kann und dass im Gegenteil diese Geraden mit zwei Punkten der
Menge (5, 7, 9) inzidieren miissen.

a) Diese Purtkte kdnnen nicht gleichzeitig die Punkte 5 und 9 sein. In diesem Falle
kdnnen wir wieder zwei Geraden 2—4—5, 3—4—9 wihlen und aus den Beziehungen
349—657—228, 245—691—338 ergibt sich 8:2,3. Ausserdem ist noch &8:6, 0
(siehe 1).

b) Es kénnen auch nicht gleichzeitig die Punkte 7 und 9 sein. Da man wieder
2—4—7,3—4—9 wihlen kénnte, folgt 0 : 2, 3, 6, 8 aus 675—349—220, 691 — 247 —
—330 und aus dem Resultate (1).

Auf den Geraden 2—4, 3—4 liegen also die Punkte 5 und 7 und mit Hilfe der
Permutation (23) ist es zuléssig diese als

2 2-4-5,3—4-7

zu bezeichnen. Deswegen besteht 5: 3, P, Q; 7: 2, P, Q.

Aus der Anfiihrung (1) sehen wir, dass 236 —PQI—ab9 und a, b = 0, 8, 9 sind.

Aus den Geraden 0—9—5 (siehe I) folgt, dass der Punkt 0 von den Punkten a, b
verschieden sein muss (denn im Fallea, b = 0 wiire 5 = b, a). Analogisch ergibt sich
aus 7—8—9, dass im Falle 8 = a, b; 7 = b, a wire, was unméglich ist. Es ist nur noch
eine Mdoglichkeit iibriggeblieben: a = b = 9. Dann aber gehen durch den Punkt ¢
fiinf verschiedene Geraden, was begreiflich unzuléssig ist.

Damit haben wir bewiesen, dass die erste Moglichkeit (I) nicht zu einer Konfigura-
tion fiihrt, und kénnen uns der Méglichkeit IT widmen.

II. Der Punkt 6 muss auf zweien von den drei Geraden 2—3, 2—4, 3—4 liegen
und deswegen muss er wenigstens mit einem der Punkte P und Q verbunden sein. Im
Hinblick auf eine zuldssige Permutation (57), (80), (PQ) kann man voraussetzen,
dass 6— Q ist und man kann auch den Punkt 2 fiir den dritten Schnittpunkt dieser
Geraden mit der Kubik halten. Es ist also 2—6— Q.

Dann ergibt sich die Relation 657— Q51— 25P, und da auch die zwei Punkte P
und 2 verbunden sind, bekommen wir eine weitere Konfigurationsgerade 2— P —5.
Unmittelbar aus dem Teilschema (II) folgt, dass 0:6,7; 8:5,6 und P : Q sein
muss. Wir fiihren diese Teilerfolge an:

1 2—-6—-Q, 2—P-5;8:5,6;0:6,7; P: Q.

Wir nehmen zuerst an, dass der Punkt 5 ein Inflexionspunkt ist, d. h. 5 = 5, 555,
2—P-35. ;

Aus der Beziehung 555—691—70Q sehen wir, dass die Gerade 70Q eine fremde
Gerade sein muss, d. h. Q : 7, 0, P. ;

Dann miissen auf den iibrigen zwei Konfigurationsgeraden, die durch den Punkt Q
gehen, die Punkte 8 und 9 liegen. Die zuldssige Permutation (34) ermdglicht uns
diese letzten zwei Geraden als 3—Q—8 und 4— Q—9 zu bezeichnen. Da auch der
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Punkt 3 mit dem Punkte P verbunden ist, bekommen wir aus der Relation Q15—
—879— 3P0 eine weitere Konfigurationsgerade 3— P —0. Folglich ist 0 : 7, 6, Q und
die letzte (d. h. vierte) Gerade, die mit dem Punkte 0 inzidiert, muss schon die Gerade
2—4—0 sein. In diesem Falle ergibt sich aber 240—691— Q08, d. h. Q : 8, und der
Punkt Q wire von den vier Punkten 7, 0, P, 8 getrennt.

Daraus ist ersichtlich, dass der Punkt 5 kein Inflexionspunkt sein kann und dass
unsere Voraussetzung — siche oben — falsch ist.

Der Punkt 5 muss aber ein Konfigurationspunkt sein (siche die Konfigurations-
gerade 2— P—5)und daraus folgt, dass 5 = 8 ist. (Anderenfalls stossen wir auf einen
Widerspruch zwischen den Geraden 555 und 5—0—9, resp. auf einen Widerspruch
der Geraden 2— P—35 mit den Geraden 2—Q—6, ] —P—7.) Es ist also:

) 558, 2—P-8.

Wir konzentrieren uns auf die Beziehung 558 —691—700 und 081 —095—77Q.

Im Falle, dass 6— P ist, konnte der dritte Schnittpunkt dieser Geraden (mit der
Kubik) nur ein Punkt T = 3,4sein und aus der Relation 576 —17P— QQT wire Q : T,
was der Verbindung Q — T widerspricht.

Es ist also 6 : P und insgesamt 6 : P, 0, §.

Die letzte Konfigurationsgerade, die durch den Punkt 6 geht, muss deswegen die
Gerade 3—4—6 sein und die iibrige durch den Punkt 8 gehende Gerade kann nur
noch eine Gerade 8— Q—X sein (wobei X = 3, 4 ist). Dann aber ergibt sich 879 —
— Q51 —X66 und gleichzeitig 3 —4—6, was begreiflich nicht moglich ist.

Alle Moglichkeiten sind schon ausgeschopft und wir sehen, dass auch das zweite
Teilschema keine neue Konfiguration geben kann.

III. Nun werden wir uns mit dem Falle III beschéftigen.

Aus der Relation 15Q —17P—162 folgt, dass die Punkte 1, 2, 6 auf einer Geraden
liegen. Wir setzen fiir einen Augenblick voraus, dass der Punkt a (siehe III) mit dem
Punkte 6 identisch ist. Dann folgt aus der Geraden 2—a—b, 162, dass b = 1 sein
muss. Anderenseits aber sehen wir, dass auf den Geraden 2—6—b nur b = 8, 0 sein
kann, und deswegen sind die Punkte b und I verbunden, was dem Resultate b = 7
(d. h. 11b) widerspricht.

Unsere Voraussetzung (a = 6) ist also falsch und analogisch kann nicht b = 6
sein. ‘

Fir die Gerade 2—a—b kommen deswegen nur die Mdoglichkeiten 2—5-8,
2—7—0 vor. Der Permutation (57),(80),(PQ) halber sind diese Mdglichkeiten
dquivalent und wir konnen voraussetzen, dass 2—5—8 ist.

Mit Hilfe der Beziehung 762 gilt auch 1/71—852—0Q6, und da die Gerade 0— Q —6
nicht unter der Anfiihrung IIT vorkommt, muss es eine fremde Gerade sein. Es ist
also6:0,Qund0:Q.

Die dritte Konfigurationsgerade, welche durch den Punkt 6 geht, kdnnen wir als
6—P—T bezeichnen (wobei T = 2,4 ist), und kdnnen begreiflich T = 3 wihlen.
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So haben wir die Gerade 6 — P—3 bekommen und die iibrige Konfigurationsgerade,

die mit dem Punkte 6 inzidiert, muss schon die Gerade 2—4—6 sein. Anderenfalls

wiirden durch den Punkt 6 nur drei Geraden gehen.

- Die weitere“Konfigurationsgerade 4—Q—7 bekommt man aus der Beziehung

258—619—4Q7 (mit Hinsicht auf die Verbindung 4— Q). Analogisch gewinnen wir

aus 675—PQ3—348 die Gerade 3—4—8 und gleichzeitig sehen wir, dass Q : 6,0, 8
ist.

Die iibrige Gerade, welche mit dem Punkte Q inzidiert, muss also die Gerade
3—9—Q sein. So kommen wir aber zu einem Widerspruch zwischen der Relation
5Q1—897—23P und der Geraden 2— P — Q, weil diese zwei Geraden nicht identisch
sein kdnnen.

IV. Auch im vorletzten Falle (IV) werden wir beweisen, dass keine neue Konfi-
guration entstehen kann.

Aus der Anfiihrung (IV) sehen wir vorerst, dass der Punkt 8 von den Punkten
5, 6, 0 separiert ist, also 8 : 5, 6, 0. In Bezug auf die Existenz der Konfigurations-
geraden 1 — P—8 kann man die letzten zwei Geraden, die durch den Punkt 8 gehen,
als 8—Q—a, 8—b—c bezeichnen (wobei a,b,c= 23,4 sind) und ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheita = 2, b = 3, ¢ = 4 wihlen,d. h. 8—Q—2, §—3—4.

Der Punkt 2 muss von dem Punkte 0 separiert sein (siche 897 — Q51— 200), deswe-
gen konnen die letzten letzten zwei Geraden, die durch den Punkt 0 gehen, nur die
Geraden 0—P—T und 0—Q—V sein (wobei T, V = 3, 4 sind). Der Permutation
(34) halber, kénnen wir T = 3 und V = 4 ansetzen. Dann muss aber der Punkt X
auf der Geraden 2—3—X mit dem Punkte I verbunden sein und wir stossen auf
einen Widerspruch mit der Relation 208 —30P —X41 (weil 1 : 4 und deswegen auch
1:X ist). _ .

Im Gegenteil zu diesen vier oben beschriebenen Fillen, die ein negatives Resultat
ergeben haben, fiihrt der letzte Fall (V) zu einer realisierbaren Konfiguration, wie
sich aus dem folgenden ergibt.

V. Wir setzen fiir einen Augenblick voraus, dass der Punkt 8 mit dem Punkte Q'
verbunden ist.

In diesem Falle kénnen wir den Punkt 3 auf die Gerade 8 — Q legen. So bekommen
wir die Gerade 3—Q—8 und aus den Relationen 879— Q51—366, 576 —916—003
die Bedingung 3 : 1, 0, 6, Miihelos beweisen wir, dass der Punkt 0 mit dem Punkte 6
verbunden sein muss (anderenfalls gehen durch den Punkt 6 oder 0 nur drei verschie-
dene Konfigurationsgeraden), und der dritte Schnittpunkt der Geraden 6 —0 mit der
Kubik kann nur der Punkt 2sein, d. h. 2—0— 6 ist eine weitere Konfigurationsgerade.
Nach dem Resultate 3 : 1, 0, 6 muss auch schon 3— P sein und mit dieser Geraden
kann nur der Punkt 5 inzidieren. (Siche 260— Q15— P99, 169 —059—77P, d. h.
P:7,9). Esist also 3—P-5.

- Aus der Beziehung 8P1—950— 737 folgt ein Widerspruch, da der Punkt 3 schon
(der Separierung 3 : 7, 0, 6 nach) mit dem Punkte 7 verbunden sein muss.
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So haben wir bewiesen, dass unsere Voraussetzung 8 — Q falsch ist und deswegen
ergibt sich:

(1) ' 0:8.

In diesem Falle muss aber die dritte durch den Punkt 8 gehende Konfigurations-
gerade die Gerade 3 —4—8 sein und in der Anfiihrung (V) kann man fiir a den Punkt &
setzen. Deswegen ist b = 5, 6, 0 (siche die Gerade 2—a—b). Nach der zuldssigen
Permutation (79), (60) kann man weiterhin voraussetzen, dass fiir den Punkt b nur
die Moglichkeiten b = 5, 6 vorkommen.

Wire der Punkt 0 mit beiden Punkten P, Q verbunden, dann kénnte man 3—P—0,
4—Q—0 zulassen und der Relation 3P0 —4Q0—820 nach wire auch der Punkt b
mit dem Punkte 0 identisch. Weil x = 5, 6 ist, ist auch 0 = 5, 6 und im Falle, dass
0 = 5 ist, stossen wir auf einen Widerspruch 005 mit der Geraden 0—5—9. Auch
im Falle, dass 0 = 6 ist (d. h. 2—8—6, 006) widerspricht die Gerade 5—1—Q der
Beziehung 006 —978 —512.

Daraus ist ersichtlich, dass der Punkt 0 mindenstens von einem der Punkte P, Q'
separiert sein muss, und da durch den Punkt 0 vier Konfigurationsgeraden gehen
miissen, muss gleichzeitig 3—0 und 4—0 (aber 3—4—0) sein. Begreiflich inzidiert der
Punkt 0 nur mit einer der Geraden 2—3 oder 2—4 und der zuldssigen Permutation
(34) halber kann man diese Gerade als 2—4—0 bezeichnen.

Diese Ergebnisse fassen wir (zur besseren Uberswht) folgenderwelse zusammen:

) Q:8, 3—4-8, 2—4—0, 3—0, 2—8—b (b = 5,6).

Aus der Relation 81P—402—37Q bekommt man die Gerade 3—7—Q und der
dritte Schnittpunkt der Geraden 3—0 (mit der Kubik) kann nur der Punkt P sein,
also 3—0—P.

Wir iiberzeugen uns leicht, dass.der Punkt 6 mit dem Punkte 4 verbunden ist und
dass auf der Geraden 4—6 entweder der Punkt P, oder Q liegen muss (siehe V).'

Im Falle 4—6— P bekommt man aus der Beziehung 46P —071—258 die Gerade
2—5—8 (siche 2) und die Separierung 8: Q,0,6; Q :0,6; 0:6 d. h. der Punkt &
wire vom Type A.

Deswegen muss 4—6— Q sein und aus 07 —4Q6 — 239 bekommen wir die Gerade
2-3-9,

Dann ergibt sich .4 : 1, 7, 9 und die iibrige durch den Punkt 4 gehende Konfigura-
tionsgerade kann nur die Gerade 4— P—5 sein. Miihelos finden wir die letzte (sech-
zehnte) Konfigurationsgerade 2—8—6 und konnen dleses Kapitel mit folgendem
Hilfsatz schliessen:

Lemma 2. Wenn sich auf einer irreduziblen Kubik wenigstens ein B3-Punkt (aber
schon kein A-Punkt) befindet, dann ist das Schema dieser Konfiguration:
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1 2 3 4 5—G—7
S, 5798 P634 PQ4 PQ 7-8-9
QO6P Q890 078 56 9-0-5

Bemerkung. In dem zehnten Kapitel wird bewiesen, dass dieses Schema wirklich
realisierbar ist. ‘

3. KAPITEL

Es sei I der B'-Punkt, der von den Punkten 2, 3, 4 getrennt ist. Nach der Defini-
tion existieren drei Konfigurationsgeraden, die mit keinem der Punkte 1, 2, 3, 4
inzidieren; diese Geraden kann man als 5—8-9, 5—6—7, 0—P— Q bezeichnen.
Wenn wir alle dquivalenten Moglichkeiten ausschliessen, bekommen wir nur folgen-
des Teilschema:

1 5-6-7 2 3 4 2-3
(R) 5678 5-8-9 2—4
PQ90 0-P-Q 3—4
Wir setzen voraus, dass
(Py) der Punkt 7 ein Konfigurationspunkt ist.

In diesem Falle kann begreiflich nur 7 = 1, 2, 3, 4 sein, weil der Punkt / mit den
iibrigen Konfigurationspunkten verbunden (und von dem Punkte ] getrennt) ist. Aus
der Relation 5P1—6Q1—707 sehen wir, dass 7 von dem Punkte / verschieden sein
muss (anderenfalls fallen die Geraden 701, 79/ zusammen).

Aus diesem Grunde kann man 7 = 2 wihlen. Weiter erhélt man aus 5P —6Q17 —
—702, 791—0QP—225, 5P1—801—9Q2 vor allem die Separierung 2 : 5,  und des-
wegen miissen schon 7—0—2, 9— Q — 2 die Konfigurationsgeraden sein.

Auf der Geraden 3—4 konnen nicht gleichzeitig beide Punkte 0 und Q liegen;
und der zuldssigen Permutation (68), (79), (0Q) nach kann man voraussetzen, dass
diese Eigenschaft der Punkt 0 hat. Die letzte Gerade, die durch den Punkt 0 geht, ist
also 3—0—a (wobei a = 5, 6, 9 ist), d. h. 0 : 4 und wir kdnnen jetzt das Schema R
mit den vorangefiihrten Ergebnissen vervollstindigen:

(R,) 1 S=6wf 2 3 4 2-3-X; 112,225,0:4
5678 5-8-9 0Q .0 .,
PQ90 0-P-Q 79 a 3-4-Z a=5,6,9.

Wir nehmen zuerst den Fall

a=5, d.h. 3-0-5
in Betracht.
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Direkt aus R, sehen wir, dass 4 : 1, 0, 5 ist. Weil durch den Punkt Z (auf der Gera-
den 3 —4—Z) vier Konfigurationsgeraden gehen miissen, muss Z = 7, 9, Q sein.

Im Falle Z = 7 ist die Relation 305—719—488 mit der Verbindung 4—8 im
Widerspruch (siche oben 4 : 1, 0, 5). Im Falle Z = 9, d. h. 3—4—9 bekommt man aus
305—917—486 die Konfigurationsgerade 4—8—6 und aus der Relation 081 —765—
— 24P die Gerade 2—4—P. Der Punkt P muss zwar mit dem Punkte 3 verbunden
sein, kann aber nicht auf der Geraden 2—3 liegen, d. h. 3—P—t (t = 6, 7, 8) und
daraus ergibt sich die letzte durch den Punkt Q gehende Konfigurationsgerade
4—Q—7; ausserdem haben wir die vierte Gerade, auf welcher der Punkt 7
liegt, erhalten, d. h. 7 : 3, 8, P. Aus der Relation 350 —47Q —96P fogt, dass P : 6,9, 7
ist, und auf der Geraden 3—P—t muss nur ¢ = &8 sein. Dann aber widerspricht die
urspriingliche Voraussetzung 2— 3 der Beziehung 958 — Q0P —233.

Daraus ist ersichtlich, dass nur Z = Q sein kann und wir konnen diese Teilergeb-
nisse festlegen:

(1) 3-0-5,3—-4-0,4:1,0,5.

Direkt aus der Relation 530—6Q1—748 bekommt man die Gerade 7—4—38.
Wire 2—4— P, dann widerspricht 24P —985— Q71 der Geraden Q—6—1 und des-
wegen muss 2—4—6 sein.

Durch den Punkt 4 geht noch die letzte Gerade 4 — P—9 und daraus ist ersichtlich,
dass 3:1,7,9 ist. . N

Zu einem weiteren Widerspruch kommen wir, wenn wir voraussetzen, dass 2—3—8
ist (225 —847—366 und deswegen 3 : 6, I, 7, 9). Es ist also 2— 3 — P die vorletzte und
3—6—8 die letzte Konfigurationsgerade. In diesem Falle ist aber der Punkt 2 (2: 1,
5, 8) vom Type B3, was begreiflich ausgeschlossen ist.

Unter der Voraussetzung, dass a = 5 ist, kann keine neue Konfiguration entstehen
und wir kénnen den Fall

a=6, di. 3—-0-6
untersuchen.

Aus der Relation 567 —801—939 sehen wir, dass die Punkte 3 und 9 separiert
sind, und fiir den Punkt X auf der Geraden 2—3—X sind nur zwei Alternativen
X = 8, P moglich.

Der Fall X = P fiihrt aber zum Widerspruch der Beziehung 993 —522—8QP mit
der Geraden 0— Q — P und deswegen muss X = & sein, d. h. 2—3—8 ist die weitere
Konfigurationsgerade.

Durch den Punkt 9 geht noch die letzte Gerade 4—9—t (wobei t = 6, P ist).
Begriflich kann nur ¢ = P sein, weil anderenfalls aus der Beziechung 496 —29Q — Y31
und der Separierung I : 3 folgt, dass der Punkt Y von dem Punkte I separiert ist.
Der Schnittpunkt Y (der Geraden 2—4— Y mit der Kubik) muss aber schon mit dem
Punkte 7 verbunden sein.

Es ist also 4—9— P und die weiteren Konfigurationsgeraden 4—2—6 und 3—P—7
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bekommen wir aus der Beziehungen P51 —92Q —426, 209 —801 —3P7 (wenn wir die
Verbindung 3—P erwigen). Deswegen sind die letzten Konfigurationsgeraden
4—8—0Q und 3—4—35, was aber der Relation 993—522—-80Q8 widerspricht.

Damit ist auth der Fall a = 6 ausgeschlossen und aus dem Teilschema (R,)
bleibt — unter der Voraussetzung (P,) — nur die Moglichkeit

a=9, di. 3-0-9
zu 1dsen.

Daraus folgt unmittelbar, dass 9 : 4, 6, P ist, und im Falle 2—3—8 wire der
Punkt 9 vom Type B3. Deswegen bekommen wir fiir den Punkt X auf der Geraden
2—3 nur die drei Moglichkeiten X = 5, 6, P.

Wegen der Relation 225—309—X78 sehen wir, dass nicht X = 5, 6 sein kann
(mit Riicksicht auf die Gerade 5—6—7) und daraus ergibt sich die Gerade 2—3—P
und die Separierung P :7,8, 9 (siehe 225—309—P78). Die letzte Konfigurations-
gerade, die durch den Punkt P gehen kann, muss schon die Gerade 4—6—P sein.
Leicht finden wir nun die zwei letzten Geraden 3—6—8, 2—4—8, die mit den
Punkten 6 und 2 inzidieren.

Dann aber widerspricht die Beziehung 702—6P4—5Q8 der Geraden 5—9—8.

Die Voraussetzung (P,) fithrt also nicht zu einer neuen Konfiguration und wir
werden weiterhin erwiigen, dass der Punkt I kein Konfigurationspunkt ist. Wenn wir
uns iiber die Beziehungen 5P1—6Q1—701 und 5P1—801—9Q1 klar werden, be-
kommen wir die Separierung 7 : 0 und 9 : Q.

Diese Ergebnisse fassen wir folgendermassen zusammen:

(Vl)' 7:0,9:0Q.

Der Punkt 7 ist nicht konfigurationell.
Wir setzen weiter voraus, dass '

(P2) mindestens einer der Punkte 0, Q nicht mit den Geraden 2—3, 2—4, 3—4
inzidiert.

Der zulissigen Permutation (68), (79), (0Q) nach kénnte man diese Eigenschaft
dem Punkte 0 zuschreiben und das Teilschema (R) — ohne Beschrankung der Allge-
meinheit — folgendermassen erweitern:

(R,) 1 5-6-7 2 3 4
5678 5-8-9 .0 .0 r
PQ90 0-P-Q a b s

Auch die Permutation (23) ist zulissig und deswegen bekommen wir fiir die zwei
Konfigurationspunkte a, b folgende drei Moglichkeiten:
M) a=5b=6;, a=5b=9; a=6,b=9.
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Nehmen wir zuerst die Méglichkeit:

(Mse) d.i. 2-0-5,3-0-6

in Betracht, dann sehen wir (der Relation 657 —081—399 nach), dass 3 :9 ist, und
wir iiberzeugen uns leicht von der Separierung 9 : 3, 0, Q. Die letzten zwei Konfi-
gurationsgeraden, die durch den Punkt 9 gehen, kénnen also nur die Geraden 2—9—c¢
und 4—9—d sein, wobei ¢, d = 6, P sind. Daraus ist ersichtlich, dass keiner der
Punkte 7, 8, Q auf der Geraden 3—4 liegen kann, wenn wir natiirlich voraussetzen,
dass durch diese Punkte vier Konfigurationsgeraden gehen miissen.

Fiir den Punkt Z auf der Geraden 3—4 kommt also nur die Mdglichkeit Z = P
vor, d. h. 3—4—P ist die Konfigurationsgerade. Dann folgt aus den obenangefiihrten
Ergebnissen, dass ¢ = P und d = 6 ist (also 3—4—P, 4—9—6), was aber der Ver-
bindung 2—3 widerspricht (wenn wir die Relationen 993—15P—784, 801—756—
—42Q, POQ —964— 232 beriicksichtigen).

In der weiteren Moglichkeit

(My), d.i. 2—-0-5, 3-0-9

setzen wir fiir einen Augenblick voraus, dass Q—7 ist, wobei begreiflich T= 2, 3, 4
der dritte Schnittpunkt dieser Geraden mit der Kubik ist. Aus der Beziehung 791 —
— Q0P —T35 folgt, dass nur T = 3 sein kann (anderenfalls wire T—3 und gleich-
zeitig 3 : 5), d. h. Q—7— 3 ist die vorletzte Konfigurationsgerade, auf der der Punkt @
liegt, und die letzte — durch diesen Punkt gehende-Gerade muss (der Separierung
0 :8,9, 5 nach) die Gerade 2—4— Q sein. '

Folglich Q73—250—469, 3Q7—469—2Z11, was aber der Verbindung Z— 1 wider-
spricht.

Die Voraussetzung Q—7 fiihrt also auf einen Widerspruch und deswegen muss
Q : 7 sein. Leicht iiberzeugen wir uns, dass Q : 5, 7, 9ist. |

Suchen wir nur den Punkt T = 2, 3, 4 auf der Geraden 8—Q—T.

Die Voraussetzung T = 4 kann man ausschliessen, weil in diesem Falle 76Q —
—958—-774,d. h. 4:7, 1, 5, 0 wire. ‘

Auch die Méglichkeit T = 2 fiihrt sogleich zu einem Widerspruch. In diesem Falle
wiirden aus der Beziehungen 16Q—958—772 und 16Q—052—878 die unzuldssige
Separierung 7 : 2, 0, 8, Q folgen.

Es ist also nur die letzte Moglichkeit T= 3,d. h. 8— Q-3 ubrlggebheben

Die Separierung 7 : 3 (und daraus 7: 3,0, Q) bekommt man aus der Relation
16Q —958—773 und deswegen kdnnen die letzten zwei Konfigurationsgeraden, die
durch den Punkt 7 gehen, nur die Geraden 2—7—u und 4 -7—v sein (wobel u,v=
= P, 8 sind).

Den Fall u = 8, v = P fiihrt aber (der Beziehung 278 —390— X 11 nach) auf einen
Widerspruch mit der Verbindung X —I. In dem iibriggebliecbenen Falle u = P,
v = 8 kommen wir zu der unzuldssigen Separierung 3 : 1, 5, 7, P. Diese erhalten wir
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sofort aus der Beziehung 052—917— 3PP, wenn wir uns dariiber klar werden, dass
der Punkt 3 schon von den Punkten 1, 5, 7 getrennt ist.

Daraus ergibt sich, dass nicht einmal die Méglichkeit M5, zu einer Konfiguration
fiihrt und wir k8nnen uns dem letzten Falle

(Mg), d.h. 2—-0-6, 3—0-9
zuwenden.

Vor allem folgt aus der Relation 567 —801—929 die Separierung 9 : 2 und daraus
die letzte Konfigurationsgerade 4—9 —t, die durch den Punkt 9 gehen kann (wobei
t =6, P ist).

Nehmen wir zuerst an, dass t = 6, d. h. 903—964— 22Z ist. Deswegen kann nicht
Z=178,P,Q sein (wei] anderenfalls 3—4—Z, Z : 2 wire und durch den Punkt Z
keine vier Konfigurationsgeraden gehen konnen). Die letzte zuldssige Mdglichkeit
fiir den Punkt Z ist also Z = 5 und die daraus folgende Gerade 3—4—5 impliziert
die Relation 309 — 589 —412. Dies aber widerspricht den Bedingungen 2—4 und 1 : 2.

Es ist deswegen t = P und die entsprechende Konfigurationsgerade ist 4—9— P.

Der Beziechung 971 — P51 —461 nach bekommt man die Separierung 4 : 6 (oder in
Zusammenfassung 4 : 1, 0,6) und die letzte Konfigurationsgerade, auf der der
Punkt 6 liegt, muss schon die Gerade 3—6—v sein (wobei v = 8, P ist).

Um durch den Punkt Y auf der Geraden 2—4 vier Konfigurationsgeraden legen
zu kénnen, muss Y = 5, 8 sein und im Falle Y = 5 wire 4 : Q, 1, 0, 6, wie wir sofort
aus der Relation 206 —5P1—4QQ ersehen. Es muss also Y= 8, d. h. 2—4—8 sein.
Daraus folgt v = 8 und 3—6—8 ist die letzte Gerade, die noch durch den Punkt &8
gehen kann.

Die vorletzte und letzte — durch den Punkt 7 gehende — Konfigurationsgerade
erhélt man aus der Beziehungen 299 —801 —437 resp. 903 —9P4—2Q7. Es ist also
3—4-7,2—Q—7 und die iibriggebliebene Gerade, auf der der Punkt P liegt, kann
nur die Gerade 2—3— P sein; dies aber widerspricht der Relation 791 — Q0P —235.

Es ist also notwendig aus den weiteren Erwigungen die Voraussetzung (P,)
auszuschalten und wir sehen, dass die beiden Punkte 0 und Q auf den Geraden der
Menge 2—3, 2—4, 3—4 liegen miissen. Es ist begreiflich gleichgiiltig, welche zwei
Geraden wir aus dieser Menge wihlen, und deswegen kénnen wir das letzte Teil-
schema aus diesem Kapitel folgendermassen festlegen:

(Rs) 1 5-6-7 2 3 4 —-3-0; 7:0;9:0
5678 5-8-9 .. .Q .0 2-4-¢Q Der Punkt 7 ist kein
PQ90 0-P-Q b .a 3-4-2Z Konfigurationspunkt.

Fiir das Paar ab, wobeia = 5,6,9 und b = 5, 7, 8 ist, kann man — in Hinblick
auf die zuliissige Permutation (68), (79), (0Q), (34), (ab) — nur folgende Méglichkei-
ten in Betracht ziehen:

(M), : ab = 57,58,97,67,68.
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Jede dieser Moglichkeiten werden wir jetzt getrennt erwégen. Zuerst:
(M3s7), d.h. 4-0-5,3-0-7.

Wegen den Beziehungen Q61 —450—278, 37Q —081 — 226 erhdlt man die Separie-
rung 2 : 6, 1, 5 und die Konfigurationsgerade 2—7.— 8. Daraus muss die letzte Gera-
de, die mit dem Punkte 2 inzidiert, 2—9— P sein. Dann aber widerspricht 0—P—Q
der Relation 226 —791—8PQ.

(Mgg), d.i. 4-0-53-0-8.

Aus Q16—895—377 folgt 7 : 3, 0, Q und die iibrigen zwei Geraden, die durch den
Punkt 7 gehen, konnen nur die Geraden 7—8—c, 7—P—d sein (wobei c,d =24
ist). Im Falle, dass ¢ = 2 ist, stossen wir auf einen Widerspruch der Relation 782—
—PQ0—d33 mit der Verbindung d —3. Analogisch widerspricht die iibriggebliebene
Moglichkeit ¢ = 4 der Beziechung 773—810—492 (wenn wir die Geraden 2—4—Q
vor Augen halten).

(M), d.i. 4-0-9, 3—-Q-7.

Es ist zu erwigen, dass sich 3—4—5 und 22/ ergibt (aus den Beziehungen 977 —
—0QP—435, 345—0QP —22I).

Unter der Voraussetzung, dass 7—8 ist, muss der dritte Punkt dieser Geraden der
Punkt T sein, wobei T = 2, 4 ist, und die Gerade I — Q —6 fiihrt zu einem Widerspruch
mit der Relation 782—904—11Q, resp. 784—302— Q10Q.

Der Punkt 7 muss deswegen von dem Punkte 8 getrennt sein und die letzte Gerade,
die durch den Punkt 7 geht, ist die Gerade 7—P— T (wobei T = 2, 4 ist). Der Fall
T = 2 widerspricht (wie oben) der Relation 7P2—302— QQI (siehe die Verbindung
1— Q) und daraus folgt, dass T = 4, d. h. 7— P —4 sein muss.

Dann aber ergibt sich SP1—801—9Q1, 719 —42Q — P21, und da ] kein Konfigura-
tionspunkt ist, muss ausser der Separierung 2:1,5,7 noch 2:P eintreten, was
begreiflich unzulissig ist.

(Ms,), d.i. 4-0-6,3-0-7.

Der Widerspruch folgt augenblicklich aus der Relation 765 — Q0P — 341 (denn wir
wissen, dass 3—4 und I : 3, 4 ist).

(Mgs), d.i. 4—0—6, 3—Q—7 zuldsen,

wobei wir augenblicklich auf einen Widerspruch zwischen der Relation 6Q7 —081 —
—43] und der Verbindung 3—4 stossen, wenn wir stets voraussetzen, dass / kein
Konfigurationspunkt ist.

Die Teilergebnisse dieses Kapitels kann man also im folgenden Nebensatz zu-
Ssammenfassen: '
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Lemma 3. Unter der Vorassetzung, dass eine Konfiguration mit B'-Punkten
(aber ohne B*- und B*-Punkte) existiert, konnen die Punkte dieser Konfiguration
nicht auf einer irreduziblen Kubik liegen.

o

. 4. KAPITEL
Es sei I der Konfigurationspunkt vom Typ B2, der von den Punkten 2, 3, 4 getrennt
ist. Die drei Konfigurationsgeraden, welche nicht mit den Punkten 1, 2, 3, 4 inzidie-
ren, kann man als die Geraden 0—5—P, 6—0—7, P—8—9 bezeichnen. Einfach
begreifen wir auch, dass fiir die Geraden, welche durch den Punkt / gehen, nur fol-
gende drei Moglichkeiten entstehen kdnnen:

M, 1-5-Q, 1-0-8, 1-P-6, 1-7-9,
M, 1-0-Q, 1-P—-6, 1-5-8, 1-7-9,
M, 1-7-Q, I-P—6, 1-5-8, 1-0-9.

Ausserdem muss der Punkt Q mit allen drei Punkten 2, 3, 4 verbunden sein, kann
aber nicht auf den Geraden 2— 3, 2—4, 3—4 liegen.

Weil wir fiir die Geraden, die durch den Punkt 7 gehen, so viele Méglichkeiten er-
halten haben, wird dieses Kapitel im Vergleich mit den vorangegangenen umfang-
reicher sein. '

Wir konzentrieren uns zuerst auf den Fall M, und erwigen die Beziehungen
067—-8P9—111, 111 —-5P0— Q68. Daraus folgen die Separierungen Q : 6, 8 und 8 : 6.

Der Punkt Q ist deshalb mindestens von einem der Punkte 7, 9, 0 getrennt und
mit den drei iibrigen Punkten dieser Menge muss er schon verbunden sein.

Der zuldssigen Permutation (79), (68), (OP) nach kann man voraussetzen, dass die
drei Punkte, mit denen der Punkt Q verbunden ist, entweder eine Menge 7, 9, P oder
7, 0, P bilden. Auch die willkiirliche Permutation der Punkte 2, 3, 4 ist zuldssig (und
darauf werde ich in analogischen Fillen nicht mehr hinweisen). Man kann deswegen
das Teilschema fiir den Fall M, folgendermassen anfiihren:

R, 1 2 3 4 2-3-X, 0-5—-P, 111,068, 8:6
50P7 .Q .8 .Q 2-4-Y, 0-6-7, Q:6,8
0869 .7 .P .a 3-4-Z, P-8-9, a=0,9.

Beriicksichtigen wir zuerst den Fall
a=0, d.h. 4-Q-0

und setzen voraus, dass 2—8 ist. Fiir den Punkt ¢ (t = 5, 7) folgt die Bezichung
27Q—86Q—t0Q und unter der Voraussetzung, dass t = 5 ist, erhilt man die Identi-
tit § = P (siche die Gerade 5—0— P), dies widerspricht der Geraden Q—P—3.

Der zweite Fall (wo t = 7, d. h. § = 6 ist, siche 7—0—6) fiihrt auf einen Wider-
spruch mit der fremden Geraden Q68.
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Daraus ist erischtlich, dass 2 : 8 sein muss, dann aber ist der Punkt 2 von vier
Punkten (namentlich 8, P, 0, I) separiert.
Wir koénnen also den Fall a = 0 ausschliessen und sich dem Falle

a=9, di 4-0-9

zu widmen.

Aus der Beziehung 2Q7—4Q9— YQ1 ersehen wir (wenn wir die Verbindung Y—1
beriicksichtigen), dass @ ein Konfiguratinspunkt sein muss. Begreiflich ist nur § =
= 0, Q (siehe QQQ, Q68). Im Falle § = 0 widerspricht die Beziehung QQ0— P98 —
—341 den Bedingungen [ : 3,4 und 3—4. Es muss also QQQ sein, d. h. Q ist ein
Inflexionspunkt. ;

Die zwei Konfigurationsgeraden 4—2—5, 4—3—6 bekommt man aus den Relatio-
nen 179—QQQ —524, 89P — QQQ — 643 und die letzte Gerade, die durch den Punkt 4
geht, muss also die Gerade 4—7—8 sein. Die letzte Gerade, auf der der Punkt 6 liegt,
ist 2—6—9 (der Beziehung 5Q7—487—269 nach) und der Punkt 7 (7: 3, 5, P) ist
vom Type B'. Das schliessen wir aus und sehen gleichzeitig, dass die Mglichkeit M
zu keiner neuen Konfiguration fithren kann.

Deswegen werden wir uns der Moglichkeit M, zuwenden und das dazugehorige
Teilschema folgendermassen anfiihren:

R, 1 2 3 4 2-3-X, 0-5-P
0OP57 .Q .Q .Q 2-4-Y, 0-6-7
Q689 a b ¢ 3-4-Z, P-8-9

Es ist klar, dass die Verbindung 8 —0 und 8 — 7 nicht gleichzeitig eintreten kann. Ein
solcher Fall erméglicht auf der Geraden 0 — 8, bzw. 8 — 7 die Punkte 2 und 3 zu wihlen,
dann aber wire der Punkt 4 — welcher von den Punkten 1, 0, 8 getrennt ist — vom
Type B3.

Deswegen ergeben sich nur folgende drei Méglichkeiten:

M,, 8:0,7
M,, 8:0, 8—7 und
M,, 8-0,8:7.

Nehmen wir zuerst die Moglichket

M,,, ‘ d.i 8:0,7
in Betracht. '

Aus der Beziehung 719 —05P — 688 ist ersichtlich, dass noch 8 : 6 ist. Also 8:0, 7, 6
und deswegen muss der Punkt Q auf einer von den Geraden liegen, die durch den
Punkt 8 gehen. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann man diese Gerade als -
4—8— @ bezeichnen und die letzte Gerade, die noch mit dem Punkte 8 inzidiert,
kann nur die Gerade 2—3— 8 sein. Aus der Beziehung 6P1—791—08] und der Sepa-
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rierung & : 0 folgt, dass der Punkt 7 kein Konfigurationspunkt sein kann, und daraus
folgt (siehe die Beziehung 581 —0QI — P41) die Separierung 4 : P. Mit Riicksicht auf
die zuldssige Permutation (23) kann man voraussetzen, dass die letzte durch den
Punkt P gehende Gerade die Gerade 2—P—t (t = Q, 7) ist.

Wire t = @, wiirde man zum Widerspruch der Grundbedingungen 3—4, / : 3 mit
der Beziehung 2PQ — 868 — 314 kommen.

Es muss also 2— P —7 sein. Die iibrige durch den Punkt 7 gehende Konfigurations-
gerade ist die Gerade 4—5—7, da schon 4 : 1, P ist und der Relation Q/0—886—457
nach kann also die Gerade 457 keine fremde Gerade sein. Im diesen Falle ist der
Punkt 3 (3: 1, P, 7) vom Typ B3.

Mzz, d.h. 8:0, 8—'7.

Auf die Gerade 8 —7 kann man vor allem den Punkt 2 legen, d. h. 2—8—7, und aus
den Beziehungen 719 —05P —688, 197 —688 — PP2 folgt die Separierung 8 : 0, 6 und
2:1, P. Weiter sehen wir aus der Anfiihrung R,, dass auf der Geraden 2—Q—a
nur a = 5,6, 9, 0 sein kann. Mit Hinblick auf die Beziehung 278 — Q01 —a65 kann
man sofort die Moglichkeit a = 0 ausschliessen (siche 0—6—7). Im Falle a = 5
ergibt sich nicht nur 565, 2— Q—5 sondern auch Q96 (siche 2PP — 581 — Q96), was
zu einer unzuldssigen Separierung 6 : 9, Q, 5, 8 fiihrt.

Deswegen bleiben nur zwei Moglichkeiten a = 9, 6 zu 16sen.

Im Falle

a=9, d.i. 2—0-9, 965

sehen wir, dass 6 : 5, 8,9 wire und die zwei iibrigen durch den Punkt 6 gehenden

Konfigurationsgeraden kann man als die Geraden 6—Q—3, 2—4—6 bezeichnen.

Die Separierung 5 : 2, 6, 9 folgt unmittelbar aus der Beziehung 868 — 791 — 255 und

deswegen sind 3—5-7, 4—Q—5 die letzten zwei Geraden, die noch mit dem

Punkte 5 inzidieren konnen. Dann aber widerspricht die Relation 735—0Q1—668

dem Ergebnis 886. .
Aus dér Moglichkeit M,, ist nur der Fall

a=6, d.i. 2—Q—6, 665

iibriggeblieben. .

Wiire 9—0—1t, dann ist t = 3, 4, und die Relation 98P — 076 —t21 widerspricht den
Resultaten t—2, 1 : 2. Es ist also 9 : 0. Weiter folgt aus 688 —6P1—595, 851 — P50 —
—990Q die Separierung 9 : 0, 5, Q. Der zuldssigen Permutation (34) halber kann man
9—6—3 und 2—4—9 als die letzten zwei Konfigurationsgeraden wihlen, die durch
den Punkt 9 gehen. Die Gerade 2—3—5 ergibt sich aus 89P — 760 — 235 und folglich
kann auf der Geraden 5—4—v v = 7, Q sein. Mit Hinsicht auf die Verbindung 3—Q
. und Beziehung 665—924—3Qv muss v = 7, d.h. 5—4—7, 3— Q—7 entstehen und
durch den Punkt 7 gehen-fiinf verschiedene Konfigurationsgeraden.
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Die ersten zwei Méglichkeiten M, und M,, (fiir die Anfiihrung R,) kénnen also
keine neuen Konfigurationen ergeben (wie wir gerade festgestellt haben). Die letzte
Moglichkeit

M., di. 8-0,8:7

fithrt dagegen zu einer neuen Konfiguration, wie wir uns iibrigens gleich iiberzeugen
werden.

Man legt (selbstverstindlich ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) den Punkt 2
auf die Gerade 0—8, also 2—0—8. Mit Riicksicht auf 719 —05P —688, 688 — P50 —
— 112 folgt, dass 8 : 6, 7 ist.

Jetzt werden wir fiir einen Augenblick voraussetzen, dass
(P,) ' 9:2
ist.

Durch den Punkt 9 miissen vier Konfigurationsgeraden gehen, deswegen ist 9—3,
9—4, aber nicht 3—4—9. Daraus ist ersichtlich, dass der Punkt 9 mit dem Punkte Q
verbunden sein muss, weil anderenfalls der Punkt 9 (9 : 0, 2, Q) vom Type B! wire.
Begreiflich kann man 9 — Q —4 wihlen und die weitere Konfigurationsgerade 2—4—6
bekommt man aus 0Q1 —89P — 246.

Wire 3—6—Q, dann wire die letzte durch den Punkt 9 gehende Gerade die
Gerade 3—9—5 und die Beziehungen 10Q —886—523, 395 — 280 —5PP sind dann im
Widerspruch mit der Geraden 5— P —0. ’

Da aber 3—6— Q nicht entstehen kann, muss die letzte Gerade, die durch den
Punkt 6 geht (und gleichzeitig auch die letzte mit dem Punkte 9 inzidierbare Gerade)
die Gerade 3—6 —9 sein.

Wir haben fiir den Punkt a auf der Geraden 2— Q —a nur folgende drei Moglich-
keiten: a = 5,7, P. Wire a = 7, dann ist der Punkt 0 (0:3,4,9) vom Typ B'.
Auch der Fall a = P fithrt zu einem Widerspruch, da aus 8P9—0Q1—227, 89P—
—112—57Q die unzuldssige Separierung 7 : 2, 5, Q, 8 folgt. Es bleibt also nur die
letzte Méglichkeit a = 5, d. h. 2— Q — 5 iibrig.

Eine der Geraden, auf welchen der Punkt 7 liegt, muss die Gerade 2—3—7 sein
(anderenfalls wire 3— Q — 7 und auf der Geraden 2— 3 kénnte nur der Punkt P liegen,
was zu einem Widerspruch der Beziehung 23P—0Q1—876 mit der Geraden 0—7—6
fiihrt). Folglich 208—719—3QP, d. h. 3—Q—P und der Punkt P — der von den
Punkten 2, 4, 7 getrennt ist — ist ein B!-Punkt.

Daraus ist ersichtlich, dass unsere Voraussetzung (Pl) falsch ist, und weiterhin
kann man voraussetzen, dass

.

(P,) 9-2, 688, 112, 2—0—8, 8:6,7
ist.

Leicht iiberzeugen wir uns, dass auf der Geraden 2—9 einer der Punkte 3, 4 liegen
muss (im Falle 2—9—Q wire 6 : 2, 5, Q, 8, was aus den Beziechungen 89P—0Q1—
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—226, 89P—112—56Q hervorgeht). Begreiflich kénnen wir auf die Gerade 2—9 den
Punkt 4 legen, also 2—9—4. Die weitere Konfigurationsgerade 4—5—6 békommen
wir aus /12—8P9— 564 und aus der Separierung 4 : /, 0. Daraus ist ndmlich ersicht-
lich, dass nicht 4 : 5, 6 sein kann, und deswegen kann 564 nicht eine fremde Gerade
sein. ,

Fiir den Punkt c¢ auf der Geraden 4—Q—c (siche R,) konnen wir die Werte
¢ = 7, 8, P einsetzen und miihelos beweisen wir dann, dass ¢ = 7 sein muss, weil wir
anderenfalls — mit Riicksicht auf die Beziehung 249 —0Q1—8¢c7 — zu einem Wider-
spruch der Geraden 8c7 mit 886, resp. 8 — P—9 kommen. Daraus folgt 4— Q—7 und
die Bedingung 877.

Auf der Geraden 2— Q kann nicht der Punkt 5 liegen, denn aus 2Q5—076 —844
folgt 8 : 6, 7, 4 und der Punkt 8 wire vom Type B3. Einfach iiberzeugen wir uns, dass
man (unter diesen Bedingungen) auf die Gerade 2—Q nur den Punkt 6 legen
kann, d. h. 2— Q —6 ist die weitere Konfigurationsgerade und ausserdemist 3 : 1, 0, 6.

Fiir den dritten Schnittpunkt f der Geraden 2— Q—f mit der Kubik ergibt sich
f=0,5 Ist f=Q, dann widerspricht die Verbindung 2—Q—6 der Beziehung
89P—0Q1—236. Es ist deswegen 3—9—5 und aus den Relationen 772— Q74—099,
099—851—-237, 208—719—3QP erhalten wir die Geraden 2—3—7, 3—Q—P, so
dass die letzte Konfigurationsgerade die Gerade 3—4—8& sein muss.

Dieses Totalschema vermerken wir uns, da es tatsdchlich zu einer neuen Konfi-
guration fithrt und — wie wir iibrigens weiter sehen werden — auch realisierbar ist:

1 2 3 4 0-5-P
S, 0P57 0Q34 904 50 0—-6-7
Q6 89 86 79 S5P8 67 P—-8-9.

Wir werden uns jetzt mit der letzten Moglichkeit dieses Kapitels beschiftigen.
Zuerst fithren wir das dazugehorige Totalschema an:

1 2 3 4 2-3-X, ~0=5-P
R, 7P50 .Q -.Q .Q 2-4-Y, 0-6-7
Q689 .. .. .. 3-4-Z,  P-8-9.

Wir setzen voraus, dass der Punkt Q von dem Punkte P und 5 getrennt ist, d. h.

P Q:P,5r, wobei r=6,89,0
ist.
Der Reihe nach treten wir zuerst an die Moglichkeit
(Pe), ' d.i. Q:P,56
heran. '

Die drei iibrigen Konfigurationsgeraden, die durch den Punkt Q gehen, kann man
begreiflich als 2—Q—8,"3—Q—9, 4= Q—0 bezeichnen. Da der Punkt Z (auf der
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Geraden 3—4) mit dem Punkt / verbunden sein muss, schen wir aus 390 —40Q—
—ZI1Q, dass Z— Q—1 eine Konfigurationsgerade ist und dass fiir den Konfigura-
tionspunkt Q nur die Moglichkeiten 5, 6, P, Q in Betracht kommen. Dann ergibt
sich 20Q —39Q —XPQ und daraus ist ersichtlich, dass im Falle § = 5 genau X = 0
sein muss (siche die Konfigurationsgerade 0—5— P) und dass durch den Punkt 0 eine
fiinfte Gerade geht. Im Falle § = 6 wiire analogisch X = 7 (siehe 6—P—1) und die
fremde Gerade 231 wiirde den Grundbedingungen ! : 2, 2— 3 widersprechen. Folglich
konnen wir fiir den Punkt @ nur die Werte P oder Q in Betracht nehmen.

Wenn wir noch fiir einen Augenblick voraussetzen, dass 8—6 ist, dann muss der
dritte Punkt T = 3, 4 dieser Geraden mit dem Punkte Q verbunden sein (siche
815—670—TQP), was aber der Separierung P:Q widerspricht und TQP keine
Konfigurationsgerade ist. Unsere Voraussetzung 8—6 ist falsch und diese zwei
Punkte sind getrennt.

Im Falle Z = 8 wire auch Q = 5 (wenn man Z—Q—1 mit 8—5—1 vergleicht)
und unter diesen Umstidnden begreifen wir sofort, dass die letzte durch den Punkt 8
gehende Konfigurationsgerade die Gerade 8 —7— T sein muss (wobei T = 3, 4 ist).
Wire T = 3, dann widerspricht die Beziehung 3Q9—7Q1—800 den Ergebnissen
8:0, 0—0. Es ist also T= 4,d. h. 8—7—4 und im Hinblick auf die Relationen
478—-019—QQP, QQP—901—346, 28Q—39Q —XPP sehen wir, dass § = P und
3—4—6 ist.

Fiir den Punkt X kommen auf der Geraden 2—3 also nur zwei Mdglichkeiten
X =7, P in Betracht. Im Falle X = 7 kommen wir zu einem Widerspruch der
Geraden 3—5— P (die noch durch den Punkt 3 gehen kann) mit der Konfigurations-
geraden 0—5—P.

Es bleibt also nur die Méglichkeit X = P iibrig, d. h. PPP, 2—3—P und 3—-5-7
ist die letzte Gerade, die durch den Punkt 3 geht. Jetzte aber widerspricht die Be-
ziehung 23P— Q71— 856 der Geraden 8—5—1.

Damit ist auch der Fall (Pg) geldst und wir konnen an den Fall

(Ps), d.i. Q:5P,8
herantreten. ‘

Die iibrigen durch den Punkt Q gehenden drei Geraden kann man als 2—Q —6,
3—Q—9, 4— Q-0 bezeichnen und aus der Relation 39Q —40Q —Z1Q entsteht die
weitere Konfigurationsgerade Z—1—Q (weil der Punkt Z mit dem Punkte I ver-
bunden sein muss). Fiir den Konfigurationspunkt Q ergeben sich also folgende
Mboglichkeiten: @ = Q, P, 5, 8.

Man bezeichnet mit ¢ den dritten Punkt der Geraden 12t. Folglich Q71 — Q62— Q0t
und in den Fillen § = Q, 5, P wiire t = 4, P, 5 und die Gerade wiirde den Geraden
2—4-Y, 1—6—P, 1—-8—5 widersprechen. Es muss also J = 8 sein, d. h. 008, und
aus /—Q—Z folgt deswegen Z = 5,d. h. 3—4—5.

Dann ist aber Y = 1 (siche 6P1—091—781, QQ8—607—241), was mit Riicksicht
auf die Verbindung Y— 7 ausgeschlossen ist.
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Im dritten moglichen Falle
(Py), di Q:P,59

kann man vor allem die drei iibriggebliebenen Konfigurationsgeraden, die durch
den Punkt Q gehen, als 2— Q—6, 3—Q—8, 4— Q—0 wihlen und mit ¢ den dritten
Punkt auf der Geraden PQ bezeichnen, also PQt. Wiire t ein Konfigurationspunkt,
dann wire t = Q, P, 5, 9 was begreiflich die Beziehung 05P —71Q — 68t ausschliesst.
Es kann also t kein Konfigurationspunkt sein, d. h. P : Q und ausserdem noch 6 : 8.

Wenn fiir einen Augenblick voraussetzen, dass 8 : 7 und daraus 8 : 6, 7, 0 ist, dann
muss die letzte durch den Punkt 8 gehende Gerade die Gerade 2—4—8 sein. Daraus
folgt 518—0Q4— P72, P89 —7Q1—230 und ein Widerspruch mit 2 :0, 2—3.

Es muss also 8— 7 sein und der besseren Ubersicht halber fithren wir die bisherigen
Teilergebnisse folgenderweise an: :

l

(1) 2-Q-6,3-0Q0-8 4-Q—0, PQt, 68t, 8:6,0, 8—7, t ist kein Konfigu-

rationspunkt.

Fiir den Punkt T der Geraden 8 — 7— T kann man nur die Werte 2, 4 einsetzen. Aus
den Relationen 89P—706—TI1I1. P98—Q17—1t0T und der Tatsache, dass t kein
Konfigurationspunkt ist, folgt die Beziehung T : 0. Deswegen ist offensichtlich T = 2
(siche 4—0— Q). So haben wir 8§—7—2, 112 und 2 : 0 erhalten und weiter sehen wir
aus der Beziehung 581 —091— PP2, dass auch 2 : 1, 0, P ist. Fiir den Punkt Y auf der
Geraden 2—4— Y ergibt sich 782—00Q4—63Y, d. h. Y kann nur 5, 9 sein.

Wire Y = 9, dann stosse 6Q2—901—341 an 3—4, 1 :3. Es ist also 2—4—5 und
3—5—6 ist die letzte Gerade, welche noch durch den Punkt 5 gehen kann. Leicht
sehen wir, dass 4—7—9, 2—3—9, 3—4— P die drei iibriggebliebenen Konfigurations-
geraden sein miissen. In diesem Falle ist aber der Punkt 2 — der von den Punkten
1, 0, P getrennt ist — vom Type B'.

Es verbleibt noch iiber die letzte Moglichkeit

(Po), ~ d.h. Q:P,50
zu sprechen.

Man bezeichnet 2— Q—6, 3— Q —8, 4— Q —9 als die letzten drei druch den Punkt Q
gehenden Konfigurationsgeraden. Wire 8 mit 6 verbunden, dann konnte auf dieser
Geraden nur der Punkt 4 liegen und wegen der Relation 158 — 706 — QP3 wiirde man
zu einen Widerspruch mit Q —8—3 kommen. Es muss also 8 : 6 sein.

Infolge der Beziehung 346 —89P — QQ1 und der Geraden Q —/—7 kann auch nicht
Z = 6 sein und die letzte durch den Punkt 6 gehende Gerade muss also eine Gerade
6—T—t sein, wobei T= 3,4 und t = 5,9 ist. Den Fall T = 4 (und daraus ¢ = 5,
siche 4—9 — Q) kann man sofort ausschliessen, was wir sogleich begreifen, wenn wir
uns iiber 645—Q38—2Z1 und 21, 1—Z klar werden. Folglich 6—3—t, wobei
t=235,9 ist. , :

Im Falle t = 9, d. h. 6—3—9 muss 5 : Q, 9,6 und gleichzeitig 5—7—S sein, wobei
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S = 2, 4 ist. Der Relation 581 —7Q1— S3] halber sehen wir, dass unter der Voraus-
setzung S = 2,4 auch 1 = X, Z wire, was begreiflich nicht mdglich ist, da der
Punkt / mit beiden Punkten X und Z verbunden sein muss.

Es ist also t = 5, d. h. 6—3—5. Wenn wir erwigen, dass die Punkte 5, 7, 9 eine
fremde Gerade bilden (sieche 61P—3Q8—579), folgen daraus die Separierungen
5:7,9,Q;9:5,6, 7. Die letzten zwei Konfigurationsgeraden, die durch die Punkte 5
und 9 gehen, miissen deswegen die Geraden 2—3—9, 2—4—5 sein und dann wider-
sprechen die Beziehungen 579—-8Q3—112, 112—876—9QQ der Geraden 9—Q—4.

Damit haben wir bewiesen, dass

(T,) der Punkt Q mindestens mit einem der Punkten 5, P verbunden ist .

Man setzt voraus (fiir einen Augenblick), dass Q mit beiden Punkten 5 und P
verbunden ist. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann man auf die Gerade 5— Q
den Punkt 2 und analogisch auf P— Q den Punkt 3 legen.

Aus den Beziehungen 5P0— Q71—266, 05P—71Q—683 folgt, dass 6 : 2 ist, weil
schon der Punkt 6 mit dem Punkte 3 (so wie mit dem Punkte 4) verbunden sein muss,
und man bekommt die Konfigurationsgerade 6 —8—3. Durch den Punkt 9 miissen
vier Geraden gehen und deswegen kann nicht 2—4 —9 sein. Der Separierung 2 : 1, P, 6
nach sehen wir, dass 2—9 ist, dass aber nicht 2—3—9 sein kann (anderenfalls wider-
spricht die Relation 239 —581— Q60 der Geraden 7—6—0). Daraus folgt, dass auf
der Geraden 2—9 nur der Punkt 7 liegen kann, d. h. dass 2—9—7 ist.

In diesem Falle aber wiirde die Gerade 2— Q—5 der Beziehung 760 — 982 — 235
widersprechen und daraus ist ersichtlich, dass

(Ty) gleichzeitig nicht 5— Q und P— Q entstehen kann .

Im Falle P— Q ergeben sich fiir den Punkt 7 zwei Moglichkeiten, oder besser gesagt
wir werden jetzt unterscheiden, ob dieser Punkt konfigurationell oder nichtkonfigu-
rationell ist.

(P;)  Vor allem setzen wir voraus, dass 7 nicht ein Konﬁgurationspunkt ist (be-
greiflich stets unter der Bedingung P— Q).

Der Anfiihrung T, nach muss schon Q : 5 sein und auf der Geraden P— Q kann
man den Punkt 2 wéhlen, d. h. 2— Q—P. Aus den Beziechungen 16P—17Q—102,
16P—109—178, P50— Q17— 286 sehen wir sofort, dass 7 : 8 und 2 : 0, 1 ist. Folglich
kann 286 nicht eine fremde Gerade sein. Also 2—8—6. Diese Teilergebnisse fassen
wir der besseren Ubersicht halber zusammen:

() 2-Q-P, 2-8-6,2:0,1, 7:8,P, Q:5.

Der Punkt 7 muss noch von einem der Punkte 2, 5, 9 separiert sein. Es sind also
folgende Moglichkeiten zu erwégen:

L) 7:8,P,r(r=9,52).
(L), d.h. 7:8P,9.
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Die beiden iibrigen Geraden, welche durch den Punkt 7 gehen, kann man als
7—3-5, 2—4—7 bezeichnen und aus P50— Q71— 239 folgt die weitere Konfigura-
tionsgerade 2—3—9. Dann ist 4—5—t (¢ = 6, 9) die letzte durch den Punkt 5 gehende
Konfigurationsgerade. Deswegen ergibt sich aus 427—581—16Q noch 6 : Q.

Wire t = 9, dann kann der Punkt 6 noch auf der Geraden.3—4 liegen und die
Gerade 4— Q —0 ergibt sich aus 375—61P—4Q0. In diesem Falle wire der Punkt 0
(0:2, 3,8) vom Type B'.

Auch in dem zweiten Falle, d. h. t = 6 und folglich 4—5—6, 66Q kommt man zu
einem Widerspruch, weil 4— Q—9 die letzte durch den Punkt 9 gehende Gerade ist
und die daraus hervorgehende Beziehung 274—66Q—809 der Geraden 8—P—9
widerspricht;

I, = dh. 7:8,P,5.

Durch den Punkt 7 kann man noch die Geraden 7—9—3, 2—4—7 legen und
2—3—35 ergibt sich aus P98— Q71— 235. Analogisch wie oben ist 4—5—t(t = 6, 9)
die letzte Gerade, die noch durch den Punkt 5 gehen kann. Daraus folgt die Beziehung
427 —581—16Q und Separierung 6 : Q.

Im Falle t = 6, d. h. 4—5—6, 66Q muss wieder 4= Q —9 sein, was aber die Bezie-
hung 274 — 66 Q — 089 impliziert, welche der Geraden 8 —9 — P widerspricht.

Es muss also t = 9,d. h. 4—5—9 und 96Q sein. Dann ist 3—4—6 die letzte durch
den Punkt 6 gehende Gerade und die weitere Konfigurationsgerade 4 — Q — 8 bekommt
man leicht aus 379—61P—4Q8. Daraus ergibt sich die sechzehnte Gerade 3—Q—0
und der Punkt 8 (8 : 3, 7, 0) ist vom Type B'.

Bei der letzten Moglichkeit

(I,), d.h. 7:8 P,2

kann man 3—7—5 und 4—7—9 als zwei Geraden, die sich im Punkte 7 schneiden,
wihlen und aus P50—Q71-239, P98—Q71—245 folgen die Geraden 2-3-9,
2—4-5.
Im Falle 3—4—6 wire 5(5 : Q, 6, 9) vom Type A, im Falle 3—4—0 wiire 0(0 : 2,
8, Q) vom Type B! und in dem letzten Falle 3—4—8 wiire 8(8 : 7, 0, Q) vom Type B
Damit haben wir bewiesen, dass

(T;) unter der Voraussetzung P— Q, der Punkt 7 ein Konfigurationspunkt sein muss .

Den Anfiihrungen T,, T; nach kann man weiter voraussetzen, dass Q : 5 ist, und
auf der Geraden P— Q den Punkt 2 wihlen. Es ist also 2— Q—P. Folglich P50—
—Q17—286, 6P1—091—787 und wegen des Widerspruches 787 mit 7Q1 bzw. 682
kann sich nicht 7 = 1 bzw. ] = 2 ergeben. Begreiflich wihlen wir T = 3, d. h. 113, 378.

Wiire 378 eine fremde Gerade, dann 3:7,8, 1, P. Deswegen ist 3—7—8 eine
Konfigurationsgerade und 2:1,6,8; 8:2,6,0. Dann kann durch den Punkt &
noch die Gerade 4—8— Q gehen und mit Riicksicht auf 6 : 2 ist der Punkt 6 schon
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mit beiden Punkten 3 und 4 verbunden, aber inzidiert nicht mit der Geraden 3—4.
3—6—Q ist also eine der Geraden, die durch den Punkt 6 gehen.

Erwigt man die Giiltigkeit der Beziehung 230—P61—QQ9, 3Q6—4Q8—Z292,
2:1,6,8, dann kann man auf der Konfigurationsgeraden Z—9—2 fiir Z nur 5
einsetzten, d. h. 2—9—-5, 3—4-5.

In diesem Augenblick wire aber der Punkt 4 (der von den Punkten I, P, 0 getrennt
ist) vom Type B'.

Den obenangefiihrten Resultaten nach sahen wir, dass

(Ta) P : Q und gleichzeitig Q —5 sein muss .

Auf die Gerade Q—35 legt man den Punkt 2, also 2—Q—35, und 5P0— Q71—266
impliziert die Separierung 2 : 6, /. Im Falle 8—6 wire T = 2, 3, 4 der dritte Schnitt-
punkt dieser Geraden mit der Kubik und man wiirde zu einem Widerspruch der
Relation 851 — 607 — TPQ mit den Grundbedingungen T— Q, Q : P kommen. Daraus
folgt die Separierung 6 : 8, 2 und der besseren Ubersicht halber fithren wir folgender-
massen die drei iibrigen Moglichkeiten an:

(P,) 2—Q-5, 266, 2:6,1, P:Q, 6:8,2,r (wobei r=0Q,9,5 ist).
Bei der Méglichkeit

(Po), dh 6:820

kann man 3—6—35, 4—6—9 als die letzten zwei Geraden wihlen, die mit dem Punkte 6
inzidieren. Miihelos begreifen wir, dass mit dem Punkte 7 noch die Geraden 2—7—
-t(t=8,9, P) und 3—4—7 inzidieren. Mit Riicksicht auf die Beziehung 347—
—662—59t, kann nur t = 9 sein, d. h. 2—7—9, 995, und die Relation 995—076 — 123
widerspricht den Bedingungen 1 : 2, 2—3.

(Py), d.h 6:829.

Analogisch wihlt man 3—Q—6, 4—5—6 als die letzten zwei Geraden, die durch
den Punkt 6 gehen. Wire 9— Q, dann inzidiert diese Gerade mit dem Punkte 4 und
8P9—564—11Q schliesst I—7—Q aus. Esist also 9 : Q, d. h. zusammen 9 : 6, Q, 5,
und auf der Geraden 9—4 liegt noch der Punkt 2 (siche 3Q6 —456—Z222, 9—2),d. h.
2—4-9 ist die vorletzte und 9—3—7 die letzte Konfigurationsgerade, die durch den
Punkt 9 geht.

Im Falle 4— Q —0 widerspricht Z— I der Beziehung 389 —4Q0—Z11.

Im Falle 4— Q —8 widerspricht 98P —70Q1 — 346 der Beziehung 3—Q —6.

Daraus aber ergibt sich Q : 0, 8, 9 und noch Q : P, was begreiflich unzulissig ist.

Bei der letzten Moglichkeit:

(Ps) d.h 6:825
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wihlen wir 3—Q—6, 4—6—9 als die letzten Geraden, die mit dem Punkte 6 inzidie-
ren, und da durch den Punkt 7 vier Konfigurationsgeraden gehen miissen, muss
gleichzeitig 2— 7, 3—7, aber nicht 2—3—7 sein. Auf keiner dieser Geraden kann der
Punkt 8 liegen (siche 2—7—8 und der Widerspruch /—Q—7 mit P98—662— 47,
bzw. im Falle 3—7—8 die Gerade /—X und die Beziehung 378—2Q5—X11). Es
muss notwendig 7 : 8 sein und ausserdem sehen wir, dass 4— Q —8, 2— 3—8 die iibrigen
durch 8 gehenden Konfigurationsgeraden sind. Dann widerspricht aber die Relation
P98 —662—143 den gut bekannten Beziehungen 7 : 4, 4—3.

Die Ergebnisse dieses Kapitels kann man mit Hilfe des folgenden Nebensatzes
zusammenfassen:

Lemma 4. Besteht eine Konfiguration mit B>- (aber nicht mit A-, B'-, B*-, B*.)
Punkten, die mit einer irreduziblen Kurve dritter Ordnung inzidiert, dann kann
man das Schema dieser Konfiguration folgendermassen ausdriicken:

1 2 3 4 0-5-P
S, 0OP57 0034 9Q4 5Q 0-6-7
Q689 8679 SP8& 67 P-8-9

5. KAPITEL

In der im Literaturverzeichniss angefiihrten Arbeit [13] hat J. Metelka bewiesen,
dass in den Konfigurationen mit A-Punkten keine D-Punkte vorkommen konnen.
Diese D-Punkte ergeben sich auch nicht in den obenangefiihrten Schemen S, und S,.
Die einzige Konfiguration mit den D-Punkten, in welcher gleichzeitig keine B-Punkte
vorkommen, ist vom Type D,C,E,. Das Totalschema

9 0 0 P i

1237 1234 346 245 20
4568 6785 587 876 3P

dieser Konfiguration kann man mit den Punkten und Geraden in der Projektions-
ebene iiber dem Kérper der komplexen Zahlen realisieren, wie ich iibrigens in meiner
Arbeit (16) schon friiher bewiesen habe.

Aus der Beziehung /94 — 350 — 228 ersehen wir fast augenblicklich den Widerspruch
mit der Geraden P—2—8. Daraus ist ersichtlich, dass die Konfigurationspunkte nicht
auf einer irreduziblen Kurve dritter Ordnung liegen.

Man kann also den folgenden Hilfsatz dieses kurzen Kapitels aussprechen:

Lemma 5. Mit einer irreduziblen Kubik kann keine Konfiguration mit D-Punkten
inzidieren. :
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6. KAPITEL

In diesem Kapitel suchen wir die Schemen von Konfigurationen, welche nur E-
und C-Punkte enthalten, unter der Voraussetzung der Existenz mindestens eines
E'-Punktes.

Es sei I ein E'-Punkt, der von den Punkten 2, 3, 4 getrennt ist. Dann bilden
bekanntlich (siche die Definition der E'-Punkte) die Punkte 2, 3, 4 eine Konfigura-
tionsgerade und ausserdem existieren zwei weitere Geraden, welche mit den vier
Punkten 1, 2, 3, 4 nicht inzidieren. Diese Geraden kann man als 5—6—-7, 5—8-9
bezeichnen, da sie einen gemeinsamen Konfigurationspunkt haben.

Das Teilschema von sechzehn Konfigurationsgeraden kann man deswegen folgen-
dermassen ausdriicken:

1 2 3 4

(1)

5 1:2,3,4

o N W

-
—6=
—8—

L N

Wir beziechnen weiter die drei iibrigen Konfigurationspunkte als 0, P, Q.

Der Punkt / muss mit dem Punkte 5 verbunden sein und auf der Geraden /-5
kann nur ein einziger der Punkte 0, P, Q liegen.

Wihlt man

() 1-5-0,

was zulédssig ist, dann inzidiert die letzte durch den Punkt 5 gehende Konfigurations-
gerade mit einem Punkte der Menge 2, 3, 4 und auf dieser Geraden muss der Punkt 0
oder P liegen. Begreiflich kann man diese Gerade als

) 2-5-P

annehmen und dann ergibt sich 5 : 3, 4, 0.

Wenn wir uns iiber die Verbindung 0 mit den Punkten 3, 4 klar werden und wenn
wir gleichzeitig erwigen, dass der Punkt 0 nicht auf der Geraden 3—4 liegen kann,
dann sehen wir, dass 5 vom Typ B ist.

Man kann also den folgenden Hilfsatz aussprechen:

Lemma 6. Es existieren keine Konfigurationen vom Typ E,C,,_,, die mindestens
einen E'-Punkt enthalten.

7. KAPITEL
In diesem Kapitel suchen wir die Totalschemen vom Typ E?C,,_; unter der

Voraussetzung der Existenz wenigstens eines EZ-Punktes.
Zum Unterschied von den vorhergehenden Kapiteln wird man jetzt nicht aus-
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driicklich voraussetzen, dass die Konfigurationspunkte mit einer irreduziblen Kubik
inzidieren.

Anfangs ist es zweckmdéssig die Konfigurationspunkte nicht mit Zahlen, sondern
mit Buchstabén zu bezeichen.

Es sei Z ein E2-Punkt, der von den Punkten P,, P,, P; separiert ist. Nach der
Definition ergibt sich vorerst P; —P,— P, und es existieren genau zwei Konfigura-
tionsgeraden, die nicht mit den Punkten P, P,, P, Z inzidieren und auf welchen
sechs verschiedene Konfigurationspunkte liegen. Diese Geraden werden wir weiter-
hin kurz als g, r bezeichnen und auf die Gerade g (bzw. r) werden wir die Punkte
01, @1, Q3 (bzw. Ry, Ry, R,) legen. Die iibrigenen zwei Konfigurationspunkte
mogen U,, U, sein.

So haben wir zwolf Konfigurationspunkte in fiinf disjunkte Mengen geteilt:

(1) "z= (2); p=(P), g=(0); F=(R); a=(U;), wobei i=123;
:  j=1,2ist.

Es sei weiter § die Vereinigung § 4 7.

Analogisch kann man auch die sechzehn Konfigurationsgeraden in drei disjunkte
Menge teilen. In die Menge i, legen wir die Geraden p= P,—P,—P;, q =
= Q,—Q,—0Q; und r = R; —R,—R;. Vier Geraden, die durch den Punkt Z gehen,
reihen wir in die Menge m, ein und die neun iibrigen Geraden gehdren zur Menge ;.

Der besseren Ubersicht halber kann man symbolisch das Teilschema folgender-
massen anfiihren:

p=P,—P,—P, VA P, P, P,
(2) r =R,—R,—R,
q=0,—-0,—-0;
m, m, s

Der Punkt Z ist nur von den Punkten der Menge p getrennt, so dass ein beliebiger
Punkt S; (aus der Menge §) schon mit dem Punkte Z verbunden sein muss. Eine
der Geraden, die durch den Punkt S; geht, geh6rt zur Menge m,, die zweite zur
Menge 7, (siche 2) und deswegen miissen die zwei iibrigen Geraden zur Menge s
gehoren. Daraus ist ersichtlich, dass der Punkt S; genau mit zwei Punkten aus der
Menge p verbunden ist und von dem dritten Punkte dieser Menge getrennt sein muss.

Man kann also behaupten, dass P, : S,, S3,Z; P,:S,,Ss,Z; P5:8;,S,, Z ist.

Uberpriifen wir vorerst, dass die Punkte S;, S; welche von dem Punkte P; getrennt
sind — also P, : S, S;, Z — auf keiner der Geraden g (resp. r) liegen kénnen. Ande-
renfalls wiirden diese zwei Punkte S;, S; gleichzeitig mit Z verbunden sein, d. h.
S;—Z, §;—Z und ausserdem S§;—S;—S,. In diesem Falle wire der Punkt P; (im
Widerspruch zur Voraussetzung ) vom Typ B.-Wir sehen also, dass sich

(3) .y P;:Qu R, Z
fiir alle i = 1, 2, 3 ergibt.
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Weiter wird man beweisen, dass
(Tl) kein Punkt der Menge 5 von beiden Punkten der Menge & getrennt sein kann.

Den Beweis dieser Behauptung bekommt man mit Hilfe des Widerspruches. |

Man setzt voraus, dass wenigstens ein Punkt der Menge § (z. B. der Punkt Q,) von
beiden Punkten der Menge # getrennt ist, also Q, : U, U,, P,. Dann kann begreiflich
der Punkt P, nicht ein C-Punkt sein (dem Ergebnisse 3 nach) und er muss vom Typ E
sein. D. h. Q; — R, —Z ist eine Konfigurationsgerade und in diesem Falle stellen wir
schon leicht die dritten Punkte auf den Geraden Q, — P,, Q, — P; fest. Man bekommt
also die Beziehungen:

(a) Q,:P,Uy,Up; Qi—R—Z; Q;—P,—R;; Q—P3—R,;.

P, ist ein E-Punkt. Deswegen existieren genau zwei Konfigurationsgeraden, die
mit keinem der Punkte P,, Q,, R,, Z inzidieren. Sofort ersehen wir, dass keine von
diesen Geraden zu den Mengen m, und m, geh6ren kann, und deswegen miissen
beide Geraden zur Menge 1, gehdren. Man kann also behaupten, dass

(b) 02§P2—X2-“Y2, Ust Ps—X3—Y3

ist, da diese Geraden nicht mit dem Punkte P, inzidieren konnen.

Auf den Geraden v,, v; liegt auch keiner der Punkte Q,, R, und gemiss dem
Ergebnisse (3) erhalten wir nur folgende zwei Maglichkeiten: X,, Y, = Q3, U,, U, ;
X5, Y, =Q,,U,, U,.

Unter Hinweis auf die Bedingung, dass P; ein E-Punkt ist, muss er sogar vom
Typ E? sein. Die Geraden v,, v; konnen sich also nicht im Konfigurationspunkte
schneiden und daraus (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) folgt:

(C) v, =P,—Q3;-U,, v;=P;—-0,—

Man wird jetzt die durch den Punkt R, gehenden Geraden niher untersuchen.
Wir kennen schon zwei von diesen Geraden (der Anfiihrung (a) und dem Ergebnisse
(2) nach). Die zwei iibriggebliebenen Geraden (die durch den Punkt R, gehen) miissen
also R;—P,—U, und R,—P;—U, sein (siche die Anfiihrung 2) Folglich R, : P,,
Q,, Q; und der Punkt R, ist vom Typ B.

Damit ist die Behauptung T, véllig bewiesen.

Weiter kann man behaupten, dass
(T2) alle Punkte der Menge p vom Type C sind.

Fiir den Beweis setzen wir selbstverstindlich das Gegenteil voraus, ndmlich dass
Wwenigstens ein Punkt der Menge p (z. B. P;) ein E-Punkt ist. Wegen des vorangefiihrten
Ergebnisses ist der Punkt P, von dem Punkte Q, getrennt und der Punkt Q, kann
deswegen nur von zwei Punkten der Menge (U,, U,, R,, R,) separiert sein.
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Die Separierung Q, : Py, U, U, widerspricht der Behauptung T, und im Falle
0, : Ry, R, P, wiire der Punkt Q, vom Type B. Es muss also Q, : P, U;, R; sein
und man kann begreiflich voraussetzen, dass

-

(d) ' QL . Pl’ Ul’ Rz

ist. Ausserdem wissen wir schon, dass sich Q, — R, —Z ergibt.

Aus den Ergebnissen (2), (3) und der Anfiihrung (d) folgt, dass auf der Geraden
Q, — P, der Punkt U, liegt, und folglich kann mit der Geraden P;— R, nur ein ein-
ziger Punkt aus der Gruppe U,, @, inzidieren.

Beide diese Moglichkeiten sind ausgeschlossen, weil im Falle P;—R,—U, (resp.
P3—R,—U,) der Punkt Q, (resp. P,) vom Type B wire.

Damit ist auch die Behauptung T, vollig bewiesen.

Weil alle Punkte der Menge p vom Typ C sind, kann man das Teilergebnis (3)
folgendermassen vervollstidndigen:

(4) Esist P; : Q;, R;, Z; Q; : R, fiir alle Werte i = 1,2, 3
giiltig.
Weiter behaupte ich, dass
(Ts) U,~-U,
ist.

Zum Beweis dieser Behauptung setzen wir voraus, dass im Gegenteil U, : U,,
d. h. Uy : Uy, S;, S; ist (denn beide Punkte der Menge # miissen schon mit dem
Punkte Z und mit allen Punkten der Menge p verbunden sein). Unter der Voraus-
setzung S, : U, wire S; : U,, U, im Widerspruch mit der Behauptung T,. Es muss
also S;— U, und analogisch S;—U, sein.

Die Punkte U,, S;, S; liegen auf keiner Konfigurationsgeraden, weil eine solche
Gerade nicht in den Mengen i,, fi,, M, vorkommt. (Ausserdem gemiss der Ver-
bindung S;—U, kdnnen diese Punkte nich einmal auf einer fremden Geraden lie-
gen). Der Punkt U, ist also vom Type C und folglich S; : S, so dass U, : U, Q;, R;
Q;: R, ist.

Dem Ergebnis (4) nach sehen wir, dass Q; : P;, R;, U,, R, und folglich R, = R,
ist, was zu den folgenden Beziehungen fiihrt:

(e) U, : U,, O, R; und analogisch U, : Uy, Q;, R;,

wobei begreiflich die Punkte Q,, Q;, R;, R, untereinander verschieden sind.

Wir beachten jetzt niiher den dritten Punkt (Q,) aus der Menge g, den wir bis jetzt
noch nicht in Erwiigung gezogen haben. Vor allem ist dieser Punkt mit allen Punkten
den Mengen §, i, Z verbunden und im Sinne der Anfiihrung (4) von einem der
Punkte (P,) aus der Menge p getrennt.
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Es ergeben sich also folgende zwei Méglichkeiten:
entweder Qy : Py, Ry, R;, oder Q,:Py, R, R;.

Das ist aber unzuldssig, da (wegen der Beziehung R; : Uy, Q;, P;; R; : U,, Q;, P))
der Punkt Q, mit beiderr Punkten R;, R; verbunden sein muss.

Damit ist T, bewiesen.

Fiir die Punkte der Menge # kommen also nur die Separierungen U, : S;, S,, S;;
U, :8S,, S5, Sg in Betracht. In diesen Beziehungen sind begreiflich auch verschiedene
Punkte der Menge § mit verschiedenen Indexen bezeichnet (da jeder Punkt der Menge §
héchstens von einem Punkte aus der Menge # getrennt sein kann). Es ergeben sich
also folgende zwei Moglichkeiten:

Entweder liegen die Punkte Sy, S,, S5 (und dann auch S,, S, SG) auf einer Ge-
raden q (resp. r) oder liegen diese Punkte auf verschiedenen Geraden. Diese zwei
Maoglichkeiten kann man kurz so bezeichnen:

() entweder U, :Q;, Q;, R, oder
(g) Ui:0Qy 02, Q5.

Wir werden uns zuerst mit der Moglichkeit (f) beschaftigen. Weil Q;—Q;—R, zu
keiner der Mengen m,, m,, m; gehort und Q; mit Q; verbunden ist, muss U; vom
Typ C sein und es ist entweder Q; : R,, oder Q; : R,. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit kann man voraussetzen, dass Q; : R, ist. Wegen Ergebnisse (4) und (f) muss
also Q; : Ry, U;, P;, R;, d. h. Ry = R; sein. Daraus folgt U; : Q;, Q;, R; und U; : R;,
R, Q.. In diesem Falle ergibt sich aber Q; : U,, P;, R;; R; : U;, P;, d. h. der Punkt Q,
ist vom Typ D. ‘

Damit ist der Fall (f) ausgeschlossen und es verbleibt nur der Fall (g). Diesen Fall
fithren wir folgendermassen an:

(5) Uj Q1,022,035 Uy:Ry, Ry R;.

In diesem Stadium ist es vorteilhaft, die bisher mit Buchstaben bezeichneten Kon-
figurationspunkte mit Ziffern zu bezeichnen, zusitzlich mit P und Q:

Py P, P;U, U; Q1 Q2 Q3 Ry R, Ry 2
1 234508679 P Q.

Aus den Ergebnissen (), () und (5) bekommt man einfach:

(6) 1:7,0,0;2:8,9,Q;3:6,P,Q; 4:6,8,0,5:7,9,P;6:3,4,P;
7:1,5,0,8:2,4,9,9:2,5,8,0:1,4,7; P:3,5,6; Q:1,2,3; 1-2-3;
6—8-0; 7—9—P.

Daraus ist ersichtlich, dass nur die Punkte 4, 5, Q vom Typ E? sind. Die iibrigen
Konfigurationspunkte sind schon vom Typ C.
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Das Teilschema (6) dndert sich nicht bei Beniitzung folgender Permutationen:

(7) py = (45),(89), (6P), (70); p, = (23),(68), (9P);
. ps = (12), (78). (90). (45), (6P) .

Dazu bemerke ich, dass noch weitere Permutationen existieren, aber die drei
obenangefiihrten werden uns fiir unsere Aufgabe reichlich geniigen.

Die Konfigurationspunkte 4, 5 sind verbunden und der dritte Punkt dieser Gera-
den muss ein einziger bestimmter Punkt der Menge 1, 2, 3, Q sein (weil 4—35 eine
Gerade der Menge 1, und i, ist).

Bei Beniitzung der Permutation p, sehen wir, dass die Mdglichkeiten 4—5—2,
4—5—3 dquivalent sind, und zum gleichen Ergebnis gelangen wir, wenn wir fiir die
Maoglichkeiten 4—5— 1, 4 —5—2 die Permutation p; beniitzen. Daraus ist ersichtlich,
dass es hinreicht, wenn fiir die Geraden 4—5 nur folgende zwei Moglichkeiten in
Betracht genommen werden:

(8) M, =4-5-Q; M,=4-5-2.

Beschéftigen wir uns vorerst mit der Moglichkeit M,, dann sehen wir, dass durch
den Punkt Q entweder

0 oder Q Geraden gehen konnen.

4680 4680
S7P9 597P

Unter Hinweis auf die Permutation p, sind diese zwei Mdoglichkeit dquivalent und
man kann nur dier erste Moglichkeit erwédgen. Die iibrigen Konfigurationsgeraden
finden wir schon verhéltnismassig leicht und bekommen so das Totalschema:

©) 0 1 2 3
4680 2684 604 804 6-8-0
57P9 395P 5P7 759 7-9-P.

In diesem Kapitel bleibt noch die Méglichkeit M, aus der Anfiihrung (8) zu
erwigen. Hier stellen wir augenblicklich alle durch den Punkt 2 gehende Konfigura-
tionsgeraden fest. Es sind die Geraden:

(10) . 2-3-1,2-4-5,2-6-7, 2—0—-P.
Fiir die Geraden, die durch den Punkt / gehen, haben wir bisher zwei Moglich-
keiten:
1 1
2684 268 4
395P 35P9.
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Diese Méglichkeiten sind #dquivalent (siche die Permutation p,) und ‘man kann
also nur die erste Mdoglichkeit fiir weitere Erwdgungen beniitzen. Die iibriggebliebe-
nen Konfigurationsgeraden finden wir schon ohne viel Miihe und bekommen so das
weitere Totalschema:

(11) 0 1 2 3

6804 2684 460 804 6—8—
S5P97 395P 57P 759 7=9=

0
P.

Mit Riicksicht auf das Resultat (6) sehen wir, dass die Konfigurationspunkte 2, 6, 7
vom Typ C? und 4, 5, Q vom Typ E? sind. Die iibrigen Punkte sind vom Type C!,
so dass das ganze Schema (11) vom Type E3C¢C3 ist.

Analogisch finden wir den Typ E3C3 des Schemas (9).

Unter den gegebenen Verhiltnissen konnen diese zwei Schemen nicht dquivalent

sein. Die Ergebnisse dieses Kapitels kann man also in dem folgenden Hilfsatz zu-
sammenfassen:

Lemma 7. Es existieren nur die zwei folgenden, nicht dquivalenten Schemen, in
denen nur E*- und C-Punkte vorkommen:

S34 Q 1 2 3

4680 2684 60 4 804 6—-8—
xyP9 395P x Py 759 7—-9—

0, wobei
P x,y=357ist.

Im Falle x = 5 handelt es sich um den Typ E3C3 und im anderen Falle um den
Typ E3C5C3.

Bemerkung. In dem letzten Kapitel werden wir auch beweisen, dass diese zwei
Schemen wirklich realisierbar sind und dass die Konfigurationspunkte auf einer
Kurve dritter Ordnung liegen.

8. KAPITEL

In diesem Kapitel suchen wir die Schemen von Type C,,, wobei die Existens
mindestens eines C2-Punktes vorausgesetzt wird.

Es sei 1 ein C2-Punkt, der von den Punkten 2, 3, 4 getrennt ist, und weiter ergebe
sich auch 3 : 4. Wir wissen schon, dass genau zwei Konfigurationsgeraden existieren,
die sich nicht in dem Konfigurationspunkte schneiden und gleichzeitig mit keinem
Punkte der Gruppe 1, 2, 3, 4 inzidieren. Als diese zwei Geraden kann man 5—6—7,

8—9—0 wihlen und die zwei iibrigen Konfigurationspunkte kann man als P, Q
bezeichnen.
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Diese Teilergebnisse fassen wir zusammen und fiihren die zwei moglichen Alterna-
tiven fiir die Geraden, die durch den Punkt 7 gehen, an:

M, I-5-8,1-6-9,1-7-0,1-P-Q,5—-6—-7,8-9—-0,2-3, 2—4,
3:4;1:2,3,4.

M, 1-5-81-6-9,1-7-Q,1-P—-0,5—6—7,8—9—0,2-3,2—4,
- 3:4;1:2,3,4.

Ich empfehle dem Leser sich zu iiberzeugen, dass alle iibrigen Moglichkeiten fiir
die Geraden, die durch den Punkt 7 gehen kbnnen, mit den Mdoglichkeiten M,
oder M, dquivalent sind.

Wir konzentrieren uns jetzt auf die Moglichkeit M,, Durch den Punkt P (bzw. Q)
miissen vier Konfigurationsgeraden gehen und deswegen ist dieser Punkt mit den
Punkten 1, 2, 3, 4 verbunden, aber er kann nicht auf den Geraden 2—3, 2—4 liegen.
Man kann also das Teilschema fiir diese Moglichkeit folgendermassen anfiihren:

(M,) 1 2 3 4

567P PQ .PQ .PQ 8-9-0,5-6-7,2-3 2-4.
8900 «xy AN

Der Punkt 2 ist von dem Punkte / getrennt und wir sehen, dass er noch von den
zwei Punkten aus der Menge (5, 6,7,8,9, 0) separiert sein muss. Begreiflich kann
man voraussetzen, dass 2: 0, d. h. 2: 1, 0 ist.

In dem Falle 2 : 7 wire der Punkt 2 vom Typ E. In den Fillen 2 : 8 oder 2 : 9 wire

-er vom Typ B. Deswegen muss entweder 2 : 5, oder 2 : 6 sein. Mit Riicksicht auf die
zuldssige Permutation (56), (89), kann man 2 : 6 wihlen, der Punkt 2 ist also von den
Punkten 1, 0, 6 getrennt. Ausserdem muss 0 : 6 sein, weil der Punkt 2 vom Typ C ist.

Fiir die zwei Punkte x, y auf den Geraden 2— P, 2— Q ergeben sich — den zuléssi-
gen Permutation (79), (60), (58) nach — nur die Méglichkeiten 79, 59, 58, 57. Weil
auch (PQ) eine zuldssige Permutation ist, kann man fiir die erste Ziffer (aus diesen

_ Paaren) x und fiir die zweite y annehmen.
Diese Moglichkeiten fassen wir mit den bisherigen Ergebnissen kurz zusammen:

(1) 2:1,0,6; 0:6; xy = 79,59,57,58.
Im Falle \
' .x=7y=9, d.h. 2—-P-7,2-0-9

konnen auf den Geraden 2— 3, 2—4 nur die Punkte 3, 8 liegen. Der Permutation (34)
nach kann man 2—-3-5, 2—4—8 wihlen und somit folgt aus 2P7—815—4Q6,
248—961—QQ5, dass 4—Q—6und Q : 5ist.

Im Falle, dass der Punkt P mit dem Punkte 6 verbunden ist, kann auf dieser Gera-
den nur der Punkt 3 liegen und wir haben einen Widerspruch der Relation 235—
— QP1-968 mit der Geraden 9—6—1. Es muss also 6 : P sein, d. h. 6 : 0, 2, P.
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Dann ist 3—6—8 die letzte Gerade, die noch durch den Punkt 6 gehen kann, und
daraus folgt, die Separierung 8 :7, P, Q. Weil sich P—Q und P—7 ergibt, muss
schon 7 : Q sein (8 ist ein C-Punkt), d.h. Q:5,7,8, so dass die letzte durch den
Punkt Q gehende Gerade die Gerade Q —3—0 ist.

Dann aber widerspricht 2P7—3Q0—511 der Geraden 5—1—8 und wir kdnnen
uns dem weiteren Falle zuwenden.

x=5y=9, dh 2-P-5 2-0Q0-9.

Auf den Geraden 2— 3, 2—4 kénnen nur die Punkte 7, 8 liegen und der Permutation
(34) nach kann man diese Geraden als 2—3—7, 2—4—8 bezeichnen. Die weitere
Konfigurationsgerade 3—8—P bekommt man aus der Beziehung 29Q — 701 —38P.
Dann ergibt sich 8:6,7, Q und 6 : 2,0, 8, so dass die letzten durch den Punkt 6
gehenden Geraden die Geraden 3— Q —6, 4— P —6 sein konnen. Jetzt aber kommen
wir schon zum Widerspruch der Geraden 7— I —0 mit der Beziechung 2P5—3Q6 —717.

Im vorletzten Falle

x=5y=7, dh 2-P-5 2-Q-7

bekommt man augenblicklich einen Widerspruch der Beziehung PQI—576—229
mit der Separierung 2: 1,0, 6 (wo schon die Punkte 2 und 9 verbunden sein miissen).
Es bleibt also noch der letzten Fall '

x=5y=8, dh 2-P-5 2-0-8

zu 16sen. Mit den Geraden 2—3, 2—4 konnen nur die Punkte 7, 9 inzidieren und der
zuldssigen Permutation (34) nach kann man diese Geraden als 2—3-7, 2—4—9
bezeichnen. Man bekommt vor allem zwei weitere Konfigurationsgeraden 4—Q —7,
3—P—9 und ausserdem noch die Bedingungen 7:8,9, P; 9:5,7, Q. Weil 7 und ¢
auch C-Punkte sein miissen, ergibt sich notwendigerweise 5: Q und & : P.

Wire P—(0, dann kénnte auf dieser Geraden nur der Punkt 4 liegen und man
wiirde zu dem Widerspruch der Relation PQI —089 — 426 mit der Geraden 4—2—9
kommen. Es muss also P : 0 sein und daraus ergibt sich P :7,8,0; 0 : 2, 6, P. Der
Punkt 6 ist schon mit dem Punkte P verbunden und diese Gerade inzidiert mit dem
Punkte 4. So haben wir die Gerade 4—6—P bekommen und aus der Beziehung
249— QP1—866 sehen wir, dass auch 8 : 6, d. h. 8 : 6, 7, P ist. Die letzte durch den
Punkt 8 gehende Gerade 3—4—8 widerspricht der Beziehung 3 : 4 und damit ist die
Maéglichkeit M, véllig ausgeschopft.

Bei der zweiten Moglichkeit M, miissen analogisch die

(Tn) Punkte P, Q mit allen vier Punkten I, 2, 3, 4 verbunden sein, kénnen aber
nich auf den Geraden 2—3, 2—4 liegen.
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Das Teilschema fiir diese Mglichkeit kann man also folgendermassen ausdriicken:

(M,) 1 2 3 4
- 567 P 34.. ... ... 5-6-
89Q0 8—9—

7
0.

Man erwigt, dass sich dieses Teilschema bei der Beniitzung den angefiihrten
Permutationen nicht dndert:

(p) py = (56),(89); p. = (58),(69).(70), (PQ); ps = (34).

Wir beweisen zuerst, dass sich
(T,) X—7-0 (wobei X = 3,4) nicht ergibt .

Der Permutation (34) nach kann man nur den Fall 3—7—0 voraussetzen. Der
Punkt 3 ist von den Punkten 1, 4, t(t = 5, 6, 8, 9) getrennt und der zuldssigen Per-
mutationen p,, p, halber kann man weiter voraussetzen, dass 3 : 1, 4, 5 ist. Es folgt
daraus 3—8-X, 3—-9-Y, 3—6—Z, wobei X =6,P,Q; Y=5,P,Q; Z=8,P,Q
ist. Ausserdem folgen aus den Beziechungen 567—890—113, 113—908—6PX, 113 —
—809—5PY, 113—-576—8QZ die Separierungen 6 : P; 5: P; 8: Q.

Im Falle 5 : 0 wire der Punkt 5(5: 3, P, 0) vom Typ B. Es ist also 5—0. Wire
2—P-Q, dann wiirde die Beziehung P0I — Q7] —233 der Verbindung 2—3 wider-
sprechen. Aus diesen Ergebnissen erwidgen wir, dass der Punkt 2 nicht auf der Gera-
den 5—0 liegen kann (weil sich anderenfalls nach der Behauptung T, 2—P—Q
ergibe). Es muss also 5—0—4 sein und deswegen ist 2—5—Q die letzte durch den
Punkt 5 gehende Konfigurationsgerade. Folglich ergibt sich 5 : 3, P,9und 0 : 6, Q, 2.

Der Punkt 2 muss mit dem Punkte 7 verbunden sein, denn anderenfalls wire er
von Typ B. Es muss auch 7— P sein. (Im gegenteiligen Falle wére P : 5, 6, 7 und daraus
folgt, dass P vom Typ E ist.) Die letzte durch den Punkt 7 gehende Gerade ist also
die Gerade 2—7—P,d.h. 7:4,8,9; 4:1, 3,7 und der Punkt 7 ist vom Typ B.

Damit ist die Anfithrung T, vollig bewiesen und ich behaupte noch, dass sich
(T,) 7:0 ergibt.

Zur Beweisfiihrung geniigt die Voraussetzung, dass 7—0—_2 ist und dass wir auf
einen Widerspruch stossen. Unter diesen Bedingungen muss nach der Behauptung T,
auch 2—P—Q sein. Weil 2 : 1, a, b und der Punkt 2 vom Typ C ist, muss auch a : b
sein. Dann ergeben sich zwei Alternativen: entweder 2:1,5,9, oder 2:1,6,8.
Diese Alternativen sind dquivalent (der Permutation p, nach) und man kann voraus-
setzen, dass 2: 1, 5, 9 und daraus auch 5 : 9 ist._

Auf den Geraden 2—3, 2—4 konnen nur die Punkte 6, 8 liegen und mit Hilfe der
Permutation p, wihlen wir auf der Geraden 2— 3 den Punkt 6,d. h. 2—3-6, 2—4-8.
Aus den Relationen 890—567—112, 112—576—8Q3, 112—908—6P4 folgen die

298



Beziehungen 8—Q—3, 6—P—4,6:8,0,Q; 8:6,7, P und weiter 0: Q; 7 : P, weil
6, 8 die C-Punkte sind.

Im Falle 3— 5 — P widerspricht die Beziehung 263 — 0P —795 der Geraden 7—6—5
und einfach iiberzeugen wir uns, dass auf der Geradernt 3— P nur der Punkt 9 liegen
kann. Es ist also 3—P—9 die weitere Konfigurationsgerade und die Trennung
9:7,2,5 bekommt man aus 236 —0PI—799. Dann muss aber 4—Q—9 die letzte
durch den Punkt 9 gehende Konfigurationsgerade sein und man bekommt einen
Widerspruch der Geraden 0—9 —8 mit der Relation 248 —7Q1—095.

So haben wir die Behauptung T, bewiesen.

Weiter kann man behaupten, dass

(T,) der Punkt 7 wenigstens von einem Punkte der Menge 2, 3, 4 getrennt ist.

Begreiflich setzen wir das Gegenteil voraus. Im Falle 7 : 0, 8, 9 ist der Punkt 7 vom
Typ E. Die zulidssige Permutation p, erlaubt uns die Voraussetzung 7:0,9, P zu
erwigen. Es ist entweder 2—3—7 oder 2—4—7 eine der Geraden, die durch den
Punkt 7 gehen. Hinsichtlich der Permutation p; kann man diese Gerade als 2—3—7
bezeichnen. Dann muss durch den Punkt 7 noch die Gerade 4—7—8 gehen. Die
Separierung P : 9 folgt aus der Bedingung, dass 7 ein C-Punkt sein muss.

Fiir den Punkt t auf der Geraden 4— P —¢ ergeben sich zwei Moglichkeiten ¢ =
= 5, Q (siche 7P0—748—Qt9) und ausserdem im Falle t = 5 wire.9:Q,5,7, P.
Es ist also 4—P— Q und folglich QQ9; 9 : 7, P, Q. Auf der Geraden 2—9 kann also
nur der Punkt 4 liegen und so bekommen wir die letzten zwei Geraden 2—4-9,
3—5-9, die noch durch den Punkt 9 gehen konnen. Die weitere Konfigurationsgerade
3—P—6 ergibt sich aus 7Q1—249 —3P6.

Wire 2—0, d. h. 2—0— Q, dann wiirde die Gerade 0—8—9 im Widerspruch mit
Q71—249—086 sein. Es ist also 2 : 0 und auf der Geraden 3 —0 kann nur der Punkt Q
liegen, also 3—0— Q. In diessm Augenblicke widerspricht die Gerade 7—4—8 der
Beziehung 249 —-3Q0—7P8.

Damit ist die Behauptung T, bewiesen und man kann noch in Erwégung ziehen,
dass im Falle 7:3,d. h. 3:1,4,7; 7:3,0,¢t (t = 8,9, P) der Punkt 7 vom Typ B
wire. Es muss deswegen 7—3 und analogisch auch 7—4 sein. Mit Riicksicht auf T,
bekommen wir so die Trennung:

(Ts) 7:2.
Setzen wir fiir einen Augenblick voraus, dass
(P,) 2-0 ist,

dann 2:1, 7, a (wobei sich a = 8,9 und a : 7 ergeben muss), da der Punkt 2 vom
Typ C ist. Die zuldssige Permutation p, erlaubt uns die Separierung 2:1,7,8
Voraussetzen, daraus folgt noch 7:8und 7 : 2,0, 8.
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Wenn wir die durch den Punkt 7 gehenden Konfigurationsgeraden suchen, be-
niitzen wir die Permutation p;, und diese Geraden bezeichnen wir als die Geraden
3—-7—-P,4—7—P. Weil 8 : 2 ist, muss auch 8—4—1 (t = 6, Q) sein, was aber wegen
der Beziehung‘908—7P4—31t und Bedingungen I —t, 1 : 3 unmdglich ist. Damit ist
bewiesen, dass '

(Ts) 2:1,7,0 ist.
Wir setzen noch die Existenz der Konfigurationsgeraden

(P2) 2=P-0Q
voraus.

Wegen der Permutationen p, und p; kann man 2—5-9, 2—3—6, 2—4—8 als die
iibrigen durch den Punkt 2 gehenden Geraden annehmen. In den Fillen 5—Q—t
(bzw. 9— Q—t), wobei t = 3, 4 ist, wiirde die Relation 587 — Q2P —t40 der Verbin-
dung 4—0 (bzw. 961 — Q2P —t30 der Geraden 3—0) widersprechen. Es ist also Q : 5,
9, Tund T = 6, 8, 0.

Der Punkt Q ist allerdings vom Typ C und ausserdem ergibt sich 5—9—2. Es muss
also entweder 5 : 7, oder 9 : T sein und daraus sehen wir, dass nicht T = 6, 8 sein
kann. Im letzten Falle T=0,d. h. Q:5,9,0 wire 0: 2,7, Q, 5 und daraus ergibt
sich, dass die Voraussetzung P, falsch ist.

(T,) Q:P
beweisen.

Wegen der Permutation p; geniigt es die Existenz der Konfigurationsgeraden
3— P— Q vorauszusetzten. Die Permutation p, erlaubt uns auch die Gerade 3—7—-8
2u erwigen.

Im Falle Q—9—T(t = 2, 4) widerspricht die Gerade Q—3— P der Relation 980 —
—Q71—T3P. Es muss also 9 : Q sein und fiir den Punkt ¢t der Geraden 2—9—¢
kommen drei Mdoglichkeiten ¢t = 3, 4, P in Betracht. Wire ¢ = 3, dann wire 2: /,
7,0, 5 (siche 961 —378—255). Auch der Fall ¢t = 4 ist unméglich, weil 3—0—9 als
die letzte durch den Punkt 9 gehende Gerade der Geraden 8 —0—9 widersprechen
wiirde. Daraus folgt nur 2—9—P und 9 : 3 (wie wir sofort sehen konnen), d. h.
3:1,4,9 und 9:Q, 3, x (wobei x = 5, 7 ist). Begreiflich kann nicht x = 7 sein,
weil anderenfalls 9 vom Typ B wire. Folglich9 : Q, 3, 5und 5 : Q.

4—9—7 ist die letzte mit dem Punkte 9 inzidierbare Gerade, d. h. 7 : 2, 0, 5. Daraus
sehen wir, dass auf der Geraden 4—0 nur der Punkt Q liegen kann und man kommt
zu einem Widerspruch der Bedingungen 3—6, 3 : 4 mit 809 —7Q1— 346.

Die Behauptung Tj ist damit bewiesen.

Der Punkt 7 ist von den Punkten 0, 2 getrennt und deswegen muss er noch von
einem der Punkte 8, 9 separiert sein. Gemiss den Permutationen p, und p; kann man
voraussetzen, dass 3—7—8 ist.
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Mit Riicksicht auf 2 :0 muss schon 0 : 3 und 0 : 4 sein, d. h. auf der Geraden
0—3 liegt der Punkt Q (anderenfalls inzidiert er mit der Geraden 3—P, was im
Gegensatz zur Behauptung T, wiire).

Schliesslich kann auf der letzten durch den Punkt 0 gehenden Geraden 4—0
weder P noch Q liegen.

Fassen wir alle diese Ergebnisse zusammen, kénnen wir das Teilschema M,
folgendermassen anfiihren:

1 2 3 4
567 P 34PQ 7PQ OPQ 5-6-
8900 .... 8.0 8-~9—

7 2:1,7,0
0 7:0

Dann ist offenbar 4—7—P eine weitere mit dem Punkte 7 inzidierbare Konfigu-
rationsgerade und aus den Relationen /P0—873—540, 809 —7Q1—336 folgt 4—Q—5
und 3:1,4,6. Danach muss 4—0—6 eine von den durch den Punkt 6 gehenden
Geraden sein. Leicht finden wir noch die weiteren zwei Geraden 3—P—9, 2—3—35

und stellen fest, dass der Punkt 5 (5 :0, P, 9) vom Typ B ist.
Wir konnen jetzt den Hilfsatz dieses Kapitels anfiihren:

Lemma 8. Die Punkte der Konfigurationen C{C},_; (i > 0) kdnnen nicht mit
einer irreduziblen Kubik inzidieren.

Bemerkung. Dazu bemerke ich noch, dass vier Konfigurationen vom Type C{C?,_;
existieren (die aber begreiflich nicht mit der Kubik inzidieren) und in einer meiner
anderen Arbeiten angefiihrt werden.

9. KAPITEL

In diesem Kapitel suchen wir die Schemen der Konfigurationen C},. Es sei / ein
C'-Punkt, der von den Punkten 2, 3, 4 getrennt ist. Wir setzen weiter voraus, dass
3 :4 ist. Es existieren genau zwei Konfigurationsgeraden (die sich in einem Konfi-
gurationspunkte schneiden), welche nicht mit den .Punkten 1, 2, 3, 4 inzidieren.
Man kann diese Geraden als 5—6—7, 5—8—9 bezeichnen und die iibrigen drei
Konfigurationspunkte als 0, P, Q wihlen.

Auf der Geraden I—5 muss schon irgend einer von den Punkten 0, P, Q liegen.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man diese Gerade als die Gerade
1—5—Q bezeichnen. Der besseren Ubersicht halber fiihren wir das Teilschema von
sechzehn Konfigurationsgeraden folgendermassen an:

) 1 2 3 4 5
5... 34.. .. T 68
) 79
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(1)  Daraus ist ersichtlich, dass jeder der Punkte 0, P, Q mit allen Punkten /, 2, 3, 4
~ verbunden sein muss, aber auf keiner der Geraden 2— 3, 2—4 liegen kann.
Nach den ,obenangefiihrten Ergebnissen muss vorerst 2:1,a, b sein, wobei
a,b=35,6,7,8,9 ist. Ausserdem ergibt sich noch a : b, weil der Punkt 2 vom Typ C
sein muss. Man kann also voraussetzen,

(2 dass 2:1,6,8 und folglich 6 : 8 ist .

Wire der Punkt 5 von beiden Punkten 3, 4 getrennt, dann 3:1,4,5 und der
Punkt 3 wire vom Typ D. Der Punkt 5 muss also wenigstens mit einem Punkte der
Gruppe 3, 4 verbunden sein und man kann voraussetzen, dass genau 5—3 ist. Aus
der Anfithrung (2) sehen wir, dass auch 5—2ist, d. h. 2—3—5 muss die letzte durch
den Punkt 5 gehende Gerade sein.

(3) 2—3—5 impliziert 4:1,3,5; 5:4,0, P

und daraus folgt 0 : P.

Wir werden jetzt den Konfigurationspunkt 3 niher untersuchen. Aus den oben-
angefithrten Ergebnissen folgt 3:1,4,X (X =6,7,8,9). Im Falle X : 2 gehen
durch den Punkt X nur drei Geraden. Es ist also X —2, d. h. (siehe 2) X =7,9. Die
zuldssige Permutation (79), (68) erlaubt uns

(4) 3:1,4,7
in Betracht zu nehmen.

Der Punkt 9 ist schon mit allen Punkten 2, 3, 4 verbunden und deswegen muss
2—4-9 eine Konfigurationsgerade sein (weil schon die Gerade 2—3—35 existiert).
Die iibrigen zwei durch den Punkt 2 gehenden Geraden kann man als 2—0—t,
2—P—v bezeichnen (t, v = 7, Q), wenn wir uns der Separierung 0 : P bewusst sind.

Nach der zulissigen Permutation (0P) kann man also diese Geraden als Geraden
2—-0-7,2—P—Q erwidgen.
 Dann aber existieren eben zwei Konfigurationsgeraden (2—P—Q, 5—8-9) die
mit keinem der Punkte 2, 1, 4, 7 inzidieren. Folglich (siche die Anfiihrung 4) ist der
Punkt 3 vom Typ C?, was den Grundvoraussetzungen widerspricht.

Damit haben wir den folgenden Hilfsatz bewiesen:

Lemma 9. Es existieren keine Konfigurationen vom Type Cj,.

10. KAPITEL

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir vier Schemen gefunden und wir miissen
noch beweisen, dass diese Schemen wirklich realisierbar sind und dass die Konfi-
gurationspunkte mit einer irreduziblen Kurve dritter Ordnung inzidieren.
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Wir konzentrieren uns vorerst auf das Schema

S, 1 2 3 4 5-6-7 vom Type BjBZB}CLC2E2
5798 P634 PQ4 PQ 7-8-9
QO6P Q890 078 56 9-0-5

aus dem Hilfsatze L. 2.

Die Konfigurationspunkte 0, 4, Q konnen nicht auf einer Geraden (weder kon-
figurationellen oder fremden) liegen und deswegen kann man diese Punkte als Eck-
punkte des Koordinatendreiecks wihlen. Also 0 = (1,0, 0), 4 = (0, 1, 0), Q =
= (0, 0, 1). Weiter setzen wir voraus, dass der Schnittpunkt der fremden Geraden
06 und 2Q der Punkt J = (1, 1, 1) ist. Die Koordinaten dieser Geraden sind 06J =
=(0, 1, —1), 2QJ = (1, —1, 0) und weil auch 4—6—Q = (1, 0, 0) ist, muss der
Punkt 6 die Koordinaten 6 = (0, 1, 1) haben. Aus 2—4—0 = (0, 0, 1) bekommen wir
analogisch 2 = (1, 1, 0). Die Koordinaten des Punktes P kénnen wir mit P = (1, 1, a)
bezeichnen, weil der Punkt P auf der Geraden 2—P—Q = (1, —1,0) liegt. Aus
4-5—P = (a,0, —1) ergibt sich analogisch 5 = (1,c,a) und aus /-5-Q =
= (c, —1,0) bekommt man die Koordinaten des Punktes / = (1, c, cx).

Auf der fremden Geraden 0Q = (0, 1, 0) muss der Punkt 8 liegen (siche 923—
—5P4—008), und da dieser Punkt auch mit der Geraden 2—6—8 = (1, —1, 1)}
inzidiert, sind (—1, 0, 1) die Koordinaten des Punktes 8. Aus 3—4—8 = (1, 0, 1),
3—P—-0 = (0,a, —1) ergibt sich folglich 3 = (—a,1,2a) und aus I—7-0 =
= (0,x, —1), 3— Q-7 = (1, a, 0) bekommt man analogisch 7 = (—a, 1, x).

Die Koordinaten des letzten Punktes 9 wihlen wir aus der Geraden 9—0—5 =
=(0,a, —c),d. h. 9 = (—b, ¢, a).

Diese Ergebnisse fassen wir zusammen:

8 1=(1,¢ccx), 2=(1,1,0), 3 =(—a,1,a), 4 =(0,1,0),
5=(,ca), 6=(0,1,1),7 =(-a1,x), 8 =(-1,0,1),
= (-b,c,a), 0=(1,0,0, P=(1,1,a), Q=(0,0,1)

und erwigen, dass diese Konfigurationspunkte auch (ohne weitere Bedingungen)
mit den folgenden Geraden inzidieren:

1-5-Q =(c, —-1,0), I-7-0 = (0,x, —1), 2—P-Q =
2-6-8 =(1,-1,1), 2-4-0=(0,0,1), 3-P-0 = (0 a, —1),
3—-Q0-7=(1,a,0), 3-4-8=(1,0,1), 4-5-P
4-6-0=(1,0,0), 9-0-5=(0,a, —c).
Zwischen a, b, ¢, x miissen gewisse Beziechungen bestehen und diese Beziehungen

stellen wir aus den Bedingungen der Inzidenz der Konfigurationspunkte mit den
folgenden Geraden fest:

5-6-7 ... x—ac—1+a?=0, [-8-P ... ac+c—cx—1=0,
2-3-9 ... a.(b+c—a—1)=0, /-9—6 ... (a—c+bcx—bc) =0,
7—8—-9 ... cx—a+b—-ac=0.
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Leicht erwédgen wir, dass wir diese Bedingungen auch in der Form
b, x = ac+1—a% b =a+1—c, abc = 1 anfiihren konnen ,

denn im Falle 9? =0wire 3 =4undim Fallex =1 widre /—7—-0 = 5—-9-0.

Analogisch wie in diesem Falle suchen wir auch die Koordinaten der Konfigura-
tionspunkte der Schemen S,, S;, S,. Weiterhin fiihre ich nur die Ergebnisse an und
der Leser kann sich leicht iiberzeugen, dass alle nétigen Inzidenzbedingungen erfiillt
sind.

8. 1 2 3 4 0-5—P  vom Type B},
0OP57 0034 904 5Q 0-6-7
0689 8679 5P8 67 P—8-9

s; 1 =(1,0,0), 2 =(0,1,0), 3=(av,v% ), 4=(b 1,c), 5=1(0,0,1),
6 =(b,1,b), 7 =(tv,v,t), 8§=1(a,0,1), 9=(av,t), 0=(al1,1),
P=(a1,b), Q=(1,1,1).

b, t—1=v.(b—1)=a.(c—1); (c—1).v? = t—v; ac = bt.

S, %) 1 2 3
4680 2684 604 804 6-8— vom Type E3C.C?3
75P9 395P 7P5 759 7—9—

S3 =(l,tx,x), 2 =(1,0,0), 3=(x,t,1), 4=(0,1,0), 5= (1, 1,0),
6=(10 -1), 7 =(0,0,1), 8 = (x%tx,1), 9 = (x, tx, 1), 0 =(1,tx,x?),
P =(L,4x) =(0,1,1).

b, x24+x+1 = tx.

S. ) 1 2 3
4680 2684 604 B804 6-8-0 vom Type E2C2
57P9 395P S5P7 759 7-9-P

se I =(,r,1), 2 =(0,1,0, 3=(,q,1), 4=(1,0,0), 5=(0,0,1),
6 =(0,1,1), 7 = (1,1,0),
0,

8=(Lrs), 9=(q1), 0=(1,q,),
P=(s,r1), Q=(1,0 —1). '

b, r=s+2 q=y+2, sy=1.

Damit ist bewiesen, dass alle Schemen wirklich realisierbar sind, und es bleibt nur
die Inzidenz der Konfigurationspunkte mit einer irreduziblen Kubik zu beweisen.

Wie oben, so werde ich mich auch hier ausfiihrlich nur mit dem Schema S, be-
schiftigen.
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Gemiss der Beziehung 923 —5P4—0Q8 konstruieren wir vor allem die Kubik F,
aus den Geraden '

923 = (a, —a,a+1), 5P4 = (a,0, —1), 008 = (0, 1, 0) und analogisch
die Kubik F, aus den Geraden
950 = (0, a, —c), 2PQ = (1, —1,0), 348 = (1,0,1).

Auf den Kubiken F, und F, liegen also die Punkte 2, 3, 4, 5, 8, 9, 0, P, Q und ausser-
dem ergeben sich folgende Beziehungen:

Fy(1) : Fy(1) = F5(6) : Fy(6) = F5(7) : Fy(7) = a—c.

Daraus ist ersichtlich, dass mit der Kubik K, = F,+(c—a).F, alle zwdIf Konfigu-
rationspunkte inzidieren. Mit Hilfe der Beziehungen b; kénnen wir diese Kubik K,
folgenderweise ausdriicken:

K, Xo . (ax . Xy —¢X;) . (Xg—X; +X;)+ab . x;x, . (x,—x;) = 0.

Analogisch finden wir die Gleichungen der kubischen Kurven fiir die Konfigura-
tionspunkte der Anfiihrungen s,, s3, §4:

K, a.x3.(Xo—x%;)+b.(a=1). XoX; . (X; —X;)+XoX; . (X;—Xo) = 0,
K, X1(XoXy + X1 X; —XoX; — X3 —X3)+t2 . XoX; . (Xo—X; +X;) = 0,
K, X1 (XoXy + X1 X; —XoX, —X3 —X3)+qr . XoX; . (Xo—X;+X,) = 0.

Bemerkung. Dazu bemerke ich, dass man das Schema S, (zum Unterschiede von
den iibrigen Schemen) auch noch mit den Punkten (und dazugehdrigen Geraden)
als s, folgendermassen ausdriicken kann:

’

si  1=(1,0,0), 2=(0,1,0), 3=(1,1,0), 4 = (0,0,1), 5 = (t—tx, x—1,t+1),
6=(1-x1,—t),7=(0,t,1),8 = (x,x=1,t+1),9 = (1,1, —t),0 = (1, x, 1),
P=(1,0,1), 0 = (x—1,x+tx—1—t, t—1—tx).

by t+t+1=0; x.(x—1).(x—t=1).(x—=t) # 0.

Die Punkte dieser letzten Konfiguration inzidieren nicht mit einer irreduziblen
Kubik (wie wir uns iibrigens leicht iiberzeugen kdnnen).

Die Teilergebnisse dieser Arbeit kann man also in folgende zwei Hauptsitze
Zusammenfassen:

Satz 1. Es sei i > 0. Es existieren nur drei ebene Konfigurationen (12, 165) von
den Typen EXC,,_; und keine Konfigurationen der Typen E'E?C, und C},.

Satz 2. Nur acht ebene Konfigurationen (12,, 16,) inzidieren mit der irredu-
ziblen Kurve dritter Ordnung. Die ersten zwei von diesen Konfigurationen (Al, All)
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hat de Vries, die dritte (BI) BydZovsky und die vierte (BII) J. Metelka gefunden.
Die iibrigen vier Konfigurationen (S,, Sz, S3, Sy) von den Typen BgC;E,, By,,
E3CiCE, E§C§‘in dieser Arbeit gefunden sind.
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Vytah

ROVINNE KONFIGURACE (12,, 165),
KTERE INCIDUJI S NEROZLOZITELNOU KRIVKOU
TRETIHO STUPNE

VAcLAvV METELKA, Liberec

Velmi vyznamnou podmnoZinu rovinnych konfiguraci (12,, 16;) tvofi ty zajimavé
pfipady, ve kterych konfiguraéni body leZi na nerozloZitelnych kubikdch. Doposud
byly v literatufe popsdny Ctyfi konfigurace téchto vlastnosti. Objevili je postupné J.
Hesse, De Vries, B. BydZovsky a J. Metelka. Autoru se podafilo vypocitat dalsi
¢tyfi konfigurace na nerozloZitelné kubice a zdroveii dokdzat, Ze vice konfiguraci
téchto vlastnosti jiZ existovat nemuZe. Pouzil k tomu hlavné metody klasifikace ro-
vinnych konfiguraci podle typi jejich bodii. Na zajimavé vlastnosti téchto konfiguraci
hodld poukdzat v pokracovdni tohoto ¢ldanku.

Pe3romMe

TUIOCKHME KOH®UI'YPALIUUA (124, 16;), KOTOPBIE MHIIUAEHTHBI
C HEINPUBOJVMOW KPUBOM TPETBEI'O ITOPAOKA

BAILJTAB METEJIKA (Véclav Metelka), JIuGepen

3HaynTeIbHOE MOMHOXKECTBO IUTOCKHX KoH(urypamwmii (12,, 16;) cocTaBinsoT Te
MHTEPECHBIE CIIy4au, KOrAa KOHQUTypamMOHHBIE TOYKH JIeXaT HA HENPHBOMUMBIX
KyOmyeckux KpuBBIX. [I0 cHX mOp OGBUIM OmMMCAaHBI YETHIpE KOHGUIYpamuu ¢ STHMK
cBoiictBamu. O6Hapyxmwmt ux nocrenesHo M. Tece (Hesse), [le Bpue (De Vries),
B. Brimxosckuii u M. Metenka. ABTOpY yajioch HAWTH OCTaJbHBIE YeTHIpE KOHMH-
Typanuu Ha HENPHBOAMMOH KyOHYeCKOH KpHBOH M OJHOBPEMEHHO MOKa3aTh, UpO
GobIme KoH(UTypammii ¢ STMMHI CBOKCTBAMH CYIIIECTBOBATH YXKe He MOXeT. [lJIst 3Toi
Uenn OBUT IPUMEHEH IJIABHBIM 06pa3oM MeTo[ KiaccHpHKAUWd MJIOCKHX KOH(pH-
Typamuii B 3aBUCHMOCTH OT THIIOB HX To4YeK. FIHTepecHEbIe CBOMCTBA 3THX KOH(HIY-
Pauuii cobupaeTcs aBTOp ONMKUCATH B IPOAOKEHHHA HACTOSILEH CTAThH.



Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 91 (1966), Praha

DOTYKOVE NOMOGRAMY S KRUZNICEMI

JAROSLAV ZAHORA, Brno
(Doslo dne 3. &ervence 1965)

1. UVOoD
Dotykovy nomogram rovnice
(1) ’ F(xg, x5, %3) =0

jako utvar dudlni k prisetikovému nomogramu téZe rovnice (1) se sklddd ze tif systé-
mi isoplét

(2) f(é’ n, xl) =0,
() g(¢m %) =0,
O] h(é,n,x3) =0

okétovanych postupn® hodnotami x,, x,, X a tak sestrojenych, Ze trojice °x,, °x,, °x;
vyhovuje vztahu (1) prdvé tenkrdt, existuje-li spolednd te€na t¥i k¥ivek

f(é’ "’ oxl) = 0! g(év r’v oxz) = 03 h(év ’1! oxS) = 0 .

- Jsou-li systémy isoplét (2), (3), (4) ddny v bodovych soufadnicich (£, 1), Ize ziskati
rovnici (1) timto postupem: UvaZujeme spoleénou te¢nu kiivek (2), (3), (4), kterd
af se dotykd kfivky (2) v bod& (1&y; 'n,), k¥ivky (3) v bod& (2&,; 2n,) a k¥ivky (4)
v bod? (3&,; 3n). Tato te¢na md rovnice

) Pboi s 30) o _ 1y Mot Wit} - 1y
a i

) | M(§_2§O)+M(ﬂ—z%) =0,
o - e

o R sy BN oy o,
n
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PongvadZ rovnice (5) a (6) jsou rovnicemi téZe pfimky, existuje funkce k (promé&n-
nych x;, x,), k + 0 takovd, Ze plati

@) o _ o _

& o’ oy on’

a—ngo +Qg2'lo=k a—flfo +glﬂo .
o¢ on o¢ on

Ponévadz rovnice (5) a (7) jsou rovnicemi téZe pfimky, existuje funkce m (promén-
nych x;, x3), m + 0 takovd, Ze plati

o¢ ot on on

oh 4 oh 4 of 4 o 4
— + — =m(|— & + = .
Py o o Mo (66 0 on Mo

Pongvadz bod dotyku ('&y; 'no) leZi na kfivee (2), bod dotyku (2.5 2n,) leZi na
kiivee (3) a bod dotyku (*¢,; *n,) leZi na kfivce (4) plati

(10) f(lfo; Mo; xl) =0; g(2§o§ o3 xz) =0; h(sfo§ *Nos xs) =0.
Soustavy (8), (9) a (10) ptedstavuji 9 rovnic o 8 promé&nnych &y, 1o, 2&o, 210, 3&o,

*no» k, m. Eliminaci téchto osmi prom&nnych z rovnic (8), (9) a (10) ziskdme rovnici
(1), vztah mezi prom&nnymi x,, X5, X3.

2. DOTYKOVY NOMOGRAM SE TREMI OBECNYMI SOUSTAVAMI KRUZNIC

2.1. Pouzijeme nyni postupu vyloZeného v ivodu k odvozeni rovnice (1), kterou
zobrazuje dotykovy nomogram se tfemi obecnymi soustavami kruZnic

) E=fi)2 + (1 — g.)* = h2,
(3) (E = f2) + (1 — g2) = b2,
) (E=fa)* + (n— gs)* = h3 .

Pfi ¢emZ pro i = 1, 2, 3 jsou fis 9 h; funkcemi pouze proménné x;, h; & 0. Rovnice
vyskytujici se v téchto vypodtech ozna¢ime stejnymi &isly jako odpovidajici rovnice
Vv obecném postupu, oznadime je viak &drkovang, napf. (203D, ioe

309



Spolend te¢na kruZnic (2), (3'), (4') se dotykd kruznice (2') v bod& (*&; 'no),
kruznice (3') v bod¥ (2&,; o) a kruZnice (4') v bod& (3¢,; ) a jeji rovnice jsou

(5’)‘ ’ (f—fl)(lfo“fl)'*'('l“gl)(l'lo—91)=hi’
(6) (€ = f2) (¢ = f2) + (1 — 92) Cno — 92) = b3,
(7) (& =13)Cé —f3) + (n—g3) Cno — g3) = h3.

Podminku, Ze rovnice (5), (6), (7'), jsou rovnicemi téZe pfimky, vyjadfime takto:
' (8') zfo - fa= k(lfo "'f1); 2'}0 —9g:= k(lﬂo = 91)

h3 + f2(3& — f2) + 9.1 — g2) = k[hf + f1(*& — f1) + g:('no — g1)]
(9') a‘:o —f3= m(lfo —f1)§ 3'10 — 93 = m(l'lo = 91)

h3 + 3¢ = f3) + 93(no — 93) = m[hf + f1(*éo — f1) + 94('n0 — 94)]

Pon&vadZ body dotyku (*€o; o) pro i = 1 resp. 2 resp. 3 leZi na kruznicich (2')
resp. (3') resp. (4'), plati

(10) (‘¢ = f)* + ("no — 91)* = hi,
(%o = f2)* + (Pno — 92)* = h3,
(¢o = f3)* + (o — 95)* = h3.
Ze soustavy deviti rovnic (8’), (9'), (10") miZeme eliminovati prom&nné ‘&, — f;;
Mo — 915 260 — f25 Mo — 925 *E0 — f33 *no — 935 k; m takto: Do rovnic (10')

a do poslednich rovnic soustav (8') a (9') dosadime za &, — f5, 2no — g2, &0 — f3
1o — g5 vyrazy z rovnic (8") a (9). Tak dostaneme

(11) (‘o = f1)* + (1o — 91)* = 1,
k('8 = f1)* + K*('no — 91)* = h3,
m?(*& — f1)* + m*('no — g,)* = h3,
s + k('S — £1) + kaa('no — g1) = k[h + f1(*& — £1) + g:('n0 — 91)]
h3 + mfy(*&o = f1) + mgs('no — g1) = m[hi + fi(*& = f1) + g:(*n0 — g1)]-

Rovnice (11) obsahuji jiZ pouze 4 z piivodnich 8 prom&nnych. Z prvnich t¥i rovnic
systému (11) vyplyvd h? = h3/k* = h3/m*> a z toho ddle

(12) 1=18ﬁ; .1_=23h, kde le= +1; %= +1.
k hz m h3

' Upravime-li posledni dv& rovnice systému (11) a dosadime-li do nich za k a m vyrazy
z rovnic (12) ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych (¢, — f)a (‘1o — 41)
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(13) (& = f)(f2 = f1) + ("m0 — g91) (92 — 91) = h — ‘shih, ,
(lfo - f1) (fs —fx) + (1'10 - 91) (93 - 91) = hf — %ehyhy .
Matice roziitend soustavy (13) je
Gz = f1 92 — 91, hi - l*‘3}'1’12)
3—Jf1 93— 91, hi — 2ghyhy
a feSeni této soustavy je
(& - f) = @- ‘ehihy) (93 — g1) — (h] — 2ehshs) (g9, — g4)
(fz "f1)(93 - 91) = (fs "fx)(gz = 91)
(o — 9,) = (hi - *ehihs) (f2 — f1) — (h% — lehihy) (fs — f1) )
(fz _f1)(93 - 91) - (fs "‘fl)(gz = 91.)

Dosadime-li tyto vyrazy do prvni rovnice systému (11), obdrZime po Gpravé hledany
vztah zobrazeny dotykovym nomogramem se tfemi obecnymi soustavami kruZnic.

(ll) [(hl - lshz) (95 — 91) - (hl = 23’13) (gz = gl)]2 +
+ [(hy — %eh3) (f2 — f1) — (hy — 'ehy) (fs — f)]* =
= [(fz —fl)(g3 - 91) i (fa —f1.)(92 = 91)]2"

Rovnici (1') 1ze jest& pongkud upraviti. Rozndsobime-li dvojéleny vyskytujici se v rov-
nici (1), ziskdme

s

(higs — 'ehags + 'ehagy — Mg, + %ehsgs — *ehygy)® +
+ (hifz — ehsf, + 2ehsfy — hifs + ehyfy — ‘ehaof))? =
= (f293 — f291 — f195 — f392 + f391 + f192)°
a dal§imi Gpravami
[91(*eh, — %ehs) — g,(hy — 2eh3) + gs(hy — ‘ehy)]* +
+ fi(*ehy — 2eh3) — fo(hy — 2ehs) + f3(hy — ‘ehy)]? =
= [filg2 — 93) — f2(91 — g3) +f3(91 - Qz)]2 s

neboli

(1”) fi hy 12 g1 h 1 2 fig 1 .
f2lehy 1| +|g; 'ehy 1| =|f, 9,1
f3 2£h3 1 g3 28"3 1 fig;1

Podle predpokladu h; + 0 pro i = 1, 2, 3. Rovnice (1’) a s ni ekvivalentni rovnice
(1") pfedstavuje tedy &tyfi vztahy o promé&nnych x,, x,, X5, liici se pouze riznou
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kombinaci znamének u funkci h,, h;. MiiZeme totiZ poloZiti bud 1y e 1,2% = +1,
nebo ¢ = +1,% = —1,nebo 'e = —1, % = +1nebo e = —1, 2 = —1. Mdme
tento vysledek:

Véta 2.1.1. Dotykovy nomogram se tfemi obecnymi soustavami kruZnic o zobra-
zovacich rovnicich (2'), (3'), (4') zobrazuje étyFi vztahy (17) lisici se pouze riznou
kombinact hodnot ‘e = +1, %¢ = +1.

2.2. V daldim ukdZeme, které ze spole€nych te€en kruZnic (2'), (3'), (4') je tfeba
vziti za indexy pro feSeni konkrétniho vztahu, ktery je jednim ze &tyf vztaht (17).

Za tim G&elem ozna&me k, kruZnici (2'), k, kruZnici (3') a k; kruZnici (4') a uvaZuj-
me o stejnolehlosti kruZnic k; a k,, ve které dotykovému bodu (*&,; 'n,) kruZnice k,
odpovidd dotykovy bod (*&,; %10) kruZnice k,. Podle zndmych vé&t z planimetrie je
koeficient této stejnolehlosti roven + |hy|/|h,|, kde |h,| je polomér kruznice ky, |h,| je
polom&r kruZnice k, a znaménko +(—) plati v tom pfipadg, je-li spojnice bodl
(*&0; '10)s (€05 2no) vn&jdi (vnitfni) spole€nou tenou kruZnic k,, k,. Podle (12)
jest |hy|[|h2| = 1]|k|. DokaZme jext&, e 1]k je koeficientem stejnolehlosti i co do
znaménka.

V prvni dvojici rovnic (8') je bud '¢, — f; + 0 nebo 'n, — g, * 0. Kdyby totiZ
bylo ‘¢, — f1 = "o — g1 = 0, bylo by ‘& = fy, 'no = g, = h; = 0 proti pted-
pokladu. Nechf napf. &, — f; + 0, a tedy téZ 2¢, — f, + 0. Jsou-li poloméry
v odpovidajicich bodech dotyku (*&5; '10), (205 2no) stejn& orientované, je uvaZo-
vand spoleénd te¥na vng&j¥i spoleénou tednou kruZnic ki, k,. V tomto pfipadé je
sgn (' — f,) = sgn(®¢, — f,) a podle (8') k>0, 1/k > 0. Jsou-li polomé&ry
v odpovidajicich bodech dotyku opa¥né orientované, je spolend te€na vnitfni spo-
le¢nou teénou kruznic ki, k, a je sgn (‘& — f1) + sgn (*¢, — f2) a podle (8') je
k <0, 1/k < 0. Je tedy koeficient stejndlehlosti i co do znaménka roven 1/k. Po-
dobng lze ukdzati, Ze 1/m je koeficient stejnolehlosti kruZnic k,, k3. Mdme tento
vysledek:

Véta 2.2.1. Plati-li pro dvojici x,, x, nerovnost

1:13M>0 _1_<0,
k hz(Xz) k

je pFislusny index vnéjsi (vnitfni) spolecnou tecnou kruznic ky = (2') a k, = (3')
kdtovanych hodnotami x,, x,.
Plati-li pro dvojici x4, X3 nerovnost

_1_=28_h1(x,)>0 -1—<0 y
m h3(x3) m
je prislusny index vnéjsi (vnitini) spolecnou tecnou kruznic ky = (2') a ky = (4),

kétavanych hodnotami xy, x.
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Snadno Ize také odvoditi, jakou polohu m4 spolednd te¥na ke kruZnicim (3’) a (4')
jsou-li znaménka koeficienti k a m zndma. Staéi uréiti, ve kterych polorovindch
urlenych touto spolednou tednou leZi stfedy kruZnic (2'), (3'), (4'). Oznag&ime-li
¢ = 2¢['¢, jest k[m = eh,[hs. Je-li k/m > 0 pro dvojici x,, x3, potom je bud k > 0,
m > 0 a podle pfedchoziho vysledku leZi stfedy vSech tfi kruZnic k,, k,, k3 v téZe
poloroving ohranitené spole¢nou tednou (indexem). Tento index je tedy vn&jsi spo-
le¢nou te&nou kruZnic k,, k5. Nebo je k < 0, m < 0, potom stfed kruZnice k, leZi
v jedné a stfedy kruZnic k, a k; v opa&né poloroving urdené spoletnou te¢nou (inde-
xem) a tento index je op&t vn&jsi spole¢nou te€nou kruZnic k, a k;. Podobn& lze
ukdzati, Ze pro k/m < 0 jest pfislu§ny index vnit¥ni spole€nou te¢nou kruZnic k, a k;.
Vysledek shrneme takto:

Véta 2.2.2. Plati-li pro dvojici x,, x5 nerovnost

£=eﬁz—(x—2)>0 (£<0),

m hs(x3) m

je prislusny index vnéjsi (vnitFni) spolecnou tecnou kruznic k, = (3') a ky = (4),
kétovanych hodnotami x, resp. x.

Na zdkladé provedeného rozboru lze uréditi, které ze spolednych teden kruZnic
ky, k3, k3 je nutno vziti jako indexy v konkrétnim piipadé pfi feSeni daného vztahu,
ktery je jednim ze &tyF vztahdi (1'). Aby se predeslo chybnému &teni z nomogramu,
je vhodné vyznaéiti v kli¢i nomogramu polohu indexti vzhledem ke tfem systémiim
kruZnic a nerysovati v§echny kruZnice celé, ale jen ty kruhové oblouky, které jsou pro
¢teni na nomogramu potiebné.

2.3. Polozime-li v rovnici (1) a v rovnici (1”) 'e = % = +1, ziskdvdme jeden ze
Ctyf vztaht zobrazenych dotykovym nomogramem se tfemi soustavami kruZnic, a to
rovnici

(1*) [(h1 = h2) (g5 — 91) = (hy — h3) (92 ""91)]2 +
+ [(hy = h3)(f2 = f1) — (hy — B2) (fs — f1)]? =
= [(fz —f1)(93 - 91) - (fs —fl)(gz - 91)]2

a s ni ekvivalentni rovnici

flhxw2 glhllz flgllz
(1**) f2 hy ll +1g2h 1| =|f3 9,1
' f3 hs 1 g3 hy 1 f3 951

Rovnice (12) maji nyni tvar

=
m

x|
I
§"‘]-T)'
~N ™
=~|:~
w -
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a ddle plati
hy

hy

k
. m
Maji-li tedy pro urditou dvojici x,, x, funkce hy, h, stejnd (opatnd) znaménka, je
1/k > 0 (1/k < 0). Maji-li pro ur&itou dvojici x,, x; funkce hy, h; stejnd (opalnd)
znaménka, je 1/m > 0 (1/m < 0). Maji-li kone&n& pro ur&itou dvojici x,, x; funkce
h,, hy stejnd (opa&nd) znaménka, je k/m > 0 (k/m < 0). Vzhledem k v&tdm 2.1.1,
2.2.1 a 2.2.2 miZeme vysloviti tento vysledek:

V&ta 2.3.1. Dotykovy nomogram se tfemi obecnymi soustavami kruznic k, = (2'),
k, = (3'), k; = (4) zobrazuje rovnici (1**), pfi ¢em# pro dvojici x;, x;,i,j = 1,2, 3
Jje tfeba vzit za indexy vnéjsi (vnitini) spolecné tecny kruznic ki, kj, je-li h;h; > 0
(hih; < 0).

Pozndmka. Je-li kupf. pro viechna x; h, > 0, h, < 0, h; > 0 a jsou-li hodnoty
X1, X, ddny, pouZijeme jako indexi vnitfnich spoleénych tecen kruZnic k,, k, a hod-
noty x; &eme u t&ch kruZnic systému (4'), které se jednoho nebo druhého indexu
dotykaji a jejichZ stfedy leZi spolu se stfedem kruZnice k, v téZe poloroviné urcené
ptislusnym indexem.

3. TRANSFORMACE DOTYKOVYCH NOMOGRAMU S KRUZNICEMI

Dotykovy nomogram o zobrazovacich rovnicich (2'), (3'), (4') lze podrobit homo-
tetii

(14) E=af, n=u;

coZ je transformace prevddéjici kaZzdou kruZnici v roviné opét v kruZnici. Dosadime-li
do rovnic (2), (3'), (4') za ¢ a n vyrazy z rovnic (14), obdrZime po jednoduché uipravé

- “fl)z + (1 —agy)? = o«?h},
(15) (& - “fz)z + (’1 = 0‘92)2 = o?h3,
(& = af3)* + (n — ags)® = a?h3.

V t&chto tfech rovnicich jsou soufadnice &, n oznadeny opét nedrkovang. Pro
- i=1,2,3 md kruZnice k; stted o soufadnicich af;; ag; a polomé&r ah; Jsou tedy
rovnice (15) zobrazovacimi rovnicemi vztahu (1”) s volitelnym modulem a.

4, NEKTERE SPECIALNf DOTYKOVE NOMOGRAMY S KRUZNICEMI

4.1. V odstavcich 1—-3 bylo pfedpokldddne h; + 0 pro i = 1,2, 3, byl tedy uva-
Zovdn obecny p¥ipad dotykového nomogramu se tfemi soustavami kruZnic (15).
Tento nomogram zobrazuje &tyFi vztahy (1') pisludné riznym kombinacim hodnot
lg= 41,2 = +1.
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Ptipustime-li pro nékteré i h; = 0, potom se redukuje soustava kruZnic

(& = of))* + (n — agy)? = o®h}
na stupnici (& — of;)* + (n — ag;))* =0 neboli & =af;; n=ag;.

Postupem podobnym vypodtu rovnice (1) v odst. 2 lze ukdzati, Ze i v tomto p¥ipadé
je timto nomogramem zobrazena rovnice (1) event. (1), ve které klademe h; = 0.

Snadno nahlédneme, Ze v pfipad jediného h; = O predstavuje rovnice (1') dva
vztahy, li§ici se pouze rtiznymi znaménky u funkci h,, h; podle volby 'e = +1,
%g = +1.Vptipad, Ze h, = h; = O proi # j, je rovnice (1) na volbé '¢, 2¢ nezdvisld.

Podobng jako v odst. 2.3 mliZeme poloZiti ' = %¢ = +1 a dokdzati platnost
véty 2.3.1 pro dotykovy nomogram se dvéma soustavami kruZnic a jednou stupnici
nebo s jednou soustavou kruZnic a se dvéma stupnicemi.

4.2. Specidlni tvary rovnice (1*) lze ziskat také specidlni volbou funkci f;, g..

Je-li pro n&které i f; = g, = 0, jsou kruZnice k; soustfedné o stfedu v poédtku.

Je-li pro né€které i f; = 0, h; = g;, maji kruZnice k; stfedy na ose # a dotykaji se
v pocdtku osy ¢ atd.

V pfipojené tabulce jsou uvedeny n&které specidlni tvary rovnice (1*) a pfislusné
zobrazovaci rovnice nomogrami.
Vimn&me si kanonického tvaru uvedeného v tabulce na druhém mist&

(16) hl(fl —f3) + hz(fs - f1) =0.

Predpokldddme, Ze h, % 0 # h,. Rovnice (16) je nomograficky raciondlni 5. nomo-
grafického fddu a Ize ji srovnat se Soreauovym kanonickym tvarem

(17) F,=f1tF
G, + G,
touto upravou:
hif: = hifs + hofs — haof, =0,
fs(hz - hl) = hyfy — hif>,

f _ hZfl'_ th}
3 = —=
hy — hy

s

a kone&né roziifenim zlomku na pravé stran& vyrazem 1/h 1h, ziskdvime

_(fr _f\.(1 _1
fi=lm—-F)il———)-
hl h2 hl hz
Srovndvaci rovnice jsou:

fi

hl 2 1 2
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Obrédcend lze kaZdou rovnici (17), pro kterou G, # 0 + G, pfevést na tvar (16).
Jest potom '
_Fy . _F, 1

=—=; h=—; 3 By= =3 fy=Fy,
fl 'Gl 1 G’ f2 Gz 2 Gz f3 3

Zobrazovaci rovnice dotykového nomogramu pro funkci (17) jsou

F.\2 o2 ' F\? o ,
(f—“‘G—l) +n==; (f—“G—2> +'IZ=G—§§ y=0aF3; n3=0.

1 2

Plati-li pro dvojici x,, x, nerovnost h;h, = —1/G,G, >0, (—1/G,G, < 0), je
tfeba vziti za indexy vn&jsi (vnit¥ni) spole€né te€ny kruZnic ky, k,.
Viimné&me si ddle kanonického tvaru uvedeného v tabulce na tfetim misté.

(18) ' hy(f2 = f3) + hafs = 0.

Pfedpokldddme, Ze f; + 0, h; + 0. Kdyby toto neplatilo, nebyla by rovnice (18)
vztahem mezi tfemi prom&nnymi. Rovnice (18) je nomograficky raciondlni &tvrtého
nomografického fddu a lze ji uvést na Cauchyho kanonicky tvar délenim vyra-
zem h, f5:

Iz L

-1+ —==0.
I3 hy
Naopak funkci Cauchyho kanonického tvaru
(19) H1F3 +H2G3 +H3 =0,

ve které H, + 0 lze uvést na tvar (18), poloZime-li

1
Hi=—; Hy=—; —=—f,; = —h,y.
3

Zobrazovaci rovnice dotykového nomogramu pro funkci (19) jsou

a? oaF,\? aG3\? a
fz'l"lz:‘_'a (5_!____3_) +712=(‘_‘3’), €3=_—; '73=0-
’ H% H, Hj, H,

PHi &teni nomogramu je tfeba vziti za index vn&jsi (vnit¥ni) spoletnou tednu obou
kruZnic v pfipadég, Ze

hy __HiGy o (hy_ _HiGy _ o\
hl H3 hl H3

Viimnéme si je§t& kanonického tvaru uvedeného na poslednim misté v tabulce

) 11,1
hi fz 93
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TABULKA

Zobrazovaci rovnice nomogramu

Kanonicky tvar

| Soustavy kruZnic

| &+ n* = ayh?
| € — afy)? + (1 — agy)* = o?h3

| Stupnice S3=afy;13=0

g3 — D+ lhyfy — falhy — h)P =0

| Soustavy kruZnic

¢ — af)? + n* = oa*h}
€ — afy)* + n* = a?h}

Stupnice &3 = af3; n3 =0

h(f =)+ h(f5 —f))=0
(Lze pfevést na Soreautiv kanonicky tvar

_F+F

3—01-}—02)

Soustavy kruznic
&+ n* = o’}
€ = afy)? + n* = o?h3

Stupnice {3 = af3; 73 =0

hy(fy — f3) + hofy =0

(Lze pfevést na Cauchyho kanonicky tvar)

Soustava kruznic

2 2 __ 22
&+ n° = a*hi
Stupnice

62 = “fz; Ny = &gy
&= afs; N3 = ag3

hg; — 8)° + (fs — f)*1 =
= (fzga - fab'z)z

Soustava kruznic
&+ n? = o?h}
Stupnice

Sa=uafy; ;=0
$3=0; n3=og,

I

(Soudtovy tvar)
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Rovnici (20) Ize srovnat se souttovym tvarem

(21) ) P33 =@, + ¢,

polozime-li 1/h¥ = ¢3; 1/f2 = ¢, a 1/g2 = ¢,. Naopak souttovy tvar (21), pro
ktery ¢, > 0, ¢, > 0, lze zobrazit dotykovym nomogramem o zobrazovacich
rovnicich

o? o b
E+nt=—; ¢ = 3 M =0; (=0, Ny = .
‘ \/‘Pz

P3 \/ 3]
4.3. Je-li h; = h, = hy = 0, stane se dotykovy nomogram spojnicovym o tfech
stupnicich &, = af;; n; = ag; i =1,2,3. Rovnice (1**) se stane v tomto pfipadd
Soreauovou rovnici

fig,1
f29,1|=0.
figs 1
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Pe3iomMme

TAHI'EHIIMAJIBHBIE HOMOI'PAMMBI C OKPYXXHOCTSAMU

APOCIJIAB 3ATOPA (Jaroslav Zahora), Bpuo

TaHreHmMagbHass HOMOTpPaMMa C TPEMS CHCTEMaMH OKPYXHOCTEH
ki=(-fy+Mm-9) =h, (i=123),
rae fi, gi, h; — OYHKIMM TOJIBKO IEPeMEHHOM X;, W300paxaeT YeThipe OTHOLUCHHS.
fi hxlz 91 h112 fig4 1}
f2'ehy 1| + (g, 'ehy 1| =f, ¢, 1],
f3 2ehy 1 g3 2ehs 1 fi 931
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OTJIMYAIOLIMECS JMIIb PAa3HEIMH COYECTAHHAMH 3HaueHwit e = +1, 2¢ = +1. Ecm
¢h,/h, > 0 (*ehy/h, < 0), HaNO NPH YTEHHH HOMOTPAMMEI CYHMTATH MHAEKCOM
BHEIUHIOK (BHYTPEHHIOI0) KacaTeJbHYIO OKpyXHocTe# Ky, k,. Ecma Zeh,/h; > 0
(%¢hy/h3 < 0), HADO CYMTATH MHIEKCOM BHEIIHIOK (BHYTPEHHIOK) KacaTelbHYIO
OKpyXHOCTeH ki, k3.

CroenyasisHBIM nIoAGOpoM GyHKIMIA f;, g;, B; MOXHO TOJIyYUTh H300pa3uTeNIbHBIE
ypaBHeHHsI 1 KaHOHWYECKHe (QOPMBI TAHTE€HIMAIbHBIX HOMOTDaMM C OBYMs CHCTE-
MaMH OKPYXHOCTEH M C OOHOM INKaJIoW, WIM C OOHOH CHCTEMOM OKpPYXHOCTEH
M C IByMs IIKAJIAMA.

B paGoTe manee moxa3zano u3oOpaxeHHe ypaBHeHMi kaHOHWMYecKo# hopmsl Copo
NATOro HOMOrpau4ecKoro Mopsaka, KaHoHu4eckoi Gopmsl Koum u kaHOHMIECKOH
¢dopMBI TpeTbero Homorpaduieckoro nNopsAaka TaHNeHIMAIbHBIMA HOMOTPAMMaMH
C OKPYXHOCTSIMHU.

Summary

TANGENT NOMOGRAMS WITH CIRCLES

JAROSLAV ZAHORA, Brno

The tangent nomogram with three general systems of circles
ki=(E—-fY+m—g)=h (i=123),

where f;, g;, h; are functions of the variable x; only, represents four relations (obtained
by taking 'e = +1, %¢ = +1in) '

fi htlz 91 h112 flgllz
frlehy 1| +|g, 'eh, 1| = |f; 95 1
f3 %ehs 1 | 93 %ehs 1 fi 951

If '¢hy[h, > O (or *ehy[h, < 0), it is necessary when reading the nomogram take for
the index the exterior (or interior, respectively) common tangent of the circles ky, k.
If 2¢hy[hy > O (or 2eh,[h; < 0) it is necessary take for the index the exterior (or
interior, respectively) common tangent of the circles k;, k.

By special choice of the functions f;, g;, h; it is possible to obtain the equations of
representing and the canonic forms of tangent nomograms with two systems of
circles and with one scale, and nomograms with one system of circles and with two
scales.

It is also shown that it is possible to represent (by tangent nomograms) the Soreau
canonic form of the 5th nomographic order, the Cauchy canonic form and the canonic
form of the 3rd nomographic order.
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Casopls pro péstovini matematiky, rot. 91 (1966), Praha

O JEDNE SMISENE OKRAJOVE ULOZE TEORIE
ANALYTICKYCH FUNKCI

Jikkf VESELY, Praha
(Doglo dne 12. srpna 1965)

Pfi studiu okrajovych tuloh teorie analytickych funkci se zpravidla pfedpoklddd
,,dostatend hladkost* k¥ivek, tvoFicich hranici uvaZzované oblasti. Casto se k feeni
téchto uloh uZivd Fredholmovy metody, pro kterou se zpravidla tento pfedpoklad
zavddi. V tomto ¢ldnku vyjddiime feSeni jisté smiSené okrajové tilohy pomoci inte-
grald typu

) \ Lg%a,

kde K je rektifikovatelnd Jordanova kfivka a F spojitd redlnd funkce na této kfivce.
Pro libovolnou spojitou funkci F nemtiZe viak ani pfedpoklad hladkosti kfivky K
zarudit existengi spojitého rozsifeni funkce vyjddfené integrdlem (1) z vnittku kfivky K
na K. V souvislosti s tim se studuji oblasti ohrani¢ené kfivkami, spliiujicimi dalsi
omezeni, na pfiklad tzv. Ljapunovovy podminky.

V &ldncich [5] a [8] jsou studovdny okrajové tulohy teorie harmonickych funkci;
vysledkd zde dosaZenych lze pouZit pro zobecnéni feSenti tilohy feSené téz v [1] a [2].
V préci [1] nazna&uje autor moZnost pfevedeni sloZit&j§ich iloh na tuto tilohu, v préci
[2] je popsdna aplikace této tilohy v hydrodynamice. V tomto &ldnku jsou formulo-
vdny nutné a postadujici podminky pro spojité rozSifeni redlné a imagindrni &dsti
studované funkce z uvaZované oblasti na &dsti hranice, kladené na k¥ivky tuto hranici
vytvdfejici. Je zde vySetfen Fredholmiiv polomér operdtoru pouZitého k feSeni této
tlohy a uddna podminka, zarudujici existenci fefeni ilohy pro dostate¢né& Sirokou
tfidu hrani¢nich podminek.
 Pro formulaci tlohy zavedeme ndsledujici oznadeni. Necht E; zna¢i mnoZinu
viech redlnych &isel, E, mnoZinu viech komplexnich &isel, K; « E; pro0 < j < q
jest systém Jordanovych kfivek s vnittky D;, pfi¢emZ pro 0 < j < k < q plati’

@) ' " D,nD,=9, Doo>UD,.

Cj=1
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Kfivka K|, jest orientovdna kladné&, kfivky K, j = 1, ..., q zdporné. PoloZime

(3) D=D0‘U§i

p—1

a zvolime pevné pfirozené p, 1 < p < q. Necht L = U K, L= U K,L=LvulL.

Je-li M kompaktni, M < E,, oznafime symbolem C(M) Banachﬁv prostor vSech
spojitych redlnych funkci na M s normou ”F” = sup |F(t)|. Ddle necht Q znati
teM

mnoZinu viech funkci z C(L), které jsou konstantni na kazdé komponentg L, Q, mno-
zinu viech funkci z Q, které nabyvaji na kfivce K, pouze nulové hodnoty. Zfejmé

je Qo = Q = C(L). Smi¥enou Dirichletovu tlohu, kterou se budeme zabyvat, lze
formulovat ve tvaru:

Uloha 1. K dané funkci Ge C(L) najdéte jednozna¢nou analytickou funkci @
v oblasti D tak, aby existovaly kone¢né limity
lim Re &(z) = #({) pro (eL,

z={
zeD

lim Im &(z) = #({) pro (el
z=¢
zeD

a platil vztah @ — Ge Q.

ReSeni této tlohy budeme hledat ve specidlnim tvaru stejné Jako v [1] ¢&i[2].
Proto téZ ucinime daldi pfedpoklad, Ze totiz Ko, Ky, ..., K, jsou rektifikovatelné
kfivky. Budeme studovat funkce &(z) = ¥F(z) pro F € C(L), z€E, — Ltypu

@ !I’F(z)=i_-[’CF(TC)de+—1—J‘”&dC.

ni m {—z

Pro fe¥eni tlohy 1 ve tvaru (4) je nutno najit k funkci G e C(L) ,,hustotu F, tj.
vySetfiti ndsledujici tilohu:

Uloha 2. K dané funkci G € C(L) urdete funkci F € C(L) tak, aby funkce ¥F = ®
urlend vztahem (4) byla feSenim tlohy 1.

Z hlediska uréeni chovédni funkce WF v okoli L a zarudeni existence potfebnych
limit je vhodné vySettit ndsledujici ulohu:

Uloha 3. Necht ¥F je definovdna vztahem (4). Najdéte nutné a postadujici podmin-
ky k tomu, aby pro kaZdou funkci F € C(L) existovaly vlastni limity

(5) lim Re ¥F(z) = AF({) pro (eL,
z—{
zeD

. limIm ¥YF(z) = AF({) pro (eL.
z—{
zeD
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Poznémka 1. Z existence vlastnich limit (5) pro viechna { e L plyne spojitost
funkce AF na L, tj. AF € C(L).

Za&neme feSenim ulohy 3. Zvolime ndsledujici oznaceni. Necht je K rektifikovatel-
nd Jordanova Kfivka v E,, vytvofend komplexni spojitou periodickou funkci s
redlné proménné ¢ s periodou 2k, k > 0, s ndsledujicimi vlastnostmi:

(6) ¥(<0, 2kY) = K, Y(t + 2k) = y(t) pro teE,,
0 <|t, — t5| < 2k=y(t,) + ¥(t;) pro t;,t1,€E,.

Z rektifikovatelnosti kfivky K vyplyvd pfi b&Zném zpisobu definice variace funkce
na intervalu var [; I] < + oo pro kaZdy omezeny interval I c E,. Pfifadime kazdé
funkci F e C(K) ptedpisem f(t) = F(y(f)) spojitou redlnou periodickou funkci f
na E; s periodou 2k. Vezmeme-li za normu na mnoZin€ viech takovych funkci
maximum funkce na E, a ozna&ime-li takto vznikly prostor C,,, je uvedenym pied-
pisem vyjddfeny vzdjemné€ jednoznadny vztah mezi funkcemi f, F izometrickym
izomorfismem

(7) C(K) = Cy .

Kazdé funkci F e C(K) pfifadime funkci ¥gF, definovanou pro z € E, — K pied-
pisem

®) ¥y F(z) = j K o j ——&E@z 4, v,

pritemZ vzhledem k (7) budeme pouzivat vZdy vhodngjsiho z obou vyjddfeni. V po-
slednim integrdlu lze integrovat pfes libovolny interval I < E, délky 2k.
Pro z ¢ K lze psdti

)] W(t) — z = [y(t) — z| . exp i 9,(1) ,

kde 9,(z) oznatuje spojitou vétev arg [y(t) — z] na E,. Ddle ozna&ime pro F € C(K),
Z€E Ez - K

(0 Rewr()- [ IF“) (- = j:“w%d,lw(r)—zl=mx(w),

I ¥y F(z) = j P 4, 8,() = Wa(z. F).

Necht 4, B jsou dv& mnoZiny v E,, pak dist (4, B) inf {lz1 - 7'2| z, €4, z, € B};
jeli A= {z,}, piSeme krateji dist (4, B) = dist (z4, B). PoloZme B(M) =
— {FiFec(M), |F| 5 1)

Lemma 1. Je-li A = E,, dist (4, K) > 0, pak vSechny funkce My(z, F), Wy(z, F)
pro F € B(K) jsou stejné spojité a stejnomérné omezené na A.
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Dikaz tohoto tvrzeni vyplyvd z lemmatu 2.1 v [8]. Necht ddle Int K znadi ome-
zenou komponentu E, — K, tj. vnitfek kfivky K, Ext K neomezenou komponentu
E, — K. Pro z ¢ K zavddime oznaleni ind (z, K) pro index bodu z vzhledem ke
kiivee K, tj.

ind (z,K) = Zl A, arg [Y(u) — z; <t, t + 2k)].
T

Oznacime jet& symbolem ¢ hodnotu ind (z, K) na Int K, tj.
(11) ind(z,K)=o¢

Je-li ze E;, a€0,2n), Re (0, +00), oznadime px(z, o) polet (0 < pg(z, @) <
< +00) bodi mnoZiny K n {z + rexp ia; 0 < r < R}. Funkce ug(z, @) je lebes-
gueovsky méfitelnd funkce vii¢i proménné « (viz [6]) a 1ze poloZiti

(12) vp(z) = Jznuﬁ(z, a) da.

0

Pro R = + oo budeme psdti pouze v¥(z). Oznadime-li Dy libovolnou z komponent
E, — K, plati:

Lemma 2. Nutnou a postacujici podminkou pro stejnomérnou spojitost funkcit
Wi(z, F) na D pro viechny funkce F € C(K) je vztah

(13) sup v¥({) < + .
LeK

Dukaz tohoto tvrzeni vyplyvd z véty 2.10 v [5]. Stejnomé&rnd spojitost funkci
Wi(z, F) (F € C(K)) na Dy je ekvivalentni s existenci vlastnich limit

(14) lim Wy(z, F) pro ([eK.
z-{
zeDx

Pro vypoget limity (14) zavedeme funkci 9,t), { € K, t€ E,. Nechf { € K; zvolime
libovoln& t, € ¥~ 1(0) = {to; to € Ey, ¥(to) = (}. V (to, to + 2k) existuje vzhledem
k (6) spojitd vétev 9f) argumentu arg [Y(z) — ¢]. Z (13) plyne (viz [8]) var [94¢);
(to, to + 2k)] < + o0 a existuji tudiZ vlastni limity

lim 9,(¢) = 9(to+), lim 9(r) = 9/(to + 2k) —).

t—to+ t=>(to+2k)"~

Polozime 9,(t,) = 9,(to+) a takto definovanou funkci 9,f) roziifime z <to, to + 2k)
na E, pfedpisem

(15) 9t + 2k) = 8(t) + on,
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»

kde o je ur&eno vztahem (11). I pro pevné zvolené { e K neni funkce 9,(t) uréena jed-
nozna¢ng, nybrZ jen aZ na jistou aditivni konstantu. Funkce 3,(f) pro z ¢ K byla
spojitd v E;, funkce 3,() pro { € K v E, obecn& spojitd nemusi byt. PoloZime

(16) Welt, F) = j:"wo» 4, 91).

Hodnota Wy((, F) je urlena jednozna¢ng, nezdvisle na vyb&ru 9,(r). Potom plati
(viz véta 1.2 v [8]):

Lemma 3. Necht plati (13). Pak pro libovolnou funkci F € C(K) a libovolné { € K
plati

(17) lim Wi(z, F) = W((, F) + on F(0),
' senx
kde ,,+“ resp. ,,—* plati pfi Dy = Int K resp. Dy = Ext K.

Provedené uvahy lze snadno zobecniti na oblasti, jejichZ hranice je sloZena z ko-
neéné mnoha rektifikovatelnych Jordanovych kfivek, specidlné tedy pro systém L.
Necht yg;, My;, Wy; jsou definovdny analogicky jako odpovidajici funkce ve vztazich
(8) a (10). Pro libovolnou F e C(L) definujme

p-1 p—1
(18) M, (z, F) = -ZOMKJ(Z’ F), Wiz, F)= .ZOWKJ(Z’ F), zeE, - L,
i= i=
q q
My(z, F) = Y Mg(z,F), WAz, F) =3 Wx(2,F), zeE, - L.
J=p J=p

Lemma 4. Nechf A c E,, dist (4, L) > 0. Potom vSechny funkce M, /z, F),
W, (z, F) pro F e B(L) jsou stejné spojité a stejnomérné omezené na A. Pro
dist (4, L") > O plati analogické tvrzeni o M.(z, F), W..(z, F), (F € B(L)).

Diikaz vyplyvd z lemmatu 1.
PoloZme

r—1 q
(19 R =T (), k() =2 or(2), v&(z) = vk(2) + v§'(2).
i=o i=r
Lemma 5. Bud P libovolnd mnofina, P < E, — L, L < P. K tomu, aby pro libo-

volnou funkci F € C(L) funkce Wz, F) byla stejnomérné spojitou funkci promén-
né z na P je nutné a staci, aby platilo

(20) sup v'({) < + .
teL’
Podobné tvrzeni plati i pro W,.(z, F), pFi¢em# podminka md tvar

(20" sup v'({) < + 0.
feL”
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Dukaz vyplyvd téZ z véty 2.10 v [5].

Poznfimka 2. Vzhledem k definici (19) a vzhledem k vlastnostem funkci v*, v*', v*
je soutasnd platnost podminek (20) a (20’) ekvivalentni podmince

(21) sup v"({) < + 0.

LeL

Plyne to ptimo z definice (19) a odhadi v*'({), v*'({) pomoci v*({). Na ptiklad pro
v"'(¢) plati

sup v'(¢) < sup v*(() < sup v*(0).
LeL’ LeL’ LeL
Poznimka 3. Podobns jako v (17) plati pro libovolné F € C(L), { e L
(22) lim W, (z, F) = W ((, F) + n F().
z=¢

zeD

Podle (17) jest pro pevn& zvolené j, 0 < j < p — 1, Fe C(L) a libovolné { e K;
1in; Wy (2, F) = Wg((, F) + n F(().

zeD

Podle lemmatu 4 plati

lim Wy (z, F) = Wy ((, F) pro 14 j
D .
a odtud (22) vyplyvd snadno settenim pies viechna j, 0 < j < p — 1 a porovndnim
s definiénimi vztahy (18).
Oznadime-li

Wy, F({) = lim Wz, F) — n F((), (e L,
o
zjistime snadno porovndnim, Ze Wy. F({) = W,({, F) pro kaZdé { € L. Za pfedpokla-
du (20) jest takto definovany operdtor W,., zobrazujici C(L) (resp. C(L)) do C(L)

spojitym operdtorem na C(L). (Viz téZ pozndmka 3.3 v [8].) Podobné zdvéry plati
i o funkci W, F) a pfislu¥ném operdtoru Wy..

Véta 1. Necht plati oznaceni z ulohy 3. Pak nutnou a postacujici podminkou

k tomu, aby pro kaZdou funkci F € C(L) existovaly vlastni limity AF z (5), je pod-
minka (21).

Dikaz. Ze vztaht (3) a (18) pro ze D, F e C(L) vyplyvaji po separaci redlné
a imagindrni &sti vztahy

(23) Re WF(z) = ;lt [Wo(z F) + My(z, F)],

Im PF(z) = 7-1: [Welz, F) — Mz, F)].
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Zvolime-li libovolng otevienou mnoZinu P = D, L < P, je podle lemmatu 5 funkce
Wy(z, F) stejnom&ng& spojitd na P prdvé kdyZ plati (20). Zvolime okoli U(L)
systému kfivek L tak, aby dist (U(L), L") > 0. Z lemmatu 4 vyplyvd stejnomérnd
spojitost M.(z, F) na U(L). Funkce Re ¥F(z) je tedy stejnom&rn& spojitd pro
z€ P n U(L) pravé kdyZ plati (20). Stejnou ivahu mizeme provést i pro Im ¥F(z)
a podminku (20'). Z pozndmky 2 vyplyvd, Ze (21) plati, pravé kdyZ jsou Re ¥F, Im ¥F
stejnomé&rné spojité funkce v pfislu§nych okolich L, L, tj. kdyZ existuji vlastni limity
AF(0) z (5). .

Operdtor W,. zobrazuje — viz pozndmku 3 — za predpokladu (21) prostor C(L)
do prostoru C(L). Provedeme — bez zm&ny oznadeni — ndsledujici roziifeni definice
operdtoru Wp.:

(24) Wy F({) = Wo((, F) pro (e L, W, F({)=0pro{eL.
Podobn& zavedeme jest& v souhlase s formuli (18)
(29) Wy F({) = Wy((, F) pro (e L', W, F({) =0 pro (eL,

My F({) = M ((, F) pro {eL’, M, . F({)=0 pro {eL,

My F({) = Mp({, F) pro (e L, M. . F({)=0pro (el .
Takto zavedené operdtory W;., Wy., M., M. zobrazuji pfi platnosti (21) prostor
C(L) do prostoru C(L). VySettované limity AF({) z (5) lze nyni vyjddfit ve tvaru

1 "
AF(Q) = ;[WL, + M ] F() + F(). pro (elL,

AF() = :;[WL” - M. ]F(Q) + F) pro (el

resp. po upravé s pfihlédnutim k definidnim vztah@im (24)

(9 AFQ) = LW+ W) + (Mo — M) + wIFQ), Lo,

kde I znagj identicky operdtor na C(L). 4 je tedy omezenym linedrnim operdtorem
na C(L), pravé kdyZ plati (21). Omezenost operdtortt M., M. vyplyvéd z lemmatu 4,
omezenost operdtorli typu Wy, resp. Wy. viz podrobné&ji v [5].

Naddle budeme pfedpoklddat stdle platnost (21).

Pro feSeni tilohy 2 je vhodné vySetfit Fredholmiiv polomé&r operatorul — A =T
na C(L), resp. veli¢inu

(26) " ol =inf|[ =T,
T
kde T probihd viechny kompaktni operdtory na prostoru C(L); tato veli¢ina je pte-
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vracenou hodnotou Fredholmova poloméru operdtoru I'. Stejny vyznam md symbol @
pii pouZiti ve spojeni s ostatnimi zavedenymi operdtory.

Zavedeme dal$i oznaceni. Nechf K je opét rektifikovatelnd - Jordanova kfivka,
vytvofend funkci y s vlastnostmi (6). Pro libovolné { € K zvolime t,€ ¢ ~'((). Za
predpokladu (13) existuji vlastni limity

im 'ﬁ(‘)_g=t+ im_'li(_t)_—_i-_—-—r“ .
27) Jlim W =1 <), e W) =1 x(©)

Stejné jako v [8] necht ax(() zna&i radidlni miru neorientovaného tihlu vektori
1% (0), 15 ({). Podle [8] plati vztah

(28) ax(£) = |94t0) — 9(to—)|

mezi zavedenou mérou o({) a funkci 9,(¢) zavedenou vyse (viz text pfed vztahem
(15)). V [8] je urcena velitina wWj pro operdtor

Wi F({) = lim Wy(z, F) — n F({)
z—{
zelntK

Plati
(29) oWy = lim sup (vg(0) + ax(()) = lim sup vR(0).

R-0+ (eK R-0+ leK

Poznimka 4. Ze vztahu (29) vyplyvd, Ze Wy miZe byt kompaktni pouze tehdy,
je-li agx({) = 0 pro viechna { € K. To nastane tehdy, kdyZ kfivka K neobsahuje
zddné uhlové body, tj. body {, pro n&Z jest a(() > 0.

Dile jest v [8] zaveden operdtor W na prostoru C(L) urdeny vztahy

q
(30) Wy(z, F) = Y Wiz, F), ze E, — L,
j=0

W, F({) =lim Wy(z, F) — n F({), e L, FeC(L),
z=¢

zeD

ktery za pfedpokladu (21) jest omezenym linedrnim operdtorem z prostoru C(L)
do C(L). Jemu odpovidajici hodnota wW, je vypoétena a vyjadfena ve tvaru

(31) wW, = lim sup vg(().

R-0+ LeL

Pfistupme k vypoétu veli¢iny wI'. Nejprve dokdZeme pomocné tvrzeni:

Lemma 6. Operdtory definované na prostoru C(L) predpisem
Ty=We + Wpe — W), T, =My — M)

Jjsou na prostoru C(L) kompaktni.
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Dikaz. PouZijeme vztahd (24) a (30) a zjistime pro F € C(L) rozepsdnim
(32) T, F({)= —Wp({,F)pro LeL, T, F({)= —W.(F)pro {eL,
T,F{)= M. F() proleL, T,F({)= —M.F({) pro (eL'.

Vzhledem k dist (L, L) > 0 jsou operdtory T;, T, podle lemmatu 4 a véty Arielovy
kompaktni.

Véta 2. Prevrdcend hodnota Fredholmova poloméru operdtoru I' je rovna vyrazu
1 . L
(33) ol = - lim sup vg(0).
T R-04+ leL
Diikaz. Probihd-li T v8echny kompaktni operdtory na prostoru C(L), plati ndsle-
dujici vztahy

wr=1mQWn”+mA+(MU—Ah)—T”=
nT
1.
= ;t lI;f "(WLI + WLH) & Tl + (ML” s MLr) -_— Tz — T” =
=1mﬂmg-T"=3mm,
nT n

Odtud jiZ plyne za pomoci (31) formule (33).

Nyni Ize pfistoupit k FeSeni tloh 1 a 2. Vzhledem ke vztahu A = I — I' je nutné
k feeni lohy 2 uréit k funkci G e C(L) funkci F e C(L) tak, aby platilo: AF — G =
=(I —-T)F - GeQ (symboly Qa Q, byly definovdny na po&dtku &ldnku pfed
formulaci ulohy 1). Ukazuje se vhodnym nalézti funkci F e C(L) tak, aby platilo

(34) (I-T)F-GeQ,.

Zavedeme pro libovolnou funkci G e C(L) toto oznadent: Symbol DG oznacuje
moZinu viech funkci F € C(L), pro které plati vztah (34). Stejn& jako v [8] nebo
v [1] zavedeme nyni linedrni operdtor T, na prostoru C(L), spliiujici vztahy

(35) To C(L) = Q,
(36) . ToQo = Qo -

Jeden z moZnych tvarl takového operdtoru viz napf. v 3.7 &ldnku [8]. Plati ndsledu-
jici lemma, jehoZ diikaz vyplyne jednoduse z pozdé&ji uvedeného lemmatu 9:

Lemma 7. Necht &, ®, jsou FeSeni tlohy 1, majici tvar (4); necht v souhlase
s oznadenim ve znéni ulohy plati &; — &, € Q,. Potom &, = &,.
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Z tohoto lemmatu a z ndsledujiciho pro kaZdé G e C(L) platného vztahu
(37) {F;FeC(L), (I - T + T,) F = G} =« DG
plyne, Ze pro existenci feSeni ulohy 1 stali dokdzat existenci feSeni rovnice pro libo-
(38) I-T+T)F=G

volnou funkci G € C(L). Vztah (37) vyplyva z formule (35) a z definice DG (viz vztah
(34) a text za nim ndsledujici). K diikazu existence fefeni rovnice (38) pouZijeme
Riesz-Schauderovy teorie. Budeme pfedpoklddat, Ze wI” < 1, tj.

(39) lim supvg({) < =

R—04+ leL
Pak plati Fredholmova alternativa pro (38) a k existenci a unicité fefeni (38) pro
libovolnou funkci G € C(L) sta&i ov&fit implikaci:

(40) (Foe C(L), (I = T + Ty) Fo = 0) = Fo = 0.

Operitor T, je rovnéZ kompaktni na prostoru C(L), nebot Q, md kone&nou dimenzi.
K dikazu platnosti vztahu (40) budeme potfebovat n&kolik pomocnych tvrzeni,
kterd dokdZeme dfive.

Poznamka 5. Budeme fikat, Ze Jordanova kfivka K oddéluje mnoZiny M, 1= E,,
M, c E,, jestlize tyto mnoZiny leZi v riznych komponentdch E, — K.

Lemma 8. Necht K je Jordanova kfivka v E,, Dy nékterd z komponent mnoZiny
E, — K. Pak ke kaZdé uzaviené mnoZiné M — Dy existuje po Cdstech reguldrni
Jordanova kfivka K', K' = Dy, kterd oddéluje mnoZiny M a K.

Poznamka 6. Vyznam pojmu po &dstech reguldrni kfivky je zde chdpdn ve stejném
smyslu, jak je vyloZen v § 16 kap. I v [3].

Diikaz lemmatu 8 struéné naznafime. K dané mnoZin€ M < Dy lze metodou,
popsanou v Uvodu [3], § 10 najit vZdy uzavfenou souvislou mnoZinu M’ tak, Ze
plati M « M’ <= Dy. Pfedpoklddejme nejprve, Ze Dy = Int K. Podle vé&t 10.2 a 10.3
tamtéZ existuje koneény poéet Jordanovych polygondlnich kfivek Z,, Z,,..., Lpn

takovych, Ze plati M’ = U Int #;. Ze souvislosti mnoZiny M’ plyne, Z¢ M’ < Int &,

projist¢ ne {1,2,..., m} Tato kiivka jest jiZz hledanou po &dstech reguldrni kfivkou
$ poZadovanymi vlastnostml a proto poloZime %, = K'. Pro pfipad Dy = ExtK
miZeme pouZit transformace pomoci-kruhové inverze se stfedem z, € Int K a dosta-
te¢n€ malym polom&rem pfislu¥né kruZnice. Touto transformaci pfevedeme feSenou
situaci na pfedchozi pfipad a nalezenou polygondlni k¥ivku %, pfevedeme novou
aplikaci této transformace na hledanou po &istech reguldrni kfivku K’'. Tohoto
tvrzeni uZijeme pro dilkkaz ndsledujiciho lemmatu:
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Lemma 9. Necht & jest jednozna¢nd analytickd funkce v oblasti D takovd, Ze pro @
z tlohy 1 plati vztah ¢ € Q. Potom funkce & je konstantni v oblasti D.

Dtikaz tohoto tvrzeni provedeme nepfimo. Necht tedy & je nekonstantni jedno-
znadnd analytickd funkce v D, spliiujici uvedené poZadavky. Zobrazeni funkci &
provddi oblast D v oblast &(D). Oznagime hodnoty funkce ¢ na komponentdch K
hranice L postupné a;, j = 0, 1, ..., g. Ddle oznadime ';, j = 0, 1, ..., ¢ mnoZiny
bodii pfimek

XN;={z;z€eE;, Rez=a;}, j=0,1,...,p—1,
H;={z;zeE,yImz=a}}, j=p,....q

P=
i

oA

i

ic-

Pro libovolnou mnoZinu 4 < E, definujeme mnoZinu % ,(A) predpisem
U[(A) = {z; ze E,, dist (z, 4) < &} .
Pro hranici H(®(D)) mnoZiny &(D) plati podle podminky & € Q
(41) H(®(D)) < P
Definujeme funkci /(z) vztahem
(z) = Re ®(z) — a; pro ze¥(K;)nD, j=0,1,..,p—1,
I(z) =Im®(z) — a; pro ze%(K;)nD, j=p,...q,

pfi &emZ volime r > 0 dostate¢n& malé tak, aby %(K;) n%/(K;) = 0 pro i + j.
Nyni Ize k libovolnému ¢ > 0 nalézti § > 0 tak, Ze plati

zelU(L)n D= |l(z)| <=.

Polozime M = D — %,(L) a uZitim lemmatu 8 sestrojime systém Jordanovych po
&dstech reguldrnich kfivek Kj, j = 0, 1,..., g, odd€lujicich mnoZiny M a K; pro
viechna j. Je-li D} = Int K, poloZime analogicky (3)

q
D* = Dy — U D;.
j=1

J

Ztejmg plati M = D* « D. Oblast &(D°) je omezend pro libovolné & > 0. Zvoli-
me-li ¢ dostaten& malé, lze v ka?dé neomezené komponent& mnoziny E, — P nalézti
bod z, i = 1,2,..., k (k pfirozené, k < 2(q + 1)) tak, Ze plati

z;¢ ®(D°), dist(z, P)>e, i=1,2,..,k.
PoloZime D, = D — D*; pro libovolny bod z € &(D,) plati dist (z, P) < ¢, z EehoZ
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plyne z;¢ &(D,), i = 1,..., k. JelikozZ D = D* L Dy, platitézz;¢ &(D),i = 1,2,..., k.
Komponenty mnoZiny E, — P jsou oteviené konvexni mnoZiny. Z pfedpokladu, Ze
v nékteré z téchto komponent E, — P leZi dvojice bodl z,, z, takovd, Ze plati

z, ¢ ®(D), z,e®(D),

vyplyvé existence bodu z* na Gse&ce z,, z,, z* € E, — P, z* € H(®(D)); to jest viak
ve sporu se vztahem (41). Proto Z4dnd z neomezenych komponent E, — P neobsa-
huje body z &(D) a ¢(D) jest omezend. Obsahuje-li nékterd z omezenych komponent
E, — P bod z ®(D), je celd &sti &(D). Pfipad #(D) = P nemiiZe nastat, a proto
alesponi jedna takovd komponenta existuje. Vybereme nyni z pfimek JX7;, j =
= 0,1, ..., g takovou, aby platilo — oznaéme ji X ";, —

6(_1)5“‘%/1'0*0

a soudasng oblast &(D) leZela celd v jedné z polorovin, vytatych pfimkou ;. Pak
kfivka K;, = D se zobrazi tak, Ze plati

dist (&(K}), Aj,) =4n>0

Sestrojime nyni pfimku ';, rovnobé€Znou s X’;  a protinajici @(D) tak, aby platilo
dist (A ;,, A ;o) = 2n. K ¢&islu 5 > 0 sestrojime analogickym postupem oblast D",
ohranigenou systémem kfivek K’j, odd&lujicich mnoZiny K; a K proj =0, 1, ..., q.
Vy3etiime obraz oblasti D, = D, omezené kfivkami K}, a K’;,. Obraz ¢(D,) oblasti D,
je opét oblast. Na ptimce ¢, leZi tedy bod z &(D,) a tedy i bod z* € H(®(D,)).
Pongvadz ale ¢(K},) n A7), = 0, ®(K},)) n A}, = 9, musi byt z* obrazem vnitfniho
bodu oblasti D,, coZ je opét ve sporu s tim, Ze @ je nekonstantni holomorfni funkce
v D.

Lemma 10. Nech? plati vztah (39). Pak plati
(42) (FeC(L), I -T)FeQ)=FeQ.

Dukaz. Z ptedeslého lemmatu vyplyvd, Ze funkce ¥F je konstantni v oblasti D.
Stagi tedy dokdzat implikaci (¥F = konst.) = F € Q. Pfedpis (4) pro ¥F uréuje ¥F
jakozto analytickou funkci v E, — L pro libovolnou funkci Fe C(L). Zvolme
pevné j, 0 < j < p — 1 a utvofme funkci ¥j(z), definovanou pro ze€ E, — L:

) ¥(2) = ¥ () -~ ¥, F(Q)

(viz ptedeslé definiéni vztahy (4) a (8)). Oznadme A; B; komponenty mnoZiny
E, — K; tak, Ze pro oblasti 4;, B; plati D = A;, D n B; = 0. Pro funkci ¥(z2),
ze E, — Lplati podle lemmatu 4 ‘

(44) lim ¥(z) = lim ¥(z)..
oy | s,
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Dile za uvedenych pfedpokladi (viz vztah (61) v [8], véta 2.3) plati

(45) lim ij(z, F) = lim ij(z’ F).
. o =

Vyndsobenim (45) faktorem —z~! a sedtenim takto ziskaného vztahu s imagindrni
dsti vztahu (44) obdrzime

(46) lim Im ¥ F(z) = lim Im ¥ F(z) = konst.
vod 28

Odtud v8ak z vlastnosti harmonickych funkci vyplyvd, Ze funkce Im YF je konstantni
funkci v B, tudiZ i funkce Re ¥F je konstantni v B; a funkce

@4n - F(¢) = 3(lim Re ¥ F(z) — lim Re ¥ F(z))
z—=L 2"{
zed; zeBj

je konstantni na kfivce K;. Analogicky pfi pevném j, p < j < q poloZime
. .
¥{(z) = ¥ F(z) - - ¥x; F(2)

a podobnym postupem dospé&jeme k vyjddfeni funkce F na kfivce K; vztahem
F({) = #(lim Im ¥ F(z) — lim Im ¥ F(2)),
z=y z={

zeAq zeB;

z n&hoZ vyplyvd, %e funkce F je konstantni na kfivce K;. Je tedy funkce F e C(L)
konstantni na kazdé komponenté La tedy plati F € Q.

Lemma 11. Nech? plati (39). Pak plati vztahy:
(48) (FeC(L), (I -TI)FeQy)=FeQ,,
(49) (FeQy)=(I—-I)F=0.

Dikaz. Nechf F e Q, F({) = ao(F) pro libovolné { € K,. Z Cauchyovy véty
plyne pro libovolné { e L

(50) (I = T)F =2nayF).

Je-li F € Qy, jest ao(F) = 0 a plati (49). Je-li ddle (I — I') F € Q,, je téZ F € Q a podle
(50) plati F e Q,.

Lemma 12. Nechf plati vztah (39). Pro funkci 0 e C(L) plati Q, = DO.
Dikaz. Z definice DG a vztahu (48) a (49) vyplyvd

FeDO « (I -TI'FeQ,=FeQ,,
FeQo,=(I-T)F=0=FeD0.
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Nisledujici véta 3 ndm umoZiiuje fesit vySetfované ulohy 1 a 2.

Véta 3. Necht plati vztah (39). Potom pro libovolnou funkci Ge C(L) plati
DG # 0. Je-li F € DG, G e C(L), plati

Diukaz. Jeli FoeC(L), (I — '+ Ty)Fo =0, pak (I —I') Fy = —T,Fo€e Q,
podle vztahu (35). Podle vztahu (48) vyplyvd odtud Fg € Q,, z &ehoZ podle vztahu
(49) plyne (I — I') Fy = 0 = —T,F,. Odtud pak podle (36), (35) vyplyvd F, = 0,
nebot Q, md koneinou dimenzi. Vztah (40) je tedy ov&fen a proto DG =+ @ pro
libovolnou G € C(L). Druhd &st tvrzeni véty 3 je ddsledkem lemmatu 12. Uvedené
véty umozZiuji feSeni vySetfované smiSené Dirichletovy ulohy pro t¥idu hrani¢nich
podminek, vyjddfenych funkcemi z prostoru C(L).

Poznamka 7. S malymi upravami bylo by mozno fesit podobné tlohu 1 i v pfipadé
K, = 0. Pak je podminka, vyjadfujici chovdni hledané funkce & v okoli K, nahraze-
na podminkou, charakterizujici chovdni funkce & v nevlastnim bodé E, tvaru

lim Re &(z) = a,.

{z]>+ o
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Pe3ome

OB OJJHO CMELWIAHHOW KPAEBOW 3AIAYE TEOPUU
‘ AHAJIUTUYECKUX ®VHKLUUN

VIMPXW BECEJIBI (Jiti Vesely), ITpara

B crarbe pelunaeTcs Cieayolas 3axava:
ITycts D — cBsA3HAsA 4acTh IUIOCKOCTH E,, OrpaHMYeHHAs 3aMKHYTHIMH IPOCTBIMK

kxoHTypamu K;, j =0,1,..., q, HenmepecekaroWMMi ApYr Apyra, u3 KoTopeix K,
= p—1 q
OXBaTHIBaeT BCe ocTanbHble. O6o3paymm L' = U K;, L' = K;, 0 <p=<gq, L=
. i=0 i=p
= L' v L'. Crenyer HaiiTH OJHO3HAYHYIO aHAJIUTHYECKYI0O QyHKUui0o @ B D Takyro,
49TO '
lim Re &(z) = G({) + h({), (eL,

z—g
zeD

limIm &(z) = G({) + h({), (eL,
i
rae G — 3ajaHHas HenpepbIBHas AeHcTBUTENbHas ¢yHkuus HA L u h — mrobas
aeicTBuTENIbHAA (QyHKUMsA Ha L, MOCTOSHHAA Ha TMPOU3BOJBLHOM KOHTYpe K, j =
=0, 1, oy
OOGLIKHOBEHHO pelaeTcs 3Ta 3ahada AJs MOCTATOYHO TJIAAKMX KOHTYypoB K,
j=0,1,..., 9. 3necb NPON3BEACHO pEllIEHHE 3TOW 3aJa4¥ IPU OTCYTCTBHU ITOTO
TIPEATOJIOKEHHUA.
Yrobbl HaiiTH pelleHMe 3TOH 3ajayd B BuAE CyMMBI HMHTerpaioB tuma Kouw,
PeLIalOTCs CIIeAYIOIIME BONPOCHI:

nyers (@) ‘I’F(z)=i_J’_ —Ii(Q—dC+lJ FO g4

i -z ) n - — 2

(a) TpeGyeTcs: HalTH K NeHCTBATENBHOM HenpepriBHON GyHKuMKu G Ha L aHaIMTHYEC-
KyI0 OfHO3Ha4Hy!0 GyHKIMI0o @ B D Tak, 4TOoGBI CyLIECTBOBaM KOHEYHbIE MPENEIIbI

limRe &(z) = &), (e L n limIm &(z) = &), (e L’
o PR e
1 4T06BI pa3HocTs QyHKuHiA & U G ABNLIACH HenpepbIBHOM QyHKIMe# Ha L ¥ mocTo-
sHHO# Ha mobom kouType K;, j = 0,1,..., 9.

(6) maiiTn x nelicTBHTENBbHOM HenmpephlBHOH GyHKmMH G Ha L HempepbIBHYIO
neiicTeutenbHyo Gynknuio F, 4to6b1 dynxuus YF, onpenenennas B D npu nomo-
i (@), ABIATIACH pelleHHeM (a).
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(8) nycts ¥F onpenenena npu nomoiuu (¢); HaiTH HeOGXOAMMBIE N JOCTATOYHbIE:
YCJIOBHS IJIs1 CYILIECTBOBAHASI KOHEYHBIX MpeEEIOB

limRe Y F(z), (e L’ u limIlm ¥ F(z), (eL’
z={ z—{
zeD zeD

IUIs TIPOM3BOJIEHOM HempephiBHOM (yHkunuu F Ha L.
s pewesus (6) BBEOEH COOTBETCTBYIOLIMI JIMHEHHBIH onepaTop I' M BBIYHCICH
ero paaguyc ®pearonsma.

Summary

ON THE MIXED BOUNDARY PROBLEM OF THE THEORY
OF ANALYTIC FUNCTIONS

JIRi VESELY, Praha

In this paper the following problem is solved:

Let D be a region in the plane E, bounded by closed simple non-intersecting
p—1

curves K;, j=0,1,...,q and let K;, j = 1,...,q lie inside K,. Set L = | K,
q j=0
L'=UK; 0<p=gq,L=Lv L' Find an analytic single-valued function & in D'

J=p
which fulfils these conditions
lim Re &(z) = G({) + h({), (eL,
e
limIm &(z) = G({) + h(¢), (el
i ,
where G is a given, real-valued continuous function on Land h is a realvalued func-
tion constant on every curve K pl= 01,...,q.
It is usually assumed the curves K;, j = 0, 1, ..., q are sufficienthy smooth. Here
this problem is studied without this assumption.

To find the solution of this problem as a sum of Cauchy integrals, the following
problems are solved. Let

(@) WF(z):l_j';ﬁdC+lf,'&dC.

wi -z n {—2z

(a) Find an analytic single-valued function @ in D to a given real-valued continuous:
function G on Lsuch that the finite limits

lim Re &(z) = #((), (e L and limIm &(z) = (), (e L'
z—§ z-§

zeD zeD
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exist and that the difference of the functions & and G is constant on K »i=0,1,..,4q.
(b) Find a real-valued continuous function F to a given real-valued continuous
function G on Lsuch that the function ¥F defined by («) is a solution of (a).

(c) Let the function ¥F be defined by (). Find nessesary and sufficient conditions
for the existence of finite limits '

lim Re YF(z), {e L and limIm ¥YF(z), (el
z=y z—{
zeD zeD

for every continuous F on L.

For the solution of (b) a convenient operator I' is introduced and its Fredholm
radius is expressed.
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PRISPEVOK KU GEOMETRII KONVEXNYCH MNOHOSTENOV
V n-ROZMERNOM EUKLIDOVSKOM PRIESTORE

PAVEL BARTOS, Bratislava
(Doslo diia 14. septembra 1965)

V euklidovskom n-rozmernom priestore E, (n = 2) je dané m (m > n) polpriestorov
) m=ax—h <0 (i=12..m)
ktoré vyjadrime rovnicami )
(2 m=ax—h=-¢q, (i=12..,m)

kde g; je nezdporny parameter, ktory nazveme opornym parametrom roviny r;,
lebo istym spdsobom stivisi s opornym &islom h; tento roviny. Ak treba prejst k pol-
priestoru opaénému, piSe sa —q; miesto q;.

Prenik m polpriestorov (2) je konvexny m-sten, ak

1) mé vnatorné body a

2) ka¥dd z m hraniénych rovin z; = 0 tychto polpriestorov obsahuje stenu mnoho-
stena.

Mnohosten je potom bud ohraniéeny, bud neohraniceny.

Ci dané polpriestory (2) skutoéne uruja konvexny m-sten majuci vlastnosti 1) a 2),
zdvisi pri danych vektoroch a; = (a;4,@;3,...,a;,) (i = 1,2,..., m) od hodnét
opornych &isel h; rovin 7;. O tom sti zndme vety 1 a 2 v § 5 kap. VII diela [1].V tejto
prdci vyslovime nutné a postatujice podmienky existencie konvexného mnohostena
uréeného polpriestormi (2) pomocou opornych parametrov q;. PrisluSné vety si
aplikabilné v konkrétnych pripadoch a umozﬁuju aj snadné zistovanie topologickych
vlastnosti konvexného mnohostena

Predpokladajme, %e vektory a;, i = 1,2, ..., n, st linedrne nezdvislé, take rovi-
ny z, i =1,2,..., n, maji spoloény prdve Jeden bod (&im zo svojich uvah vylu€u-
jeme bezvrcholové hranoly) a plati

®) A=|oieiiiiiin. £0
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Zrovnic (2) pre i = 1,2, ..., n sa potom ur&

(4) Ay,15 0005 801,515 hy — q4, A1,j+1> - A1

....................................

4

Ak oporné parametre g, g, ..., g, nadobudaji nezdvisle na sebe vSetky mozZné
nezdporné hodnoty, uréuju vztahy (4) siradnice préve vietkych spoloénych bodov
polpriestorov (2) pre i = 1,2,...,n. Bod X = (x, X3, ..., x,) teda bude bodom
preniku vetkych polpriestorov (2) vtedy a len vtedy, ked jeho siradnice (4) spliiajt
rovnice (2) pre i = n + 1, n + 2, ..., m. Po dosadeni a tiprave dostaneme

Anik,19 ++ Antkns Ak — By
Q1,15+ @1 s g, — hy -0
— ’

............................

an,l, soey an,m qn — hn

To je m — n 2 1 (jedna v pripade simplexu v E,) linedrnych rovnic, ktoré moéYeme
pisat v tvare

an+k,1’ ooy an-H:,m dn+k an+k,l’ eony an+k,m hn+k

al’l, ooy al',., q4 = al,l,-.., al,,,, h1 =4
= “ko»

Gy1s ooes Oy qn P h,

k=1,2,...,m — n. Rozvedic determinant na Tavej strane podla prvkov posléd-
ného stipca a oznatiac alg. doplnok prvku q,, I = 1,2, ..., n, &, ;, dostaneme rovnice

(5) Z&k.,q,+(—l)"4q,,=dk, k=1,2,...,m—n
1=1

Rovnice (5), tzv. charakteristické rovnice preniku polpriestorov (2), nie su identita-
mi vzhfadom na nezdporné premenné q;, lebo 4 + 0. Vyjadruju nutné a postadujtice
podmienky pre oporné parametre g, qs, ..., 4, Z ktorych prvych n uréi podla (4)
suradnice prdve vietkych bodov preniku polpriestorov (2). V dalSom ich pouZijeme
na dokazovanie viet o konvexnych mnohostenoch (spomedzi ktorych sme bezvrcho-
lové hranoly vyludili).

Veta 1. Prenik polpriestorov (2) md vlastnost 1) vtedy a len vtedy, ked sistava
rovnic (S) s nezndmymi q4, q,, ..., 4,, md rieSenie v obore kladnych &isel.

Dékaz. Vtedy a len vtedy, ked nezdporné parametre vyhovujii rovniciam (5), sit
body pomocou nich podla (4) ur&ené bodmi preniku vietkych polpriestorov (2). Vtedy
a len vtedy, ked vietky tieto parametre st kladné, leZi bod vnutri vietkych pol-
priestorov (2), a teda je aj vnutornym bodom ich preniku.

Veta 2. Cast hranice preniku polpriestorov (2) lefiaca v rovine n,, i = 1,2, ..., m,
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md v tejto rovine vnutorné body vtedy a len vtedy, ked rovnice (5) maju rieSenie
tejto vlastnosti: q; =0, q; > 0,j =1,2,...,m, j * i.

Doékaz. Za uvedenych podmienok a len vtedy existuje v rovine x; taky bod,
ktory ndleZi do preniku vietkych polpriestorov (2), ale neleZ v Ziadnej inej hraninej
rovine 7;, j # i teda leZi vnitri steny v 7,.

Veta 3. Prenik polpriestorov (2) je konvexny m-sten vtedy a len vtedy, ked sistava
rovnic (5) md m rieseni tejto vlastnosti:

%) q1=0,¢;>0,i+1; ) q,=0,¢,>0,i%2...;
) 4w =0, ¢;>0, i+ m.

Dékaz. Podla vety 2 su tieto podmienky nutné a postadujiice pre vlastnost 2).
Aviak z existencie rieSeni «,), ), ..., @,,) vyplyva aj existencia rieSenia siistavy (6)
v obore kladnych &isel'), a teda st tie podmienky nutné a postadujice aj pre vlast-
nost 1). Tym je veta dokdzand.

Veta 4. Konvexny mnohosten urceny polpriestormi (2) je neohraniceny vtedy a len
vtedy, ked md neohranicené hranicné utvary k-rozmerné, k = 1,2,...,n — 1.

Takyto mnohosten je urcite ohraniceny vtedy, ked kazdy parameter q; (i =
= 1,2, ..., n)-nie nutne vsetky spolu-sa vyskytuje aspori v jednej takej rovnici (5),
v ktorej Ay # 0, dy,; + 0 a v ktorej pre vsetky nenulové koeficienty d, ; plati

sign &, ; = sign (—1)" 4 = sign 4, .

Dodkaz. KedZe neohranifeny konvexny mnohosten md aspoii n neohrani¢enych
stien, je tvrdenie pre k = n — 1 trividlne. Zdroveii je zrejmé, Ze tieto neohranitené
steny — stic &astou hranice neohranifeného ihlana alebo hranola — majui neohrani-
¢ené hrani¢né ttvary k-rozmerné, 1 £ k < n — 1. Ohraniéené telesa tejto vlastnosti
nemaji. Tym je dokdzand prvd Cast vety.

Sprdvnost druhej Gasti vety vyplyva z toho, Ze za uvedenych podmienok si para-
metre q,, q,, ..., 4, @ potom aj nimi podIa (5) uréené g, 1, gu+25 - - -» g Urtite ohra-
nicené.

Veta 5. Nech M je konvexny m-sten, urceny polpriestormi (2) Prenik rovin
Miss Tigs «oos Ty, (iy, B2, -, iy je nejakd kombindcia bez opakovania indexov 1,2, ..., m,
2 £ k £ n) je (n — k)-rozmernym hraniénym dtvarom mnohostena M vtedy a len
vtedy, ked sustava (5) md riefenie

9y =4dp=--=¢,=0, ¢>0, I=12...m, T%i,iy....0.
V pripade k = n 2 3 méZe platif aj q, = 0.

) !) Ak linearna rovnica o m nezndmych mé dve rieSenia (xg, X5, ..., Xp), (P4, V35 +++s Vi), M
aj tretie riefenie ((x; + »4)/2, (x3 + ¥3)/2, ..., (6 + Ym)[2). Takéto riesenie sustavy (5) odvo-
dené napr. z riefenia ;) a a,) viak je z oboru kladnych &isel.
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Ddkaz. Nech k < n. Vtedy a len vtedy, ked si splnené podmienky vety, lez
v preniku rovin =, , ;,, ..., 7, taky bod, ktory je hraniénym bodom mnohostena M,
ale neleZi v Ziadnej inej hrani¢nej rovine n,(l # iy, iy, ..., i;) a teda je vnutornym
bodom (n — k)-rozmerného hrani&ného uitvaru mnohostena M.

Tvrdenie v pripade k = n (pre vrcholy mnohostena), rozliSené pre n = 2a n'> 2,
je trividlne.

Pomocou vety 5 moZno v konkrétnom pripade vidy rozhodnif o poéte hrdn
a vrcholov mnohostena, ako aj o ich topologickom rozpoloZeni.

Veta 6. Majme maticu redlnych ¢isel

.............. , iiienenn. | F0, m>n=2.

Q15+ 03 Qs Pim Ay 1y oees Apg
Nech a; = (ai 1852 e @ip), i =1,2,...sm. Siustava m — n linedrnych rovnic
s nezndmymi qq, g2, ..., 4,y

an+k,l, ceey au+z,m Gn+x — hn+k

Ay, o8y G — hy =0, k=1,2,....m—n

...........................

a) md rieSenie v obore kladnych Cisel vtedy a len vtedy, ked v tom pripade, e plati
pre urcité k, k * iy, iy, ..., iy,

(6) Ea = lg:lv“a“
kdek=1,2,...,m,1 < Iy £ n vektory Zz. su linedrne nezdvislé a iy, iy, ..., i), je
kombindcia indexov 1,2, ..., m, plati v pripade v, ;, < 0 aj h; > Ze: Vi ih;, a b) md
rieSenia i
@) q:=04>0i*1; )q.=04>0i+2..;
) dn=0,4;>0,i%m
vtedy a len vtedy, ked v tom pripade, e existuje rozklad (6) s udanymi vlast:tost'ami,

lo

plati v pripade v,; <0 aj h, > Z Vihi, a v pripade vi; > 0 aj h, < Zv,‘ 1hi,-

Dokaz. Veta 1(2) § 5 kap. VIL diela [1] vyslovuje nutné a dostatujiice podmienky,
aby prenik polpriestorov (2) mal vnutorné body (mal vnutorné body a s kazdou
rovmou n, spolo&ny ttvar (n — 1)-rozmerny). 2) Veta 1 (3) tohoto &ldnku vyjadruje

2) O zovieobecneni pre fubovolny priestor E,, hovori sa v pozndmkach v bode 7 cit § — u die-
la[1]. .
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tie isté podmienky v inej forme. Dokazovand veta a) (b)) vyjadruje samozrejmi
ekvivalenciu tychto podmienok vyslovenych v dvoch formdch, tym je dokdzand.

Pozndmka. Pre m = n + 1 moZno vetu 6 interpretovaf ako nutné a postacujice
podmienky moZnosti transformdcie determinantu

.......................................

an+1"-" an+1,m hn+1 an+1,19"" au+1,n9 qn+1

pri¢om sa prvych n stipcov nemeni a prvky posledného stlpca sa stani a) kladnymi,
b) jeden — a to ktorykolvek — nulovym a ostatné kladnymi. Obdobne moZno inter-
pretovaf aj vetu v pripade m > n + 1 ako istd transformdciu prisludnej nestvorcovej
matice.

Na ukdzku pouZitia odvodenych vysledkov uvedieme:
Priklad. Dané su polpriestory v Ej:
N z20,x20,2y+z-250,2x—-2y+2—-250,z—-2y=20;

Dokaézte: a) prenikom polpriestorov (7) je ohraniteny konvexny pitsten; b) prenikom
prvych 3tyroch polpriestorov (7) a opa¢ného polpriestoru k poslednému je tieZ
ohranieny konvexny pifsten; c) prenik Styroch poslednych polpriestorov (7) a opag-
ného polpriestoru k prvému nie je konvexny pitsten; d) prenik 1.,2.,4. a 5. pol-
priestoru (7) a opa&ného polpriestoru k druhému je neohranifeny konvexny péfsten.

V pripade a) ur&te podet hrdn v jednotlivych stendch a pocet vrcholov mnoho-
stena.

Rie¥enie. a) Rovnice polpriestorov (7) piseme pomocou opornych parametrov
Z=q, X=qy 2y +z—2=—q3,2x—2y+z2—2=—qs 2 =2y =4s.

Z prvych troch rovnic mdme x = q,, y = 1 — 4(q; + q3), z = q;. To dosadime
do ostatnych rovnic a po tiprave dostaneme rovnice

(8) 2, +2g, + g3+ qa =4, 29, + g3 — g5 =2

Rozhodujiice rieSenia sistavy (8) ndjdeme snadno niekolkymi pokusmi, &o velmi
ulah&uje okolnost, Z¢ nezndme g, 44, ..., ¢ 5@ Vyskytuju prave v jedinej rovnici. Tu
napr. ndjdeme rieSenia

(0’ i" i" i‘a %) 5 (1’ 09 1‘}’ %’ 1%) 5 (li" i’ 0’ %v 1) > ('k! %7 2, 0! 1) ;
(* 4 13,13,0).

Podla vety 3 je teda uvaZovany prenik konvexny pifsten. Tento je podla vety 4 ohra-
ni¢eny, lebo parametre g, g,, g5 st podla prvej rovnice (8) ohraniené.
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Hrany tohoto pétstena v rovine g, = 0 uréime takto: V priese¢nici rovin q, = 0,
q; = 0 hrana leZi podla vety 5, lebo sustava (8) md napr. rieSenie (0,0, 3, 1, 1).
V prieseénici rovin q; = 0, g3 = 0 vSak neleZi hrana, lebo z druhej rovnice vyplyva
qs = —2.V priéseénici rovin ¢, = 0, g, = Oarovin g, = 0, g5 = 0 musia, pravdaZe,
hrany byf, lebo ttvar v tejto stene je uZ urcite trojuholnikom.

Obdobne ndjdeme, Ze steny v rovindch g, = 0, g, = 0, g5 = 0 tvoria stvoruhol-
niky a v rovine g; = 0 trojuholnik. Teleso teda md h = }(3 + 3 + 3.4) = 9 hrdn.
Podet vrcholov podfa Eulerovej vety je v =9 + 2 — 5 = 6. Pomocou vety 5 viak
mdZeme urdit aj topologické rozloZenie vrcholov takto:

Priese¢nik rovin g, = 0, g, = 0, g3 = 0 nie je vrcholom péfstena, lebo sistava
(8) dd g5 = —2. Priesetnik rovin g, = 0, g, = 0, g, = 0 je vrcholom, lebo teraz
g3 = 4, g5 = 2. Obdobne ndjdeme, Ze body g, = g, = g5 =0,9, = q, =45 =0,
42 =q9y=4g4 =0, g, =93 =95 =0, g; = q, = g5 = 0 su vrcholmi pétstena,
body g, = ¢35 =494, =0,9, = q; = g5 =0a q, = q, = g5 = 0 viak nimi nie st.

b) Teraz mdme charakteristické rovnice (po zmene znamienka g5 v (8))
291 +29,+ g3 +qa=4, 29, +q3+495=2 .

Postupom ukdzanym v bode a) sa potvrdi, Ze i tento prenik je ohraniSeny konvexny
pifsten.

c) Pre tento prenik dostaneme rovnice
“2q1 + 22+ 3+ qa =4, =291 + g5 —4qs =2

Tento prenik nie je konvexnym pifstenom, lebo pre g; = 0 druhd rovnica nemd
rieSenia v obore kladnych &isel.

d) V tomto pripade mdme charakteristické rovnice

29, +29, —q3+qs=4, 29, +93—qs=2.

Ukdzanym postupom potvrdime, Ze prenik je konvexny pifsten. Jeho neohranice-
nost sa dokdZe podla vety 4 takto:

V prieseénici rovin g; = 0, g, = 0 md pétsten hranu, lebo stistava —q; + q4 = 4,
q3 — qs = 2 md napr. riefenie q; = 3, g, = 7, g5 = 1. Snadno sa presved¢ime, Ze
rieSenim tej ststavy su aj vietky &isla 3 + z, 7 + z, 1 + z, kde z je TubovoIné &islo.
Pri kladnom z dostaneme tak Iubovolne velké kladné hodnoty tychto parametrov,
€o znadi, Ze tdto hrana a tym aj pétsten sii neohranicené.
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Pe3ome

K T'EOMETPUMU BbIITYKJIBIX MHOI'OTPAHHUKOB B n-MEPHOM
EBKJINJOBOM ITPOCTPAHCTBE

ITABEJI BAPTOIII (Pavel Bartos), Bparacnasa

B paGote BBIBOOATCS HEOOXOAMMBIE M JOCTATOYHBIC YCIOBUA I TOrO, YTOOBI
nepeceveHre M MOJIyNPOCTPAHCTB (2) ObUIO BBIMYKIBIM #-TPAHHHKOM. DTH YCIOBHS
BBIPAXAIOTCA MPH MOMOLLU ONMOPHBIX TAPAMETPOB 1, G35 « -5 Gms YAOBIECTBOPAIOLIHMX
XapaKTepUCTHYECKUM ypasHeHHsM (5), CTpOeH#He KOTOPHIX BHIpPaXKaeT U TOMOJIOTH-
4eCKyI0 CTPYKTYpy MHororpaHHuka. I3 paccyxaeHuit BeITekaeT TeopeMa 6, kacaro-
1IASICA ONMpEeSICHHOTO MpeoOpa3oBaHUus MAaTPHL AEHCTBUTEIbHBIX YHCEI.

Summary

CONTRIBUTION TO THE GEOMETRY OF CONVEX POLYHEDRA
IN n-SPACE 8

PAvEL BARTOS, Bratislava

Necessary and sufficient conditions are found for the intersection of semispaces (2)
to be an n-dimensional convex polyhedron. These conditions are expressed in terms
of support parameters q, g5, ..., q,, satisfying the characteristic equations (5);
their structure also describes the topological constitution of the polyhedron. In the
course of this there is obtained theorem 6 concerning a certain transformation of real
matrices.
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A “BANG-BANG“ PRINCIPLE IN THE PROBLEM
OF ¢-STABILIZATION OF LINEAR CONTROL SYSTEMS

PavoL BRUNOVSKY, Bratislava
(Received October 26, 1965)

In [1], the concept of e-stabilizing control for two-dimensional linear control systems
was introduced.

In the same way it may be introduced for systems of arbitrary dimension.

Let us have a linear control system

n = % = Ax + Bu + ¢p,

where x is an n-vector of state variables, u an m-vector of control, p an n-vector of
perturbations, A, B — n x n, and n x m constant matrices, respectively. Further,
let there be given two convex compacts P < E,, Q < E,, (E, being the k-dimensional
Euclidean space).

By perturbation we shall denote a measurable function p(f) on {t,, o), satisfying
p(1) € P for a.e. t € {to, ). By control we shall denote a measurable function u(x),
defined on E, and satisfying u(x) € Q a.e. in E,.

Denote ”x” the Euclidean norm in E,. Let X < E,. Denote co X the convex hull
of X, o(X, x) = inxt: “y - x”, S(X,8) = {yeE,:o(X,y) < &}, f(X) = {f(x) : xe X}

ye

for an arbitrary function f, definéd on X.
Let u(x) be a given control. x(f) will be called a solution of (1) on an interval I,
if it is absolutely continuous on I and satisfies a.e. on I the relation

x() e Ax(r) + BU(x(t)) + & p(¢)

where

Ux)=N N cou(S(x,d) —N)
~8>0 mes N=0
and p(t) is an arbitrary perturbation, defined on I.
The reason for the generalization of the notion of solution is the fact, that as
controls discontinuous functions of state variables are allowed (cf. [3], [4]). For
continuous u(x), the former definition is equivalent to the classical one.
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In the following we shall apply the fact, that x(r) is a solution of (1) if and only
if it is a solution of the contingent equation

(2) % € Ax + BU(x) + P
(f. [1], [4)).

A control u(x) will be called e-stabilizing, if a compact region G containing the
origin exists such that if x(f) is a solution of (1) with x(t,) € G, then x(f)e G for
t = to; the region G will be called (u, &)-invariant.

Clearly a product of two (u, ¢)-invariant regions (with u fixed) is (u, €)-invariant
again. Hence, to every e-stabilizing control u the smallest (u, ¢)-invariant region G(u)
exists in the sense, that it is contained in every other (u, &)-invariant region.

Therefore, we may estimate the quality of the e-stabilizing controls according to
their smallest (u, €)-invariant regions.

Let |x| be a given norm in E,. Denote |G| = max |x| for an arbitrary compact G.
xeG

Let u,, u, be two e-stabilizing controls. u; will be said better then u, (u, worse
than u,), if |G(u,)| < |G(u2)|-

For two-dimensional systems under sufficiently general assumptions for ¢ > O
sufficiently small the best e-stabilizing control has been proved to exist and constructed
in [1].

In [2], the n-dimensional controllable systems are treated. It is shown, that for
special P and & > O sufficiently small a control u(x) exists such that the origin itself
is a (u, e)-invariant region and, moreover, the system (1) is asymptotically stable
under an arbitrary perturbation.

If Q contains the origin in its interior and (1) is controllable, i.e. if among the
vectors by, ..., A" by, by, ..., A" by, ..., by .., A b, (by, ..., b,, being the
column vectors of B) are n linearly independent, then for & > 0 sufficiently small an
e-stabilizing control exists. This may be demonstrated as follows:

From [5] it follows, that the unperturbed system
(3) % = Ax + Bu
may be done asymptotically stable by a linear function u = Cx and, hence, there
exists a positive definite quadratic form V = }(Wx, x), W being symmetric, which is.

" a Lyapunov function for (3), i.e. the form

‘:1_‘: = (Wx, (4 + BC)x) = (W(4 + BC) x, )

is negative definite. Henceforth, it satisfies the inequality
(W(A + BC)x,x) < q||x|*, g <0.
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Calculating dV/dt according to the system (1) we have

dv

= (W(4 + BC) x, x) + (Wx, ep) <
m

< qfx|* + ¢[w| - | P] |x]| = (al=] + &[] [P])[x] -
From this it may be seen, that for ¢ > 0 an n(g) > 0 exists such that n(e) — 0 as

-0 and%‘—/ < 0if V(x) = n(e). If ¢ > 0is small enough, 2Cx € Q if V(x) = n(e).
m
Hence, defining a control u(x) such that u(x) = Cx in some neighbourhood of the

surface V(x) = n(e) we obtain an e-stabilizing control with a (u, &)-invariant region
V(x) < n(e).

However, the question of the existence of a best e-stabilizing control is in general
open.

The main purpose of this paper is to prove a theorem, which enables us in the
problem of choosing a best e-stabilizing control to restrict ourselves on the so called
“bang-bang” controls and which, in analogy to a theorem in the optimal control
theory may be denoted as a ‘“bang-bang” principle.

The “bang-bang” principle, according to [6] may be formulated as follows:

If an optimal control exists, then there exists an optimal control, which is bang-
bang.

In [6], Q is a polyhedron and by “bang-bang” control there is meant a control
which acquires as values only the vertices of Q.

The bang-bang controls for more general Q (and even more general control
systems) are discussed in [7].

The e-stabilization bang-bang principle will be given as a corollary of a theorem
which we are going to prove.

According to [7] denote tend Q the least compact set the convex hull of which is Q.

-

Theorem. Let u be an e-stabilizing control with a (u, ¢)-invariant region G.
Then, there exists an e-stabilizing control uy, acquiring its values only from tend Q
and such that G, = co G is a (uo, &)-invariant region.

The proof of the theorem will be accomplished in several steps.
Let x be a boundary point of a closed convex set C. Denote M, the set of all
normals of the support planes of C at x, i.e. M, = {y : (¢, x) = max (¢, y)}.
yeC

Lemma 1. Let C < E, be a convex compact and let x € E,. Then
1° There exists a unique point q(x) € C such that ”x - q(x)u = ¢(C, x);
2° (x — g(x), q(x)) = sup (x — g(x), y), (in particular x — q(x) € My), if xEC);

. yeC
¥ “q(xl) it ‘I(xz)“ s "xl - lel for xy, x, €E,.
Proof. 1° For x € C we have clearly g(x) = x. If x € C, the existence of g(x)
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follows from the compactness of C. If there were two distinct points y, € C, y, € C,
satisfying ||x — y;| = ¢(C,x), i = 1,2 then for the point }(y, + y,) we would
have ||x — ¥(y; + ¥2)| < e(C, x). This is impossible, as }(y; + y,)€ C.

2° If x € C, 2° is trivial. In order to prove 2° for x € C, suppose the contrary, i.e.
that a point y, € C exists such that

€)) (x = a(x), o) > (x — q(x), q(x)) .

Denote y(«) = ay, + (1 — ) g(x). We have
d
— [y(@) = x[* = 2(yo — a(x), ¥(@) — %),
da
¥(0) = ¢(x), ¥(«) € C for a € <0, 1>. Due to (3) we have
d
o P = 3o = 200 — 9(x), a(x) = %) <0
from which it follows, that for « > 0 sufficiently small ||y(a) — x| < [la(x) — x|| =

= ¢(C, x). This is impossible, as y(x) € C for « € €0, 1).

3° From 2° it follows (x; — q(xy), q(x1) — q(x2)) = 0, (q(x2) — x2, q(x1) —
— g(x;)) 2 0. Adding these two inequalities, we obtain (x; — q(x;) + g(x2) — x5,
4(xy) — q(x5)) 2 0, ice. (x; — xz, q(x;) — q(x2)) = |a(x1) — a(x2)|> From the
last inequality it follows ||x; — x5 = |q(x;) — q(x,)|, q.e.d.

Lemma 2. Let x be a boundary point of G. Then, for every Y € M an u, € tend Q
exists such that

4 (y, Ax + Bu, + ep) <0
for an arbitrary p € P.

Proof. First suppose that the theorem fails to hold for a boundary point of G,
say xo. Let Y € M,,. Then, for every u € tend Q we have

(5) . ‘ (¥, Axo + Bu + ep,) > 0,

where p, is such that (, p,) = max (¢, p). Now, let u € Q. Then, we may choose
u;etend Q, 4,20, i=1,2, ...’:E:n + 1, such, that mill,- =1 and u ="_'ill,-ui
(cf. [8]). Hence o o

m+1

(¥, Axo + Bu + ep,) = Y. Ay, Axo + Bu, + ep;) > 0,
i=1

i.e. (5) is valid for every u € Q.
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Due to the contingent equation existence theorem ([4], [9]) a solution x(¢) of the
contingent equation

(6) . x € Ax + BU(x) + ep,

with x(t,) = x, exists. This solution satisfies the relation cont x(f,) = Ax, +
+ BU(x,) + &p, = Ax, + BQ + &p,. From this and (5) we obtain (¥, z) > 0 for
every z € cont x(t,). This is possible only if x(t) leaves G. But x(t) being a solution
of (6) is also a solution of (2) and, hence, of (1). Thus, according to the assumption,
it cannot leave G. This contradiction proves the validity of the theorem for x € G.
Now, let x, be an arbitrary boundary point of G,. Let Y € Mxo Then, we may
choose x;€G, 4, >0,i=1,2,...,r, r £ n + 1 such that x, = lel, ZA =1.

i=1

It is easy to show that x; should be boundary points of G and y € ng’ i=12,..,
Hence, r points u;€ Q exist such that (Y, Ax; + Bu; + ep) < 0 for pe P, i =

=1,2,...,r. Adding these inequalities we obtain (y, Axo + BY Au; + ep) < 0
r i=1
for p e P. Due to the convexity of Q, ' ,u; € Q. Applying the same argument as in
i=1

the first part of the proof, we conclude from this the existence of the desired u € tend U.

Lemma 3. Let u(x) be a given control and let x(t) be a solution of (1) on I. Let C
be a given convex compact. Then, r(t) = q(x(t)) is absolutely continuous on I and

(x(2) = (1), #()) = O for a.e. tel.

Proof. The absolute continuity of r(t) follows from the absolute continuity of x(z)
and lemma 1, 3°. As r(t) is absolutely continuous, it has a derivate a.e. an I. Let the
derivative #(t) at ¢ exist. Suppose (x(t) — r(t), #(t)) + 0. If

) (x()) = (o). /0) > 0,

then we have (x(t) — r(t), h™'(r(t + h) — r(t))) > O for |h| sufficiently small. For
h > 0 we have (x(f) — r(t), r(t + h)) > (x(t) — r(t)), r(t)). This contradicts lemma
1, 2°. If, instead of (7), the opposite inequality holds, we obtain a contradiction with
lemma 1, 2° for h < 0.

Denote V(x) = {uetend Q : (x — g(x), Aq(x) + Bu + ep < 0} for x € E,.

Lemma 4. V(x) is non-empty and compact for x € E,. V(x) is an upper semicon-
tinuous in the sense of inclusion set-valued function on E, (cf. [1], [4], [7]).

Proof. The compactness of V(x) is evident. From Lemma 2 it follows that V(x)
is non-empty. Let x, - x, u,€ V(x,), u, > u. We have uetend Q, (x — g(x),
Aq(x) + Bu + &p)) = lim (x, — g(x,), Aq(x,) + Bu, + p). Hence, (x — g(x),

n—o

Ag(x) + Bu + ep) £ 0, i.e. u e V(x). This proves the upper semicontinuity of V(x)

(cf. [1]).
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Proof of the theorem. According to [10]'), from Lemma 4 it follows the
existence of a measurable function u,(x) such that uy(x) € ¥(x) for x € E,. We shall
prove that u,(x) is the sought e-stabilizing control. .

Denote Ug(x) = | N co u(S(x, 8) — N). For every x € E,, ve Uy(x) and pe P

6>0mesN=0
(8) (x — q(x), Ag(x) + Bv + ep) < 0
is valid.

In order to prove this suppose the contrary. Then, sequences {x,} — x and {p,}
exist such that

) (x» — q(x,), Ag(x,) + Buo(x,) + &p,) >n > 0.

The sequences {x,}, {uo(x,)}, {p.} are bounded, therefore we may choose a sub-
sequence x,, such that u,(x, ) — u* p, - p*€ P. From (9) it follows (x — g(x),
Aq(x) + Bu* + ep*) = n > 0. This is impossible, as from the upper semicontinuity
of V(x) it follows u* € V(x).

Now, suppose that a solution of (1) leaves G. Then, a boundary point x, of G,
exists such that x(t,) = x, and x(t)€ E, — G, for t€(to, t,>. Let r(t) = g(x(?)).
For a.e. t € (¢, t;) we have

2 S0 = O = 60 = ) X0 = () (<) = ),
Ax(t) + BUy(x(1)) + P — #(1)) = (x(t) — r(t),

Ar(t) + BU(x(1)) + €P) + (x(t) — r(t), A(x(t) — r(t)) — (x(2) — r(t),#(r)).
According to (8) we have (x(f) — r(t), Ar(t) + Bu + ep) < 0 for every u € Uy(x(t)),
p € P. Due to this and lemma 3 we have

3 S50 = MO = (0 = 7). A(x0) - r(9) < ] |x0) - O
Hence (cf. [11], Theorem 2.1 of chap. 1),
[x(t) = r(t)] < [x(to) — r(to)| exp {24] (12 — o)},
ie. x(t;) — r(t;) = 0, which contradicts the assumption. This completes the proof.

Remark. The requirements, desired by the theorem are satisfied by every control,
which is equal to uy(x) in a domain

' H, = {x:x€E, — Go, &(Go, X) < n} ,
1 > 0 being arbitrarily small.
) In fact, the existence of such a measurable function is proved in [10] for one-dimensional x.

However, the proof may be transferred without complications to functions of x of an arbitrary
finite dimension.
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Corollary. If Q is a polyhedron, then tend Q ist he set of the vertices of Q. From the
theorem the bang-bang principle follows:

For every s:stabilizing control there exists a bang-bang e-stabilizing control
which is not worse. In particular, if a best ¢-stabilizing control exists, then there
is a best e-stabilizing control, which is bang-bang.
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Vytah

PRINCIP ,,BANG-BANG“ V PROBLEME ¢-STABILIZACIE LINEARNYCH
SYSTEMOV RIADENIA

PavoL BrRUNOVSK Y, Bratislava

V stihlase s [1] sa zavddza pojem e-stabilizujiiceho riadenia a (u, ¢)-invariantnej
oblasti pre ststavy riadenia Tubovolnej konednej dimenzie. Riadenie u, sa nazyva
lep§im ako riadenie u,, ak minimdlna v smysle inklizie (uy, ¢)-invariantnd oblast je
v istom smysle meniia ako minimédlna v smysle inklazie (u,, &)-invariantnd oblast.
Dokazuje sa veta, ktorej dosledkom je bang-bang princip:

350



K TubovoInému e-stabilizujucemu riadeniu u existuje e-stabilizujice riadenie typu
bang-bang, ktoré nie je horsie ako u. Specidlne, ak existuje najlepsie e-stabilizujuce
riadenie, potom existuje najlepsie e-stabilizujice riadenie typu bang-bang.

Pe3ziome

MMPUHLIUIT PEJIEMHOCTU VIIPABJIEHUS OJIA ITPOBJIEMBI
e&CTABUJIM3ALIMU JIMHEMHBIX CUCTEM VIIPABJIEHUS

TTABEJI BPYHOBCKM (Pavol Brunovsky), Bparaciasa

B cootBercTBuM ¢ [1] BBOOMTCH NOHATHUE &-CTAGMIM3HPYIOLIErO YIpaBJIeHUs
u (u, &)-MHBaPUAHTHON OOJACTH IUISL CHCTEM YNpPAaBJICHUs MPOM3BOJILHON KOHEYHOM
pa3MepHOCcTH. YIpaBlieHHEe 4, Ha3bIBacTCH JIy4LIMM IO CPaBHEHHMIO C yNpaBiie-
HUEM Uu,, €CIM MMHMMAJbHas MO BKIIOuYeHHIO (uy, &)-WHBapHaHTHAs obnacTb
B ONpENETCHHOM CMBICIE MEHbIE MUHMMAIbHOU (U,, £)-MHBAPHAHTHOH 06macTH.
Jloxa3pIBaeTCA TEOpEMA, CIIEACTBAEM KOTOPOM SBJISETCS TNPHHIMII PEJNEHHOCTH
yTIpaBJIeHUS :

JI7st BCAKOTO &-CTAGMIM3UPYIOILETO YIPABJIEHHS U CYLIECTBYET pelieiiHoe e-cTabu-
JM3UPYIOLIEE YIPaBJICHHE, KOTOPOE HE XyXke 4. B YacTHOCTH, €CNH CYLUECTBYET
HawIydllee e-cTabMIM3upyellee ynpasjieHne, TO CyIIECTBYeT Hauiydlliee e-CTabuim-
3MpYIOllEe YIPaBIICHAE, ABJSIOLIECECS PEICHHBIM.
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GENERALIZED INTERPRETABILITY IN TERMS OF MODELS
(NOTE TO A PAPER OF R. MONTAGUE)

PeTR HAJEK, Praha
(Received November 5, 1965)

In [2], MONTAGUE considers three relations between two sets of sentences &, ¥,
namely:

(1) all members of ¥ are derivable from &;
(2) the theory axiomatized by ¥ is interpretable in the theory axiomatized by @;

(3) the theory axiomatized ¥ is relatively interpretable in the theory axiomatized
by .

He gives semantic definitions of the relations (2) and (3), and proves that these new
definitions are equivalent to the original syntactic definitions, which he states to have
an accidental character.

The function f from the definition of (relative) interpretability, which associates to
every standard atomic formula of the language of ¥ (and to a new unary predicate)
a formula of the language of @, can be called either an interpretation (of ¥ in @) or
a syntactic model (of ¥ in @), [1]. If a syntactic model of ¥ in @ is given, i.e. actually
constructed, then the relative consistency of ¥ with respect to @ is (effectively)
demonstrated. The need of effectivity (consequently, the need of finite metamathe-
matics without set-theoretical means) seems to be adequate, if we (as mathematical
logicians) inquire, what can the matematicians do (prove, decide) and what cannot
they do? I believe that, in this case, the syntactic definitions of the relations (1)—(3)
are not entirely accidental, and indeed that they are the only possible ones. The
metamathematical framework sketched by Montague seems to correspond to another
question of the logician, namely, what are relations between the languages of the
matematicians and of the external “world’’? In this case, indeed, semantic definitions
of the relations (1)—(3) are more interesting than the syntactic ones.

In order to answer the first metamathematical question in particular cases, a gene-
ralized notion of interpretability, the so-called notion of a parametrical syntactic
model (see below), was used (see e.g. [4]) and explicitely formulated (in [1]). We
also have the fourth (actually used) relation between two systems of sentences:
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(4) The theory axiomatized by ¥ has a parametrical syntactic model in the theory
axiomatized by @ (one may say that the former theory is parametrically inter-
pretable in the latter one).

A semantic definition of this relation can be found, and proved to be equivalent to
the syntactic definition by modifying the proof from [2]. This is carried out in the
present paper.

The framework sketched in [2] will be employed here. The only difference is that
we consider the logical calculus without preferred equality predicate (and, con-
sequently, without operation symbols and constants). Obviously, it is possible that
a theory contain an equality predicate; the condition for a predicate to be an equality
predicate in a theory are well-known. Then logical operations and constants can be
introduced as (metamathematical) abbreviations. This conceptions enables us to
interpret the predicate declared to be the equality predicate not necessarily as the
equality predicate of the theory in which it is interpreted (cf. footnote 17) in [3]).
This fact can at least simplify constructions of syntactic models (see e.g. [ 5]). However,
it seems that the modification of our consideration so as to apply to the metamathe-
matics given in [2] does not present any problems.

Definition 1. A triple 9, x, f is called a parametrical translation of a language I',
into a language I', with n parameters, n a positive integer, iff (i) 3 is a formula of I,
such that the free variables of 3 are among v,, v, ..., v,,_ (n variables);

(ii) x is a formula of I', such that the free variables of y are among vy, vy, vs, ...,
-+ Ugp—y (n + 1 variables);

(iii) fis a function whose domain is the set of all standard atomic formulas ¢ of I';;
for every such formula P(v,, ..., v,), f(¢) is a formula such that its free variables are
among vy, vy, ..., Vz,—1, Vg, V2, - .-, V24 (and none of these variables are bound in f(¢)).

Definition 2. Let t = {9, x, f) be a parametrical translation of I'; into I', (with n
parameters). With every formula ¢ of I'y one associates a formula ¢, of I', in the
following way:

(a) if ¢ is atomic, say P(vrg) - -+ Uig), and f(P(vg, ..., 0,)) is Y(vy, U35+ V2p—1, Vo
Uy enny vzq), then @, is l//(Ul, U3y ooy Unp—15 Uoggs V2gys -0 Uqu 5

(b) if ¢ is ¢, A @, (or @; v @, or T1gy, etc.) then @, is (@), A (92), (or (¢1), v
v (<Pz),, or "l((pl), respectively);

(C) if ¢ is Av¥ or Vo, then ¢, is AUZk(X(Uzka Ugs eeny vzn—‘x) - '//z) or VZk(X(”Zb
Uyseeny Ugp—y) A V) respectively.

Definition 3. (i) Let #, I';, I', be as in Definition 2, let I', be the language of
atheory @, ¢ a formula of I',. Then ¢ is said to hold in the translation ¢ iff the formula
Avy, ..y 03 (8(v1s - V20-1) = @,) belongs to @.
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(i1) Under the same assumption, let I'; be the language of a theory  axiomatized
by a set of formulas ¥,,. The translation ¢ is said to be a parametrical syntactic mode}l
of ¥ in & iff the formula

(1) VUI, RAOME v2n-1‘9(v19 ity vZn—l) A Avl’ tre v2n—1[9(vla s v2n—1) =,
- VUOX(vO’ Uiy eeey UZn—l)]

belongs to @ and, for every Y € ¥y, Y holds in ¢.

If ¥, = {y} is one-element-set (and ¥ be closed), then the conjunction of (1) with
the formula

AUI, ooy vz,,_l[S(vl, 5oy UZn—l) i d ﬂbt]
is denoted by Mod,. (Mod, is a closed formula of the language I',.)

Definition 4. Let @, ¥ be theories. Then Y is said to be parametrically interpretable
in @ iff, for some positive integer n, there is a parametrical syntactic model with n
parameters of ¥ in &.

Lemma. Let & be a theory, ¥ a theory axiomatized by ¥,, t a parametrical
syntactic model of ¥ in ®@. Then, for every Y € ¥, { holds in t. Further more, if &
is consistent, then ¥ is also consistent. (See [1].)

Definition 5. A set F is called a family of semantic models (of a theory @, with n
parameters) iff F is a function such that the domain of F is a non-empty n-ary
relation and the range of F consists of some semantic models of ¢. Write F(y) =
= (A,, g, for every y in the domain of F.

With the family of models F one associates a triple (Py, Qf, g5> in the following
manner: (i) Py is the domain of F;

(ii) QF is the (n + 1)-ary relation such that {xo, ..., x,» € Qf if and only if
(Xoy --es Xy—1) € Prand x, € Ay, .. x,_ 1

(iii) gr is a function, the domain of g, constists of all standard atomic formulas
of the language of & and, for every k-ary ¢ in the domain of g, g(¢) is the
(n + k)-ary relation such that {Xo, ..., Xy—1, Xp, -+ Xs1x—-1> € g5 @) if and only if
(Xgs ++es Xy—1) € Prand (X, ..., Xp4x-1) € g(xo,...,x,._l)((p)'

Definition 6. A family of models F is said to be definable in a model A iff the
relations P, Qr and all relations in the range of g, are such.

Theorem. If @ is a theory and ¥ is a finitely axiomatizable theory, then ¥ is
-parametrically interpretable in @ if and only if, for each model A of ®, there is
a family of models of ¥ which is definable in A.

Proof. We modify the proof of Theorem 1 in [2]. Assume the hypothesis. The
implication from left to right is obvious. Assume that for every model 4 of & there
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is a family of models of F which is definable in A. Let G be the set of all parametrical
translations of the language of ¥ into the language of @; let Y, be the conjunction
of all members of a finite axiom system of ¥, let ¥, = {y,}. It is easy to see that, for
every model A of @, there is a family of models of ¥ definable in A if and only if the
sentence Mod, is true in 4 for some ¢ € G. It follows from the Compactness Theorem
that there is a finite subset D of G such that, for every model 4 of @, there exists a ¢
in D for which Mod, is true in 4. Let D = {t,, ..., t,}, let t; = {3, x;, f;> for every
1 £ i £ n. The disjunction Mod,, v ... v Mod,_ is true in every model 4 of &,
and consequently, @ -~ Mod,, v ... v Mod, . Define a translation t, = {3, 0, fo)
as follows:

9, is the formula (Mod,, A ;) v (71 Mod,, A Mod,, A ;) v ...

. v (7 Mod,, A TMod,, A ... A TMod,,_, A Mod,, A 9,);

th-1
%o is the formula (Mod,, A x;) v (71 Mod,, A Mod,, A 1) v ...

. v (71 Mod,, A 7 Mod,, A ... A TMod, _, A Mod,, A ,);

th-1

for every standard atomic ¢, fo(¢) is the formula
(Mod,, A fi(®)) v ... v (71 Mod,, A ... A 71 Mod,,_, A Mod,, A f,(9)).

D being finite, there is a positive integer n, such that t, is a parametrical translation
with n, parameters. In analogy with Montague’s procedure one proves @ - Mod
and this suffices to show that ¥ is parametrically interpretable in @.

to>

Corollary. Let @, ¥ be theories, let ¥ be finitely axiomatizable. Then ¥ is para-
metrically interpretable in & if and only if ¥ is parametrically interpretable in
every complete extension of ®.

Appendix. It is obvious that every theory ¥ which is relatively interpretable in &
is parametrically interpretable in @. The notion of parametrical syntactic models is
at least useful as a means to simplify some syntactic constructions (consistency
proofs). In the case of the Bernays-Godel set theory X, the following holds: Every
theory which is parametrically interpretable in X by means of a normal model (see
[1])is (nonparametrically) relatively interpretable in X. (A weaker statement is proved
in [1], Theorem 7; the present assertion was proved by 1. Korec.) Next there is
exhibited a simple example of theories @, ¥ such that ¥ is parametrically interpretable
but not relatively interpretable in ®. Let the language of both @ and ¥ consist of
one unary predicate and one binary predicate =, let the axioms of @ be

(1) Vv, P(Uo) A VooVu,00 *+ vy,
(2) -Avo/\vl[(P(vo) A Vg = Ul) =2 P(v,)],
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(3) reflexivity, transitivity and symmetry of =,

let the axioms of ¥ be (1), (2), (3)and

(4) Vo 71 P(uy).

In order to prove that ¥ is parametrically interpretable in it suffices to take 9(v,)=
= P(vy), x(v1, vo) = v = Vg, P(vy, Vo) = vg = vy, =, (v}, Vo, ;) = Vg = v,

Now proceed to prove that ¥ is not relatively interpretable in @. Let A be any set
consisting of at least two elements, let g(P(v,)) = 4, g(vo = v;) = {{x, x); x € A},
A = {4, g). If ¥ were relatively interpretable in @, then, by Theorem 2 in [2], two
disjoint non-empty sets would be definable in 4. But the only sets definable in A
by menas of the language {P, =} are the empty set @ and A. This can be shown by
proving (by induction) the following assertion: If ¢ is a formula of the language
{P, =}, m is a permutation of the set 4, {a,},, is a countable sequence of elements
of A and {a,},, fulfils ¢ in A, then also the sequence {n(a,)},, fulfils ¢ in A.

Finally, let the axioms of ¥, be (1), (2), (3) and

(5) AvoAv,[(P(vg) A P(vy)) = vo = v4].

The theory ¥, is interpretable in @ (put P,(vy) = P(v,), vo =,v; = ((P(vo) A
A P(vy)) v v, = v,)); further more, ¥, is parametrically interpretable in @ in such
a manner that the equality predicate is interpreted absolutely (take 9, x, P,, =, from
the preceeding example); however, ¥, is not relatively interpretable in @ if the
equality predicate is considered as absolute (consider e.g. the set of all positive
integers with the equality relation and with the subset of all odd numbers).
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ZOBECNENA INTERPRETOVATELNOST V TERMINOLOGII MODELU
(POZNAMKA K PRACI R. MONTAGUEHO)

PETR HAJEK, Praha

Montague poddvd v prdci [4] sémantické definice syntaktickych pojmii interpreto-
vatelnosti a relativni interpretovatelnosti libovolné axiomatické teorie v konedné
axiomatizovatelné teorii. Poddvdm analogickou sémantickou charakterizaci obecngj-
§iho pojmu parametrické interpretovatelnosti axiomatické teorie.

Véta. Budte &, W axiomatické teorie, budi? ® konecné axiomatizovatelnd.
¥ je parametricky interpretovatelnd ve @ (tj. ¥ md parametricky syntakticky model
ve @) pravé tehdy, kdy# ke kaZdému sémantickému modelu A teorie @ existuje ro-
dina F sémantickych modelii teorie ¥ definovatelnd v A. (Pojem rodiny sémantic-
kych modeli a jeji definovatelnosti je zaveden jistym prirozenym zpiisobem.)

Je poddn priklad axiomatizovatelnych teorii @, ¥ takovych, Zze ¥ je parametricky
interpretovatelnd ve @, ale neni relativné interpretovatelnd ve @.

Pe3wome

OBOBUNIEHHAA MHTEPIIPETUPYEMOCTD B HOH}ITI/IHX MOJEJIEA
(BAMETKA K PABOTE P. MOHTATI1O)

TMETP IAEK (Petr Hajek), Praha

MomnTario BBell CeMaHTHYECKHE OTpeAeICHHs CHHTAKCMYECKMX MOHATHHA HMHTEp-
NPETUPYEMOCTH M OTHOCHUTEJbHOM HMHTEPIPETHPYEMOCTH NPO M3BOJIBHOM aKCHO-
MaTHYECKOM TeopuM B KOHEYHO-aKCHOMAaTH3UpyeMo# Teopuu. B mpemsaraemoit
pabore maeTcs aHAJIOrMYHOE CEMaHTMYECKOE ompejesieHne Goyiee oOlIEr0 MOHATHS
napaMeTpU4YecKoid HHTEPIPETHPYEMOCTH TEOPHH B KOHEYHO-aKCHOMATH3HPYEMOi
TEOpHH.

Teopema. ITycte @, ¥ — akCHOMAaTHYECKHE TEOPUH, NYCTh & — KOHEYHO-AKCHO-
MaTtusppyeMa. ¥ mapaMeTpHYECKH UHTepnpeTHpyemMa B @ Toraa M TOJBKO TOrAa,
KOT/la [iJIs BCAKO#M ceMaHTHYeckoi Momenu A teopuu @ cyuiecTByer cemeiictBo F
CEMaHTHYeCKUX Mojieieii Teopun ¥, onpenenumoe B A. (IonsTns cemelicTBa Moaenei
H €T0 ONPEeNeMMOCTH BBOIATCS €CTECTBEHHBIM 06pa3oM.)

Haetcs npuMep KOHEYHO-aKCHOMATH3MPYeMBIX Teopuit @, ¥ Takux, uro ¥ mapa-
METPUYECKH HHTEPIIPETHPYEMA B P, HO HE SABJIAETCA OTHOCHTEJIBHO UHTEPNPETHPYE-
Moii B .
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&asopis pro p&stovani matematiky, ro€. 91 (1966), Praha
ULOHY A PROBLEMY

5. Nechf dx/df = f{(x,6), (i = 1, —1) jsou dv& obydejné diferencidlni rovnice
v n-rozmérném euklidovském prostoru R”; pfedpoklddejme, Ze f; : D — R" jsou spo-
jitd zobrazeni, D = R" x R! oteviend souvisld mnoZina, a ddle, Ze ob& rovnice maji
jednoznaénost feSeni poddteéni tlohy. Naleznéte pokud mozZno jednoduché nutné
(pfipadng i postadujici, pfipadné jen v specidlnich ptipadech) podminky na zobra-
zeni f; pro to, aby feSeni danych rovnic byly v ndsledujicim velmi ndzorném vztahu
,komutativity posunti po feSenich*: Pro libovolné po&dtetni podminky (x, &) e D
a libovolnd &; € R! (resp. jen pro dostatedn& mald &, — & 2> 0) ozna®me x/(.) feSeni
i-té rovnice prochdzejici bodem x v &ase &, a ddle y,(.) feSeni i-té rovnice bodem
x_{&_;) v &ase &_;; potom y,(n) = y_4(n) pro n =&, + &y — & md-li alespoii
jedna strana smysl.

Poznamky. Jsou-li dané rovnice linedrni autonomni, dx/d@ = A;x, pak lokalni i globélni
komutativita je ekvivalentni s komutativnosti matic 4;, A_; v obvyklém smyslu; v nehomogen-
nim p#¥ipad€ je posledni podminka nutnd. Dalsi ¢asteéné vysledky pro autonomni pfipad jsou
v &lanku O. Héjek, Meromorphic dynamical systems III, Czech. Math. Journal 16 (91) (1966),
36—40.

6. Udejte konstruktivni popis viech topologickych orientovatelnych ploch (= va-
riet dimense 2) P s touto vlastnosti ,,dichotomie*: kazdd prostd uzaviend kfivka C
v P rozdéluje P v dvé& souvislé mnoZiny majici C jako svoji hranici. Zjistéte, zda orien-
tovatelnost neni disledkem ostatnich pfedpokladu.

Poznamky. (1) Ukazuje se, Ze dichotomické plochy maji velky vyznam pro ucely zobeciio-
véni kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic v roving. (2) Ze znimé klasifikace ploch ihned plyne,
Ze jedina kompaktni dichotomické plocha je plocha kulova S2.(3) Lze dokazat, e kaZd4 neprazd-
né podoblast dichotomické plochy je opét dichotomickou plochou. (4) A. Pultr vyslovil hypotézu
otom, Ze (2—3) v podstaté vyCerpavaji dichotomické plochy, tj. ze kazd4a dichotomicka plocha je
homeomorfni s oblasti v §2.

Otomar Hdjek, Praha
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Casopis pro p&stovéni matematiky, rok. 91 (1966), Praha
RECENSE

VI. Knichal, A. Basta, M. Pisl, K. Rektorys, MATEMATIKA 1., SNTL-SVTL, Praha 1965,
stran 544, obrazkov 258, cena 48,50 K¢s.

Recenzovana kniha je prvym dielom Stvordielnej vysokoskolskej ufebnice matematiky pre
vysoké Skoly technického smeru. Je v nej zahrnutd latka, ktora se preberie asi v prvom semestri
na vysokych $kolach technickych. Je rozdelena na 11 kapitol.

V uvode knihy poukazuji autori na to, Ze riefenie technickych problémov ma oby&ajne tri
fazy a to: 1. matematicku formulaciu technického problému, 2. matematické rieSenie takto formu-
lovanej tlohy a 3. rozbor vysledku. O tychto fdzach sa v ivode potom kratko pojedndva.

Prv4 kapitola je venovana matematickej logike a obsahuje niektoré zdkladné pojmy z matema-
tickej logiky. Vysvetluju sa tu pojmy: axiéma, definicia, veta, implikdcia, obratena veta k danej
vete, ekvivalencia vyrokov, negacia vyroku a dokaz. Preberaji sa pri tom priame a nepriame
dokazy a dokaz dplnou indukciou.

Druha kapitola zadina pojmom mnoziny a zdkladnymi operdciami s mnoZinami. Pokraduje
vykladom o redlnych ¢islach, priCom sa uvadzaju niektoré axiémy raciondlnych cisel. Na presné
vybudovanie teorie redlnych Cisel odkazuji autori Citatela na iné knihy. Za tym nasleduju defi-
nicie intervalov a niekolko ¢lankov, ktoré pojednavaju o nerovnostiach, o linedrnych a kvadra-
tickych nerovnostiach s jednou nezndmou a o ststave linedrnych nerovnosti s jednou neznamou.
Potom nasleduje ¢lanok tykajici sa definicie a vlastnosti absoltitnej hodnoty redlnych &isel. Koniec'
kapitoly je venovany komplexnym ¢&islam a to ich definicii, definicii modulu komplexného ¢&isla,
geometrickému znazorfiovaniu komplexnych &isel, goniometrickému tvaru komplexnych cisel,
geometrickej interpretdcii operacii s komplexnymi Cislami a umociiovaniu a odmociiovaniu
komplexnych &isel.

Tretia kapitola je venovana otdzkam linearnej algebry. V uvodnom é&lanku sa naznaduje pro-
blematika celej tejto kapitoly. V druhom a tretom €ldnku pojedndva sa o vektoroch a o ich linear-
nej zAvislosti a nezavislosti. Stvrty &lanok obsahuje vyklad o maticiach a vysledkov tohto &lanku
vyuziva sa v dalom ¢lanku, ktory sa tyka rie§enia sustavy linedrnych rovnic. Je tu uvedeni
Gaussova elimina¢nd metdda a Frobeniova veta. Po tomto ¢lanku nasleduju determinanty. K ich
zavedeniu pouZiva sa pojem permutécie a inverzie u permutédcie. V dalSom ¢&lanku si uvedené
vlastnosti determinantov. Nasleduje &lanok o pouZiti determinantov pri rieSeni stistavy linedrnych
rovnic a Cramerovo pravidlo. Na to navizuje pojednanie o homogennych ststavach linearnych
rovnic a o ich rieSeniach. Kapitola konti zdkladnymi pojmami z maticového poctu.

Stvrta kapitola s ndzvom ,»Analytickd geometria v rovine* zad¢ina vykladom pravouhlého
stiradnicového systému v rovine. V trefom &ldnku na zaliatku sa dokazuje veta o invariantnosti
rozdielu x-ovych a y-ovych suradnic dvoch bodov v rovine vogi posunutiu pravouhlého suradni-
cového systému. Tejto vety sa potom &astejSie pouziva. V tomto ¢ldnku sa dalej nachadza vzorec
pre vzdialenost dvoch bodov v rovine, definicia uhlu a smeru v rovine, definicia smerového uhlu
priamky, vzorec pre smernicu priamky danej dvoma bodmi a tangensu uhlu dvoch priamok.
Nasledujtici élanok je venovany analytickému vyjadreniu priamky. St tu r6zne druhy rovnic priam-
ky a ukazuju sa spdsoby, ako prejst z jedného vyjadrenia priamky do druhého. Piaty &ldnok sa
tykd vzdialenosti bodu od priamky. Clanky o priamke konéia élankom o vzdjomnej polohe dvoch
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priamok a svizkom priamok. Potom nasleduju ¢lanky o kuZelosekach. Najprv sa prebera kruz-
nica a jej rovnica a vzdjomna poloha kruZnice a priamky. Potom nasleduje ¢lanok o elipse, ¢ldnok
o hyperbole a &lanok o parabole. V tychto &lankoch sa nachddza odvodenie ich s tredovych a oso-
vych rovnic. Suasne sa v tych ¢lankoch vySetruje vzdjomny vzfah priamky a kuzzl osecky. Po tych-
to &lankoch nasleduje pojednanie o transformdcii suradnic a ¢lanok o polarnych suradniciach.
Pri polarnych stradniciach preberaju sa niektoré krivky, ktorych rovnice maji v polarnych su-
radniciach velmi jednoduchy tvar a rovnice kuZelosetiek pri Specidlnej polohe v polarnych
suradniciach. V predposlednom &lanku kapitoly ukazuje sa ako pomocou transformacii méZeme
zistif, aky geometricky utvar predstavuje kvadratickd rovnica v dvoch premennych. V ¢lanku
o geometrickych miestach preberaju sa niektoré dolezité krivky.

Po kapitole o analytickej geometrii za¢ina kapitolou o postupnostiach matematickd analyza.
Najprv sa vysvetluje pojem postupnosti, ohrani¢enej postupnosti, monoténnej postupnosti. Na
priklade postupnosti {n/(n + l)} prichadza sa k pojmu limity postupnosti, na ktory navizuje
presna definicia pojmu limity postupnosti. V &lanku o limite postupnosti si obsazené zikladné
vety o limite postupnosti. V nasledujucom ¢ldnku sd vety o limite postupnosti, ktoré suvisia
s usporiadanim redlnych &isel. Po €lanku pojednavajiicom o nevlastnej limite postupnosti je
zaradeny ¢lanok o vetéch tykajucich sa limit postupnosti vzhladom na operécie s redlnymi ¢islami.
Za tym nasleduje pojednanie o konvergencii monoténnych postupnosti. V stivislosti s tym definuje
sa &islo e, pritom sa predtym dokazuje existencia limity postupnosti {(l +1 /n)"}. Okrem toho
opisuje sa tu metéda, ktord pomocou pojmu limity postupnosti umoziiuje ndm definovat mocniny
s iracionalnym exponentom. Kapitola konéi vykladom Ritzovej iteracnej metédy a Gaussovej-
Seidelovej metddy na riedenie ststavy linedrnych rovnic. Tvrdenia o konvergencii takto ziskanych
postupnosti sa vyslovuju bez dokazov a autori odkazuji &itatela v tejto suvislosti na citovanu
literaturu. .

Siesta kapitola je venovana pojednaniu o funkci jednej premennej. Zadina sa ivodnym &lan-
kom a pokraéuje definiciou funkcie, spdsobmi zadania funkcie a s operaciami s funkciami. Treti
¢lanok obsahuje niektoré jednoduché funkcie a ich grafy. V $tvrtom ¢lanku sa preberaji niektoré
typy funkcii, ako su parne a neparne funkcie, periodické funkcie, monoténne a ohrani¢ené funk-
cie. Pojmu sloZena funkcia je zasviteny nasledujuici ¢lanok. Siesty &lanok sa tyka pojmu jedno-
jednoznacnej funkcie a s tym stvisiaceho pojmu inverznej funkcie. Po tychto ¢lankoch preberaju
sa v jednotlivych ¢lankoch goniometrické, cyklometrické, exponencidlne, mocninné a logaritmic-
ké funkcie. Posledny &lanok obsahuje pojem elementarnej funkcie a pojmy algebraickej a trans-
cendentnej funkcie.

Siedma kapitola je vyhradend otdzke spojitosti funkcie. V jej prvom ¢&lanku je pojem okolia
bodu, prirastku argumentu a prirastku funkcie. Druhy &lanok obsahuje definiciu spojitosti funkcie
v bode a spojitosti funkcie na otvorenom intervale. Pojem spojitosti funkcie v &isle je sprevadzany
geometrickym vykladom vlastnosti spojitosti funkcie v &isle. Treti a §tvrty ¢lanok obsahuje vety
o spojitosti suétu, rozdielu, su¢inu a podielu dvoch funkcii a spojitosti sloZzenej funkcie. Potom
sa autori venuju vykladu spojitosti zprava a zlava. Siesty ¢lanok pojednéava o spojitych funkciach
na uzavretom intervale a obsahuje Weierstrassovu vetu o maxime a minime funkcie spojitej na
uzavretom intervale, Bolzanovo-Weierstrassovu medzihodnotovii vetu, ich dosledky a vetu
o rovnomerne;j spojitosti funkcie spojitej na uzavretom intervale. V poslednom &lanku kapitoly
dokazuje sa spojitost inverznej funkcie, ak pévodna funkcia je rydzomonoténna a spojitd na
intervale.

Nasledujica kapitola o limite funkcie za¢ina definiciou limity funkcie v &isle a vzfahom medzi
spojitosfou a limitou funkcie a pokraduje druhym &ldnkom o jednostrannych limitach funkcie.
Tu sa definuji body nespojitosti prvého druhu a druhého druhu a funkcia po &iastkach spojita
na intervale. V trefom &ldnku su vety o limite stdtu, rozdielu, su&inu a podielu dvoch funkcii
a o limite sloZenej funkcie. Stvrty &ldnok je venovany definicii nevlastnej limity funkcie a limity
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a nevlastnej limity funkcie v nevlastnych bodoch. V tomto &ldnku si vypocitané aj niektoré limity,
ktoré sa budu neskor pouZivat. V poslednom piatom ¢&lanku si vety o nevlastnych limitach.

Deviata kapitola o derivacii funkcie zatina &lankom, kde na priklade priamotiareho pohybu

hmotného bodu a na tvahe o doty¢nici krivky sa ukazuje na vyznam, aky ma limita lim (f(x +

4x—-+0
+ Ax) — f(x))/dx. Takto prechadzaju autori k definicii derivacie funkcie. Sicasne sa zavadza
pojem nevlastnej derivacie a derivécie zprava a zlava. V druhom ¢&ldnku odvodzuji sa vzorce pre
derivaciu kon$tanty, funkcie x", kde n je prirodzené ¢islo a funkcii sin x, cos x, e* a In x. Potom
nasleduje ¢lanok o vetach o derivacii suétu, rozdielu, suéinu a podielu dvoch funkcii, ako aj veta
o spojitosti funkcie v &isle, v ktorom ma derivaciu. Pri tom sa odvodzuju vzorce pre derivaciu
tg x, cotg x a x ", kde n je prirodzené &islo. V Stvrtom ¢lanku je veta o derivovani inverznych
funkcii. Jej sa pouziva potom k odvodeniu vzorcov pre derivaciu arcsin x, arccos x, arctg x
a arccotg x. Piaty ¢lanok obsahuje vetu o derivacii sloZzenej funkcie s roznymi prikladmi, medzi
inym s prikladmi derivacie funkcii x* a a*. V $iestom &ldnku su definicie derivacii vy$§ich radov
a fyzikalny vyznam derivacie druhého radu. Kapitola kon¢i €ldnkom o diferencidlu funkcie,
v ktorom sa poukazuje aj na vyznam diferencidlu a kratkym ¢lankom, ktory obsahuje tabulku
derivacii zdkladnych elementarnych funkcii.

Za deviatou kapitolou nasleduje najdlhsia kapitola pojednavajiica o aplikaciach diferencidlneho
poctu. Zadina vetami o strednej hodnote, najprv Rolleovou vetou, potom Lagrangeovou vetou
a nakoniec Cauchyho vetou. Autori ddvaji aj geometricky vyklad tychto viet. Si tu uvedené
niektoré ddsledky tychto viet, ako napr.: funkcia, ktorej derivicia na nejakom otvorenom inter-
vale je 0, je na fiom kon3tanta; dalej vety tykajuce sa vztahu monotdénnie a derivacie. Cauchyho
vety o strednej hodnote pouZiva sa v $tvrtom ¢Elanku pri odvodzovani I’Hospitalovho pravidla.
Tento ¢lanok pojedndava o vietkych pripadoch neurCitych vyrazov. Piaty ¢ldnok je aplikacia
diferencidlneho pot¢tu na extrémy funkcie. St tu uvddzané vety tykajuce sa lokdlnych extrémov
funkcii. Najprv sa formuluju tieto podmienky len pouZitim prvej derivacie a aZ v druhej &asti sa
nachiddzaju podmienky, ktoré pouzivaju aj druhud derivaciu funkcie. Tretia €ast ¢lanku obsahuje
hladanie extrémov funkcie na intervale a niektoré slovné ulohy tykajuce sa extrémov funkcie.
V Siestom ¢lanku pojednéava sa o konvexnosti, konkavnosti a inflexnych bodoch funkcie na zdklade
druhej derivacie a vy33ich derivécii. Potom nasleduje ¢ldnok o asymptotich funkcii. V dal§om
Clanku je vySetrovanie grafu funkcii. Po ¢lanku o hyperbolickych funkciidch nasleduje &ldnok
o Taylorovej vete a jej pouziti. V fiom sa najprv zavadza pojem nekone¢ne malej a nekoneéne
velkej funkcie v &isle, dalej rad nekone¢ne malych veli¢in a symbol malé o. V druhej &asti tohto
Clanku je Taylorov vzorec a jeho pouzitie na niektoré funkcie. Kapitola kon¢i ¢lankom o pribliz-
nom rie$eni rovnic, kde sa preberd metdda regula falsi a Newtonova metéda. Pritom je udany
aj vypocet chyby pri tychto metédach.

Posledna kapitola sa tyka rovinnych kriviek. V prvom ¢ldnku sa jednd o parametrické rovnice
kriviek a ako priklad sa preberaju cykloidy. V druhom &lanku je definicia hladkej krivky a okrem
toho sa preberaju kardioida a asteroida. Treti &lanok je venovany otdzke dotyénice a normaly
krivky danej bud parametricky alebo pomocou polarnych stiradnic. Posledny ¢lanok pojedndva
o styku kriviek a o oskulaénej kruznici.

V tvode autori pi$u, Ze napisat u¢ebnicu matematiky pre technikov nie je uloha Iahka a st
rdzne n4zory na to, z akych hladisk ju mozno pisaf. Autori vykladajui latku veImi podrobne a zro-
zumitelne a ilustruju ju na prikladoch. Hladiska na spracovanie latky su dobre volené. Pred
definiciou ddlezitych pojmov je tvodny vyklad, ktory m4 itatefovi umoznif spravne pochopit’
tento pojem. Niektoré dékazy autori vynechdvajui a na niektorych miestach upustaju od podrob-
nosti. V takychto pripadoch odkazuju &itatela na literattiru. Na konci kaZdej kapitoly je zhrnutie,.
ktoré podava kratky prehlad latky, o ktorej sa v kapitole pojednéva a dalej &ldnok ,,Otézky a cvi-
Cenia*, kde st priklady na rieSenie. Tychto prikladov je oviem pomerne malo. Je tomu tak moZno-
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preto, Ze sa snad k tejto uéebnici chystd nejaka zbierka uloh; ¢o by bolo velmi uZitoéné. Autori si
dost v8imaji otdzok pribliznych metéd na rieSenie rovnic.

V knihe sa vyskytuje pomerne malo chyb a vznikli bud prepisom alebo pri sddzani knihy. Uve-
diem tu tie chyby, na ktoré som pri &tani priSiel. V 273 pride B = A miesto B U 4; v 27° zas
B < A miesto B D A4; na str. 40 st obrazky 2.17 a 2.18 navzdjom vymenené; na str. 56 vo vete 1 ma
byfz & Oanie{ + 0;v 1453 pride k = —a/b miesto k = —b/a; v 183% pride \/[(x — p/2)>+ »?]
miesto \/(x - 1:/2)2 +y% v 242, pride G —¢< a,< G miesto G —¢< a,< G; v 2453
pride (1 + 1/n)" miesto (1 = 1/n)" v priklade 2 na str. 454 pride f(x) = 2+ 2x + 5)/(3x + 4)
miesto f(x) = (x? + 2x + 5)/(3x2 -+ 4); vo vete 1 na str. 520 pride I; — I miestoI; €/ a v od-
mocnine v 527, pride yf,z miesto y,.

Tvrdenie v poznidmke 7 na str. 230 nemoZno povazovat za obratenu vetu k vete 4 v zmysle
«definicie obratenej vety zo str. 19. Ani tvrdenie, Ze obréatena veta k vete 4 neplati, nie je spravne.
Zrejme totiz plati: Postupnost {a,,} je konvergentna vtedy a len vtedy, ked kazda postupnost z nej
vybrand je konvergentnd. Autori mali asi nie¢o iného na mysli, nez vyjadrili v pozndmke 7. Chceli
totiZ povedaf, Ze z konvergencie nejakej vybranej postupnosti nevyplyva este konvergencia po-
vodnej postupnosti.

Este by som chcel v siivislosti s recenziou tejto knihy upozornif na dva problémy. Prvy sa tyka
otazky, ¢i je spravne, Ze autori obchadzaju definiciu redlnych &isel a odkazuju Citatela na tri knihy.
Redlne &isla predsa tvoria zdkladny pojem matematickej analyzy a s ich definiciou sa Citatel
nestretne ani v rdmci stredo$kolského $tudia, ani pri ¢itani tejto uéebnice. Myslim, Ze axiomatika
mnoziny redlnych &isel nie je taka fazka, aby sa nemohla v u¢ebnici takéhoto typu uviest. V tejto
‘sivislosti by bolo byvalo aspoii dobré, keby boli autori poznamenali, Z¢ budu sa pridrziavaf
definicie realnych &isel tak, ako je ona uvedend v nimi citovanych knihach. Autori to zrejme mléky
robia. Pri tejto definicii redlnych &isel sa veta o supremu javi totiz ako veta. Pri inej definicii
redlnych &isel moZe byt veta o supremu jednou z axiémov. Neuvedenie vlastnosti mnoZiny redl-
nych &isel ma tieZ napr. za nasledok, Ze na str. 29 v priklade 2 sa ukazuje, Ze &istlo 3 — a, kdea > 0,
nie je hornym ohrani¢enim mnoZiny M len pre ¥pecialny pripad a = 0,01, ale tvrdenie je vyslo-
vené obecne. Z Archimedovej vlastnosti mnoziny redlnych ¢isel by toto tvrdenie pre kazdé a > 0
Tahko vyplyvalo. Druhy problém sa tyka toho, &i vety 2 a 3 na str. 30 a 31 nie su priskoro. Autori
ich uvadzaju bez dokazu s tym, Ze ich moZno dok4zat pomocou vety 1 (vety o supreme). Je pravda,
Ze k ich dokazu méZeme pouZit vetu 1, ale okrem toho treba este pouZit napr. spojitost funkcie x".
K ddkazu vety 3 ddvaju autori v cvi€eni 5 na str. 58 navod. Ale na zdklade toho ndvodu dokaze
&itatel len tolko, Ze existuje také &islo b, ze pre 0 < x < b plati x> < aa pre b < x platia < x2.
Citatel musi oviem doka4zaf viac; totiZ, Ze plati sup {x* : 0< x < b} = aainf {x**: b < x} = a.

Na koniec moZno konStatovat, ¥e recenzovana kniha dobre spiia svoj tiéel a myslim, Z¢ mno-
hym posluch4€om vysokych 3kél technickych bude velmi dobre sluZif pri $tidiu matematiky.
©Obrazky v knihe Matematika I su velmi starostlivo urobené a buda ulah&ovat &itatelovi pocho-
penie vykladanej latky. Svoju recenziu kon¢im pozndmkou, Ze je §kodou, Ze tak hodnotna knizka

m4 farebne malo vyraznu vizbu.
’ Ladislav Misik, Bratislava

J. P. Leonov, S. J. Rajevskij, N. S. Rajbman: NA POMOC AUTOMATIZACI. (O pouZiti
statistické dynamiky v automatizaci), SNTL Praha 1965 — kniZnice automatizace, 105 stran,
<ena K&s §5,50.

Cilem této nevelké kniZky je sezndmit pomé&rné Siroky okruh lidi — inZenyry a technické pra-
<ovniky v automatizaci a hromadné vyrob& — s aplikacemi statistickych metod a metod teorie
pravdépodobnosti v automatickém fizeni a v hromadné vyrob&. U &tendfd autofi nepfedpokla-
daji bliZ3f znalosti z teorie pravdépodobnosti a v prvni kapitole definuji zdkladni pojmy, jako napf.
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ndhodny jev, pravdépodobnost, podminénou pravdépodobnost, ndhodnou veli¢inu, ndhodny
proces atd. Druha kapitola pojedndvd o optimdlnich fidicich obvodech linedrnich i obecnych.
Tieti kapitola je vénovana statistickému popisu vzijemnych vztaht a hledani vhodnych matema-
tickych modela vyjadfujicich tyto vztahy. Ctvrtd kapitola pojednéva o statistickych metodach
v automatické regulaci a o nejnovéjsich principech regulace. P4t4 a Sesta kapitola jsou v&énoviny
statistickym charakteristikim vyrobnich procest a automatickych vyrobnich linek. V zdvéru je
uvedena tabulka hustoty pravdépodobnosti normovaného normdlniho rozlozeni.

V souvislosti se snahami o rozvoj naseho narodniho hospodafstvi, o zvédetténi jeho fizeni a se
snahami o prosazovani automatizace ve vyrobni sféfe se zd4, Ze uvedena publikace zasahuje do
oblasti v soutasné dobé velmi aktudlni. Publikace podobného zaméieni by bylo tfeba v edi¢ni
¢innosti SNTL jen vitat. Aktudlnost a potfebnost by méla byt v souladu se skuteénymi hodnotami
dila, jenZe v pfipadé uvedené knihy nemiZeme byt pfili§ potéseni. Hloubavéjsi &tenaf, ktery neni
blize sezndmen s problematikou, bude pravdépodobné zaraZen svou neschopnosti pochopit
a zvladnout rozebiranou tématiku a dojde (moZna zcela nespravné) k zavéru, Ze to je ,,véda‘“ nad
jeho sily. Skute¢nd pfiCina viak tkvi v mnoZstvi nejasnosti a nepifesnosti, které v recensované
kniZce nalezneme. Neni mozZné zde rozebirat viechny detaily — omezme se jen na nékolik pfi-
klada. ’

Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti jsou definovany velmi mlhavé, neutité nebo dokonce
definice chybi. Velmi nejasné je definice ndhodného jevu na str. 9 fikajici, Ze ,,v podstaté ndhod-
nych jevi neni piesné uréenych zékonitosti¢‘. Coz statistické zdkonitosti ,,nejsou pfesné uréeny**,
jsou nepiesné? Pojem pravdépodobnosti je definovan na strané 10 zcela mylné. Autofi vychazeji
z frekvenéniho von Misesova pojeti pravdépodobnosti, mylné€ viak slu€uji relativni &etnost jevu
s jeho pravdépodobnosti (viz vzorec (1) a (4)). (Autofi uvaZuji vyrobu uréité soucasti. Necht N
je celkovy pocet uvaZovanych souasti, n, je pocet soucasti s odchylkou vétsi nez piedepsand mez
a P= n,/N. UvaZujeme-li i jiné partie o N vyrobcich a nezm&ni-li se podminky vyroby potom
»Cislo P méa ... duleZitou vlastnost — stabilitu a miZe byt objektivni charakteristikou celého
procesu vyroby soudasti ... a nazyva se pravdépodobnost vyskytu daného znaku*. Zakladni omyl
zde vznikl, jelikoz nebyl pfesné vymezen nahodny jev, jehoZz pravdépodobnost se definuje.
Pokud jde o zkoumani pouze jedné partie o N vyrobcich, potom opravdu ny / N je klasickou defi-
nici pravdépodobnosti vyskytu vyrobku s velkou odchylkou v dané partii. Pokud v3ak autofi maji
na mysli definici pravdépodobnosti vyskytu zmetkl v celém procesu, jde o omyl.) Pojem podmi-
néné pravdépodobnosti na str. 12 vzorce (4), (5), (6) je definovan chybn€ — zd4 se viak, Ze zde

jde pouze o tiskové chyby. Pro upfesnéni a snazsi pochopeni by bylo tfeba vzorce (5) a (6) uvést
ve formé

(1)
®) P ="2_
ny
(1) (1)
ny ny ny
(6) Plyzz_Tv—:_;l__'W:P(zl)'Pl

Velmi nejasné je na str. 13 definovdna ndhodn4 veli¢ina. ,,Hodnota ndhodné veli¢iny na rozdil
od veli¢iny, kter4 neni ndhodn4, neni piesné uréena‘. Znamena to snad, Ze pii realizaci ndhodné
veli€iny nevime ,,pfesn&* jakou hodnotu nabyla a v tom je jeji ndhodnost? Jako v ptipad€ pojmu
ndhodného jevu a v fad¥ dalsich ptipadi jde zde o nepfesné, nejasné a neuplné formulace. V uve-
dené vt by stadilo poloZit sliivko ,,pfedem* na tfeti misto od konce, stejn& jako by stagilo v de-
finici st¥edni hodnoty na str. 14 dodat slivko ,,pravé‘ ve vété ,,UvaZzujme ndhodnou veli¢inu,
kterd mtize nabyt pti realizaci (pravé) jedné z kone¢n& mnoha hodnot x4, ..., x,. “ Jinak je definice
stfedni hodnoty nesmyslna a 3patnd — mue jit tteba o spojitou nidhodnou veli¢inu nabyvajici
viech redlnych &isel a tedy i hodnot Xy, X3, ..., X,. Podobné vytky neni moZné brit za punti¢-
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kéfstvi — vidyf slovo ,,pravé“ je jedno z nejsilnéjSich a nejdﬁleiiiéjﬁich slov dne$ni matematiky.
Dile je tfeba podotknout, Ze definice stfedni hodnoty ndhodného procesu na str. 15 je nepfesna.
V ptipadé€ stacionarnich ergodickych procesi je v pofadku, v pfipadé pouhych staciondrnich
procesti viak pomér my = (ay + a, + ... + ay)/ N nekonverguje k jedinému &islu, ale k pod-
minéné stfedni hodnoté& vzhledem k o-algebfe invariantnich podmnozin vzhledem k transformaci
prostoru, kterd je fakticky méfitelnou funkci vzhledem k této o-algebie. Ve vzorci (14) na téze
strané jde ziejmé& o chybu tisku a mé byt spravné ¢+ — 0. Na str. 16 se mluvi o rozptylu ndhodného
procesu, definuje se viak jen rozptyl ndhodné veliiny. Jednoduchy vzorec pro koeficient korelace
chybi, i kdyZ se o ném mluvi. Na str. 22 se pravi, Ze intenzita poruchy je charakterisovana
Cislem crﬁ, aniZ se objasni, co to vlastné a%, je. Mnohym &tendfam asi nebude jasny symbol R > 1
na téZe strané a bylo by snad dobré fici, Z¢ neznamena nic vic, neZ Ze R je ,,mnohem* vétsi nez 1.
Formélni matematicky aparat je nejbohatéji rozvinut na str. 34— 35 v piikladé z mechaniky —
tedy v pfikladé vzdalené ilustrativnim, ale v problematice samotnych stochastickych procesi
a teorie pravdépodobnosti neni formalni matematicky aparat téméf viibec vyuZit (vzorce, odvo-
zovani, dokazovani atd.) — dokonce neni ani uveden vzorec pro korela¢ni koeficient (pro pfiliSnou
sloZitost?). Jeden ze zékladnich a nejdilezit&jsich pojmu regulace — pojem zpétné vazby — je
nedostatené osvétlen a rozebran (viz str. 21a str. 46 druhy odstavec). Uvahy na str. 56 ve tfetim
odstavci plati jediné za pfedpokladu nezavislosti ¢initelti. Mnohokrat se hovofi o Gaussové za-
konu, nikde v8ak neni jasné feeno, o¢ jde (viz str. 55, 61 a str. 75). Na str. 75 se dokonce hustoté
normdlniho rozloZeni fik4 ,,teoretickd cetnost‘! Na str. 77— 80 jsou uvadény testy dobré shody,
aniz je vysvétleno, co je vlastn& rozumét pod pojmem statistického testu; nicméné testy jsou pro-
vadény do &iselnych detailii. Velkym nedostatkem knihy je naprostd neujasnénost v predpokla-
dech, kladenych na &tenafovy znalosti. V prvni kapitole se autofi snaZi vysvétlit nejzakladné;jsi
a nejjednodudsi pojmy: pojem pravdépodobnosti, stiedni hodnoty, rozptylu atd. U &Etenaie se
tedy nepfedpoklddaji ani nejzékladnéjsi znalosti. Aviak témé¥ ani jeden ze sloZitéjsich pojmii neni
definovdn, .zaveden ani objasnén. Uvedme n&které ptiklady: str. 10 tfeti odstavec shora pojem neza-
vislosti; str. 36 Sesty fddek zdola — statistickd zdvislost ndhodnych veli¢in; str. 37 vzorec (42)
a str. 39 vzorec (45) — stfedni hodnoty byly definovany jen pro veli¢iny nabyvajici kone¢né mnoha
hodnot; str. 37 druhy odstavec a str. 39 tfeti odstavec — podminéna stfedni hodnota; str. 45 druhy
odstavec — diskretni ndhodny proces; str. 49 druhy odstavec — diskrétni ndhodna funkce
a systém podmin&nych distribuénich funkci; str. 52 vyraz M(Y/x*) atd atd. Autofi tedy na druhé
strané piedpokladaji znalosti tolika naroénych pojmi, Ze ¢tenaf vybaveny té€mito znalostmi
urtité sdhne po né&jaké solidné&jsi kniZce. .

Pies \;§echny tyto vytky neni mozné uvedenou knizku zcela odsoudit. Dvé posledni kapitoly,
pojedndvajici o statistickych charakteristikdch automatickych vyrobnich procesi a o statistickych
charakteristikdch vyrobnich linek pfinaseji hodné zajimavého a podnétného materiélu, se kterym
se jinde b&Zné nesetkdme a ktery ma velky vyznam v aplikacich. Kromé& toho je tfeba zduraznit,
Ze uvedeny materiél je poddn dostupné a pfitom dostateiné piesné, aby bylo mozZné vyloZené
metody zavadét pfimo do praxe (nejde o pouhé pfehledy nebo nelplné informace o metodach).
Zda4 se, Ze nejvétsi vadou knihy je nevyrovnanost jednotlivych kapitol, ktera vznikla patrné $pat-
nou spolupraci autorského kolektivu. Mista, kde autofi neopoustéji pivodni zdmér a vykladaji
uZiti statistiky nebo statistické dynamiky v hromadné vyrobg, jsou napsdna pomérné& zajimavé
a lze uvitat, Ze byla zpfistupnéna Seskému &tendfi. BohuZel autofi se snai zdroveidl vykladat
i teorii pravdépodobnosti a z uvedenych vytek je zfejmé, ¥e se tim pustili na ptili§ tenky led.
Otéazka, zda a nakolik je v populdrni kniZce inosné vykladat teoretické zdklady probirané latky
je velmi obtiZn4 a je zfejmé, %e v této kniZce nebyla vyfeSena pfili§ $tastn&.

Miloslav Nosal, Praha
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H. Lenz: VORLESUNGEN UBER PROJEKTIVE GEOMETRIE (Prednésky o projektivnej
geometrii), Akademische Verlagsgesellschaft Geest & Portig K.-G., Leipzig, 1965, stran 360,
obrazkov 90.

Kniha obsahuje 11 kapitol.

1. Zdkladné pojmy projektivnej geometrie v rovine a v priestore. Pod zdkladnymi pojmami sa
rozumia predovietkym pojmy projektivnej a afinnej roviny a priestoru, ich podpriestorov, strad-
nic, kolineécie a jej zvlastnych pripadov, Desarguesovej, Moufangovej a Fanovej roviny, harmo-
nickej $tvorice. Uvadzajh sa vzdjomné vztahy medzi tymito pojmami.

11. Klasickad syntetickd geometria. Zavadza sa pojem dvojpomeru $tyroch kolinearnych bodov
v projektivnej suradnicovej rovine nad komutativnym telesom. Dalej sa dokazuje zndma Hessen-
bergova veta: Ka?da projektivna rovina, v ktorej plati Pappova veta, je desarguesovskd. Tazisko
kapitoly spociva na definicii kuZelosetky (Steinerovej a von Staudtovej) a s fiou suvisiacich poj-
mov polarity a koreldcie. Napokon sa vySetruju projektivne zobrazenia kuZeloseciek.

111. Zavedenie suradnic. Zavadzaji sa suradnice v desarguesovskych rovinich a v priestore.

IV. Kolinedcie a koreldcie. Vychddza sa z pojmu incidencnej $truktury a zo semilinedrneho
zobrazenia vektorovych priestorov a dokazuju sa fundamentéalne vety projektivnej geometrie.
Dalej sa tuduju projektivne kolinedcie a s tym suvisiace vlastnosti dvojpomeru. Pomocou
semibilinearnych a bilinearnych foriem sa vySetruju niektoré vlastnosti koreldcii a §pecidlne polarit.

V. Oddelovanie a usporiadanie. 1de najprv o relaciu oddelovania a reldciu ,,medzi* za predpo-
kladu platnosti Fanovej axiomy (podla Spernera). V dalsom sa tieto reldcie zobectiuji.

VI. Kvadriky v obyéajnych projektivnych priestoroch. Pod oby&ajnym projektivnym priestorom
sa rozumie priestor koneénej dimenzie nad komutativnym telesom charakteristiky = 2. Najprv sa
definuji metrické vektorové priestory a ich ortogonélne bazy. V dalsom sa vychédza z Wittovej
vety a uvadza sa projektivna i afinna klasifikacia kvadrik.

VII. Kvadratické formy a kvadriky nad Specidlnymi telesami. Jedna sa najmi o konetné telesa,
o p-adické Ciselné telesa a o racionalne Ciselné telesd. Napokon je dokdzana Bruck-Ryserova veta
o existencii kone¢nych projektivnych rovin.

VIII. Dalsie vety o kolinedciach a koreldciach. Ide najmi o invariantné podpriestory, o normal-
ne tvary zobrazeni a o rozklady metrickych vektorovych priestorov.

IX. Grupy kolinedcii. Vy$etruju sa niektoré ¥pecidlne grupy transformécii. Va¢sina kapitoly je
venovana projektivne-metrickej geometrii, priom sa uvddzaju aj zdkladné vzfahy hyperbolickej
trigonometrie. Napokon sa hovori o Cliffordovych rovnobezkéach.

X. Algebraické variety.Ide o ivod do moderne;j tedrie algebraickych nadpldch a variet, $pecidlne
Ciar v rovine.

XI. Projektivne priestory s topologickou §truktirou. Struény prehlad.

Autor je vynikajicim odbornikom v projektivnej geometrii. Jeho kniha je veImi dobrym tvo-
dom do $thdia tejto discipliny. Je pisan4 tak, Ze orientuje Citatela v problematike, uvadza dosial
neriefené problémy, mnoho uloh na precvitenie a tam, kde nemodZe ist dostatoéne do hibky,
uvadza prislu$nu literaturu.

Oproti podobnym knihdm (Baer, Pedoe, Hall) m4 jednak ti prednost, Ze zahfiia v sebe naj-
novsie vysledky prac v projektivnej geometrii, no aj tu, Ze pouZiva analyticku aj synteticki me-
todu. Dalsia vyhoda knihy je t4, e autor nepouZiva len strohy ,,matematicky jazyk*, ale hovori
nieto aj ,,okolo*‘ zavadzanych pojmov.

Aj ked prakticky vietky pouZivané pojmy su v knihe definované, pre jej uspeiné $tudium je
zZiadiice maf prehlad o zédkladnych algebraickych §trukturach a ich vlastnostiach a taktieZ o kla-
sickej projektivnej geometrii.

Kniha je velmi dobre metodicky spracovani a mozno ju doporuéit véetkym tym, ktori si chcu
prehibit vedomosti o projektivnej geometrii. )

Vdclav Medek, Bratislava
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A. Doneddu: COURS DE MATHEMATIQUES SUPERIEURES. Tome 1: Algébre et Géo-
métrie. Vydal Dunod, Paris 1966, stran 583, cena neudéna.

V posledni dobé referoval Jan Vy$in v tomto ¢asopise o dvou obsdhlych knihdch francouzského
autora A. Doneﬁduho.l) Obé zminéné knihy tvofi ¢4st trilogie ucebnic elementarni matematiky,
které jsou pokusem o modernisaci tradiéni matematické 1atky. V této recensi si v§imneme dalsi
knihy od téhoZ autora, ktera nepatii do zmin&né trilogie a je prvnim dilem pfipravovaného dvou-
dilného cyklu. Poddme nejprve struény piehled o obsahu knihy.

Dilo se sklada ze &ty Easti, jeZ jsou déle ¢lenény celkem na 23 kapitol. V osmi kapitoldch, které
tvofi prvni &4st, se pojednava o mnoZinach, relacich a funkcich a zavadi se pojem grupy, okruhu,
oboru integrity a télesa. Ctenaf se té% sezndmi s tim, jak se v matematice roziituje &iselny obor
od ¢&isel pfirozenych aZ po ¢&isla komplexni. Kapitola vénovana kombinatorické analyse obsahuje
v podstaté jen tradi¢ni stfedo$kolskou kombinatoriku, podanou oviem z trochu modernéj§iho
zorného uhlu. Jedna z kapitol prvni &4sti je vénovana geometrii (eukleidovské, afinni a metrické).
Druha4 &ast spisu se ve svych &tyfech kapitoldch zabyva polynomy, jejich derivacemi, Tayloro--
vym rozvojem a raciondlnimi lomenymi funkcemi. C4st tfeti o linedrni algebfe se déli na sedm
kapitol. Je tu vyklad o vektorovych prostorech, maticich, determinantech (i ve vztahu k feeni
soustav linedrnich rovnic) a charakteristickych polynomech &tvercovych matic. Zavére¢na Ctvrta
Cast pojedndva ve svych étyfech kapitolach o problémech geometrie afinni, metrické a projektivni
z hlediska analytické geometrie. Ctenaf se tu poudi o analytickém vyjadfeni piimky a roviny,
o homogennich a barycentrickych soufadnicich aj. Vyklad konéi kapitolou o kuZelosefkach
a geometrickych mistech bodu v roviné.

Z obsahu, ktery jsme stru¢né nastinili, je zfejmé, Ze se tento svazek na mnoha mistech piekryva
s obéma knihami téhoZ autora, jeZ v nasem ¢asopise byly zhodnoceny. Mame dojem, Ze tato nova
kniha se hodi jako pfehlednd u¢ebnice pro ¢tenéfe, ktery bud soucasné studuje nebo jiz prostudo-
val specidlni u¢ebnice vénované jednotlivym disciplindm. K prvnimu studiu ma vSak podle naseho
nazoru vyklad piili§ velkou $ifi; dotyka se velmi mnohych problémii, ale dostate¢né je nezkoumd
a neprocvi¢i. VZdyt i z nadeho stru¢ného obsahu je vidét, jak zvolena tématika je obsahla a riizno-
roda a nelze tedy ani Cekat vic neZ nepfili§ hluboky pohled s pokusem o moderni jednotici hle-
disko. Jsou tu cviteni, ale mnoh4 maji charakter pouze ilustra¢ni a v n€kterych se zavadéji i nové
pojmy (cyklickd grupa, kongruence aj.). Trochu néas na ptiklad piekvapilo, Ze autor zavadi sice
kartézsky soudin, ale nevyuziva jej pfi definici binarni relace. Upozorfiujeme téZ na nedopatieni na
str. 24; zde se pfi definici grafu funkce f s mnoZinou vzora E, ztotoZiiuje mnozina viech dvojic
(x, f(x)), kde x € E, s kartézskym sou¢inem E X f(E).

Jitka Kucerova a JiFi Sedldcek, Praha

1) Casopis pro péstovani matematiky, rod. 89, str. 336 a rok. 91, str. 105.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 91 (1966), Praha

ZPRAVY

SEDESAT LET DOC. RNDr. MIROSLAVA MENSIKA

KAREL DRABEK, Praha

Dne 3. srpna 1966 se doZivd Sedesdti let dr. MIROSLAV MENSIK, docent deskriptivni
geometrie na stavebni fakulté Ceského vysokého udeni technického v Praze.

Miroslav Mensik se narodil v Praze a po ab-
solvovdni vys§i Ceské redlky v Praze na Starém
Mg&sté studoval v letech 1924 — 30 na vysoké $kole
strojniho a elektrotechnického inZenyrstvi pfi
CVUT a na ptirodovédecké fakulté Karlovy
university v Praze, kde v roce 1930 vykonal stdtni
zkousky z matematiky a deskriptivni geometrie.
Ze zdjmu o technické aplikace v dalfich dvou
letech 1930—31 studoval na (tehdejsi) vysoké
Skole specidlnich nauk oddéleni zem&méfického
inZenyrstvi.

Od 1. 9. 1929, kdy se stal asistentem u prof.
Kounovského v ustavu deskriptivni geometrie
vysoké 3koly strojni a elektrotechnické, puisobi
jako ucitel na naSich stfednich, priumyslovych
a vysokych Skoldch. Zejména po kvétnu 1945
zadind pfevazovat uditelskd Cinnost na vysokych
Skoldch. Zprvu vyuduje externé na fakulté
architektury a pozemniho stavitelstvi, pak na pedagogické fakulté Karlovy university
a na zem&mé&tickém inZenyrstvi. Na vysokou $kolu se vratil od 1. 9. 1952, jako odbor-
ny asistent na fakut& architektury a pozemniho stavitelstvi, na které byl na zdkladé
védeckych a odbornych praci jmenovédn od 1. 8. 1953 docentem deskriptivni geometrie.

Vzhledem k dlouholeté uditelské a odborné &innosti byl ministerstvem Skolstvi
a kultury v z4¥i 1956 povéfen funkci vedouciho redaktora Rozhledii matematicko-
fyzikdlnich, odborného &asopisu pro studujici mlddeZ, ktery po del3i pfestdvce opét
zafal vychdzet v roce 1957. Ndklad tohoto Easopisu, na jehoZ obsahu a pfitaZlivosti
pro mlddeZz m4d jist& nemaly podil, se podafilo zvysit z pogdte€nich 600 na dneSnich
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vice nez 11 000 vytiskli. Plnym prdvem proto bylo ¢asopisu dne 17. 4. 1962 udéleno
presidentem republiky vyznamendni Za zdsluhy o vystavbu.

Doc. Mensik napsal fadu praci z léka¥ské statistiky a technického uZiti geometrie
ve fotogramme'trii. Z tohoto oboru jako prvni absolvent Karlovy university v roce
1946 slozil doktordt ptirodnich v&d s vyznamendnim. Velmi zdvaZnd je vSak jeho &in-
nost pfi vypracovani ulebnic deskriptivni geometric pro primyslové a vieobecnd
vzdéldvaci $koly, které byly pfeloZeny téZ do slovenstiny, madar$tiny a ukrajinstiny.
Také na vysoké 3kole spolupracoval pfi vyddvani skript z deskriptivni geometrie
a pomohl tak pfeklenout nedostatek ucebnic z tohoto predmétu.

Za tuto publikaéni &innost bylo mu na 4. celostitnim sjezdu JCMF v kvétnu 1965
udéleno vyznamendni I. stupné& za pedagogickou prdci. Jako ¢len ustfedniho vyboru
JCMF, ve kterém pracuje od roku 1939, byl v roce 1962 pti oslavdch 100. vyrogi za-
loZeni Jednoty jmenovdn zaslouZilym ¢lenem.

Doc. Mensik je neustdle ve styku s praxi, nebof provddi fotogrammetrické zamé&fo-
vdni riznych stavebnich objektd. Velmi bohatd je téZ jeho predndSkovd ¢innost nejen
A Ceskoslovensku, ale téZ v Némecké demokratické republice (Dréid’any), Madarsku
(Budapegt) a v Bulharsku (Sofia). Vede stdle védecky krouZek studentii z fotogram-
metrie a téméf kaZzdy rok néktery z u€astnikii pfedndsi vysledky své prdce na celostdt-
ni konferenci védeckych krouzki stavebnich fakult.

Doc. Mensik je autorem velkého poctu ucebnic, zvld§té z deskriptivni geometrie,
a dvaceti &tyf v&deckych a odbornych &ldnki s velmi riiznou problematikou (zems-
méfictvi, deskriptivni geometrie, 1ékafstvi, historie aj.).

Doc. Mensik je velmi oblibeny u svych spolupracovnikii pro své védecké a odborné
znalosti a u studentil pro jasny vyklad, ktery spojuje teorii s praktickym zaméfenim.

Pfejeme jubilantovi do dalgich let zachovdni dosavadni duSevni pohody a mnoho
uspéchii v tvardi védecké i odborné préci.
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SEDESAT LET DOC. OTY SETZERA

KAREL DRABEK, Praha

V srpnu oslavi pfi pilné prdci své $edesdté narozeniny dalsi ¢len katedry matema-
tiky a deskriptivni geometrie na stavebni fakulté CVUT v Praze, doc. OTA SETZER.

Narodil se 23. 8. 1906 v Praze-Zizkov&. Po ab-
solvovdniredlky v Praze-HoleSovicich, kde matu-
roval s vyznamendnim v roce 1924, studoval na
vysoké §kole specidlnich nauk matematiku s des-
kriptivni geometrii a pojistnou techniku (1924 —
26). Studia dokongil na ptirodovédecké fakulté
Karlovy university. Vykonal stdtni zkousky
z pojistné techniky (CVUT), z pojistné matema-
tiky a matematické statistiky a z matematiky
a deskriptivni geometrie (KU).

Po aprobaci byl nejdfive vypomocnym ucitelem
na ref. redlném gymnasiu a mé§tanské $kole, pak
zatimnim profesorem a od roku 1934 profesorem
r. 1. g. Dr. A. Dvordka v Kralupech, kde v letech
1942 —48 byl feditelem. V dob& okupace se mu
podafilo uchrdnit mnoho cennych pfedmét
a sbirek pfed zniCenim tim, Ze je ukryl ve svém
domg. V obdobi 1948 — 51 vyu&oval na gymnasiu
v Berouné a na prumyslové 8kole horni v Kladn& Odtud pfesel 1. 9. 1951 jako
odborny asistent na fakultu architektury a pozemniho stavitelstvi CVUT a na pod-
klad€ uvefejn&nych védeckych a odbornych praci a své dosavadni pedagogické &in-
nosti byl dnem 1. 4. 1957 jmenovdn docentem deskriptivni geometrie na této fakulté,

Své bohaté pedagogické zkulenosti uplatiiuje doc. Setzer nejen ve svych pred-
ndfkdch a cvifenich pro studenty architektury a pozemniho stavitelstvi, ale také pti
externi ¢innosti na jinych vysokych ¥koldch a stfediscich ddlkového studia. Zvldst
vyrazng jich vyuZivd ve funkci vykonného redaktora Rozhledii matematicko-fyzik4l-
nich, nositele vyznamendni ,,Za zdsluhy o vystavbu socialismu®, jiz byl povéfen
v zdfi 1956. Dik spole€né usilovné prdci obou redaktorii a redaké&ni rady se stal tento
Casopis u nasi studujici mlddeZe velmi oblibeny. Sv&d&io tom stdle se zvySujici ndklad,
ale zvld3t stoupajici zdjem feSiteld tloh o ceny, které jsou kaZdoro&n& vypisovdny.
Prdve na této. ilohdiské &innosti se doc. Setzer podili nemalou mérou, nebot nejprve
byl sdm feSitelem a nyni je autorem fady zajimavych a vtipnych tloh z matematiky
a deskriptivni geometrie. Ridi celou sout& o ceny v Rozhledech a déle se stard
0 zdbavnost &asopisu uvddénim oddechovych uloh a h¥i¢ek. V tlohd¥ské &innosti se
uplatnil také v obdobném &asopisu Archimedes, ktery je vyddvin v N&mecké spol-
kové republice. ’
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Do jeho uditelské &innosti spadd rovnéZz spoluprdce s Universitou 17. listopadu,
kde po fadu let plsobil pfi prdzdninovych soustfed€nich zahraniénich studenti.
Z t¥chto poznatkdl rovn€Z vyplynulo sepsdni specidlniho skripta z deskriptivni
geometrie.

Je tfeba se zminit té% o tom, %e doc. Setzer i naddle pracuje v konstruktivni geome-
trii; viechny své vysledky, které pfednesl pfi riiznych pfileZitostech u nds i v zahrani¢i
(Drédany, Var$ava), viak vZdy nepublikoval. Je autorem fady skript a udebnic
z deskriptivni geometrie a &tyfiadvaceti védeckych a odbornych &ldnki s pfevdzné
geometrickou problematikou.

Od roku 1923 je ¢lenem Jednoty &s. matematikil a fyzikd, v niZ po zvoleni do vy-
boru v roce 1939 pracuje nepfetrZité v riiznych funkcich. Za tuto dlouholetou préci
byl v r. 1962 jmenovdn pfi oslavdach 100 let Jednoty jejim zaslouZilym ¢lenem.

Pfejeme doc. Setzerovi, ktery je u svych spolupracovnikii na katedfe i u studentt
velmi obliben nejen pro své pedagogické a odborné znalosti, ale téZ pro pfimé a pii-
telské vystupovéni, do dalSich let mnoho zdravi a isp&chii v préci.

JMENOVANI

K 1. fijnu 1965 jmenoval president republiky doc. dr. MicHAELA GREGUSE, DrSc. a doc. dr.
MILANA KoOLIBIARA, DrSc. profesory pro obor matematiky na pfirodovédecké fakulté University
Komenského v Bratislavé.

OBHAJOBY A DISERTACNi PRACE DOKTORU A KANDIDATU VED

Pied komisi pro obhajoby doktorskych disertaénich praci obhdjili dne 13\1'1nora 1966 dr. KAREL
DRBOHLAV préci na téma: ,,K teorii kongruenci na komutativnich pologrupach* a dne 7. biezna
1966 JINDRICH NEEAS préci na téma: ,,Pfimé metody v teorii eliptickych rovnic.*

Pted komisi pro obhajoby kandiddtskych disertaénich praci obhéjil dne 17. bfezna 1966 MIROSLAV
KiiZex prici na téma: ,,Skupinové metody fefeni soustavy linearnich algebraickych rovnic.*

PREDNASKY A DISKUSE

potddané JCMF, matematicko-fyzikélni fakultou Karlovy university a Matematickym ustavem
CSAV v Praze ’
14. 2. 1966: S. Kurepa (Z4hieb): Roots of elements in Banach algebras.

4. 3. 1966: K. Konda (Tokio): Multidimensional picture in plasticity theory.

8. 3. 1966: K. Konda (Tokio): A pentration into the microscopic world by the geometry of higher

space. '
15. 3. 1966: D. A. Buchsbaum (Waltham): Some topics in the theory of categories.
Redakce
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Sbornik — Editor: Miloslav Hampl

-
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Vétiina pracf tohoto sborniku se zabyvé problematikou navrht a konstrukce &islicovych poditada
nebo jejich vyuZitf. N&kolik pracf je vénovano specidlnim kybernetickym problémiim. Z obsahu
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Some Simple Behaviours of Lowest Organisms on a Computer — D, Singer, V. Podzimek:
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of Approximative Values — E. Outrata: A Special Sorting Problem — J. Sedldk: Modelling
Logical Delay Elements on a Computer — V. Vurcfeld: Proposal of the Quasi-optimal Control
of a Linear System by Means of an Automatic Computer.
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