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Casopis pro p¥stovini matematiky, rot. 90 (1965), Praha

APPROXIMATIVE LOSUNG DER FORMELN VON FRENET IM FALLE
,,KLEINER“ QUOTIENDEN Q/P, R/P

VLADIMIR PETRUV, Praha

(Eingegangen am 4. Februar 1964)

In dieser Arbeit wird die Approximation der Losung der Formeln von
Frenet fiir Weltlinie gegeben und zwar in den Fillen, dass die Funktion g =
= Q/P, r = R/P die Bedingungen 0 < g < ¢,,0 <r <e,oder0 < g <e,
r = 0 erfillen. Es wird auch der Wert des Fehlers abgeschitzt.

Es wurde bewiesen:') Sind die Funktionen P, Q, R stetig und nichtnegativ, die
Funktion P positiv, dann bestimmen sie eine Weltlinie (eindeutig bis auf die Wahl
des inertialen Systems), und zwar durch die ersten Funktionen i} vier Losungen der
Formeln von Frenet, die gewisse Anfangsbedingungen erfiillen. Die Beschreibung
der Weltlinie geben dann gleich die Gleichungen

(1) ‘:: =it (x=1,2,34).
Setzt man?)
(2 O'=i-J"P(Q)dQ,
He Jo .
R
(3) q=%, r=2s
@) K=of. Bef. =8, B-f @=-1239),

bekommt man aus den Formeln von Frenet ein ainfacheres System von Differen-
zialgleichungen fiir die Funktionen j§ der Veridnderlichen 0.%)

Im Falle, dass r = 0(d.i. R = 0) und die Funktion q positiv und stetig differenzier-
bar in gewissem Intervalle I = <0, a) (0 < a < + o0) ist, ist dieses System der Glei-

1) siehe [1], [2].
2y siehe [3].
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chung
3.a
(5) &j; g’ 4%
de®* g do?
equivalent und es gibt ein inertiales System (ein einziges bis auf die Wahl des Zeit-
raumkoprdinatenursprunges) so, dass die Weltlinien, die der Funktion g entsprechen,

mittels der Gleichungen (1), (4) im Intervalle durch die Losungen ji (« = 1,2, 4;
Jji = 0) der Gleichung (5), die die Anfangsbedingungen

+Ljp=0

djs
+(a* -

o _ o 910) _ . d%i(0) _

(6) J1(0) =0, 1o " 4o
ji0) =0, 9{‘3&) =0, (0) 4(0).
dizep, . 1 d_j‘;@_) _ 11(0) — =
]1(0) - do =0, da? - ¢

erfiillen, bestimmt sind.

In allgemeinem Falle, wenn in gewissem Intervall I = €0, a) (0 < a £ + o) die
Funktionen g, r positiv sind und die Funktion g stetige Ableitung zwelter Ordnung
und die Funktion r stetige Ableitung erster Ordnung hat, ist dieses System der

Gleichung
4.a ’ ’ 3:a " ’ B | U 2:x
() i _ (€ A\ e L, 200, M4k
do* q r)dd g q\ q r)]dd

r ! / 4 r -3 4 i ’ ’
+[q2(‘1__i>+2‘1_+L:|%_[,.2 _4 +q_(2q_+L>],-; ~ 0

q r q r | do q q q r
equivalent und es gibt ein inertiales System (ein einziges bis auf die Wahl des Zeit-
raumkoordinatenursprunges) so, dass die Weltlinien, die den Funktionen g, r entspre-

chen, mittels der Gleichungen (1), (4) im Intervall I durch die Losungen der Gleichung
(7), die die Anfangsbedingungen :

dji(0) d%3(0) _ (0 _,

8 i1(0) =0, =1, 0, 2(0),
® 57O do da? do? a0)
. dj¥0) . d%3(0 a3jz0)

o) =0, YO _o, O _ o), THO _ gq),

, dj3(0 d?i3(0 d3j3(0

i =0, —Ji) =0, —;;£)=o, ——;;E) = 4(0) r(0),
: 1 dji(0) d%ji0) _ 1 %10

40) = =, 1 =0, L2 =" 1) 0

71(0) c do de? c do?

erfiillen, bestimmt sind.?)

3) siehe [2].
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Der Fall, dass die Funktionen g, r konstant sind, wurde schon geldst.*) Studieren
wir jetzt den Fall, dass die Funktionen g, r ,,klein* sind (genauer: g = ¢, f, r = ¢,9,
wo |f| £ 1, |g| £ 1). Lésst man in diesem Falle in den Gleichungen (5), (7) die Glie-
der, die &? enthalten, d.i. die Glieder mit g% und r?, aus, bekommt man Differential-
gleichungen, dessen Lossung sich hochstwahrscheinlich nicht viel von den Losungen
der Gleichungen (5), (7) unterscheiden wird. Die Untersuchung dieser Gleichungen
ist der Inhalt dieses Artikels.

I. DER FALL r=0
Ist g = ¢f, |f[ < 1, bekommt man aus (5) die Gleichung

&5 f 3 202 4di [«
Sh _JCh e )Y L E .
de®  f do? (& )da 1

f

Lisst man in dieser Gleichung das Gleid mit &2 aus, entsteht die Gleichung

d3-a td2~a d-a ’
i _Sdn_di S

= 0 s
do®* fdo*? do f

d.i. die Gleichung

d3 %1 ql dz 7.3 d-a .
©) e B R L
do q do de ¢

Lasen wir diese Gleichung. Wir bringen sie zu der Form

d ¢"\(d% . )
10 ==L =t} =0,
h (dv q)(dvz .

Wir setzen
L F R
— =Uu

( do? J1
und 16sen zuerst die Gleichung

W _ g u =0,

do q
Wir bekommen (C* beliebige Konstante)

u* = C%.

Die Gleichung (10) ist dann und nur dann erfiillt, wenn

d?ji
—ji=C%.
do? J1 q

4) sihe [3].
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Losen wir jetzt diese Gleichung. Das Fundamentalsystem der zugehdrigen homogenen
Gleichung bilden z.B. die Funktionen sinh o, cosh ¢ und die Losung der nichthomo-
genen Gleichung bekommt man durch Variation der Konstanten:

Jji(¢) = Di(o) sinh ¢ + D3(c)cosha.
Fiir Ableitungen der Funktionen D}, D bekommt man Bedingungen

2()

()smho+ cosho =0,

do

a3(a) cosh o + d_Dz_(al sinh ¢ = C%(0),
do do

aus welchen folgt
dDi(o)

= C*q(o) cosh o, M = — C%g(o)sinho;
do do

eine Losung der nichthomogenen Gleichung ist also

C%q(g) cosh ¢ dg¢ — cosh o. J' C%q(¢) sinh ¢ dg =
o _ A

Jj3(o) = sinh G.J

0

= C‘J (sinh o cosh ¢ — sinh g cosh ¢) g(g) dg = C’J. q(e) sinh (o — ¢) dg .
(1] 0
Die allgemeine Losung der Gleichung (9) ist dann
(11) Jji(6) = A*sinh o + B*cosh o + C“J q(g) sinh (¢ — ¢) dg,
0

wo A% B% C* beliebige Konstanten sind.

Wir werden jetzt die Konstanten A* B* C* (a =1,2, 4) so wihlen, damit
die Anfangsbedingungen (6) erfiillt wurden. Weil die Funktionen sinh ¢, cosh o,
[¢ a(g) sinh (6 — @) do der Reihe nach die Anfangsbedingungen 0,1,0; 1,0, 1;
0,0, g(0) (der Wert der Funktion, der ersten und der zweiten Ableitung fur o= 0)
erfiillen, sieht man, dass man

4=C*=0, B*=-; A'=C'=0, B'=1; 4*=B*=0, C*=1

(‘:Il‘-‘

nehmen muss. Man bekommt so aus (1 1)
(12) jife) =sinhe, o) = j a(@) sinh (o — @) de, ji(o) = > cosha.
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Um zu erfahren, wie viel sich die Funktionen (12) von den Lésungen der Gleichung
(5), die die Anfangsbedingungen (6) erfiillen, unterscheiden, schitzen wir allgemein
die Differenz zwischen der Losung ji der Gleichung (5) und der Lésung k§ der
Gleichung .

3 ' 422 « ’
3 O g
2 do ¢ '
ab, und zwar unter der Voraussetzung, dass die Funktionen ji und kj dieselben
Anfangsbedingungen erfiillen, d.i.

1@ =Ko LO KO O 260

(14

Wir wissen schon,®) dass die Gleichung (5) dem System
d]; a d] 3

dji
15 —_— = i* s —_— i% s — — ;%
( ) ’ J2 | Jit+ 43 i = qJ2

equivalent ist. Wir wollen ein dhnliches System finden, das der Gleichung (13)
equivalent wire. Zu diesem Zweck definieren wir die Funktionen k3, k3 durch die
Gleichungen

ks, dkg

(16) =k}, —= =k} +qki.
do c

Wenn man die letzte Gleichung differenziert, hat man
d2k;  dk§ dks
=2 1 ’ ka + 3
de* do kel do

und von da mittels der Gleichungen (16)

d3k: dk ¢ (de: k,)_qdkg

das—?o——; do?* do

Weil g positiv ist, ist also die Gleichung (13) der Gleichung

dk} _
do

0

(17)

equivalent. Aus den Gleichungen (16) und (17) bekommt man also ein System der
Differenzialgleichungen
(13) .,
do

das der Gleichung (13) equivalent ist.

a;

— kg, $Bo
(13

=0,
g

5) siehe [3].
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Die Losung ji der Gleichung (5) entspricht der Losung j§, j3, j3 des Systems (15)
und die Losung ki der Gleichung (13) entspricht der L8sung ki, k3, k3 des Systems,
(18). Aus der Gleichung (14) und den ersten zwei Gleichungen der Systeme (15) und
(18) folgt gleich, dass diese Losungen wieder dieselben Anfangsbedingungen

(19) Ji0) = K0) (1=1,2,3)
erfiillen.

Wir schitzen jetzt die Differenz ki(o) — ji(o) fiir festes o € (0, a) ab. Nach dem
Mittelwertsatz ist

ki) = Ji6) = (46) = i) = (K0~ 50) = o[ 2 (t560) - 5i)]

wo 0 < & < o ist. Aus den ersten zwei Gleichungen in (15) und (18) bekommt man
(20) ki(o) — 7i(0) = o(k3(3) — j3(3)) -
Schitzen wir dhnlich die Differenz k5(c) — j3(o) fiir o € (0, &) ab:
56) ~ 50) = o - (50 - )]
wo 0 < o, < o, was wegen den zweiten Gleichungen in (15), (18) gibt
k3(0) — j5(0) = ofki(ey) — Jji(oy) + aloy) (k3(oy) — j3(e))] -

Daraus, weil g =< ¢ ist, folgt
|k3(0) — j3(0)] = o(|ki(o1) — ji(ey)| + elki(oy) = j5(an)]) -

Wegen der Bedingung (19) bekommt man durch nochmaliges Beniitzen des Mittel-
wertsatzes und der ersten und dritten Gleichung in (15), (18)

|k;(°’) - j;(“)l = 00’1("‘3(‘72) - j;(o'z)l + 3!‘1("3)]5("3)') =
= 00y(|k3(02) — j3(02)| + €*|k3(a3) — (K3(a3) — j3(oa))]) <
= 001(32|k3(03)| + Ik;(o'z) = j:(“:)' wr 82|k§(0'3) = j;((’a)'):
wo 0 < 0, < 04, 0 < 03 < ¢;. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man

voraussetzen, dass z.B. [k3(a;) — j3(0;)| = |k3(03) — j5(03)|, wegen 0, < o bekommt
man so

|k3(0) = j2(0)] = o*(e|ka(o5)] + (1 + &) [K3(2) — ji(aa)]) -

Im Intervall <0, &) ist die Funktion k3 beschrinkt: |k3(o)| < K fiir 0 < ¢ < 4. Man
hat so die Abschétzung: Zu jedem o € (0, ) gibt es ein 0o, 0 < 0, < 0 s0, dass

(21) [k3(a) — j3(o)] = o*[Ke? + (1 + &2) |k5(0q) — j3(o0)[] -
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- Aus den Glexchungen (20) (21) folgt: Zu jedem o € (0, a) gibt es ein 64,0 < d¢ < o
so, dass

(22) | _|Io°1'(a) —ji(o)] £ ’[Ke* + (1 + &) |k§(a§) - j5(o0)|] -

Wir werden jetzt diese Behauptung beweisen: Zu jedem n (n = 1,2, ...) gibt es
ein 0,, 0 < 0, < G so, dass

@) [ki(0) - 71| <

=1
< P[Ke? Y (1 + &2) o® + (1 + &) 0?1 |k5(0,) — j5(an)l] -
1=0

Beweis durch Induktion nach n: Fiir n = 1 folgt (23) gleich aus (22), wenn man sich
noch erinnert, dass o, < & ist und wenn man o, statt ¢, schreibt. Es soll jetzt (23)
fiir den Wert n giiltig sein. Auf der rechten Seite auftretenden Ausdruck |k2(o'

— j3(o,)| kann man nach (21) abschétzen, es ist also

n—1
|k3(o) — #5(0)] < o"[Ksleo(l + &%) e + (1 + &%) ™K +

+ (1 + &)+t a®|k3(00) — j3(00)|]

was, wenn man ¢,4, = 0, schreibt, gerade die Ungleichung (23) fiir den Wert n + 1
ist.
Bezeichnet man C = max |k3(o) — j3(o)|, dann ist
. o(0,7 )
(1 + 6 20D [i5(e) — J3(o)] S C(1 + o) 020D
und die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert fiir n - + oo zur Null, wenn
(1 + &?) 6* < 1ist, d.i. wenn

24 <

Nimmt man in (23) den Grenzwert fiir n - + oo, hat man

4(0) — (0} $ Ko (1 4 ot = KEC
I1=0 1 o (1 + 82) 0,2

Wir haben so folgende Séitze bewiesen:

Satz 1. Im Intervall I = €0, a) (0 < a < + ) soll die Funktion q positiv und
stetig differenzierbar sein und es soll q < ¢ gelten. Es mag ji eine Losung der
Gleichung (5) und ki eine Losung der Gleichung (13) im Intervall I bezeichnen und
diese Losungen sollen dieselben Anfangsbedingungen (14) erfiillen. Bezeichnen wir

dki(o) '

J=In{0,(1+¢*)7%), K=sup
. do

oeJ
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Es gilt dann fiir alle o € J die Ungleichung
Ke*o?

(25) |Ki(o) = ji(o)| < [T

Bemerkung. Sucht man eine Lésung k7, dessen Differenz von der genauen Losung
Jj3 kleiner als n > 0 sein soll, bekommt man aus (25) nach und nach

Kée?o?

w<q, Ke*a® + (1 + e¥)o’n <n;

weil J < (0, 1) ist, ist 0> < ¢ und die letzte Ungleichung wird sicher erfiillt, wenn
Ke?o* + (1 + e} a?n <n
d.i.

(26) jof < ‘

JA + & + (K/n)e?)
Fiir 6 2 0, die die Bedingung (26) erfiillen, gilt dann

li$(e) = ki(o)] < n-

Satz 2. Im Intervall I = €0, a) (0 < a £ + ) soll die Funktion q positiv und
stetig differenzierbar sein und es soll 0 < q < ¢ gelten. Es soll r = 0 sein. Dann
gibt es ein inertiales System so, dass die Funktionen j}, ji, j? = 0, j%, die in diesem
System den Weltlinien, die der Funktion q entsprechen, angehéren, sind approxi-
mativ gleich den Funktionen:

ji(o) = sinh g, ji(o) = J q(¢) sinh (¢ — @) de, ji(o) = 1 cosh .
&2 _ c

5 ,
Die Grésse des Fehlers schdtzt der Satz 1 ab.

Bemerkung. Nach (1)—(3), (25) kann man auf Grund dieser Sétze die approxi-
mative Beschreibung der Weltlinie mit der Abschitzung des Fehlers bekommen.

II. DER FALL r> 0

Ist g = &b, |f] £ 1, r = &9, |g| £ 1, bekommt man aus (7) die Gleichung

a4t VA Vi 202 | 2.2 O g\ 14%
Sl L 9\S 1, e 1L 4L (2L L9\
de* ( f g) de? [(alf 020°) ~ 1 f f ( f g)] de?

22_f__’__: 2£ Q]ﬁ_[ZZ_ﬂ £(2[_’ g_')]-?:().
+[6'f(f g)+ 7 oolde 12 T F AT G
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Lisst man in dieser Gleichung die Glieder mit &2, ¢2 weg, entsteht die Gleichung
4 .a ’ ’ 3. " ’ ’ ’ 2:x
gﬂ_ 2:L+g_ Ll_l_ 1+-_f__l_ 2L+.g_ g.*_
do* - f g/ deé f f\ f g/]de?

LB LGL L],
\ f.  g/do f f\rf g

d.i. die Gleichung

&5 (,a | "\ 49 (,4 , rY]dii
(27) 2=+ 1+ = 25+ =)=+
: «do* a9 4

+(2q_’+1_' %.{. q_”_i’ 2q_’+i Jji=0.
q r/de g q\ q r

Losen wir diese Gleichung. Man kann sie leicht auf die Form

2 ’ ’ ” ’ ’ ’ 2.a
@2 £ _(L,7\9 _[£_dd, " dh_ﬁ)ﬂ,
do? q r/de q q q r do?

bringen. Wir setzen

d?g
do?

und 16sen zuerst die Gleichung

2, ’ 3 a ” ’ ’ ’
(29) ﬂ‘?_(z‘l_+L>dL_[‘1__l.<2q_+i)]u~=o,
do q r) de q q q r
Versucht man u* = g zu legen, sicht man, dass die Funktion g eine Lsung der

Gleichung (29) ist. Durch Substitution u* = gz* erniedrigt man den Rang der
Gleichung (29). Man bekommt so die Gleichung

woraus (C*, D* beliebige Konstanten)
(o) = & + 0 o) de
1]
also die allgemeine Losung der Gleichung (29) ist
w(0) = C'a(a) + D*q(o) j o) de-
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Die Gleichung (28) ist dann und nur dann erfiillt, wenn gilt
&
do?

Bezeichnen wir einfachheithalber

(31) ro(0) = j" o) de.

(30) _ j& = C*(0) + D*q(0) j “Wd)da-

Ganz dhnlich wie im Falle I. bekommt man, dass die allgemeine Losung der Gleichung
(30) und also auch die allgemeine Losung der Gleichung (27) durch die Gleichung

(32) ji(e) = A%sinh ¢ + B*cosh o +

+ C* rq(g) sinh (¢ — ¢) dg + D* j‘aq(g) ro(e) sinh (o — @) de

0
gegeben ist. :
Wir werden jetzt die Konstanten 4% B*, C% D* (¢ = 1,2, 3, 4) so wihlen, damit
die Anfangsbedingungen (8) erfiillt wurden. Weil die Funktionen sinh o, cosh o,
% q(e) sinh (¢ — @) dg, [§ a(e) ro(e) sinh (¢ — @) dg der Reihe nach die Anfangs-
bedingungen: 0, 1,0,1; 1,0, 1,0; 0,0, g(0), g’(0); 0, 0,0, g(0) r(0) (der Wert der
Funktion, der ersten, zweiten und dritten Ableitung fiir ¢ = 0) erfiillen, sicht man,
dass man ' ’

a=1, B=c=0, p'=-19, p_p_p_o, c2=1;

10’

A=B=C=0, D’=1; B*=-,4*=C*=D*=0

Q|-

wihlen muss. Aus (32) folgt dann:

(33) ji(@) = sinh & — L9 {"4(¢) sinh (o - o) e,

r0) Jo

(o) = j "a(e) sinh (v — o) de.
(o) = j" (a(0) f () dp sinh (o — ¢) de,

ji(e) = lcosh g.
c

Um wieder abzuschitzen, um wie viel sich die Funktionen (33) von den Losungen
der Gleichung (7), die die Anfangsbedingungen (8) erfiillen, unterscheiden, schétzen
wir wieder allgemein die Differenz zwischen der Losung j; der Gleichung (7) und der
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Losung k3 der Gleichung
P SNV S PO Y N LN
do* | q r)dd q q\ q r)|dd?

+ (2L 0\ [ _ (4 "V
q r/ do q q q r
ab, und zwar unter der Voraussetzung, dass ji und k3 dieselben Anfangsbedingungen

erfiillen, d.i.

(35) J3(0) = K5(0), dfgff) _

dki(0)  d%i(0) _ d%ki(0)  d%3(0) _ d°ki(0)
do ~  do? do? = do®  do®
Man weisst®), dass die Gleichung (7) dem System

Cdil_ . 4z ; dj3 : : 4
36 __1=¢,__2=a+ a, 3 _ ¢+ra’ _4=__r¢
(36) do J2 do J1 T 4)3 do qj2 Ja do T3
equivalent ist. Wir wollen jetzt ein dhnliches System, das der Gleichung (34) equi-
valent wire, finden. Zu diesem Zweck definieren wir die Funktionen k3, k3, k% durch
die Gleichungen

(37) a5

e dks dkj
do

— =kl +qgki, — =rk;.
o do

Differenziert man die letzte Gleichung, bekommt man nach und nach wegen der
Gleichungen (37) und den Gleichungen, die aus ihnen durch Differenzieren folgen

2a a
o LT}
de? do
rzﬁ = rdzkg - r'd—kg,
do do do
dkg d3ke d2k® dkj
rP—2=r—2_ 1 g"rk§ - (29'r + qr) =2,
do  do® g2 1T (247 + 4 )do'

a 41 27 27a @
qzrz..%= qrd kl —-qrdkl —(Zq,r+ qr’)(ﬂ(‘g‘—d—kl‘)'*'

do do* do? do? do
+ [4'(2q'r + qr') — qq"r] K5,
dk} d*Ks d°kj
32 2 = g?r—2 — g(29'r + qr)—L —
¢'r =2 = q'r 2 — a(2g q)d03
2 ” ! f ’ A dzkal
= [a'r + ag'r - qCa'r + )] 5 +
i ‘ ’ dkﬂl " ’ ’ ’ a
+(2qr+qr)—d—;+ [aq"r — ¢'(2q'r + qr')] k5 .
6) siehe [3).
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Dividiert man die letzte Gleichung durch g2r, sieht man, dass ihre rechte Seite der
linken Seite der Gleichung (34) gleich ist. Es ist also die Gleichung (34) der Gleichung

dkg — 0
do

(38)

equivalent. Aus den Gleichungen (37), (38) bekommt man so das System der Differen-
zialgleichungen

() dij _ dKs

= ki + qk3,
g

A _ e K _

k5,
2 do

rka , 0,

das der Gleichung (34) equivalent ist.

Der Losung ji der Gleichung (7) entspricht eine Losung ji, j3, j3, ja des Systems
(36) und der Losung k] der Gleichung (34) entspricht eine Losung kS, k3, k3, k§ des
Systems (39). Aus der Gleichung (35) und aus den ersten drei Gleichungen der
Systeme (36), (39) foglt gleich, dass die Anfangsbedingungen dieser Losungen in
folgender Weise gebunden sind:

7i(0) = Ki(0), J5(0) = K50), J3(0) = k3(0), J3(0) = Ki(0) + % j5(0).
d.i.

() KO -0 =0 (1-123), &0 -0 --Qiw):

- 2
0)
Wir werden jetzt die Differenz k3(o) — ji(o) fiir festes o € (0, a) abschitzen. Es ist
wieder (der Mittelwertsatz)

a a d a -
60) = i) = o] - (60) = 7)]
. do g=0
wo 0 < ¢ < o ist. Aus den ersten Gleichungen in (36) und (37) bekommt man
ki(e) — ji(o) = o(k3(6) — j5(3)) -

Niitzt man nochmals den Mittelwertsatz und die zweiten Gleichungen in (36) und (37)
aus, hat man

ki(o) — ji(o) = 0. 5[(Ki(e) — Jji(0)) + a(0) (K3(o) — j3(0))] ,
wo 0 < ¢ < & ist. Daraus folgt, weil ¢ < &; und G < o ist, dass
(41) IKi(0) — ji(9)l < o*(Iki(0) — Ji(o)l + &1lk3(0) — J3(0)))
ist, wo 0 < g < & ist.
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Schitzen wir dhnlich die Differenz k3(¢) — j3(o) fir 0 (0, ) ab; mittels der
Gleichungen (36), (37) bekommt man

ks(0) — j3(0) = o[a(o") j3(o") + r(o’) (ki) — ja(e))],
wo 0 < ¢’ < gist. Daraus folgt, weil ¢ < ¢, r < ¢, ist, dass
Ik3(0) — j3(0)l < ofe4|k5(0")l + &,1k5(a") — j5(0")| + e:lki(c”) — ji(o)l)
ist. Auf dem Intervall <0, &) ist die Funktion k3 beschrinkt: |k3(o)| < K, fiir 0 <
< o £ 7, so dass ,
K5(0) — J3(0)] < oK, + oeslKi(0) — J3(@)] + ealki(o)) — J3())

ist. Wendet man jetzt auf die Ausdriicke k3(a") — j3(o), ki(o”) — j3(e") noch einmal
den Mittelwertsatz an, bekommt man nach den zweiten und vierten Gleichungen
in (36), (37) und nach (40):

K3(0) — 3(0)| < ot.K, + o‘{slo’|(k‘{(o”) — (o) +

+ a(@) (65(") = 1) + & [f((")) K5(0) + o]r(a”) Ja(o"')l]}

wo 0 < 0" < ¢, 0 < ¢” < ¢ ist. Auf dem Intervall 0, &) ist die Funktion kj
beschridnkt: |k§(a)| <K,fir0 <0< a; weiterist g S &, r £ &,0" <G, 0" <4,
also

3(0) — 73(9)| < 08K, + o%eK, + 0, X ka(o) +

r(0)
+ “2[31|’f:(0") - j‘{(a”)l + 81"‘ (0") — j3(a” )| + 51k5 (O'm) - ]3("”’)”

Bezeichnen wir ¢, den der beiden Punkte ¢”, ¢” in dem der Wert (k3 — j3| grosser
oder gleich dem Wert in dem anderen ist. Wir bezeichnen weiter

4(0) ;.
KO = —: Ikz(O)' 3
0)
Man hat dann
(42) [k3(0) — j3(0)l < 0&.K, + 0%e3K, + 0e,K, +
+ 0%(e41k3(c”) — ji(a”)| + (e + €3)| k3(o0) — J3(o0)l) »
wo0< 6" <0 0<a0,< o ist.
Definieren wir A,, B, folgendermassen:
(43) Al = 1, Bl = 1

(44) Apey =A, +€B,, B,y =A4,+ (2 +e})B, (n=1,2..).
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Wir werden beweisen, dass es gilt: Zu jedem n = 1,2, ... gibt es Zahlen a,, o,,
0<o0,<a,0< 0, <dso,dass

n—1
(45)  1Ki(0) — ji(o)l < (%e3K, + 0’&,8,K, + 0%2,83K;) Y, Byo? ™V +
k=1

+ o®™(A,ki(0,) — ji(on)l + &B,Ik3(ar) — j3(a)]) -

Beweis durch Induktion nach n: Fiir n = 1 folgt (45) gleich aus (41), wenn man
0, = 0y = g setzt (die leere Summe ist gleich Null). Es soll also (45) fiir den Wert n
gelten. Die auf der rechten Seite auftretenden Ausdriicke |k3(a,) — ji(a,)l, [k5(07) —
— j3(a7)| schitzt man mit Hilfe von (41) und (42) ab. Man bekommt

n—1
1ki(0) — ji(o)l < (c®elK, + o%,6,K, + 0%€163K,) Y, Byo?*™D +
k=1

+ B,o** 2K, + B,06**'s,e,K, + B,0*"*2¢.e2K, +
+ 0®"*2[(A, + €1B,) [K}(0as1) — JT(ons 1)l +
+ &(4, + (Gf + 5%) B,) |k3(on+ ) — Ja(ons )]

wo man o, , gleich dem der zwei Zahlen o, 6”, in dem der Wert |k — ji|, und o}, ,
gleich dem der zwei Zahlen g, 0y, in dem der Wert |k — j%| grosser oder gleich dem
Wert in dem anderen ist, gesetzt hat. Wegen den Gleichungen (44) sieht man, dass
die letzte Ungleichung gerade die Ungleichung (45) fiir den Wert n + 1 ist.

Die Zahlen A,, B, sind durch die Gleichungen (43), (44) eindeutig bestimmt. Wir
wollen zuerst die Zahlen B, bestimmen. Aus der zweiten Gleichung in (44) fiir n = 1
bekommt man

(46) B,=1+¢ +62.
Es ist auch klar, dass man die zweite Gleichung in (44) auf die equivalente Form

(47) Bn+l = An+l + 8§Bn
bringen kann.

Nimmt man die zweite Gleichung in (44) fiir den Wert n + 1 und subtrahiert
davon die zweite Gleichung in (44) fiir den Wert n, bekommt man

Bysz — Byry = Apiy — Ay + (] + €3) By — (6 + €3) B,
woraus wegen der ersten Gleichung in (44)
(48) B,sz — (1 + & + &3) Bpsy + €3B, =0
folgt. Die Gleichung (48) zusammen mit den Gleichungen (46) und
(49) B; =1

bestimmt die gesuchten B, eindeutig.
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Die Form der Gleichung (48) und der Gleichungen (46) und (49) fiihrt uns dazu,
die gesuchten Zahlen B, wie Polynome in (1 + &2 + &3) mit Koeffizienten, die von ¢,
nicht abhingen, zu suchen, d.i. in der Form

P
m—1

(50) B, =Y anl + & + &)
¥=0

WO a,,, von &, aber nicht von ¢, abhidngen diirfen. Aus dem Gleichungen (49), (46)
bekommt man

(51) al,o = 1 ) a2,0 = 0, az‘l = 1 .

Das Einsetzen von (50) ins (48) gibt dann

m-1
kzl(am-fz,k — Quti1 k-1 T 8§am,k) (1+¢ + ai)k + (psz0 + s%a,,,,o) +

+ (am+2,m - am+1,m-1) (1 + 8% + sg)m +
+ (Gps2mit — Gmerm) (1 + 65 + 3" =0.
Weil der Voraussetzung nach a; ; nicht von ¢, abhingen, ist diese Gleichung dann

und nur dann erfiillt, wenn die Koeffizienten bei allen Potenzen von 1 + &2 + &3
gleich Null sind, d.i. wenn

— 2 =
(52) Am+2,0 = — €28m0> Omi2,m+1 = Qm+i,m>
2
An+2,m = Am+t,m—1> Om+2k = O+t k-1 — €20mui (k =12,..,m- 1)

gilt.
Wir werden zuerst beweisen, dass

(53) . an, = 0 ist, wenn m + k gerade ist.

Beweis durch Induktion nach m: Fiir m = 2 ist k = 0 und (53) gilt wegen (51).
Es soll (53) fiir alle Werte m < n + 1 gelten; wir werden beweisen, dass es dann auch
fiir den Wert m = n + 2 gilt. Ist m = n + 2 gerade, ist die Zahl a,,,, , gleich Null
wegen der ersten Gleichung in (52). Die Zahl a,,, , , ist gleich Null wegen der dritten
Gleichung in (52). Die Zahl a,,,, (k = 1,2,...,n — 1) ist gleich Null im Falle,
dass n + 2 + k gerade ist, wegen der vierten Gleichung in (52), weil dann auch
n + k gerade ist und deswegen die Zahlen a,_; 4, und a,, nach der Induktions-
voraussetzung gleich Null sind. " '

Im Falle, dass m + k ungerade ist, setzen wir jetzt (fir k = 1,2,...,m — 1;
m=12..)

Oy = (_'1)(m—k—l)/2 sg—k—lbm,k .
Aus (51) folgt dann
(54) bl,O = 1, bZ,l = 1
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und aus (52) bekommt man (die dritte Gleichung wird selbstverstindlich weggelassen,
sie ist nach (53) sicher erfiillt)

(55) bn+2,0 = bm,os Dmiz,m+1 = Dmtt,m»
bm+2,k = bm+l,k—l + bm.k (k = 1, 2, ceey M — l).

Die erste Gleichung in (55) und die erste Gleichung in (54) geben gleich durch
Induktion, dass

(56) bno =1 fiir ungerades m

ist. Die zweite Gleichung in (55) und die zweite Gleichung in (54) geben wieder gleich,
dass

(57) bpi1m =1 fiiralle m

ist. Die vierte Gleichung in (55) erinnert uns an die Gleichheit

(8) (I; : i) B (l.f 1) * (II))

Wir setzen deswegen

(59) By = (‘l’)

wo
(60) - p=am+ Bk + &, l=ym+ 6k +¢,

die Zahlen a, B, y, 6, &, { (soweit es moglich sein wird) wollen wir so bestimmen,
damit (56), (57) und

)/ p+1
61 b,, g = , bp =
( ) +1,k—1 (l 1) +2.k (1 + 1)

gelte. Wenn es uns gelingt, dann werden die Zahlen (59), wo p, I durch (60) gegeben
werden, die Gleichungen (55) erfiillen.
Die Gleichungen (61) geben wegen (59)

p=am+ 1) +pk—-1)+¢&, I+1=ym+1)+8k-1)+¢,
p+1=oam+2)+ pk +&, I+1=9m+2)+dk +{.

Setzt man p, ! aus den Gleichungen (60) hinein, bekommt man
a=ﬂ=%y )’:'&a 0= _'}.;
so dass (60) die Form
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(62) p=3m+k)+¢&, I=%m—-k)+¢{
hat. Die Gleichungen (56), (57) bestimmen dann & und {:
‘ f = c = — i

Es ist also

T e

(k=0,1,...m —1; m = 1,2,...; m + k ungerade).
Daraus und aus (53) folgt:
(63)
m-—1
- —1\¢(m—=k-1) e
B,=" ¥ (-1 (*("’ +k 1))8';‘“"(1 ) (m=1,2..).

m+kku=n3ende k
Nimmt man in (45) den Grenzwert fiign — + oo, ensteht in dem ersten Glied die
Reihe

+ o
(64) Y, B,o*™ D,
m=1

Wenn wir die Konvergenz dieser Reihe beweisen, dann wird lim B,o0?™ = 0 sein.
m= + o0

Aus der Gleichung (47) folgt dann, dass auch lim A,0%" = 0 ist. Weil alle g,,, o,

m— + oo "
aus dem Intervall <0, ) sind, sind die Ausdriicke |ki(o,) — ji(an)l, |k3(0}) —
~ j3(o;)| durch eine von n nicht abhiingige Konstante beschriinkt. Es ist also

hin azn(Anlk:(an) - j:(o'n)l + sanlk;(U:l) - J;(al,l)l) =0.

Der Grenzwert fiir n — + oo gibt dann aus (45) die Abschitzung

: +oo
(65) [ki(0) — j5(o)l £ (o%3IK, + o%¢,6,K, + 0*e,3K,) Y B,o*™ D,

m=1
Wir miissen also die Reihe (64), d.i. die Reihe
+ o0 m-1 _
(66) Y ( Y (—1)fmk-D (i(m +kk 1)) 7E (1 4 €2 + gd)f 2D
=1 k+m u:ptadg ‘

untersuchen. Die Reihe (66) wird sicher konvergent (sogar absolut konvergent) sein,
wenn die verallgemeinerte Reihe

(67) % min (‘}(m +kk.— 1)) gnk-1 1+ &2 + si)k g2m=1)
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konvergieren wird. Weil m + k ungerade ist, ist m + k — 1 gerade. Setzen wir
n = (m + k — 1)/2 ein; die Bedingung k < m — 1 gibt kK < n und (67) ist also
gleich

> () BOP(1 + 82 + ) 020P =

n=0 k=0

1
1 — o1 + &} + &5 + e30?)

+ o
=Y o1+ & + ¢ + &30’ =
n=0

soweit
(68) o*(1 + & + &5 + £30%) < 1
ist. Soweit also (68) gilt, konvergiert die Reihe (67) und deswegen auch die Reihe (66)

und man kann die Reihe (66) ganz beliebig ordnen. Durch dieselbe Weise, wie wir
die Reihe (67) addiert haben, bekommen wir auch die Summe der Reihe (66):

1
1—o*(1 + & + & — e20%)

(69)

Wir haben so folgende Sitze bewiesen:
Satz 3. Im Intervall I = {0, a) (0 < a < + ) soll die Funktion q zweimal, die

Funktion r einmal differenzierbar sein und es soll 0 < q < €, 0 < r £ ¢, gelten.
Es mag ji eine Losung der Gleichung (7) und k3 eine Ldsung der Gleichung (34)
im Intervall I sein und diese Lésungen sollen dieselben Anfangsbedingungen (35)
erfiillen. Bezeichnen wir J den Intervall der o €1, die die Ungleichung (68) erfiillen,

d1(«) 1 (de:(a) e (6))‘_

K, = sup [—
aeJ

Ko = Qo)1 &, = sup

T( ) oeJ

Es gilt dann

q(0)

; (3K, + &,6,K, + £,65K,0)
70 k(o) — i*(o)| < 184 182K 182K
(70) i) "l()l_1—-(1+t:f+:;'§—a§o'z)a2

fiir alle g € J.

Bemerkung 1. Im Falle, dass &; = ¢, = ¢ist, hat die Abschitzung (70) die Form:

o*e* (Ko + K, + 0eK,)
1—[1+ &2 - )]

Die Bedingung (68) lautet dann  o*(1 + €*(2 + ¢?)) < 1,

(M) k(o) — ji(o)l =

durch ihre Auflosung hat man
s —1 =2 +J[(1+2sz)2+4az]
g < A
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d.i

(72) | 0<a<|:‘/

(1 + 8e% + 4e*) — 1 — 267}
2¢? .

Bemerkung 2. Den Ausdruck in (72) rechts kann man von unten durch den
Ausdruck |

(73) [1 + 3(8e* + 4e*) — X(8e® + 4e*)? — 1 — 26%] :2e? = 1 — Te? — 8e* — 2¢°
abschitzen, soweit 8e? + 4¢* < 1 ist, d. i. soweit

2<—4i\/20

(74) € 7

=J(1+3-1
ist. Die Zahl in (74) rechts kann man wieder von unten durch die Zahl 1 + 3} —

- % %)2 -1= é’; abschitzen; solange also
(75) 0<e< \—21

ist, gilt (74) und der Ausdruck (73) lisst sich noch weiter durch den Ausdruck 1 — 8¢?
abschédtzen. Man bekommt so im Satze 3 die einfachere Abschitzung: Ist 0 < ¢ <
< /7 :8 (¢ = & = &,), dann gilt die Abschitzung (71) fiir alle die o €1, fiir die die
Bedingung '

(76) 0 <0< /(L —8?

erfiillt ist.

Bemerkung 3. Wenn man wissen will, fiir welche o € I sich die Funktion k} von
der genauen Losung ji sicher um weniger als 7 unterscheidet, bekommt man nach und
nach aus (71)

’(Ko + Ky + eK,0) < n[1 — (1 + 26 — £%¢?) 07],
(K, — ne?) o* + (Ko + Ky) 0® + n(l + 2e*) o? <
weil ¢ < 1 ist (siche (68)), ist 0* < o® < ¢? und die letzte Ungleichung wird sicher
erfiillt, wenn
(n + ne* + 2Ky + K, + e2K,) o <
ist, d. i. wenn

‘ 1
(77) 0<o< \/[1 + 82(1 5 (KO + K, + BKZ) . '7)]

ist. Fiir ¢ €1, die die Bedingung (77) erfiillen, gilt dann die Ungleichung
IKi(o) = S0 <
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