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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

VETA O KONVOLUCI OBRAZU PRI LAPLACEOVE TRANSFORMACI

MiLo§ Novorny, Praha
(Doslo dne 13. Cervna 1964)

Pfi technickych aplikacich Laplaceovy transformace pouzivd se dost
&asto véty o tzv. konvoluci obrazii, pfestoZe v béznych matematickych mono-
grafiich o Laplaceové transformaci neni tato véta bud vibec uvedena nebo
ji tam nalézdme za piedpokladd natolik silnych, Ze v praxi nemusi byt
splnény, a v trochu jiné podobg, nez v jaké se ji v praxi uziva (viz [1], kap.
VIII, § 6, véta IV,‘,’). Tato prace obsahuje proto ditkkazy véty o konvoluci
obrazil v jejim tradi¢nim tvaru a za pomérné slabych predpokladi.

Tato prédce pfedpoklddd znalost zdkladi teorie Laplaceovy transformace (viz [1],
kap. I1I. aZ VIIL) a teorie Lebesgueovy miry a Lebesgueova integrdlu (viz [2], kap. I.
aZ VIIL). Mé&rou a integrdlem myslime v§ude Lebesgueovu miru a Lebesgueiv
integrdl. Specidlné absolutn& konvergentnim integrdlem myslime Lebesguetiv inte-
grél podle obvyklé definice ([2], kap. IIL) na rozdil od nevlastniho Lebesgueova
integrdlu podle zobecnéné definice ([2], kap. VIIL), ktery miiZe konvergovat i ne-
absolutné.

Véta 1. Predpoklddejme:

1) MnoZina M < {0, + o) md miru 0.

2) V okoli kazdého t € 0, + ) — M md funkce f konecnou variaci.

3) f(t) = 3[ lim f(z) + 1im+f(r)] pro vSechna t€ {0, +©) — M.

T=t— Tt

4) Integral F(p) = [§* f(t)e""dt absolutné konverguje pro x(f) < Rep <
< +oo. ‘

5) x(f) < x < + o0 a C(x) je pfimka s rovniciz = x + iy pro —o0 < y < +0o0.

6) Integrdl (¢, F(z) dz absolutné konverguje.

7) Integrdl G(p) = [5* g(f) e~?"dt absolutné konverguje pro x(g9) < Rep <

< +oo.
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Potom pro vSechna p, splriujici nerovnost

(1) x(g) + x <Rep < +o0,

plati .

@) (st era~ LT reyalp - az;
0 27 J ey

integrdaly na obou strandch (2) absolutné konverguji.

Dikaz: Omezme se na p, spliiujici (1). Oznaéme |C(x)| mnoZinu viech komplex-
nich z takovych, 7e z = x + iy, kde —o0 < y < + 0. Potom podle 6) a 7) konver-
guji integrdly (2 lF(x + iy)l dya [g® ig(t)| e~ ReP=3)t 4y g tedy také integrdl

If |F(x + iy)] |g(1)| e~ ®e?=2* dtdy. Protoze podle 4)a7) |F(z) g(t) e~ | =
0t<+w
—wo<y<-+o

= |F(x + iy)| |g(t)] e~ ®?~* pro viechna z € | C(x)| a skoro viechna 0 < t < + o,
musi tedy integrdl [[  F(z) g(f) e " ?*dtdz absolutné konvergovat, takZe

0<t<+w
ze|C(x)|

podle Fubiniovy véty

3) ng(t)e—wUC(x)F(z)e"dz]dt= H F(z) g(f) e~®~* dt dz =

0st<+w
ze|C(x)|

- J @) [ J :wg(t) o~ dt] dz.

Z 1) aZ 5) plyne viak podle véty o inversni transformaci k transformaci Laplaceové
([1], kap. VL, § 5, véta 2.), Ze

4) 2i F(z) e dz = f(f) pro skoro viechna te (0, + o),
i J ooy

a 7) a 1) ddvd vzorec

+ o0
(5) J g(t) e 9'dt = G(p — z).
0

Dosazenim (4) a (5) do (3) dostaneme dokazovany vzorec (2).

Absolutni konvergence integrélii na obou strandch (2) plyne ze (3) po dosazeni (4)
a (5). '

Ve vété 1. pfedpokldddme pomérn& mdlo o funkci g, ale zato pomé&rné mnoho
o funkei f; zejména pfedpoklad 6) je dosti silny. Odvodime proto jesté dalsi vétu,
kde pfedpoklady o funkci g budou zesileny, kde?to pfedpoklady o funkci fzeslabeny;
zejména oslabime pfedpoklad 6).
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Véta 2. Pfedpoklddejme:

1) Mno%ina M < (0, + c0) md miru 0.
2) V okoli kazdého t € {0, + c0) — M md funkce f konecnou variaci.
3) f(t) = 3[ limf(z) + lim f(z)] pro viechna t € <0, + ) — M.

= t+

I

4) Integral F(p) = [, ® f(t) e~?*dt konverguje absolutné pro x(f) <Rep <
< + 0.

5) x(f) < x < 40 a C(x) je pfimka s rovnici z = x + iy pro —o0 < y < + .

6) Jsou-li t; a t, libovolnd Cisla takovd, Ze 0 < t; < t, < + 00, nevlastni inte-
grdl [*2 F(x + iy) e'” dy konverguje stejnomérné pro viechna t; St < t,.

7) Integrdl (e, [F(2)/(p — 2)] dz konverguje absolutné pro x < Re p < + 0.

8) Funkce g je omezend v intervalu {0, t;> a absolutné spojitd v intervalu {t, t,)
pro vfechna 0 < t; < t, < +o0.

9) Integrdl [5® g'(t) e~"* dt konverguje absolutné pro x(g') < Re p < +oo.

Potom plati:

L Integrdl G(p) = (¢ g(t) e~?*dt konverguje absolutné pro x(g’) < Rep <
< + 0.

II. Pro vSechna p, spliiujici nerovnost

(6) max [x(g9') + x,x] <Rep < + w0,

je

(7 j 0) g0 e bt = o= j F(2) 6(p — 7) dz,
0 i c(x)

kde integrdl vlevo resp. vpravo miiZe konvergovat i neabsolutné resp. konverguje
absolutné.

Diikaz: Z 8),9) a véty o obrazu derivace ([1], kap. VIIL,§ 1., véta 1.) plyne ihned I.

Omezme se na p, splilujici (6), a na ze lC(x)l; pfitom lC(x)l je opét mnoZina
viech z = x + iy takovych, Z¢ —o0 < y < + 0. Ddle necht ¢, a t, jsou libovolnd
Cisla takovd, Ze 0 < t; < t, < + 0.

Podle 8) je funkce g(f) e”®~** spojitd a spliiuje vzorec |g(1) e~ = |g(1)].
. e"®e2=D pro [t, 2] € (ty, t,) x |C(x)|- ProtoZe pravé strana posledni rovnosti
md podle 8) v <t,, t,) integrdl, je funkce [ g(r) e”»~**dt podle véty o spojitosti
integralu, zdvislého na parametru ([2], kap. VIL, véta 107.) spojitd pro z € |C(x)|.
Podle 4), 5) a véty o derivaci obrazu ([1], kap. IV., § 1., véta 6.) je funkce F analy-
tickd pro z € |C(x)| Z toho a z ptedchoziho plyne, Ze funkce ;2 F(z) g(f) e~ ®~?" dt
je spojitd a tedy méfitelnd pro z € |C(x)i

Z (6) plyne Re(p —z) = Rep — x > 0 a tedy p + z pro z € |C(x)|. Podle 8)
a véty o integraci po &dstech tedy dostdvdme

i e—(p—z)t t=ty 12 e—(P"Z)‘
I g(t) e~ (Pt qp — [— g(t) :| + J‘ g'(t) dt,
31

t1 pP—2z t=ty p—2z
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takZe

(3) ljtzg(t) e (P dy

131

=

| [lg(tl)l e~ Rep—x)ts |g(t2)l e~ (Rep—x)t2 1
—zll

12
+ J lg/(1)| e“““"")‘dt].
ty
Podle (6)
9 x(g) <Rep—x< 40,
tak¥e podle pfedpokladu 9) a véty o obrazu derivace ([1], kap. VIIL, § 1., véta 1.)
gty = o [er],
t—+ oo
Ke kazdému &€ (0, + o) existuje tedy Te <0, + o0) takové, Ze |g(t)| e” P~ < ¢
pro T <t < +o0. ProtoZe ddle podle 8) je funkce g omezend v <0, T), funkce
|g(t)| e~ Rer=91 jo omezend pro viechna t € {0, + o). Prvni dva ¢leny hranaté zdvor-
ky na pravé strané (8) jsou tedy omezené pro viechna 0 < t; <, < + . Z (8),
(9) a 9) viak plyne, Ze i posledni &len hranaté zdvorky na pravé stran€ je omezeny
pro viechna 0 < t, < t, < +oo. Existuje tedy &islo 4 € (0, + o) takové, Ze
t2
j F(z) g(f) e @ " dt F(z)
ty

<A

(10)

D— 2z

pro viechna 0 < t; <t, < 40 a z€e|C(x)|.

Z (6) plyne Re (p — z) = Re p — x > x(g’) pro z € |C( x)l, tak¥e podle tvrzeni L.,
které jsme uZ dokdzali, integrdl [g*g(t) e”®~2*dt absolutné konverguje k vyrazu
G(p — z). Proto

lim (" iy TR N et
oot | F(2) g(t) e ®~2*dt = F(z) g(t) e~ @™ dt =
0

= F(z)G(p — z) pro ze|C(x).

Z toho vieho a ze 7) plyne podle jedné z vét o zdméng limity a integrélu ([2],
kap. IIL, véta 65.), e integrdly [c[[i F(z) g(t) e *~®*dt] dz pro viechna 0 <
<t St < +0 a

konverguji absolutng, &imZ je dokdzdna druhd ¢dst tvrzeni 11, a Ze

(12) _[ JRCEREEE J' N [ f " F(2) g(t) =" dt] dz —

0

= 1 12
- ,IILTJ, J [J F(z) g(t) e~ =" dt] dz.
tz2—~++ o C(x) ty
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Ozna&me C(x; yy, y,) Useku s rovniciz = x + iyproy, < y < y,a|C(x; yy, »,)|
mnoZinu viech z = x + iy takovych, Ze y, < y < y,, takZe |C(x; V1 y2)| je uza-
viend st |C(x)|. Z analyti¥nosti F pro ze|C(x)| a z 8) plyne omezenost
F(z) g(t)e=®=2* pro [t,z]e<ty, 1,5 x |C(x; yy, y,)|, takZe integrél

[ F(z) g(t)e”®~*dt dz absolutn& konverguje a tedy podle Fubiniovy véty

t)StSt2
ze|C(x;y1,y2)]|

(13) f U:F(z)g(t)e-w-md:]dz= “i J F(z)g(t)e—w-z)rdz]dt.

C(x;y1,y2) C(x;y1,¥2)
Integrdl za limitou na pravé strang (12) Ize tedy napsat ve tvaru

(14)

t2 L t2
J‘ I:J‘ F(z) g(t) e~ ®=2* dt] dz = ,ll_l.r?w f [‘[ F(z) g(t) e~ P=2" dt] dz =
C(x) T 2=+ t

C(x;y1,y2)
— 1 t2 .
R j [ f F(z) g(1) e_(”")‘dz:l dr.
y2—>+ o ty
C(x;y1,y2)
Podle (13) jsou [  F(z) g(f) e ®» ?*dz pro viechna —o0 < y; <y, < + @
C(x3y1,y2)

méfitelné funkce promé&nné ¢ v intervalu (t,, t,>. ProtoZe podle 6) integrél

+ o
j F(z) g(t) e =2t dz = ig(1) e-(p-z)rj F(x + iy) ¢ dy
c -

(x) ®

konverguje stejnomérné pro vsechna t; < t < t,, plati

o, f F(2) g(t) e =f F(z) g(f) e " dz
y2—+o C(x)
C(x;y1,y2)

stejnomé&rné pro vsechna t; < ¢t < t,. Z toho a z existence integrdlu na pravé strané
(13) plyne podle jedné z vét o zdmé&né limity a integrdlu ([2], kap. IIL, véta 56.)
vzorec .

(15) ey ﬁ[ j F(z)g(t)e""‘”'dz]dt:

y2—*+ o
C(x3y1,y2)

12 - § T2
= I [,,11'10 J F(z) g(1) =@~ dz] dt = J' [ f F() (i) e"("")'dz] dt,
1ty Ly2—>+o t LJ e

C(x;y1y2)
- kde vnitfni integrdl na pravé strané miZe byt i nevlastni.
Ze (14) a (15) plyne viak

f [J.‘IF(Z) g(t) e @—2" dt] dz = J"2 [J' F(z) g(f) e~ P2t dz] dt,
C(x) ty ty C(x)
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kde vnitini integrdl na pravé stran& mizZe byt i nevlastni, coZ dosazeno (12) ddvé

t2
(16) .[ F(z)G(p — z)dz = lim J I:j F(z) g(t) e ®2" dz:l dt =
C(x) a3t Jullew

[ (Lo

kde vnitini i vnéjsi integrdl na pravé strané mohou byt i nevlastni.

Ale podle 1) aZ 5) a véty o inversni transformaci k transformaci Laplaceové ([1],
kap. VL, § 5., véta 2.) [¢(r) F(z) € dz = 2mif(t) pro skoro viechna t € 0, + ), coZ
dosazeno do (16) ddvd dokazovany vzorec ve II. Tim je dikaz hotov.

Uvedme jest& dostacujici podminku proto to, aby byl splnén pfedpoklad 6) véty 2.:

Lemma 1. Predpoklddejme:

1) Jsou splnény pFedpoklady 4) a 5) véty 2.

2) Existuje Y, € (0, + o) takové, Ze funkce Fy(y) = Re F(x + iy) a Fy(y) =
= Im F(x + iy) jsou monotdénni v intervalu (— oo, — Y;) i v intervalu (Y, + ).

3) Lim F(x + iy) = 0.

|¥]=+

Potom je splnén predpoklad 6) véty 2.

Dikaz: Zvolme libovolnd ¢, a t, takovd, Ze 0 < t; <t, < + 00, a libovolné
e€ (0, + o). Podle 2) a 3) existuje k tomuto ¢ takové Y, € (0, + o), Ze

(17) |Fi(y)] < |F(x + iy)| < fset; pro Y, S |y| < 40 (k=1,2).
Pro vSechna a a b takovd, Ze —o0 < a £ b < + o0, plati ddle nerovnost

L2.2
t

1y

(18)

'r<p(ty) dy

J a

pro viechna t; <t < t, a pro ¢(ty) = sin ty, nebo ¢(ty) = cos ty.

Oznaéme nyni Y = max (Y;, Y,) = — min(— Y;, — Y). Potom pro viechna y,
a y, takovd, ¢ bud —0 <y, <y, < — Ynebo Y< y; <y, < +0, ddvd 2)
a druhd integrdlni v&ta o stfedni hodnot ([2], kap. V., véta 101.) vzorec

fyZFk(y) o(ty)dy = Fy(y,) r¢(ty) dy + Fy(y,) j yz<p(ty) dy

pro jisté n, € ¥y, y2) (k = 1, 2), takZe podle (17) a (18)

<&' %+.aé.3=_1.8

Y2
F ty)d )
f W) o(ty) dy TR

Y1
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