#3D
VAL 7

—/

Werk

Label: Article
Jahr: 1965
PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?31311157X_0090 | log12

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Casopis pro pé&stovani matematiky, rok. 90 (1965), Praha

)

LES CONNEXIONS NON-LINEAIRES SUR LA VARIETE 4},

BonuMiIL CENKL, Praha
(Regu le 4 janvier 1963)

Dans le présent travail, on détermine la connexion affine tangente a une
connexion ponctuelle non-linéaire donnée sur 4, avec ses centres ponctuels
dans les espaces locaux. On trouve ensuite les connexions non-linéaires
telles que leur connexion affine tangente soit la connexion affine osculatrice.
On caractérise aussi géométriquement quelques types spéciaux de connexions
ponctuelles non-linéaires.

1. Soit donnée une variété différentiable X, & m dimensions. A chaque point x* *)
de la variété X,, associons un espace affine 4,(x) 2 n dimensions. Nous obtenons
ainsi la variété de Koénig A4, Soit

(1.1) M,I,,...,1I,
la base choisie dans A4,. Les transformations admissibles des parameétres sur X, et
de la base dans A4, sont
. X
ox*

M=M, I,=0I,, o=Det|c]|+0

(1.2) x* = x*(x%); A=Det|di|+0, A

ol les fonctions 62 ne dépendent que du point x*. Désignons par 5. les éléments de
la matrice inverse de ||6%'||. Nous avons alors

(1.3) 0%l =68y, otah =4,

Considérons ensuite I’espace vectoriel ¥,(x) dont les éléments sont les vecteurs de
Iespace affine 4,(x). Un point x* de la variété X,, et la direction déterminée par un
vecteur u® e V,(x) forment ce qu’on appelle élément (x, u). Le point x* est appelé
centre de I’élément (x, u). Notons E}, la variété des éléments (x, u); elle est mani-
festement & m + n — 1 dimensions. L’espace affine 4,(x) associé au point x* de la
variété X, peut également étre considéré comme un espace affine associé a I'élément
(x, u) de I’espace Ej,. En effet, u® est un vecteur de 4,(x). La base (1) étant choisie,

YOnaab,...=1,2,...m;p8,...=1,2,....m;a,b,...= 0,1,2, ..., n.
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déterminons, sur la variété de Konig ainsi définie ayant E}, pour sa base et A, pour
son espace local, la connexion affine par les formes

(1.4) ' ¢ = Iyx, u)dx* + G¥x, u)du®,
Wl = Il(x, u)dx* + G2 (x, u) duc.

Or, demandons que les formes (4) dépendent seulement des coordonnées (x!, ...,

XMt LYot u' =t (t = 1,2,...,n — 1). Pour cela, il faut évidemment,
et il suffit, que les formes (4) ne varient pas si nous multiplions u® par un facteur
scalaire g(x, u, v), v étant un paramétre arbitraire. Il se fait voir que cette condition
est exprimée par les équations

(1.9 Fex on) = i ), GL(x, au) = ¢~ Gi(x ),
Gi(x,u)u°=0,

ou nous posons I'y, = I', G5, = G Si nous nous bornons au cas ou g est une con-

stante réelle, nous pourrons remplacer les conditions (5) par (5;,,), c’est-a-dire que
la derniére des équations (5) pourra ne pas étre vérifiée. Nous pouvons écrire les
équations qui dé:erminent la connexion liréiire sur la varié.é de Konig définie
ci-dessus sous la forme de

(1.6) dM = ol,, dI, = &}I,.
Nous dirons que le vecteur ¥(x) = u%(x) I,(x) se transporte parallélement suivant

la courbe ¢ : x* = x¥(t), teI = {1y, t,) sur X, lorsque les coordonnées u%(x(t)) du
vecteur Y le long la courbe ¢ vérifient les équations

du® dx® du®
1.7 +u(ry, — + Gy, —) =0.
(17 dt ( a7 dt)

Nous dirons que le point A(x) = M(x) + u*(x)I,(x) se transporte parallélement
le long de la courbe ¢, lorsque les coordonnées du point A4 le long de la courbe ¢
vérifient ’équation

w8 e G

(1-8) du g dx
dt dt dt dt

—d—t—+ub ba

Ayant ainsi définit le transport paralléle suivant les courbes sur la variété X,,, nous
parlons d’une connexion ponctuelle non-linéaire, ou bien tout court de la connexion
non-linéaire (I', G) sur la variété A},. Compte tenu transformations admissibles (2),
on peut montrer que nous avons les formules de transformation que voici

(1.9) e =I%A%6% + G%a%.0,05u°,
rh, = o5 op I AL + Gb. 00,05 u) — 0,05.0% ,

b _ b b _a' _c' a _ a'_c'_a
G, = G, 0050, , Gz = GlLo.og .
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Nous entendrons par différentielle absolue d’un vecteur contrevariant u® I’expres-
sion

(1.10) . Du® = du* + u¥([y, dx* + Gp. du).

Nous pouvons évidemment écrire Du® = (62 + u°Gj,) du® + uT'g, dx*. Nous voyons
que nous avons sur la variété E;,, le champ tensoriel

(1.11) @° = 5% + uGL, .

Supposons ensuite que nous ayons @ = Det [®? + 0. Dans ce cas-la, nous dirons
que la connexion définie sur ’espace des éléments est réguliére. Dans la suite, nous
ne considérerons que des connexions réguliéres, mais nous les appellerons connexions
tout court.

Définissons maintenant les grandeurs M? a l’aide des expressions
(1.12) Mib; =65, Mid® =58,
En vertu de (10) et (11) nous avons donc
(1.13) du® = MYDu® — uT?, dx%).

Les formes qui déterminent la connexion de la variété A" peuvent maintenant s’écrire
comme

0® = (I't — M;Gireu®) dx* + G:M§ Du®, :
wh = (I, — MGL.Ihu?) dx* + G2 MS Duc .
Si nous posons maintenant
* *
(1.14) Fey = Iee — MG, T 4", G} = GoM:,
* . %*
r: =r: ‘M;Gzrzauh’ Gg =G:M;’
et que nous écrivions Du® = #°, nous pourrons exprimer les formes w° o ainsi:
* * * *
(1.15) 0 =Tidx* + Glo°, o) =TI dx* + Gbor.

2. Une fonction a(x, u) définie sur E" sera appelée scalaire de poids p, lorsque
les transformations (1.2) font varier cette fonction suivant la loi

(21) a’ = A%a.
Lorsque p = 0, nous parlons de scalaire tout court.
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. r , .
Par tenseur de caractéristique ( p, ) nous entendrons ’ensemble des fonctions

s
Tpy g, sur E’ avec la loi de transformation

22) i = AT AT AT AR . Al
pour les transformations admissibles (1.2).

Soient maintenant Y,(x) = u®(x) I,(x) n champs vectoriels linéairement indépen-
a

a
dants sur la variété Aj,. Soient u,(x) les fonctions vérifiant les équations

a c
(2.3) : ubu, = 8%, ubu, = &°.

a a

a
L’ensemble des fonctions u® (ou u,, resp.) étant donné, nous dirons que nous avons
a

un repére fondamental dans I’espace local 4,(x).

Soient .
dh -
Of geosylp
T Bi,...sBs
€1,.004,€p

i r . .
des tenseurs de caractéristique <p, ) Considérons les expressions

S

diyeeydy ey ey
T PR SN 3 RN S Afyen,@p L, a1 a,

(24) Toymepeg = T grioguouup ..ouy

€1,.005€y dy dy

v

qui se transforment par (1.2) selon la loi

T TR FAGN: TR 2 P a, U S PR MY T8 ap’
(2.5) I R L e ey O L

Bs’ 2e0030u P10y Ps
At ARel L oMoyt L. o
L’ensemble des fonctions (4) avec la loi de transformation (5) sera appelé tenseur
gy u _r\ .
de caractéristique < , Ds > Si p = 0, nous parlerons de tenseur tout court. Lorsque
S

p= =0 et u =0 (ou bien v = 0), nous parlerons d’un tenseur covariant
(ou ontrevanant respectivement).

P , ; e ias u 0 .
Par la différentielle relative d’un tenseur de caractéristique ( , 0, 0), qui sera
v

: u .
noté simplement par ( ; 0>, par rapport au champ vectoriel u®, nous entendons
v

"h - Afyee ,ﬂ A,y :“i 15C58i+15000,0u 01 A1y...,8 c
(2 6) DT dTb,, b .+ Tb;, b " ‘o, — Tb:....,b;"—l,c,buhm.buwbi :
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Considérons, 3 titre d’exemple, le tenseur T,,. Sa différentielle relative par rapport
au champ u“ est donc

DTab = dnb - Tacw: - T;:bw: =
(u)

* *
= {aanb - M:uhr;aaenb - Tacrlia = chT;d} dx* +
* *
+ {aensz - ’I:ch:c - T'ebG:c} Duc.
Nous pouvons donc écrire briévement

(2.7) DT = Topje dx* + Topye Duc,
(u)

la signification de T, €t T étant évidente des calculs précédents.

3. D’une maniére analogue a celle appliquée dans les espaces & connexion affine,
nous pouvons maintenant exprimer les tenseurs de torsion et de courbure. Par
différentiation extérieure de (1.4) nous obtenons

(3.1) [do?] = [@®w]] — @7,
[dwg] = [wiwl] - 2,
ou, comme il est aisé de montrer
(3:2) 20 = f:,[dx“ dx*] + f‘;,[&;‘&f’] - 2§:c[dx"5)‘] 3
20 = I}f,’,,,,[dx‘ dxf] + fi’,,,,[d»’cb"] 3 2§:,a[dx“&>'] ,

S et R étant le tenseur de torsion et celui de courbure. Si nous écrivons explicitement
les composantes du tenseur de courbure, nous obtenons

* * * *
3-3) Ilzzﬁa = 20T oy + el leiy + 20 agpl iy Mit”

* * *
f'l’ka = 26CGZ[,M,°‘1 + 26;[1674':] )
* * * %k * % *
R:la = acrzaMcl‘ - aaG:l + G:lrtc:a - G:,F:a + acG:IM:F:aub =
3
D’une maniére analogue, le tenseur de torsion peut étre exprimé sous la forme
* K *
(3.4) Stp = 20l + 2Ll + 2000 M3

* c *b *
zzz = 23chh n + 2GuGloy »

* * * % * % *
o = 0LeM; — 0,Gy + .G, — I'e,Gy + 0.GMiTqu* .
3
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4. Dans cette partie de notre travail nous allons considérer I’approximation d’une
connexion non-linéaire sur une variété de Konig Ay, par une connexion affine géné-
rale, définie ci-dessous, dans le cas ou ’on a

(4.1) G, =G =0.

Soit donc donnée une variété de Konig A;,. Nous dirons qu’une connexion affine
générale est donnée sur la variété A, lorsque pour toute courbe ¢ :x* = x(1),
tel, sur la variété X,,, et pour tout espace local 4,(x(t,)), t, €I, on se donne une
affinité (1o, 1), tel, de I'espace A,(x(t,)) sur I'espace A,(x(f)). L’application
t —» s (1o, t) est une application différentiable de I dans I'ensemble des affinités
de I'espace A,(x(to)) sur espace A,(x(t)), pour t €I arbitraire.

Remarquons que pour une connexion affine générale sur la variété A, I'affinité
o (to, 1) de Tespace A,(x(to)) sur A,(x(t)), les points x(t,), x(t) étant fixés sur la
courbe ¢, ne coincide généralement pas avec l'affinité (1, to) de 'espace 4,(x(t))
sur A,(x(t,)). En effct, I'affinité o (1, t) dépend de la courbe ¢ et du choix du point
x(to) sur ¢, c'est-a-dire qu’elle dépend de la courbe c ,,centrée”. Dans le cas ou
Paffinité o (to, t) coincide avec o/ (t, t,) pour toute paire t,, t € I, nous obtenons une
connexion affine sur la variété de Konig, au sens usuel. L’approximation de la conne-
xion non-linéaire par la connexion affine générale qui vient d’étre définie, sera enten-
due comme suit: Si nous avons une courbe ¢ : x* = x¥(t), tel, = {ty, t,), xt;) =
= x% x%(t,) = x* sur la variété X,, le transport paralléle de I’espace affine 4,(x) le

1 2 1

long de la courbe c sur 'espace 4,(x(t)), t € I, est donné par la solution des équations
(1.8) dans Pintervalle I,. Si nous fixons un point 4 dans I’espace 4, x) et prenons la

solution u“(f) des équations (1.8) avec la condition initiale i (tl) = u ou 4 =
= M(x) + u"I (x) alors le point B = M(x) + u“(f) 1,(x) sera le point A transporté

parallelement par la connexion non-linéaire donnée. Supposons maintenant; pour

simplifier 1’écriture, que l'intervale I coincide avec I'intervalle I, cela veut dire que

les équations (1.8) admettent une solution dans lintervalle I. Le transport paralléle

des points par la connexion non-linéaire nous détermine une application %, de

I’espace affine 4,(x) sur 4,(x), donc une correspondance existant entre les espaces
1 2

affines considérés, mais qui dépend de la courbe c. On sait bien qu’a toute correspon-

dance générale C, il est associé une et une seule affinité tangente s/, correspondant

au choix du point 4 de I'espace local 4,(x) (voir [3]). Cette affinité dépend, dans le
1

point considéré, d’une part de la courbe ¢, d’autre part du choix de 'espace local 4,(x)
1

et du point A4 en cet espace. Si nous avons donc une variété de Konig A" aux espaces
locaux centrés, c’est-a-dire si nous fixons un point en chaque espace local, nous
obtenons pour la connexion non-linéaire donnée, une et une seule connexion affine
générale, que nous appelons connexion affine tangente a la connexion non-linéaire
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donnée. Si o, est Iaffinité osculatrice a la correspondance €, dans le point A de
Iespace local 4,(x), x étant un point arbitraire de la variété X,,, la connexion affine
11

tangente sera appelée connexion affine osculatrice.

Prenons maitttenant un espace local 4,(x(t,)), to €1, et en lui un point A(x(t,)).
Sur la variété X,, prenons une courbe ¢ passant par le point x(t,) et 'espace local
A,(x(f)) au point x(t) de la courbe c. Soit ensuite y une courbe dans ’espace local
A,(x(to)) passant par le point A(x(to)) et soit v le vecteur tangent a la courbe y en
A(x(to)). Par le transport paralléle dans la connexion non-linéaire donnée sur A4,
nous obtenons & partir de y une courbe y* dans I’espace A,(x(t)), soit v’ le vecteur »
transporté parallélement de la méme fagon dans I’espace A,(x(t)). Supposons que v’
est le vecteur tangent a la courbe 9’ au point considéré. Les connexions non-linéaires
de ce type seront caractérisées dans la suite, pour le cas de variétés de Konig aux
espaces Jocaux poctuellement centrés.

Dans ’étoile de droites de sommet A(x(t,)) dans P’espace local A,(x(t,)), il y a,
pour la correspondance %, existant entre les espaces 4,(x(to)) et A,(x()) et donnée
par la connexion non-linéaire sur la variété A%, une et une seule transformation
quadratique qui associe a la courbe y en A(x(t,)) la droite linéarisante (voir [1]).
Si nous fixons dans 4,(x(t,)) un sous-espace contenant le point A(x(f)) et demandons
que la droite linéarisante soit située dans ce sous-espace, nous obtenons une cor-
respondance ¥, spéciale. Si nous demandons donc que la droite linéarisante se
trouve dans le sous-espace choisi pour n’importe quelle courbe y passant par le
point A(x(t,)), pour n’importe quel choix de I'espace A,(x(f)) sur la courbe c, et
pour n’importe quelle courbe ¢ sur X,, passant par le point x(to), nous obtenons une
condition pour la connexion non-linéaire en x(t,). En étendant ces conditions
géométriques a tous les points x de la variété X,, nous obtenons une connexion
non-linéaire spéciale sur la variété de Konig A, aux espaces locaux centrés — les
centres sont ponctuels. En faisant varier le choix des sous-espaces mentionnés des
espaces locaux de la variété A, nous obtenons différents types de connexions non-
linéaires sur la variété poctuellement centrée Ay,. Le transport parallele qui est donné
par ces connexions non-linéaires spéciales peut &tre caractérisé, a I’aide des droites
linéairisantes et des connexions affines tangentes mentionnées ci-dessus, par des
propriétés de contact et de projection, comme cela résulte facilement de [1]. Clest
donc dans ce sens-ci que nous comprenons I’approximation d’une connexion non-
linéaire par une connexion affine générale.

Considérons donc a présent une variété de Konig centrée A; et étudions les
relations existant entre le transport paralléle des points et celui des vecteurs dans une
connexion non-linéaire sur A%,

En supposant (1) vérifié, nous pouvons écrire les équations différentielles du
transport paralléle de vecteurs et de points sous la forme. '

a a a
(4.2) ‘L—"t +ore, ¥ g, W

da
— +(r2+u'ry,)— =0.
de dt ( )

X
dt
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Il est alors possible d’exprimer les développements, au voisinage du point ¢, €I
de la solution des équations (2) correspondant aux conditions initiales v%(t,), u*(t,),
de la fagon suivante

(4.3) (1) = v(to) — H(vT5ex"),, +
2
+ ’; ((PT%, — 8,7, + v'0,I%,I",) %% 3 — I3}, v°(to) + ...
u'(t) = u(ty) — t{(I's + u'Th,) X%}, —
2
- tE {855 — 8,T5T% — 8,T5T5u’ + ,T5t® — 8Tl — 3. Subu’ —

dx*

det ’

— Ipls — Taglou®) X°%% + (I3 + Tpub) %%}, + ... on x* = etc .
Pour mettre un relief explicitement le fait que la condition initiale u%(t,) de la solution
des équations différentielles (2,) dépend de n paramétres s, ..., s, — correspondant
au choix du point dans P'espace local 4,(x(t,)) — écrivons maintenant pour un
instant u®(to; sy, ..., 5,) = u%(to, s). La courbe en A,(x(t;)) est donc donnée para-
métriquement: s, = s,(t), t€l’ = {ty, 7,). Ecrivons alors pour plus de bri¢veté
u%(to, 5,(t)) = u“(to, 7). Considérons maintenant, dans I'espace local A4,(x(t)), la
courbe y(t) : A(t, t) = M() + u*(t, t) I,(1). Pour une valeur fixée t € I’ du paramétre
soit u(t, 7) la solution des équations (2,) exprimée sous la forme de (3,). La courbe
¥(f) dans ’espace local 4,(x(¢)) résulte alors du transport paralléle de la courbe y(t,)
de I'esapce A,(x(t,)) dans I’espace A,(x(f)). Examinons maintenant comment se
transportent les vecteurs tangents a la courbe (t,) et cherchons les conditions sous
lesquelles le transport paralléle du vecteur tangent a la courbe y(t,) dans le point
correspondant a la valeur 7, € I’ donne le vecteur tangent a la courbe () dans le
point correspondant & la méme valeur t, € I, et ceci pour tout choix de la courbe ¢
sur X,, et pour n’importe quelle courbe y(t,) dans I’espace affine A4,(x(t,)) passant par
le point A(to, o) — C’est-a-dire par le centre de I’espace local. Une telle connexion
non-linéaire sera appelée connexion non-linéaire tangente.
En vertu de (3,) nous avons

ou(t, 1)
ot

_ 0u(to, 1)
ot

(4.4)

{a (2 + wre) 5= & ;’ ’)}Wo _

0 To

i Rcar

Il faut donc que out, t)/or,, vérifient les équations différentielles (2,). Nous
obtenons donc la condition cherchée sous la forme

(43) {a(,.,,ru,,r.,) . ou(, )} { 0 ou(t, )}

ot at
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Si nous exigeons que (5) soit vrai pour n’importe quelle courbe ¢ sur X,, et pour
n’importe quelle courbe y dans I'espace affine local, nous obtenons au lieu de (5)
la condition

(4.6) oIt +u'Ty) =T

11 est évident que I'on peut écrire (6) en vertu de (3.3), (3.4) comme suit:

@7) S, + 1RE =

La condition (7) est nécessaire pour que la connexion non-linéaire soit une con-

nexion non-linéaire tangente. 1l est aisé de voir que S5, = R}, = 0 est la condition
3 3

nécessaire et suffisante pour que la connexion non-linéaire sur la variété A, soit
une connexion affine sur la variété de Konig A,,. Il suffit, en effet, de se rendre
compte que dans (7) u® sont les coordonnées du centre.

Calculons maintenant Iaffinité tangente a la correspondance €, de ’espace A4,(x)
1
dans 4,(x), correspondant 4 un point A(x) dans 4,(x), ainsi que la droite linéarisante
2 1 1

associée A cette affinité. Soit maintenant (3,) le développement de la solution de
I’équation (2,) au voisinage du point correspondant a la valeur t; du paramétre;
c’est-a-dire soit f, = t;. La correspondance %, est donc donnée comme suit: €, :
: A(x) = A(x), ou

1 2

(4.8) A();) = M(f) + u’(ty) I..(f),
Alx) = M(x) + w12} L(x)

Laffinité générale o, de I'espace A4,(x) sur 4,(x(t)) qui associe 'un a Iautre les points
1
A(x) et A(x(t)), est donc
1

(4.9) S A=B, LI, =wll,,

0y

ou

AD) =4, AO) =B, LK) =L, LG(0) = ..

Ici, w} est fonction du paramétre ¢ si I'espace 4,(x) est fixé; il est aussi fonction de la
1

condition initiale u%(t,) des équations différentielles (2). Demandons ensuite que &/,
soit I’affinité tangente a la correspondance €., c’est-a-dire que 1’on ait

(4.10) of,dA = dB.
2 2
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La différentielle d, c’est la différentielle par rapport aux paramétres s,, dont dépend
2

le choix du point A4(x). Nous pouvons manifestement écrire
1
(4.11) dA = du’(t,)1,, dB = du*(t)J,.
2 2 2 2
Nous demandons donc que nous ayons w¥(f) du(t,) = du®(f). Or, comme
2 2

(4.12) (21u"(r) = gu"(tl) — t{o(Is + u'ly,) %%}, Su‘(h) -

_ .‘2_2 (O Yy ) + -
nous avons
(4.13) o(t) = 62 — t{o(Ia + u'Tp,) %%}, —
~ £ 0401t - O3 - OT3TaP + T3t - AT -
— Ol hubu® — Tols — Thglu’) 3°%% + (2 + u®Th) ¥}, + ... .

Nous obtenons une fois de plus le fait bien connu, savoir que I'affinité o/, est détermi-
née sans ambiguité par I’équation (13). Considérons maintenant une courbe ¢ sur X,,
quelconque; nous obtenons & partir de ’existence d’une connexion non-lineaire
sur A}, une seule connexion affine sur A4j, & condition que nous ayons choisi un
point dans chaque espace local affine A4,(x). Soit A(x) = M(x) + u’(x)I(x) ce
point. Si nous substituons ses coordonnées u“(x) dans I'd et I',, en obtenant ainsi [
et I's,, alors les formes w® = % dx% o® = [, dx* donnent la connexion affine men-
tionnée. Nous obtenons donc une connexion affine au sens usuel du mot, et qui
n’est pas identique avec la connexion affine tangente définie ci-dessus. Nous pouvons
donc énoncer la proposition suivante: Si A, est une variété de Konig aux espaces
locaux affines centrés et I' une connexion non-linéaire sur A%, alors il existe une
et une seule connexion affine tangente Q sur A}, qui est tangente a la connexion
non-linéaire I', et une et une seule connexion affine I".

Ensuite, nous avons
(4.14) czle = S’u"(tl) I,
d?B = d*u(t) J, = (do(f) du<(t,) + (1) du<(ty)) J, .
2 2 2 2 2
En vertu de (9), nous avons
(4.15) o &4 = off) czlzu‘(t,) J,.
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En posant L = d’B — &f.d*4, nous obtenons évidlemment
2 2

(4.16) L = do¥(f) du‘(ty) J, .

P

Dans I’étoile de droites dans A,(x(t)) de sommet A(x(t)) nous avons maintenant une
transformation quadratique qui associe a toute droite {B, du®(t) J,} la droite {B, L}.
2

Nous parlons alors d’une transformation linéarisante (voir [3]). La droite {B, L}

s’appelle droite linéarisante et la direction déterminée par le vecteur L s’appelle

direction linéarisante correspondant a la direction du®(r). La connexion non-
2

linéaire étant donnée, la direction Ldépend: 1) du choix du point A, 2) de la courbe ¢
sut X, et de la position de I'espace local sur ¢, 3) de la direction du“(t,) I,,.
2

Supposons que nous ayons @ = Det || # 0 le long de la courbe correspondante
sur X,,. Nous définissons alors @’ par la relation

(@.17) (1) GX(t) = .

L’affinité o/, fait correspondre a la direction L dans A,(x(f)) la direction L~' =
= o/~ 'Ldans 4,(x). Un calcul direct fait voir que

(4.18) L =21,

ou

(4.19) A = dof(f) du(t,) oi(t) .
2 2

Si nous écrivons
(4.20) QG =T%+u'lG,, =02,
M., = 0,(I; + u'T},),

alors (19) devient
t
(@21) »» = {- (M), — £ OMEE532 + 22MEES + ML, + } .
.t dul(ty) duc(ty) .
2
Si Mj, =0, nous avons A* =0, donc L = 0. Réciproquement, si L =0 pour

toutes les courbes ¢ sur X,,, pour toutes les courbes y dans 4,(x) et pour tout te 1.
on a Mj, = 0. Nous avons donc la proposition suivante: '

(422) :ca = 0

est la condition nécessaire et suffisante pour que la connexion affine tangente
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