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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 87 (1962), Praha

POZNAMKY O LINEARITE ZOBRAZENI E, DO E,

ANTONIN SOCHOR, Praha

(Doslo dne 14. prosince 1960, v nové vipravé dne 14. bfezna 1961)

V této praci jsou udany postadujici podminky pro to, aby prosté zobrazeni
E_ do E, , m = 2, bylo linedrni.

Ve speciélni teorii relativity se pfi odvozovani Lorentzovych transformaci vychazi
z poZadavku, aby pohyb hmotné &4stice, ktery se jevi rovnomérnym a piimoCarym
jednomu pozorovateli P, byl rovnom&rnym a pfimolarym pohybem i vzhledem ke
ka?dému pozorovateli P, ktery se vzhledem k P pohybuje rovnomé&rn& a pfimocare.
Jednim ze zékladnich poznatkd, ze kterych vychazi specidlni teorie relativity, jest, Ze
pohyb kterékoli hmotné &astice se miZe dit pouze rychlosti mens$i neZ je rychlost
svétla c.

UZivame-li k popisu pohybi prostorogasu, tj. &tyfrozmérného aritmetického pro-
storu E, (se specialni metrikou), jsou trajektorie rovnom&mg pfimodafe se pohybu-
jicich hmotnych &astic pfimkami v E,, které lze popsat rovnicemi

Xe=Vixo + 4, (k=1,2,3),

kde x, je Cas, x;, x,, x3 prostorové soufadnice, V; sloZky rychlosti ve sméru k-té osy
a A, slozky radiusvektoru, ktery udiva polohu hmotného bodu v ase x, = 0. Tyto
primky spliiuji podle ho¥ejsiho poZadavek V2 + V2 + V3 < ¢?, ktery Ize pro piipad,
Ze hmotny bod ma v &ase x, = 0 polohu x; = x, = x; = 0, vyjadfit také takto:
Jsou to pfimky, pro jejichZ kazdy bod [xy, ..., X,,] = [0, ..., 0] plati podminka

m
(1) Y %z < ¢2x% .
K=2

Lorentzovy transformace jsou tedy prosti zobrazeni E, na E,, kterd prevadéji kaz-
dou pfimku rovnob&’nou s n&kterou piimkou z kuZele (1) v pfimku.
Tato prace vznikla zobecnénim otazky, je-li zobrazeni splfiujici tuto podminku jiz

linearni.

~ Je ukazano, Ze pfedpokladame-li spojitost uvaZovaného zobrazeni aspoii na jedné
pfimce, je toto zobrazeni linearni jiZ tehdy, pfejdou-li vSechny pfimky rovnob&zZné
s jistymi kone¢n€ mnoha pfimkami v pfimky. Na piiklad€ je ukazano, Ze za téchto
zeslabenych predpokladii nelze poZadavek spojitosti na jedné pfimce vynechat.
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Pro pfipad, Ze vSechny pfimky rovnobéZné s pfimkami z n&jakého kuZele pfejdou
v piimky, je linearita uvazovaného zobrazeni dokazana bez predpokladu spojitosti.
Zavedme toto

Oznadeni. Bud F prosté zobrazeni prostoru E,, do E,, m = 2. Bud Y mnoZina
viech pfimek P takovych, Ze pro kaZzdou pfimku Q, rovnob&znou s P, je F(Q) pfimka.
Dile bud R mnoZina vSech rovin, obsahujicich t¥i riizné pfimky z Y, prochazejici
tymZ bodem.

Lemma 1. Jsou-li P, Q riiznobézky z %P, jsou F(P), F(Q) opét riznobézky.

Diikaz. Podle pfedpokladu jsou F(P), F(Q) pfimky. ProtoZe zobrazeni F je prosté,
je F(P) # F(Q); zfejm& F(P) n F(Q) =* 0.

Lemma 2. Je-li ¢ € R, je F(o) édst roviny.

Dikaz. Budte A4, B, C riizné piimky z Y, leZici v ¢ a prochézejici tymZ bodem.
Pfimky F(A), F(B) ur&uji podle lemmatu 1 jakousi rovinu 0. Bud x libovolny bod
mnoZiny ¢ — C. Bodem x prochézi piimka R rovnob&Zna s C; F(R) je pfimka, majici
spoletny bod jak s F(A) tak i s F(B), pfi &emZ tyto body jsou riizné. Je tedy F(x)e
€ F(R) = 0. Je-li x € C, existuje pfimka S rovnob&Zna s A4 takova, Ze x € S. Podle
pfedpokladu je S € P, takZe Q = F(S) je pfimka. Podle toho, co jsme pravé dokazali,
je y € o pro kazdy bod y € Q, y * F(x). Odtud plyne ihned, Z¢ F(x) € Q < o.

Lemma 3. JestliZe P, Q jsou dvé riuzné rovnobéiky z P a jestliZe PU Q -
< o €R, pak F(P), F(Q) jsou opét rovnobézky.

Ditkaz. Podle lemmatu-2 lezi ptimky F(P), F(Q) v téZe roving; protoZe F je prosté
zobrazeni, je F(P) n F(Q) = 0. ‘

Lemma 4. Necht A, B, Ce%Y. BudiZ ddn rovnobéZnik o strandch rovnobéZnych
s A, B a jedné uhlopricce rovnobézné s C; druhou vihlopfi¢ku oznaéme pismenem D.
Potom je F(D) édst primky.

Diikaz. Budte x, y, z libovolné tfi body pfimky D. Sestrojme dva rovnob&zniky

My

s vrcholem x a prot&jsimi vrcholy po fad€ y, z takové, Ze strany prochézejici bodem x
jsou rovnobéZné s 4, B. Podle lemmat 1 a'3 jsou obrazy téchto rovnobé&Zniki opét
rovnobézniky, které maji dvé strany totoZné a jejichZ thlopfiGky neprochazejici.
bodem F(x) jsou rovnob&Zné. Odtud plyne, Ze i ihlop¥itky prochézejici bodem F(x)
jsou rovnob&zné a tedy totoZné. To znamend, Ze body F(x), F(y), F(z) leZ na jedné

piimce.

 Lemma 5. Necht 9,0 eR, P = 9 noeYP. Potom pro kaZdou primku Q rovno-
béZnou s P je piimka F(Q) rovnobéznd s F(P).

Dikaz. Jestlize Q leZi v ¢ nebo v g, pouZijeme lemmatu 3. Necht tedy Q n (o U
v ¢) = 0. Bud g, rovina rovnob&#na s ¢ a prochézejici pfimkou Q. Potom je Py =
= 0, N o pfimka rovnob&’né s P a podle lemmatu 3 je F(P,) pfimka rovnob&né
s F(P). Snadno se zjistf, Ze je téZ ¢, € R. Odtud a z lemmatu 3 plyne, Ze jsou p¥imky
F(P,) a F(Q) a tedy i pfimky F(P) a F(Q) rovnob&zné. " N
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Oznadeni. Je-li P k-rozmérny prostor se zvolenou soufadnou soustavou a jsou-li
ay, ..., a; reélnd &sla, pak symbolem [ay, ..., a] nebo [{a;}%_,] oznatime bod
o soufadnicich a;; ze souvislosti bude vZdy patrné, ktery prostor a kterd soufadna
soustava se mini.

Bud dale g € R a budte 4, B dvé rliznob&Zky z Y, které leZi v ¢. Zvolme v g takovou
soufadnou soustavu, aby pfimka A (resp. B) byla mnoZina t&ch bodd, jejichZ druha
(resp. prvni) soufadnice je nula. V roving, urdené pfimkami F(A4), F(B) ur€eme tako-
vou soufadnou soustavu, aby platilo F([0, 0]) = [0, 0], F([1, 0]) = [{, 0],
F([0, 1]) = [0, 1], coZIze, nebot piimky F(A4)a F(B) jsou podle lemmatu 1 riznob&Zné.

Definujme nyni na mnoZ%in& viech realnych &isel funkce @, ¥ predpisem F([a, 0]) =

= [#(a), 0], ([0, a]) = [0, ¥(a)].

Lemma 6. Pro vSechna redlnd a, b je

?(3(a + b)) = 3(2(a) + (b)) -

Dikaz. MiZeme pfedpokladat, Ze a + b. Existuje pfimka C e takova, Ze 4 +
+ C+B Ccga AnBn C+ 0. Nad usetkou o koncovych bodech [a, 0],
[, 0] sestrojme rovnobéznik o stranich rovnob&Znych s B, C. Bod [X(a + b), 0] je
pak priise¢ikem obou dhlopfidek. Podle lemmat 1 a 3 pfejde pii zobrazeni F tento
rovnobéznik opét v rovnobgznik; ihloptitky se protinaji v bodé [3(®(a) + #(b)),0] €
€ F(A). Podle lemmatu 4 je tento bod obrazem bodu [4(a + b), 0].

Lemma 7. Pro viechna redlnd a, b je ®(a + b) = &(a) + &(b).

Ditkaz. Z definice funkce & plyne ihned, Ze $(0) = 0. Podle lemmatu 6 je tedy
&(a) = &(%(2a + 0)) = 38(2a) + 16(0) = 1d(2a), takze &(a + b) = &(3(2a +
+ 2b)) = 38(2a) + 38(2b) = &(a) + B(b).

" Lemma 8. Pro kazdé raciondlni a je ®(a) = a. (Plyne snadno ze vztahu &(1) = 1
a z lemmatu 7.)

Lemma 9. Bud C takovd pFimka, ¢ A+ C+ B, CeP,Cc o, AnBnC*0
(takovd pFimka C existuje). Bud c takové ¢islo, Ze pFimka, prochdzejici body [c, 0]
a [0, 1], je rovnobéind s C. Potom existuje takové redlné k, %e pro vSechna a je
¥(a) = k - &(ca).

Diikaz. Zvolme a # 0. Pfimka, prochazejici body [ac, 0] a [0, a], je rovnob&’na
s pfimkou C; jeji obraz je pfimka, prochazejici body [#(ac), 0] a [0, ¥(a)], a podle
femmatu 3 je rovnob&Zné s ptimkou F(C). Pomé&r ¥(a) : &(ac) nezavisi tedy na a.

Vétal. Budm = 2. Nechf existuji pFfimky A, ..., A,, €D s témito vlastnostmi:

1. Vsechny pfimky A; prochdzeji jednim bodem x, ale neleXi v té%e (m — 1)-
rozmérné nadroviné.

2. Rovina, urcend piimkami A;_,, A;, patfi do R pro i = 1,..., m (klademe
Ao = Am)‘

292



3. Zobrazeni F je spojité na pFimce A;.

Potom je zobrazeni F linedrni.

Diikaz. Zvolme takovy soufadny-systém, aby bod x byl po&atkem a pfimky A;
soufadnymi osami. Bud v; vektor o poSatetnim bodé y = F(x) = F([O, ..., 0])
a koncovém bod& F([{6;;}]-,]). Definujme funkce ®; vztahem F([a{5,;}7=,]) =
=y + ®fa)v; (a redlné, i =1,...,m). Je-li P pfimka rovnob&’ni s nékterou
piimkou A;, jsou podle pfedpokladu 2 a podle lemmatu 5 (pro m = 2 podle lem-
matu 3) piimky F(P), F(4;) rovnob&né. Odtud snadno plyne, Ze pro libovolnd
realné a,, ..., a, je

@) F{es - ) =y + L @(a) .

Pomoci spojitosti zobrazeni F na pfimce 4, a pomoci lemmatu 8 zjistime, e &,(a) =
= a pro kaZdé a. PoloZme nyni vlemmatu 9 A = A4,, B = A,. Existuji takova k, c, Ze
®,(a) = k @,(ac) = kca. Dosadime-li sem a = 1, dostaneme vztah kc = 1, tak¥e
®,(a) = a pro viechna a. Stejn& se nahlédne, Ze @,(a) = a atd. Podle (2) je tedy

F([ay, ..., a,]) = y + ¥ aw;. Tim je véta dokézéna.
i=1 .
Véta 2. Bud ¢ > 0. Bud Y, mnoZina vSech pfimek, jejichZ kaZdy bod rizny od
pocdtku lei v kuZeli Y x? < cx}. Predpoklddejme, Ze P, = P. Potom je F linedrn.

i=2
Dikaz. Zvolme takovou soufadnou soustavu, aby p¥imky

Ai={x1=...=xi_1=x,~+1=...=xm=0} (i=1,...,m)
patfily do 9, a aby pfimky
Ci={xy=... =%y =X43=... =%, =0, x; + X34, = 1}
(i=1,..,m)

patfily do Y. Takova volba je moZna. Bud nyni »; vektor o-po&ateénim bod& y =
= F([0, ..., 0]) a koncovém bod& F([{5;;}7-,]). Definujme funkce &; pfedpisem
F([{ad;;}7=1]) = y + ®(a) v, PoloZme v lemmatu 9 A = 4,, B=4,, C=C;.
Podle volby piimky C je ¢ = 1, takZe @,(a) = k ®4(a); dosadime-li sem a =1,
vidime, %¢ ®,(a) = @,(a). Stejn& se dokaZe, ¥e P;(a) = &,(a) atd. Pisme tedy
@(a) = &(a). Kazda rovina, obsahujici n&jakou pfimku z P,, patii zfejm& do R;
odtud snadno plyne, Ze pro m > 2 je kaZd4 z ptimek A; prinikem dvou rovin z R.
Podobnou tvahou jako v dikaze predeslé véty zjistime, Ze pro libovolna redlnd
a,..., a, plati

3 F(ay, .- an)) =y + Y. &(a;) v;.
i=1
Zvolme nyni realné a; dokdZeme, Ze
) (2(a))* = #(a?).
MiZeme pfedpokladat, Ze a + 0. Snadno se zjisti, Ze aspoii jedna z tihlopficek rovno-
b&Znika o vrcholech [0, ..., 0],
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x1 = [{8:37=1], x2 = [{ad2;}7=1], [{81; + ad;;}7=i]
leZi v . Bud P pfimka, prochazejici body x,, x,. Podle lemmatu 4 je F(P) ¢ast pfim-
ky Q, kter& prochazi body F(x,) = y + vy, F(x,) = y + v, ®(a). Piimka P je uréena
rovoicemi ax; + X, = @, X3 = ... = X, = 0; bod Z = [{ad; + (a — a?) 6;;}74]
lezi tedy na P. P¥imka Q je mnoZina bodd y + av, + Pv,, kde o &(a) + p = &(a).
ProtoZe F(Z) =y + &(a)v, + &(a — a?) v, €Q, je (¥(a))* + D(a — a?) = &(a).
-Odtud a z lemmatu 7 plyne ihned (4).

Je-li nyni x < y, existuje re4lné &islo a takové, e x — y = a®. Podle lemmatu 7
a podle (4) je tedy ®(y) — &(x) = (9(a))*> > 0. Vidime, %e zobrazeni & zachovava
uspotadani; odtud a z lemmatu 8 ihned plyne, Ze @ je identita. Podle (3) je tedy zobra-
zeni F liriearni. )

Nasledujici priklad ukazuje, Ze véta 1 neplati bez pfedpokladu spojitosti.

- P¥iklad. Ze zndmého Zornova lemmatu snadno plyne, Ze existuje mnoZina M <
< E, s témito vlastnostmi:
~a)leM;

b) Zadny prvek mnoZiny M nelze vyjadfit jako linedrni kombinaci s racionalnimi
.koeficienty jinych prvki z M;

c) kaZdé realné &islo Ize vyjadfit jako linearni kombinaci s racionélnimi koeficienty
‘prvki z M.

Zvolme &isla x4, x, € M tak, aby bylo 1 + x; + x, + 1; bud K mnoZina vSech
linernich kombinaci s racionalnimi koeficienty prvkd mnoZiny M — {1, x;, x,}.
KaZdé x € E, lze jednozna¥né vyjadfit ve tvaru x = ko + kyx; + k%, + z, kde k;
jsou racionalni a z € K. PoloZme nyni &(x) = ko + kyx; + kyx, + z a pro kaZdy
bod [x, y] € E, definujme F([x, y]) = [#(x), ?(y)]. Zieim& &(d(x)) = x,
F(F([x, y]) = [x, y]; odtud plyne, Ze F je prosté zobrazeni E, na E,.

Budte «, 8 racionalni &isla, |«| + || > 0, a bud P pfimka ax + By = 0. Doka-
Zeme, Ze zobrazeni F pfevadi kaZzdou pfimku Q, kter4 je rovnob&Zna s P, zase v pfim-
ku. Bud tedy Q pfimka ax + By =y (y € E,) a bud [x,, yo] € Q. Existuji racionalni
Cisla r;, s; a prvky ¢, v mnoZiny K tak, Ze

x0=ro+r1x1+r2x2+t, yo=sO+slxl+52xZ+U;

zfejm&y = arg + Pso + (ary + Bsy) Zy + (ar, + Bs,) Z, + at + Pv. Snadno se pre-
sv€d&ime, Ze B(y) = a D(x,) + B B(yo); to viak znamen4, Ze bod F([x,, y,]) leZi na
piimce Q, o rovnici ax + By = &(y). Dokazali jsme, Ze F(Q) = Q,. Stejné se zjisti,
%e mnoZina F(Q,) je &asti pfimky o rovnici ax + By = ®(®(y)); protoze &(d(y)) = 7,
je F(Q,) = Qatedy Q; = F(F(Q,)) = F(Q). Odtud a ze vztahu F(Q) = Q, plyne, Ze
F (Q) = Q.

Vidime, Ze existuje nekoneén& mnoho p¥imek, které prochézeji pocitkem a patfi
do Y. Oznalme jest& symbolem R mnoZinu viech [x, ¥] € E,, kde x, y jsou racionalni.
‘MnoZina R je hustd v E, a pro kaZdy bod [x, y] €R je F(x, y) = [x, y]. ProtoZe
zobrazeni F neni identické, neni spojité a neni tedy ani linearni.
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