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éasopis pro péstovani matematiky, ro&. 86 (1961), Praha

O JEDNE ITERACNI METODE RESENI SOUSTAV
NELINEARNICH ROVNIC, I

MIROSLAV SISLER, Praha

(Doslo dne 1. Eervence 1960)

V této prvé Césti ¢ldnku jsou zKoumdany podminky konvergence a odhad
chyby pro jistou iteradni metodu pro vypodet reilného fefeni soustavy ne-
linedrnich rovnic. Je naznaden téZ zplisob pouZiti této metody k vypoétu
extrémi funkci vice proménnych. Né&kterymi dalfimi vlastnostmi této metody
a jeji numerickou t&innosti se bude zabyvat &4st II.

I

M¢jme danu soustavu n nelinedrnich rovnic o n neznamych

1) Fil%gs 00 %) =0, SoXy s X)) =05 ey ful(%15e-0s%) =0.

O realnych funkcich n redlnych proménnych f;, i = 1, 2, ..., n, pfedpokladime, Ze
maji spojité prvni a druhé parcidlni derivace v okoli realného feSeni soustavy (1).
Oznacime-li x sloupcovy vektor o redlnych slozkich xy, x,, ..., X,,') miZeme sou-
stavu (1) zapsat ve tvaru f(x) = 0,i = 1,2, ..., n.

Zavedeme tato oznadeni:

0*f, _
3%, 6%, (%) = fr,if(%) >

U (x) = £, (%)
ox;

Fil) = Sl £+ Fuf®) = 2 Fuul) 1)

Matice F(x) = (F;{(x)) je pak symetrick4 a positivné semidefinitni, nebot je souginem
transponované matice k funk&ni matici soustavy (1) a matice funk&ni.

Definujme déale matice D(x), H(x) takto: D(x) = (d,{(x)),kde d;(x) = Oproi * j,
di(x) = Fy(x)proi = 1,2, ..., n, H(x) = (h;}(x)),kde h;(x) = Oproi < j, h(x) =
= — F;(x) pro i > j. Zfejmé& je F(x) = D(x) — H(x) — H'(x).?)

1) Nékdy budeme misto slova vektor ¥ikat téZ bod.
2) H’(x) znadi matici transponovanou k matici H(x).

439



Oznadme jesté z(X) = /Fy(x)\ azvolme bod x, = /x,,

ITZ(X) X;v,z
Fi(%)
Je-li det (D(xv) — H(x,)) * 0, definujme x,,, takto: ;
@ X1 = (D(x,) — H(x,))™" H'(x,) x, + (D(x,) — H(x,))™" y(x,),

kde
2) y(x,) = F(x'v) x, — z(x,) .
ZjednoduSenim rovnosti (2) dosazenim z (2') dostavame zfejm& rovnost
(2 ' X,41 = X, — (D(x,) — H(x,))"" z(x,).

Pozndmka 1. Ze vztahu F(x,) x = y(x,) plyne (D(x,) — H(x,) — H'(x,)) x =
= y(x,) a tedy x = (D(x,) — H(x,))™* H'(x,) x + (D(x,) — H(x,))"* y(x,). Ite-
ra¢ni metoda definovana pomoci (2) a (2) odpovida tedy znadmé Seidlové metodé pro

feSeni soustav linedrnich rovnic (vztah F(x,) x = y(x,) znamena soustavu linedrnich
rovnic).

Definice 1. Pro bod x = (x;) a matici A = (a;;) poloZme

x| = max [x;], [A] = max |a,l.
i=1,2,..., n i=1,..., n
TJ=1,00ey n

Definice 2. Chybou aproximace x, nazyvame Cislo
6\: = ”xv - d“ )

kde a je feSenim soustavy (1).

Definice 3. Opravou aproximace x, nazyvame &islo

dv = ”xv+1 - xvn ®

Zavedme jest& toto oznaleni: K[y, 1] znadi mnoZinu viech (realnych) bodi x, pro
které je [[x — y| < p/2. '

Dale zvolme body qy, q5, ..., q, a oznatme F(qy, ..., q,), D(q;, .-, 9,), H(q, ...
.. 9q,), H(qy, ..., 9,), Z(q,, ..., q,), matice takto definované:

F(ql’ i) qn = Fll(ql): F12(91)a siéey Fln(ql)
' F21(42)',4 Ezz(qz), e F2u(qs)

_Fnl(qn)s - —Fnz(qn)a sy —Fu,n—l(qn)a 0 s



D(ql’ ey qn) = {Fll(ql): F22(q2)= ol Enn(qn)} a3)
F(qls £9 ey qn = D(‘h, LEEr qn) - H(ql’ b aisy qn) == H’(qb o2y qn) ’

z(qn cens qn) = (ekj) , kde ¢;= Zlfi,kj(qk)fi(qk) .
Nejprve dokdZeme nékteré pomocné véty:
Lemma 1. Z rovnosti (2) a (2') plyne
(3) X4z — Xyuy = D™ (x,+,) H(xv+1)(xv+2 ~ X,41) + D_l(xv+1) H'(x‘,H) .
«(Hypg — x,) + D_l(xv+1) .
* [(D(X‘,) - H(Xv)) - (D(va T Pvn) - H(Pvl, tees wa))](xv+1 - xv) +

+ D7 %y )[H (Py1s s Pon) — H' (X1 )](%p45 — x,) —
— D7 (X4 1) Z(Py1s - Pon)(XKor1 — X,) -

Pitom Py = EgXory — (1 — E) Xy 0 < &y <1, k=1,2, ..., 1.
Dikaz. Rovnosti (2) a (2') jsou ekvivalentni s (2").
Z (2") plyne _

) | z(x,) = — (D(x,) = H(x))(x41 = x,).

Podle véty o prirlistku funkce plati

* OF,
(5) Fk(xv+1) = Fk(xv) + Y '_k(ka)(xv+1,j = xv,j) >
=1 0x; '
kde
Pu=Cuxsr —(L— &)X, 0<&,<1, k=1,2,..,n.

Je viak ‘ ) ‘

oF, n n o
(6) D, (%) = ';1f (%) fi(x) + _;f (%) f1,1(x) =

= Fi) + Tinl) )
Dosadime-li (6) do (5), dostaneme
Fy(%,41) = Fy(x,) +§1F WP (X1, — X0,) +
+é:1 é,lf il Po) Fi(Pui)(Xs 41,5 — xv,J.) :
Zapiseme-li tuto rovnost pomoci ma"cic, dostaneme

(7) _ z(xv+1) = z(xv) atd F(Pvl, cees Pw-)(xv+1 = xv) + Z(Pvls cees Pvn)(xv+1 = xv) .

%) Symbol {d,, ..., d,} znati jako obvykle diagondlni matici.
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Z (2) plyne

(D(xy+1) = H(X,41)) X002 = H' (X, 11) X, 41 + ¥Y(Xy11) 5
D(X,41) Xy42 = H(X, 4 1) X420 + H (X4 1) Xy 41 + Y(%41)

a po dosazeni z (2') obdrZime

D(xv+1)(xv+2 - xv+1) = H(xv+1)(xv+2 - xv+1) - z(xv+1)>
(8) Xypa — Xyp1 = D_l(xv+1) H(xv+1)(xv+2 - xv+1) - D_l(xv+1) z(xv+1) .

Postupnym pouZitim (7) a (4) dostavame z (8) rovnost

Xypz — Xypq = D—l(xv+1) H(xv+1)(xv+2 - xv+1) - D_l(xv+1) z(xv) -
- D—l(xv+1) F(Pvi’ e Pvn)(xv+1 - xv) -
= D7 (%y11) Z(Pyss oo Pun)( X1 — X,) =
= D7 (%, 4 1) HOX, 4 1) (X2 — Xy41) + D71(%,41)(D(x,) — H(x,)) .
(X1 = %) = D74 1)(D(Py1s --os Pun) — H(Py1s -5 Pon) -

— H(Pyg oo Pon))s1 — %) — D7H(%,41) Z(Pyss wees Pun)(Xyi1 — X)) =
= D7 (x4 1) H(% 4 )(Xy42 — Xyu1) + BT (%0 0) H (61 1)(Xpuq — X,) +
+ D7 (x4 )[(D(x,) — H(x,)) = (D(Py1, s P) = H(Py1s - Pun)] -
(41 = %) + DTG ) [H (Pors s Pon) — H(G 4 1)] (%041 — X)) —

' — D7 (X, 4 1) Z(Pyss e s Pun)(Xus1 — X))
coz je (3).

Lemma 2. Je-li a FeSenim soustavy (1), plyne z (2) a (2) rovnost

) X,+; — @ = D7Y(x,) H(x,)(x,+; — @) + D™ (x,) H'(x,)(x, — a) +
+ D~ 1(xv)(,:(x\v) - F(Pvla sy, Pvn))(xv - d) - D—l(xv) Z(Pvl: seey Pvn)(xv — d) 2

kde py = Eux, — (1 — €)@, 0< &< 1, k=1,2,...,n
Dikaz. Z (2") plyne

(10) X1 = X, + D7Y(x,) H(x,)(x,+; — x,) — D™*(x,) z(x,) .
ProtoZe z(a) = 0, plati podle v&ty o piirfistku funkce
(11) z(xv) = F(Pvl’ asiey Pvn)(xv - ﬂ) + Z(va nesy Pvn)(xv - a) E]

kde p=¢ux, — (1 —&)a, 0< &, <1, k=1,2,..,n
Dosazenim (11) do (10) dostaneme

(12) x,4; = x, + D7} (x,)H(x,)(x,+; — x,) — D™}(x,) F(p,1, - ., Pun)(X, — @) —
— D7Y(x,) Z(Pyy, - Pun)(X, — @) .
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Upravou rovnosti (12) dostavdme postupn¥

X,41 —a@=x,—a+ D7(x,) H(x,)(x,+; — @) — D~*(x,) H(x,)(x, — a) +

+ D7TI()(F(x,) — F(Pys5 ---» Pu))(X, — @) — D™1(x,) F(x,)(x, — a) —
— D(x) Z(puss s P)(K, — @) =
= D™ ¥(x,) H(x,)(%,+, — @) + D™*(x,) H'(x,)(x, — a) +

+ DTHNF(X) = F(puas s Pu)(%s — @) = D1(x) Z(prss . P)(x, — ),
co% je (9).

Véta 1. Bud 1 kladné ¢&islo. Pro vSechna x € K[x,, 21] necht plati
(13) O<mSF,.,-(x) i=1,2,.

) u( )| é Qi,l s

_()=

ZIFU(X)I_.qlz, 1_23 an_']-:

Fu()’

911 =0, Z!Fu(x)|=41z,

Fu( yi=

Z anJ(x)I = dn,as 9n2 = 0,

an( x) j=
a bud q;; +q;2,<1,i=1,2,..,n Pro libovolné x e K[x,, 21], y € K[x,, 24]
ak,j=1,2,..., nnechfddle plati

|ij(x) = ij(Y)l =M, s4) |i§n:1fi,kj(x)fi(x)| =M,.

Bud dd
ud ddle n(M, + Mz)
Bt T L d
R = max — <1, <.
i=1,..., n 1 = qi,l 1‘—

Potom existuje bod a e K[x,, 21] takovy, Ze posloupnost {x,};_, definovand po-
moci (2) a (2') konverguje a jelim x, = a. Bod a je pak jedinym Fesentm soustavy (1)

vy

v K[xg, 21]. Pro chybu pak platf odhad
(14) 8,01 SRS, v=0,1,2,...

Dikaz. I Protofejed, < < 2, je x; e K[xp, 21] a tedy i p; € K[xo, 24],

i=1,2,...,n, plati podle lemmatu 1
[x2,6 = X1,4l < gi1ll%2 — Xefl + g420% — Xo[ +
M A M M
+i=2x; = Xoll + (n — i) =[xy — Xl + n=2||x; — x|l =
m m m
n(M1 + M2)
m .

= gi1llx; = x|l + (‘1;',2 + Xy — ol .

4) Stadi, aby |F, ;0 — F;(0)| £ M pro k £ j, nebot matice F(x) je symetricka.
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Bud i, to pfirozené &islo, pro které je [x, ;, — Xq ;| = max [x,; — x; 4.

i=1,2,..., n
Potom je
: nM; +M
Ix, — xill £ gip,1l1%2 — x4 + (‘Jio.z + —(‘17—2)) [x; — Xl »
&ili '
nM, + M
dy £ gi,0dy + (‘Iio,z + —(‘—1;1_"2—)> dy ,
a tedy
nM, + M
9,1 + —_—( ! 2)
dy < = do < Rd, .
1 - qio,l

Pritom je [x; — Xol < X, — Xyl + %, — Xol < Rdy + dp < —22— < 1. Je

tedy x, € K[x,, 21]. Pokradujme déle tplnou indukci. Pfedpokladejme, Ze X;e
€ K[xp,24],i =0,1,2,...,v. Potom je téZ p,_, ; € K[xo, 24], i = 1, 2, ..., n, takZe
je podle lemmatu 1 d, < Rd,_;. Protoze jetedy d; £ Rd;_,,i=1,2,...,v, plati

%41 = Xoll = IXy41 = 20 + 1%, — X4l + ... + X1 = Xl =

=dy+dy_y 4 ... +dg SRy + R Yy + ... + do < . do <A,

takZe X, € K[x,, 22]. 'Pro kazdé v je tedy x,e K[x,,24] a plati d,.; < Rd,.
ProtoZe mnoZina K[x,, 21] je omezena a uzaviend, méa posloupnost {x,};>, hro-
madny bod a € K[x,, 24].

II. DokaZeme, Ze bod a je feSenim soustavy (1): Z (2”) plyne

| z(x,) = — (B(x,) = H(x,))(xy+1 — x,) -
Oznacime-li S = sup |[D(x) — H(x)|, plati ||z(x,)|| < nS|x,.,; — x,| a vdisledku
xeK[x0,21] ’

spojitosti funkci F;(x) je pak ||z(a)| = lim |z(x,)| = 0. Plati tedy

Fy(a) = Fy(a) = ... = F,(a) = 0.

ProtoZe hodnost funk&ni matice soustavy (1) v bodg a je rovna n (z (13) totiZ plyne,
Ze det F(a) + 0,%) takZe oznadime-li funk&ni matici G(x), je det F(a) = det (G'(a) .
.G(a)) = (det G(a))* a tedy det G(a) =+ 0), ma homogenni soustava line4rnich rovnic

Fy(a) = fy,1(a) fu(@) + ... + fo1(a) fi(a) = 0,
Fz(") =f1,z(")f1(°) ,+ +fn,2(a)fn(a) =0,

F(a) = f1,(a) f1(a) + ... + fon(a) fi(@) = 0
jediné feSeni f,(a) = f,(a) = ... = f,(a) = 0, takZe a je fe¥enim soustavy (1).

5) Diikaz tohoto tvrzeni viz napf. [4], str. 148.
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IIL. ProtoZe x, € K[x,,22], v =0,1,2, ..., ae K[x,, 22], plati podle lemmatu 2

' M M
IXy41,0 = il £ giallXper — all + giplix, —a + n—|x, — a|| + n—2|x, — a|.
m m
Je-li iy takové, Ze |x,,q ;, — a;l = max |x,.q; — ai, je
i=1 0045 n
nM, + M
%05 = all S qgalXyes — al + (‘1:0,2 ¥ -(—7—i)> Ix, — al,
&ili
n(M; + M
qio,Z + __(1_m___2)
(14) 5v+1 é 5\' é Rav .
1 -G
Je tedy lim 6, = 0, takZe posloupnost {x,};>, konvergu_ye aje lim x, = a. '
vy—= o0 vy— o0

IV. DokéZeme, Ze a je jediné FeSeni soustavy (1) v K[x,, 24]. Kdyby a’ + a bylo
feSeni, platilo by .J,, #1 = I%,+1 — @] < R&,, atedy limx, = a’ =+ a, coZ je spor.

Ty oo

I

Nyni budeme zkoumat konvergenci iteraéni metody, kterd je zobecnénim iteraéni
metody vySetfované v Gasti I. Budeme se opét zabyvat vypoétem realného feSeni sou-
stavy (1). Nejprve dokaZeme nékteré pomocné véty.

Lemma 3. Matice M, P budte positivné definitni, P hermltovska a necht M =
=P — Q — Q*.°) Je-li A, kofenem rovnice det (AP — AQ — Q*) = 0, pak [4] < 1.

Dikaz. Bud 1; kofenem rovnice det (AP — 1Q — Q*) = 0 a x; # o vektor, pro
ktery 1;Px; — 1,Qx; — Q*x; = o. Potom je

Q*x; = A;Px; — ,{iQ‘xi 5 .

(15) (Q*x;, x;) = A(Px;, x;) — A(Qx;, x;) .
ProtoZe je P hermitovské (tj. P = P*), plati postupn&

(x0s @) = Ai{xz, Px)) — A Q¥X,),

(x5 Qx;) =-A{x;, Px;) — A{x;, Q*x;),
(16) (@x;, x;) = 4(Px;, x;) — A(Q*x;, X;) .
Z rovnic (15) a (16) plyne

(Q*x;, x;) = A(Px;, x;) — /l,-z,-(Px,., x;) + Xi}:(Q*xi, xy),

1 (1= (@ x) = A1 — B)Pxi x) -

6) Q* zna&i transponovanou matici k matici komplexné sdruZené.
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Odtud je

(1 = 1242)(@%xs, x)) = 2,(1 = 4)(Px;, x)),

(1 = 2% (x;, Q*x;) = A,(1 — A))(x;, Px)),
(18) (1 — [A13)(@x x;) = 41 — A)(Px;, ;).
ProtoZe (Mx;, x;) = (Px;, x;) — (Qx;, x;) — (Q*x;, x;), je podle (17) a (18)
19) (1 — [41)Mx;, x)) = (1 — [22)(Px;, x)) — (1 — [4]12)(Qx;, x;) —

— (@ = AP Q@*x, x) = [1 = |A1% — (1 — &) = A(1 — Z)](Px,, x;) =
=1 = 4 — Z + A2](Px;, x)) = (1 = A)(1 — Z)(Px;, x;) =
= |1 — A*(Px;, x;) .

ProtoZe je x; & 0 a M je positivné definitni, je (Mx;, x;) > 0, takZe podle (19) plati
| |1 = 'lilz(Pxi: xi)

1 = li 2 =
l ' (Mxia xi)

Déle musi platit A; + 1. Kdyby totiZ 1; = 1, bylo by det (P — Q — Q*) =detM =
= 0, coZ je spor. ProtoZe (Px;, x;) > 0,je 1 — [4]* > 0, &imZ je lemma 3 dokézano.

Poznamka 2. Lemma 3 pouZijeme za pfedpokladu, Ze matice M, P, Q budou
realné. V tomto pfipadé je matice P symetrickaia M =P — Q — Q'.

Lemma 4. Matice F a P budte positivné definitni, P hermitovskd a necht plati
F=P — Q — Q*. Potom je matice P — Q reguldrni.

Dikaz. Predpokiadejme, Ze matice P — Q je singulirni. Potom existuje véktor
x #+ o, Ze plati (P — Q) x = o. Z rovnosti F + Q* = P — Q plyne, Ze je téZ (F +
+ Q*) x = o. Plati tedy x*(P — Q) x = 0, x*(F + Q*) x = 0, takZe
(20) x*Px — x*Qx = 0, x*Fx + x*Q*x =0.

ProtoZe je P hermitovskd a positivné definitni, je &islo x*Px a tedy i &islo x*Qx
realné. Plati tedy

x*Qx = x*Qx = x*Qx = (x'Qx)’ = x*Q*x.
Se¢tenim rovnosti (20) dostaneme x*Px + x*Fx = 0. V disledku positivni definit-
nosti matice P je x*Px > 0, takZe x*Fx < 0, coZ je spor, nebot F je positivné definitni
hermitovskd matice (plati totiz F* = P* — Q* — Q=P — Q — Q* = F).

Budte nyni P(x), Q(x) re4lné matice takové, Ze plati F(x) = P(x) — Q(x) — Q'(x)
(matice F(x) je definovana v &4sti I). Plati nynf néasledujici lemma:

Lemma 5. Bud p kladné Cislo. Pro kazdé x € K[z, ], kde z je néjaky bod, bud
* det F(x) + 0, P(x) symetrickd, positivné definitni. Potom existuje unitdrni matice
U(x) acdislakK,q,2,0 <K,0<qg<1,a0 < A< ptak, Ze pro libovolné prirozené
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¢islo v plati
1U=(y) A(xs) AGxs) .. Ax,) U < Ko
kde A(x) = (P(x) — Q(x))™' Q'(x) a ye K[z, 4], x;eK[z,4], i = 1,2,...,v jsou

libovolné redlné vektory.

Diikaz. V K[z, u] je matice F(x) podle definice symetrick4 a positivng semidefi-
nitni. ProtoZe je vak pro viechna x e K[z, u] det F(x) = 0, je matice F(x) positivn&
definitni. ProtoZe je podle pfedpokladu matice P(x) positivng definitni v K[z, p], plati
podle lemma 3 pro kofeny A,(x) rovnice det (i(x) P(x) — A(x) Q(x) — Q'(x)) =0
nerovnost |Ai(x)] < 1.ProtoZe A,-(x) jsouv diisledku lemmatu 4 zfejmé i kofeny rovnice
det (A(x) E — (P(x) — Q(x))~* Q(x)) = 0, tj. rovnice det (A(x) E — A(x)) = 0, jsou
A(x) vlastnimi &isly matice A(x). ProtoZe je mnoZina K[z, u] uzavfen a omezen4, je
moZno zvolit &isla w,, @,, ..., w,, g tak, Ze w; # w; proi +j, i,j=1,...,n,a Ze
plati 0 < Mi(x)| <w;<gqg<l1l,i=1,2,...,n V disledku uzavfenosti a omeze-
nosti mnoZiny K|z, u] existuje dale &islo ¢ > 0 tak, Ze plati

0SAx)| fw;—e<w;<w;+e<qg<l, i=12..,n
a N<Kw; — ¢, 0; + &y =0.
i=1

Existuje nyni unitdrni matice U(x) a trojiihelnikova matice 4(x), Ze plati U™ *(x) .
. A(x) U(x) = A(x). Pro xeK[z u], yeK[z u] definujme matici 4(x, y) takto:
A(x, y) = U™*(y) A(x) U(y). Bud B kladné &islo, Ze plati || 4(x, y)|| < B pro libo-
volné x e K[z, ], ye K[z, p]. »

Definujme nyni pro 6 > 0 matici T() = (¢,(6)) takto:

(21) tu(é) = wi pro = 1’ 2: ey
ty(6) =8 pro. i>j,
t6)=B pro i<j.

ProtoZe lim T(6) = T(0), je #;(0) = 0 pro i > j, takZe &isla w,, w,, ..., w, jsou vlast-
6—0

nimi &sly matice T(0). Ozna&ime-li ©2,(5), ,(9), ..., 2,(6) vlastni &isla matice T(9),
plati lim Q(6) = w;, i =1,2,..., n. Existuje tedy &slo 6, >0, 0 < d, S ¢, Ze
=0 n
19,(8,) — il <& i=1,2,...,n Protoze N<w; — & 0; + &> =0, je Q(6,) +
i=1
+ Q(8), i #j, i,j =1,...,n. Matice T(;) ma tedy vzdjemn& riznd neziporni
vlastni ¢isla mensi nez 1.

Nyni dokaZeme, Ze existuje &slo 0 < A < p takové, Ze A(x, y) < T(5,)’) pro
viechna x e K[z, 1], ye K[z A]. Oznadme 4(x, y) = (difx, y)), 4(x) = (d;;(x)).
Ztejmé je A(x, x) = A(x). Existuje tedy 0 < A < p, Ze [|4(x, y) — 4(x)| < &, pro
xeK[z, 2], yeK[z 4], takZe |d;(x,y) — dij(x)| < &, ProtoZe d;(x) =0 pro

7) Jelli A =(a;;), B =(b;;), b;; = 0. pak definujeme A< B<> |au| < by; (viz napf. [2]).

ij=

Ziejmé plati a) (A< B, C< D)= AC < BD; b) A< B= |A| < ||BJ.
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i > j, je pro i >j ldiyfx, y)| < do. Déle je di(x) = A(x), i =1,2,...,n, tak’e
[di(x, y) — A(x)] < 8. Plati tedy

ldi(x, y)l < 12(X)] + 8o < |4(x)] + ¢ < ;.
ProtoZe 0 < 1 < p, je |d;(x, y)| < B pro i < j. Je tedy 4(x, y) < T(6,), coZ jsme
méli dokézat.

Nyni jiZ miZeme dokazat tvrzeni naseho lemmatu: ProtoZe vlastni &isla matice
T(5,) jsou vzéjemng riizna, existuje matice S a diagonalni matice 4 tak, Ze T(J,) =
= §714S. Zvolme nyni libovoln& body y € K[z, 1], x; e K[z, 1], x, e K[z, 1], ...,
x, € K[z, 1]. ProtoZe A(x;, y) < T(d,), i = 1,2,...,v, je

A(xl’ Y)A(xlé Y) A(x\m Y) < TV(50) >
takZe :

14(x1, ¥) A(x25 ¥) - - A(x,, V)| < IT*G0)l =
= |S™14°S| < n?|S™Y] |IS] 1147 .

Plati tedy
1U~*(y) A(x,) U(y) U™ '(y) A(x,) U(y) ... U"*(y) A(x,) U(y)ll =

= U™ (y) A(x,) A(xz) ... A(x,) U(y)ll < n?[STHIISI 147] <
<Kq', K=n?|ST|Sl,

nebot A = {Q,(8p), ..., 2,(5o)}, ale w; — & < Q(d,) < w; + ¢ < g. Tim je lemma 5
dokazano.

Nyni budeme definovat iteraéni metodu takto: Je-li det (P(x) - Q(x,)) =0, je
(22)  x1 = (P(x) = QM%) ™" Q(x) x, + (P(x,) — Qx.)™" ¥(xy)
kde
(229 _ y(x,) = F(x,) x, — z(x,) .
Matice P(x,), Q(x,) a vektory x,,,, X, jsou opét jako v &sti I re4lné.
Z rovnic (22) a (22') dostaneme dosazenim rovnost

(22) Xypq = X, = (P(x,) — Q(x,))™* z(x,).

Poznamka 3. Metoda takto definovana je zfejm& zobecn&nim iteradni metody
definované pomoci vztahi (2) a (2').

Zavedme je§t& oznadeni B(x) = (P(x) — Q(x))™*. Plati nésledujici lemma:
Lemma 6. Je-li a FeSeni soustavy (1), pak z (22) a (22') plyne

(23) &) Xy51 — @ = A(x)(X, — @) — BO)F(Poss - Pun) — F(X))(x, — a) —
) - B(xv) Z(Pvla “eey Pvn)(xv - d) >
kde ka = 6vl;xv - (1 - ka) a, 0< évk < 1’ k= 1, 2’ <.y R
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(24) b) x, — a = A(x,_;) ... A(xo)(xo — a) —
= A1) - Ak s) BN FPrs - i) = FOx))0x, — @) —
—:;:A(xv_l) o X1 ) B(x) Z(Prgs oy Pin)(X, — ),

kde py = Eux; — (1 — E)a, 0 < & <1, k=1,2,...,n.

Dikaz. Z (22") plyne

(25) X,+; = x, — B(x,) z(x,) .
ProtoZe a je feSenim soustavy (1), plyne z véty o pfiristku funkce
(26) Z(XV) = F(th Ues Pvn)(xv - d) + Z(th §s49 Pwl)(xv - a) ’

kde p =&ux, — (1 —&)a, 0< &y <1, k=1,2,...,n.
Z (25) a (26) plyne ' »
X,13 —a=x,—a— B(x,) F(p,, ..., p,)(x, — a) —
~ B(x) Z(pus s Pu)(Xs — 0) =
= x, — a — B(x,) F(x,)(x, — a) + B(x,)(F(x,) = F(py1, ---> Pun)) -
(% — @) = B(x,) Z(Py, --s Pra)(x, — @) = A(x,)(x, — a) —
= Bx,)(F(Py1s - Pu) — F(x,))(x, — @) — B(x,) Z(p,s, ... Pu)(X, — a),
coZ je (23). " -
b) Plati
(27) B(x;) y(x;) = B(x;) F(x;) x; — B(x;) z(x;) = x; — A(x;) x; — B(x;) z(x;) .
Podle véty o pfiristku funkce dostaneme
(28)  B(x;) z(x;) = B(x;))[F(Pir, ---» Pin)(xi —a) + Z(p,, =amy pu)x: — )],
kde py = Eux; — (1 — £y @, 0 <&y <1, k=1,2,..,n.
Podle (28) je tedy
(29) B(x;) z(x;) = B(x;) F(x;)(x; — @) + B(x;)(F(Pi1, ---» Pin) — F(x))(x; — @) +
+ B(x)) Z(piys ---s Pin)(X; — @) = (x; — @) — A(x;)(x; — @) +
+ B(x;)(F(Piss ---» Pm) — F(x))(x; — @) +
+ B(x;)) Z(piy, ---s Pin)(x; — @) .

Z (22) plyne zfejm&

(30) ox= A(x,_,) ... A(xo) X, +:;Z:A(xv_1) o A(xgyq) B(x;) y(x;) -

449



Z (30), (27) a (29) postupn& plyne

x, — a = A(x,_,) ... A(xg) X, +v§A(x D) - A(Xi41) B(x) y(x) — a =
= A(x,_y) ... A(x;) xo + ZA(x 1) A(x, +1)(x — A(x;) x; —
- ?(xi) z(x;)) —a = A(x 1) . A(x,) xo + ZA(X 1) - A(Xppq) X; —
- i;oA(xv_l) A(x)x - ZA(X ) - A +1) B(x;) z(x;) — a =
=:g:A(x‘,_1) o A1) X; — igoA(fv_l) A ) Xia g —
—:g:A(xv_l) o A(xye1) B(x) 2(x) — a = |
=x, ,—a +:=i:A(xv_1) e A(x )X — X q) —:;:A(x‘,_l) v A(Xgq) -
B(x)z(x)=x,_, —a +V§=‘ZA(xv_1) o Alxes )(; — @) —
—vng(x,_l) e A1 )(Xesx — 0) —-:;I)A(x,_l) s Alxes 1) B(x,) 2(x) =
=x,,—4a +‘§ZA(X‘,_1) e A(Xppq)(x; — @) —
—:EZA(xv_l) o A1 )(Xier — @) —
_EIA(X ) e A )X — @ — AGx)(x; — @) + BOGF(Piss - Pa) —
= F(X))(x = ") * B(x)) Z(piss - Pun)(Xi — ")] =
= Xyep — A F ZA(X 1) - AlXig)(x; — @) — ZA(" 1) o A(Xiy) -
c(Xppy —a)— i;oA(xv_l) v A(X g )(x; — @) + lZ_:OA( 1) .- AGx)(x; — a) -
—‘EZA(X‘,_I) o A(X4 1) BOX)(F(Pigs - s Pin) — F(x;))(x; — @) —
—VilA(x 1) - A(Xi11) B(X;) Z(Piss - Pin)(X; — @) =
= A(x 1) - A(xp)(xo — @) —
- ZA(" 1) -+ A% 1) BOG)F(Piss -0 Pin) — F(xi))(x; — @) —
= iZ:oA(xv_l) o A(Xpr 1) B(X)) Z(Piys - s Pin)(X; — @) .

Tim je lemma 6 dokazano.

450



Lemma 7. Bud U(y) unitdrni matice, |B(x,)| < b. Potom plati
(31) a) lIx,q — all < n*|U-Y(y) A(x,) U(y)ll X, — al| + n?b|F(P,y, ...r Pon) —
) — F(x,)Il I, — all + n?b|Z(pys, ... Pya)ll Ix, — @],
kde p, =Eux, —(1 = E)a, 0< & <1, k=1,2,..,n
(32) b) lIx, — all < n*|U(y) A(x,—y) ... A(xo) U(y)l X, — a] +
+ nsb:g)ll U-Y(y) A(x,_y) ... A% 1) UYL IF(Pigs oo Pi) — FOX)I 1% — all +

v==1
+ nsb‘=Z0||U_1(y) A(xy 1) ... A1) U 1 Z(Piss - Pin)l I — @l

kde Py = Eux, — (1 — &)@, 0 < Eu <1, k=12 ...n.
Diikaz. a) Z lemmatu 6 (rovnice (23)) plyne
x,+; — a = U(y) U=*(y) A(x,) U(y) U=*(y)(x, — @) — B(x,)(F(Pys; ---» Pos) —
' — F(x,))(x, — a) = B(x,) Z(pys, --- Pua)(X, — @),
kde p =%, — (1 —&,)a, 0<é, <1, k=1,2,...,n
ProtoZe matice U(y) je unitarni, plati |U(y)|| < 1, [U~-*(y)| < 1, a tedy
Ix,+1 — a] £ n*|U-(y) A(x,) U(y)ll lIx, — all + n>b|F(Py1, ..., Pa) — F(x,)II -
%, = all + n®bIZ(pyy, .- Pl X, — all,
coZ je (31).
b) Nerovnost (32) dokdZeme obdobnym zpilisobem z (24).

Véta 2. Bud a FeSeni soustavy (1) a pu kladné &islo. Pro kazdé xe K[a,u], ue
eK[a, u] nechtjedet F(x) & 0, matice P(x) positivné definitni symetrickd, | B(x)|| < b
a necht |F(x) — Fi ()] £ M,B) |Y firf(®) Fil(*)| < M, pro kazdé i = 1,2,..., n,

i=1
j=1,2,...,n. Potom existuji &isla ,,K,q,0 <A =u, 0<K,0<gqg <1 a uni-
tdrni matice U(x), Ze pro libovolné body y e K[a, 1], x;e K[a, 1], i = 1,2, ...,",

K
plati nerovnost ||U~*(y) A(x,) A(x,) ... A(x,) U(y)ll < Kq". Je-li bn® (1 + l_q_> .

—4q
.(M; + M,) < 1, bud v, pFirozené &islo takové, Ze plati

(33) n*Kg™ + bn’ (1 + —lﬁ—) M+ M,) <1
-9

a x,€K[a, 1], pro néz
A
< — .
2(n*Kq + bn*(M; + M,))°~!

%o — al

8) ProtoZe F(x) je symetrickd, sta&i predpokladat |Fj 00 — F, j(u)] S M;prok< .
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Posloupnost {x,}s>, definovand vztahy (22), (22') pak konverguje a je lim x, = a.

v—=o0o

Pro chybu plati tyto odhady:
(33) a) Okve = [n"‘Kq“’ + bn’ (1 + %) (M, + MZ):I 5,

kde 6, = max o, k=1,2,...;

i=(k—1)vo,..., kvo—1

k
33") b 5. < | nKq® + bn® (1 + 2L\ (M, + My)] 5,
(o] l—q

kde 6, = max 6, k=1,2,....
i=0,...,v0—1

Dikaz. PoloZime-li z = a, existuje podle lemmatu 5 &islo 4, 0 < 1 < p a Cisla
K, g, 0<K, 0<gq <1, %¢ pro libovolné body yeK[a, 1], x;eK[a, 1], i =
=1, 2,...,v plati nerovnost ‘

lu=*(y) A(xl) A(x,) ... A(x,) U(Y)” < Kq’,

kde U(x) je jista unitarni matice. ’

1. Bud v, pfirozené &islo, pro néZ plati

3 vo 5 Kq
P = n’Kqg™ + bn 1+1— (M; + M;) < 1.
-4

(Takové &islo v, vZdy existuje, pokud p zvolime dostatedn& malé.)

Zvolme nyni x, € K[a, 1] takové, Ze
= A .

2(n3Kq + an(Ml + Mz))vo_l
DokaZeme, Ze x;eK[a,1], i =0,1,2,...,v, — 1. ProtoZe x,€K[a, i] a tedy
i POk € K[a9 A]: k = 19 ceey Ny "F(P015 soey POn) - F(XO)" é Ml: ”z(Pols sy POu)” é
< M,, plati podle (31) (lemma 7)

l[xo — al

(34) Ix, — a| £ (n®Kg + bn*M,; + bn*M,)|x, — a|,
takZe
6, < (n°Kq + bn*(M; + M,)) 6y <
3 A
= (n°Kg + bn*(M + My)) 2(n*Kq + bn* (M, + M,))°! -
_ A
 2(n’Kgq + bn¥(M; + M,))° %"
Je-li
n’Kq + bn* (M, + M,) = 1, je A ‘ é%,
‘ 2(n’Kgq + bn* (M, + M,))°~2 ~ 2
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takZe 6, < 1. Je tedy x, € K[a, 1]. Je-li n®Kq + bn* (M, + M,) < 1, je podle (34)
6, £ 8, a tedy x, € K[a, 1]. Pfitom je
6, < 4 .
2(n*Kq + bn* (M, + M,))°~?

Stejnym zpiisobem postupujeme dale. Pfedpoklédejme, Ze jsme jiZ dokazali, Ze

p)
2(n*Kq + bn*(M; + M,))y° 1 ’

x;eK[a,2], i=0,1,2,...,v—2, &=

Podle lemmatu 7 plati
I%,,-1 — all £ (n*Kg + bn* (M, + M,))|x,,_, — a|,

¢ili
Op-1 S ("BKQ + bnz(Ml + Mz)) Oyp—2 =
A y
< (n®Kq + bn* (M, + M ==,
(n*Kq (M, 2)) 2(n*Kq + bn*(My + M,)) 2
Je tedy x,,_, € K[a, 1]. Tim jsme dokazali, Ze x, e K[a, A],v =10,1,2,...,v — 1.

II. Nyni dokédZeme uplnou indukci, Ze x, € K[a, 1], v = v,. ProtoZe x; € K[a, 4],
i=0,1,...,v9 — 1, plati podle pfedpokladu a (32) (lemma 7)

\'0—2
3,, < [n°Kq” + bn®(1 + ¥ Kg”™""1\(M, + M,)] :;_1 <
=0

<|nKg™ + bn® s (M; + M,) 9.3
—-q 2 2
Je tedy x,, € K[a, 1]. :
Predpokladejme nyni, Ze x, € K[a, 1] pro v =vg, v + 1,...,v, + i — 1. Podle
lemmatu 7 pak plati

i K A A
Buoni < | MK + bn’ (1 + —L ) (M, + My)|= <2,
: 1-g¢ 2 2

nebot ¢*°*! < ¢* pro i > 1. Tim jsme dokézali, Ze x, € K[a, 1],v =0, 1,2, ....
III. Nyﬁi dokaZeme, Ze lim x, = a. Prov > yu ztejmé plati (viz lemma 6)
(35) x, —a = A(x,_,) ... A(x,)(x, — a) —
v—1
= 2 A(xv—l) A(xi+ 1) B(?‘i) F(Pu, cees Pin)(xi - ") =
i=p
v—1
- Z A(x,_q) o A(Xi41) BX) Z(Pigs -y Pin)(X: — @),
i=p ‘
kde p;, = Eux; — (1 — fik) a, 0<éy<l, k=1,2,..,n
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Protoze x, e K[a, 1], v=0,1,2,...; plati podle (35), poloZime-li v = kvy, p =
= (k == 1) VO

Oty S |:n3Kq"° + bn® (1 + _1_1_<q_) (M; + Mz)] 6,=Ps,, 0<P<1,
—4q

kde §,, = max 5; (odhad a)). Stejn€ dokaZeme podle (35)
i=(k—1)vo,...,kvo—1
6, £ Po,,, kde 96, = max §,,
i=1l1—V0yeeey I1—-1
512 é P(sls s kde 613 = max 5i N atd.
i=Il2—=vg,...,l2—1

Nejvyse po kv, krocich dosp&jeme k nerovnosti 6,,_, £ Pé;,, kde I; je jedno z Cisel
0,1,...,v0 — latedy 6;,, < 6,,, kde §,, = max ¢, Plati tedy

i=0,...,v0—1

Sy < P8, £ P*5,, < ... < P75, < P'5,, £ P5,.

(odhad b)), a tedy lim §;,, = 0, tj. lim x,,, = a. Vybrana posloupnost {x,}5= o tedy
k=0 k—+

konverguje k a. Nyni dokaZeme, Ze posloupnost {x,};%, nemé krom& bodu a zadny

jiny hromadny bod. Bud @’ #+ @ hromadnym bodem posloupnosti {x,};>,. Zvolme

nyni &slo A’ tak, aby 0 < A’ < 1 a aby a’ ¢ K[a, 1']. ProtoZe lim x,,, = a, existuje

k— 0

ProtoZe je viak zfejm& i = k, takZe P' < P¥, dostivame &;,, < P*5,, k = 1,2, ...

dislo kg, Ze
A .
2(n*Kg + bn* (M, + M,))
Stejnym zplsobem jako v Casti I a II tohoto dikazu lze nyni dokazat, Ze x, €
eK[a, 1], v = kovo, kovo + 1, kovo + 2, ... . ProtoZe a’ ¢ K[a, 1], nemiZe byt a’

éko\'o §

Xovo € K[a, 1] .

hromadnym bodem posloupnosti {x,}:%,, coZ je spor. Je tedy lim x, = a.

S S m Poznimka4. Z véty 2 zvlasts vyplyva, Ze je-li
: v jistém okoli feSeni a soustavy (1) det F(x) + 0 a
I P(x) positivn& definitni, pak posloupnost {x,}5%,
: definovana vztahy (22) a (22') vZdy konverguje,
' I : je-li [[xo — a| < p, kde p je dostatedné malé klad-
|
|
|
4

Ly
l r wr
Q ) : P(x) I né &islo.
L _L Poznéamka 5. PoloZime-li v (22) a (22) P(x) =
L T ! —_J = D(x), Q(x) = H(x), obdrzime itera¢ni metodu

zkoumanou v ¢astiI. PoZadavek, aby P(x) byla posi-

Obr. 1. tivné definitni je v dasledku positivni definitnosti

matice F(x) spln&n automaticky. Podobnéd situace

nastane, jestlize matici F(x) rozloZime na bloky. Pfitom matice P(x) je ptislusna blo-
kové diagondlni matice a matice Q(x) je p¥isludna ,,blokov& trojiihelnikova* matice
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tvofena bloky, leZicimi pod diagonalou (viz obr. 1). Z positivni definitnosti matice
F(x) i v tomto p¥ipadg jiZ plyne, Ze matice P(x) je positivn& definitni (nebof je sloZena
pouze z hlavnich minord matice F(x).

- I

Nyni se jeSté zminime o jisté modifikaci iteraéni metody deﬁnovane pom001 (22)
a (22'), ktera v n&kterych p¥ipadech usnadiiuje vypodet. :

Matice F(x) vznikla jako soudin transponované matice k funk&ni matici soustavy (1)
a této funk¢ni matice, takZe je symetricka a positivné semidefinitni: Symetrie a posi-
tivni definitnost matice F(x) m&ly podstatny vyznam p¥i dikazu konvergence iteraéni
metody definované pomoci (22) a (22). N&kdy se v§ak miZe stat, Ze sama funkéni
matice soustavy (1) se jiZ symetrickd a positivng definitni. To nastane napf. pfi vy-
pocCtu extrémi funkci n realnych proménnych. V tomto pfipadé miZeme postupovat

jednoduseji. M&jme totiZ danu funkci v(xl,'xz, <+es X,). PFi vypodtu extrém hleddme
< ov ., . .
ty body [ay, a,, ..., a,], ve kterych je iv—(al, soeg ) = 1, wees 2 {ag, o5 a5) = 0.
. 0x4 0x,

Oznadime-li nyni

D) o % ' 0%
— (Xgy ey X,) = — (X) = vy(X), Xiy wuins Xy x) = v;{x
E)xl(l x) axi() U() 8xi6xj(1 ) - 0x; 0x; () J()

vidime, Ze se jednd 0 vypodet redlnych FeSeni soustavy nelinearnich rovnic n nezna-
mych
(36) (R s 55 Fo) =0, 850815 wevs X = 0, wus Ol Ty Bf =0,
Funkéni matici této soustavy je matice :
V(x) = [vy4(x), v12(X), .r, 014(%)

021(X)s 022(X), ..., V2(X)

1(X)s Vaz(X)s -, v,,,,(x)

Jsou-li funkce v;; v okoli feSeni a = [ay, as, ..., a,] spojité, jsou parcidlni derivace
zdm&nné a matice V(a) je symetrickd. Plati pfitom, Ze je-li matice ¥(a) positivng defi-
nitni, ma funkce v v bod& a lokalni minimum. D4 se tedy ofekédvat, Ze matice V(x)
bude mit vlastnosti jako m&la matice F(x).

PoloZime-li V(x) = §(x) — T(x) — T'(x), miZeme definovat iteraci rovnostmi
obdobnymi vztahtim (22) a (22'): Je-li det (S(x,) — T(x,)) * 0, je
(37) Xy41 = (S(XV) — T(x,)~* T/(xv) x, + (S(XV) - T(xv»_ ! Y(XV) >
kde
(37" y(x,) = ¥(x,) x, — z(x,) .
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~ Ptitom znadi .
z(x,) = [v,(x,)
vy(x,)

Snadno se dokaZe, Ze takto definovana iterace konverguje, jsou-li matice V(x), $(x)
positivng definitni symetrické v okoli feSeni a. Diikaz se provadi formalng stejn& jako
ditkaz véty 2 pomoci lemmat 3, 4,5, 6 a 7, klademe-li viude F(x) = V(x), P(x) =
= §(x), Q(x) = T(x). ProtoZe viak podle véty o pfirdstku funkce nyni plati z(x,) =
= V(1 -+ Pvn)(xv = a) (Viz 26), Por = SuXy — (1 = évk) a, 0<iy<l1, k=
=1,2,...,n (nebof v(x,) = 3 v (pu)(x,; — a;)), musime viude v lemmatu 6 a 7

i=1

klast Z(qy, ..., q,) = 0. V8ta 2 pak zni takto:

Véta 2'. Bud a FeSeni soustavy (36) a u kladné &islo. Pro kazdé x e K[a, u],u e K[a, ;L]
nech? je matice V(x) positivné definitni, matice S(x) positivné definitni symetrickd,
IB(x)|l < b°) a necht |v(x) — v{u)] < M, pro kazdé k = 1,...,n, j=1,...,n,
k < j. Potom existuji ¢isla A, K, q,0 < A £ u,0 < K.0 < g < 1 a unitdrni matice
U(x), Ze pro libovolné body y € K[a, 1], x;e K[a, 1], i = 1, 2, ..., v, plati nerovnost

1U=2(y) A(x,) A(xy) ... A(x,) U(y)l < Kq". Je-li bn°M, (1 + 1-%) < 1, bud v,
pFirozené &islo takové, %e plati '
(38) . n*Kq™ + bn°M, (1 + I—qu—q> <1
a xq€K[a, 1], pro néz .
A

Ixo — all <

2n3Kq + bn?M )" 1"

Posloupnost {x,},°, definovand vztahy (37) a (37') pak konverguje a je lim x, = a.
v—= oo

Pro chybu plati odhady:

(3%) a) S I:"SK‘IVO + bn’M, (1 + I—K:g;)] 01,
kde 6, = max 6, k=1,2,...;
i=(k—1)vo,....kvo—1
k
(38") b) rve = [n3Kq"° + bn’M, (1 + I—Kq—>:| O 5
. - q

kde 6, = max 0, k=1,2,....
%) B(x) = (S(x) — T(x) ™.
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