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éasopis pro péstovani matematiky, ro€. 86 (1961), Praha

K VYKLADU TEORIE PROSTORU S KONEXI

Avors Svec, Praha
(Doslo 16. Cervna 1960)

V préci je ukdzdno, Ze studium variet v prostoru s konexi je ekvivalentni
s jistou ¢asti studia variet v odpovidajicim rovném prostoru.

1. V3echny nasledujici ivahy je moZno provést pro prostor s libovolnou konexi,
abychom vSak méli konkrétni p¥iklad, budeme pracovat s prostorem s afinni konexi;
¢tendr si vysledky snadno pretransformuje na pfipad projektivni, euklidovské nebo
jiné konexe.

Definujme nejprve celkem obvyklym zpiisobem n-rozmérny prostor s afinni konext
o,: Bud déna n-rozm&rna oblast Q, parametrt (&) = (&%) = (£, ..., &), kazdému
bodu (¢) € 2, bud pfifazen lokalni centroafinni prostor 4,(¢) s centrem M(¢), jeZ mohu
ptimo ztotoZnit s bodem (¢); v kazdém lokalnim prostoru A,(¢) bud dale zvolena
lokélni base {M(¢);1(¢), .., I,(£)}. BudiZ dale déna soustava formalnich rovnic

(2) VM = o"l,, VI, =oll,,
kde

o =Tj()de?, o = I7(8)de;
w*, o? jsou libovolné Pfaffovy forr_ny, spliiujici podminku, Ze formy @, ..., @" jsou
linedrné nezavislé &ili '
(3) [w'...0"] *£0..
Geometrie prostoru &7, je dina soustavou afinit mezi jednotlivymi lok&lnimi prostory,.

pfifazenych obloukiim, spojujicim centra uvaZovanych lokalnich prostord. Tyto
afinity se konstruuji na zéklad& rovnic (2). Bud tedy dan oblouk y parametrickymi

rovnicemi
“ =i, t<ts

a necht spojuje body (1&%) = (£%(*1)) a (*¢%) = (&*(*1)); sestrojim jistou afinitu A, mezi
lokélnimi prostory 4,(*¢), 4,(*¢). Pomoci formélnich rovnic (2) mohu sestaviti sou-
stavu obyéejnych diferencialnich rovnic

N g
©®) = 1 (0) = Jas

aJ, de
dt "'rva(f(t)) dt Jﬁ
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a hledat jeji feSeni

(6) N =N(@t), J,=Jy)
v prostoru A,('¢), urené potateénimi podminkami
(7) N(t) = M(*¢), J(M) = L(9),

kde {M(1&);1,(*¢), ..., L(*€)} je pfedem zvolend base lokdlniho prostoru A,(*¢).
Afinita A”: A4,(1¢) > A,(*¢) pfifazuje potom bodu

X = N(*t) + x* J,(*)
prostoru 4,(1¢) bod

X' = M(E) + L%
prostoru 4,(%¢).

Rozvinutim y* oblouku y (4) do lokalniho prostoru 4,(?¢) rozumim pak oblouk y*,
jenZ vznika takto: Oznatme y,, 't < v < ?t, &st oblouku y mezi body &(z) a &(3t),
tj. oblouk &* = &%(t), v < t < %t; oblouk y* je pak tvofen body A, M(&(z)), 't <
< 7 < %t kde A, : 4,(&(v)) > A,(%¢) je afinita mezi lokalnimi prostory v koncovych
bodech oblouku y, a M((7)) je centrum lokalniho prostoru A,(&(z)).

Vzhledem k line4rni nezavislosti forem w* je kazdy diferencial d&# jejich linedrni
kombinaci, takZe jisté mohu psat

(8) [dwa] = [wﬂw;] + S;v[wpwq > S;v + S:ﬁ = p’
[dog] = [@jof] + Rigp[a’@’], Ry +-R5, =0.

Soustava funkci S, resp. Rj,; se ze znamych diivodi nazyva tensorem torse resp. kfi-
vosti prostoru 7,. :
Zakladnim pfedmétem studia lokalni diferencialni geometrie prostoru <7, je studium
vlastnosti variet do tohoto prostoru vnorenych resp. zjiStovani existence variet pfe-
.depsanych vlastnosti vdaném prostoru &,. Je-li dana v 7, varieta V,, mohu v kaZzdém
jejim bod& specialisovat lokalni repery tak, Ze {M; I, ..., I,} je basi te€ného prostoru
variety, takZe V, je ddna soustavou rovnic

) oMl =t =...=0"=0.

Vysetfovani variety V, se pak analyticky déje postupnym vné&j§im diferencovanim
systému (9) a jeho prodluZovanim. Uéelem tohoto &lanku neni viak konkrétni stu-
dium nékterych geometrickych objektd. Studium lokélnich vlastnosti variety V,
v nékterém jejim bodé M(é) spoliva ve vySetfovani vlastnosti soustavy rozvinuti
vSech obloukti, leZicich na V, a prochazejicich bodem M(é), do lokalniho prostoru
A,,(&). To, Ze na varieté ¥V, mohu uvaZovat jen jednoparametrické itvary a neustéle
mluvit o jejich rozvinuti do nékterého lokalniho prostoru, ¢ini vyjadfovani pomé&rné
t&Zkopadnym a v jisté mife nam nedovoluje jasny a jednoduchy geometricky pohled na

rve

studovany objekt. Podle mého soudu jsou tyto nedostatky hlavni pfi¢inou souéasného
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stavu, kdy naSe znalosti o varietach, vnofenych v prostory s konexi, jsou nesrovha-
telné mensi neZ o obdobnych varietdch, vnofenych do rovného prostoru. Ve své praci
[2] jsem se pokusil o geometrisaci studia variet v prostorech s konexi, kterd v pod-
staté vedla k ziskdni novych vlastnosti napf. ploch v trojrozmérnych prostoreéh s pro-
jektivni konexi, vychézel jsem vSak z klasické definice a chapani prostoru s konexi,
jak jsem je uvedl v pfedchozim. V dal§im se pokusim ukazati, Ze studium variety
v prostoru s konexi je moZno vhodné interpretovat jako ¢4st studia variety v rovném

prostoru.

2. Nasim tkolem budiZ tedy studium variety V, v afinnim prostoru 4,. V§imnéme si
nejprve podrobnéji analytického aparatu, ktery ndm umozni nasi praci. V prostoru A4,
nebo v jeho uréité oblasti, ktera nas zajima, budteZ zavedeny soufadnice — obecné
kiivodaré — (&) = (¢, ..., "), v kazdém bod& M prostoru 4, bud dale d4na soustava
basi {M;I,,...,1,}, jeZ zavisi na bodé M a na dal§ich tzv. sekundarnich neboli
vedlejsich parametrech ¢!, ..., t?; pfedpokladam-li, Ze viechny sekundarni parametry
jsou podstatné, je oviem q < n?, nebot obecny reper v bodé M € 4, je udan n? sou-
fadnicemi svych n vektor@. Je tedy celkem '

(10) M =M(E) = ME, ... &, I =I(E1) =1, ...t ..., 15
a zfejmé& dostavam rovnice
(11) dM = o%l,, dI, = dfl,,
kde
o =TI5d¢, wf =I,d8 + y5,d"; a=1,..,q;
vzhledem k tomu, Ze bod M probihd n-rozmérnou oblast ‘prostoru 4,, plati (3).

Vnéjsim diferenéova’u;im pfedchozich rovnic dostavam tzv. podminky integrability ve
tvaru
(12) [do®] = ['wf], [dwj] = [0jo]];
tyto rovnice oznadme souhrnné I. Mam-li nyni studovat varietu ¥,, vnofenou v 4,
pfifadim kaZdému jejimu bodu podsoustavu z uvaZovanych basi, pro niZ vektory
Iy, ..., I, jsou te¢né vektory variety V,. Varieta V, je pak d4na soustavou rovaic (9),
dalsi studium variety je zaloZeno na studiu této soustavy s uZitim podminek integrabi-
lity 1.

Necht v prostoru 4, je dana urcita varieta V,. Jeji vlastnosti mohu rozdélit do ti
skupin na

1° vlastnosti, jez mohu odvodit z rovnic (9) bez uZiti podminek integrability I;

2° vlastnosti, odvoditelné z rovnic (9) a 1, jeZ viak neni moZno odvodit pouze z (9);

3° specialni vlastnosti variety V,, neodvoditelné z rovnic (9) a 1.

Nyni budu fikat, Ze vlastnosti 1° jsou vlastnostmi variety V,, vnofené v prostor
s afinni konexi; vlastnosti 1° a 2° jsou vlastnostmi ¥,, vnofené v afinni prostor. V pri-
b&hu daliiho se ukaZe, Ze studium variety vnofené do prostoru s afinni konexi (jak
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bylo uvedeno v prvni &sti) je zaloZeno na témZ analytickém aparatu jako hledani
vlastnosti 1° variety v afinnim prostoru.

UvaZujme tedy afinni prostor 4,, v ka?dém jeho bod& bud dana soustava basi (jak
bylo popsano vyse), takZe plati rovnice (11); nepfedpokladejme viak platnost rovnic |
nebo 1épe Fedeno zakaZme jejich uZivani. Zakladnim lemmatem nasi celé teorie v tomto
pfipadé bude pak tvrzeni, Ze vnéjsi kvadratické formy

(13) & = [do] - [0’of], Qf = [dof] — [wjof]
jsou formami pouze v diferencidlech hlavnich parametri d€2, ..., d&" ¢&ili jsou tvaru
(14) @ = Sp,[f0], 9 = Ryyle’e’];

By> Rpys Jsou oviem funkcemi v &% 2%

Diikaz podava napf. E. CARTAN v [1] celkem neuspokojivym zplsobem uZivanim
nepiesnych infinitesimalnich tvah, o nichZ se sam vyjadfuje zna¢né kriticky. Zde po-
dam dikaz, zaloZeny na pfimém vypod&tu. V kazdém bodé prostoru 4, nebo jeho uva-
Zované oblasti bud zvolena urditd base {M;I,,...,I,},") takZe je M = M &),
I, = I(£). Potom jist& plati.rovnice

(19) CAM = oI, dl, = oll,,
o =T% de¥, of =TI%, de

a formy Q¥, Q. jsou jist& tvaru

(20) Q' =S5, [0 0], @ =R sp[e0’].

Nyni pro kazdou z pfedem uvaZovanych basi {M(¢); I,(¢, 1), ..., I,(¢, 1)} plati
(21) 16D = €6 1)

¢ili

(22) 1) = (6 D L& D),

kde

(23) =8, ek =5

a &b, ;1 jsou Kroneckerova delta (= 1 pro stejné a = 0 pro riizné indexy). Diferen-
covanim rovnice (23,) dostavam cf. dci’ + 2’ dcf, = 0 a po vynasobeni ¢ a vhod-
nych zménach indext, v nichZ se s¢itd, dostdvam koneéné

(24) def, = = d.cj. def .
Dosazenim (21) do (11) dostavam
dM = oL, , d& .1, + ¢ dI,. = olc51,. .

1) UZivdm oznaleni &arkovanych indexid z tensorového poétu, viz napf. SCHOUTENUV Ricci-
Calculus.
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&ili formy o°, wf se transformuji podle rovnic — jak plyne srovnanim s (19) —
(25) 0¥ = g'o", of =cdwl - cdd.
Dale je
@ = [do™] — [0 wj] = [d'@?] + & [dw*] -
— d'egci [oral] + ' [o"de ],

pomoci (23) se zjisti, Ze prvni a Etvrty ¢len maji nulovy soudet, takZe kone&né&
(26) Q=¥ &li QF = Q.
Je

2’
B’

+ il

[d03] - [og] = Tdchas] + chfact af] +
¢ cp[doz] — [defdey ] — ,cﬁ.cg c5 .y [wjws] +
+ el chwpdes] + cpcd i del wi] — chct[del det ] .
Pomoci rovnic (23) a (24) se snadno zjisti, Ze souget prvntho a sedmého resp. druhého
a Sestého resp. ¢tvrtého a osmého Elenu je nulovy, takZe dostavam
(27) R = ciep Gy Gl 05 = &0,
ProtoZe nyni Q*, Q5. jsou tvaru (20), dostavdm
(28) o = c:,s;i,,[wﬂ'zq?'l = c;,cg'c;"S;:g,[wﬂcoy],
Qf = cGch ) ey Ry 5ip[070],
coz dokazuje nase zdkladni lemma. Pro soustavu vybranych basi {M(¢); I,(¢, 1), ...,
.. I(&, 1)} plati tedy rovnice (11) a bez pouZiti podminek integrability I je moZno
n P y p y
dokézat, Ze plati i rovnice (8). Rovnice I'ndm oviem Fikaji, Ze
(29) By = Risp=0.

~ Studium vlastnosti 1° variety ¥, v prostoru 4, je tedy ekvivalentni se studiem vlast-
nosti variety V, v prostoru s afinni konexi &, nebot k obojimu uZivam téhoz analytic-
kého aparatu, vychéazejiciho z rovnic (2) resp. (11), (8) a (9).

Pfi pfechodu od jedné soustavy basi {M;I,(¢, 1),...,I(& 1)} k jiné soustavé
{M;1,.(& 1), ..., I,(& t')}, jeZ jsou spojeny vztahy
(30) L, =c%I, &li I,=¢1,,
ukazuje vypodet, totoZny s diikazem zakladniho lemmatu, Ze z platnosti rovnic (11),
(19) plynou pro formy (13) rovnice (27) a tedy
(31) = Cheh By, Ry =l el gy

Tyto rovnice nas opraviiuji fikati, Ze soustava funkci S}, resp. Rj,, je tensorem torse
resp. kFivosti uvaZovaného prostoru. Rovnice 1 jsou pak ekvivalentni s tvrzenim, Ze
torse a k¥ivost prostoru A4, je nulova, &ili Ze plati rovnice (29).
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- 3. V pfedchozim jsem tedy ukézal, Ze studium variety V, v prostoru s afinni konexi
je mo#no interpretovat jako studium variety V, v afinnim prostoru A4,, zde pou¥ivam
téhoZ analytického aparatu a postﬁpu, na ktery jsme zvykli pfi uZivani Cartanovych
metod, pouze podminky integrability | jsou nahrazeny rovnicemi struktury (8). Na
zaklad€ tohoto postupu mohu snadno studovat i existenéni otazky pro specialni
typy variet s pfedem predepsanymi vlastnostmi.

Jestlize chci studovat pouze vlastnosti variety V, v &/, a nemam zijem o feSeni
existen¢nich otdzek, je moZno postupovat zpisobem, ktery se mi zd4 podetné& vyhod-

wivr

n&j$im. Bud v A, dana varieta V, a zkoumejme jeji vlastnosti, uvedené v 1°. Kazdému
jejimu bodu M = M(¢) pfitadim jisty lokalni reper {M(£); I,(¢), ..., I(¢)} tak, aby
{M(&); 1,(&), ..., I,(£)} byla basi tecného prostoru variety ¥, v bod& M(£). Systém
diferencidlnich rovnic, urdujicich varietu V,, jest tedy

(32) dM =r;dé.1,, dI,=TI%d& .1,
(¢ By.c.=1,..,m; a,b,...=1,..,7);

jeho podminek integrability nebudu v dal§im uZivat. Pfechod k jinym lok4lnim repe-
rim tychZ vlastnosti se uskutedni pomoci rovnic

(33) M=M, I,=d¢1,,
kde
6 =0 pro a=1,\.,r; A =r+1,..,n; det|c”] £ 0;
resp.
(34) M =M, I, =d1,,
kde -
64,=0 pro @’ =1,..,r; A=r+1,..,n; % =5°.
P¥i uziti (33) a (34) a soudasné zméng& parametri
(35) éa — Ea(éa') resp. éa' = éa’(éa)

jsou rovnice (32) nahrazeny rovnicemi '
(36) dM = Iy d& .1, dl,. =TI%,.de .1, ;

po snadném vypottu, sestavajicim pouze z dosazeni (33) do (32), vychazi

(37) Iy =oi A4 I;, It =dabAslt, — o% 8,0,
kde
of
38 O f = =, A% =0,&.
(8 2w A
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