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Vyddvd Matematicky Gstav CSAV, Praha

SVAZEK 83 * PRAHA, 20.V. 1958 * CfSLOI

ZUR THEORIE DER GRAPHEN

KAREL CULIK, Brno
(Eingelangt am 25. VIII. 1956)

Die Theorie der Graphen, die in der Monographie von D. KoON1a
[5] enthalten ist, ist mit den modernen algebraischen Theorien nicht
gleichwertig. Ihre Reichhaltigkeit ist durch die Mannigfaltigkeit
der untersuchten Eigenschaften der Graphen bewirkt. Die Definition
des Graphen als einer Menge, auf der eine binére Relation definiert ist
(siehe z. B. R. D. Luce: Networks satisfying minimality conditions,
Amer. Jour. Math. 75 (1953), 825—838 oder P. TuriAx [12], O. OrE
[10] u. a.), ermoglicht auf einfache und natiirliche Weise nicht nur
die bekannten Grundbegriffe der Graphentheorie (Teilgraph, Isomor-
phismus, Summe und Zusammenhang), aber auch die tibriggebliebe-
nen Grundbegriffe einer algebraischen Theorie (Homomorphismus,
Einfachheit, direktes Produkt, Faktorgraph u. a.) einzufiithren. Da-
durch wird die Theorie der Graphen in die modernen algebraischen
Theorien eingereiht. Z. B. die Theorie der nichtgerichteten Graphen
wird als eine beigeordnete Theorie den Theorien der verschiedenartig
geordneten Mengen gleichgestellt. Die erste kann als die Theorie der
Mengen mit symmetrischer und die anderen als die Theorien der
Mengen mit transitiven Relationen betrachtet werden. Alle diese
Theorien sind der Theorie der (allgemeinen) Graphen untergeordnet,
die sich in einigen Punkten (Einfachheit, direktes Produkt) von der
Theorie der Relationen unterscheidet, wie diese in der mathemarti-
schen Logik gebildet wurde (siehe A. MosTowskl [6] bzw. A.
Tarski [11]).

In folgenden Abschnitten werden algebraische Grundbegriffe der

(allgemeinen) Graphentheorie (analogisch z. B. zur Gruppentheorie)
eingefiihrt. Zwischen diesen Grundbegriffen werden einige Bezie-
hungen abgeleitet. Durch Spezialisierung der Graphenbedingungen
entstehen einige neue Grundbegriffe (Homomorphismus, Einfach-
heit u. a.) und S&tze der Theorie der quasi- bzw. auch der teilweise-
geordneten Mengen und der anderen #hnlichen Gebilde (vgl. G.
Brrrmorr [1], M. RicEarRDSON [8], R. D. LUuck u. a.).

DT:513.19
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Einleitung

Die zahlreichen Fragen iiber Graphen, Konfigurationen, endliche Geometrien,
iiber die Mengen mit spezieller Relation und die verschiedenartigen Fragen
kombinatorischen Charakters, die heute in gewissem Masse getrennt unter-
sucht werden, lassen sich mindestens in den Hauptrichtungen mit Hilfe der
algebraischen Methoden beschreiben und durch die Theorie der Mengen mit
einer bindren Relation vereinigen.

Die wichtigsten der bekannten Eigenschaften der binéren Relation sind die
Reflexivitit, die Symmetrie und die Transitivitit, die wir mit den Anfangs-
buchstaben R-, S- und T- bezeichnen werden. Von diesen Eigenschaften sind
durch verschiedenartige Abidnderungen weitere Eigenschaften der Relationen
gebildet worden, z. B. die Areflexivitit — aR (siehe auch die Irreflexivitét
bei M. RICHARDSON [9]), Antisymmetrie — antiS, Asymmetrie — a$ (siche M.
Richardson [8]) und andere (siche G. BIRKEOFF [1]). Am hiufigsten studiert
wurden die Mengen mit RT-Relationen, etwa noch mit weiteren Eigenschaften,
denen auch die Monographie von G. Birkhoff [1] gewidmet ist. Fiir das Studium
der nichtgerichteten Graphen, der Konfigurationen und der verschieden-
artigen Fragen der kombinatorischen Geometrie und Topologie sind die S-Re-
lationen wichtig. Vor allem ist die Inzidenz eine S-Relation, die in der Geo-
metrie, entweder als RS-Relation (siehe S. GorN: On incidence geometry, Bull.
Amer. Math. Soc. 46 (1940)), oder als aRS-Relation (siehe D. HILBERT: Grund-
lagen der Geometrie, 7. Aufl.) auftreten kann. Von speziellen Gesichtspunkten
aus wurden auch allgemeinere Relationen, bzw. Mengen mit diesen Relationen
untersucht (siehe z. B. die Disjunktion und die Polaritit bei G. Birkhoff [1],
allgemeine aR-Relation bei M. Richardson [9] bzw. schon bei J. v. NEUMANN-
O.MomeENSTERN: Theory of games and economic behavior, allgemeine R-Relation
bei M. M. Day: Arithmetic of ordered systems, Trans. Amer. Math. Soc. 58
(1945), 1—43 und hauptsichlich die ,,gerichteten‘* Graphen bei O. OrE [10]).

Zum Unterschied von der Theorie der Relationen der mathematischen Logik
interessieren uns die Beschreibung, die Eigenschaften und die Beziehungen
~ zwischen den Mengen selbst (auf denen eine binire Relation definiert ist),
obwohl der Zusammenhang zwischen der Theorie der Mengen mit Relation und
Theorie der Relationen (mit ihren Feldern) selbst natiirlich sehr eng sein
muss. Den Begriff der Relation halten wir hier fiir keinen Grundbegriff.

Eine binidre Relation g, die auf der Menge F + ¢ definiert ist, ist eine Teil-
menge des kartesischen Produktes F X F,also o c F X F.Dan kann man iiber
die charakteristische Funktion f der Relation ¢ (beziiglich F X F) sprechen.
Be gilt also (z,y)ep<>zoy<flz,y] = 1. Weiter werden wir diese
bequemere und mehr iibersichtlichere Funktionausdrucksweise zur Be-
schreibung der Relation auf der gegebenen Menge beniitzen. Wir wollen
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auch nicht zwischen der charakteristischen Funktion einer Relation und der
Relation selbst (auf gegebener Menge) unterscheiden. Mit dem Symbol F(f)
bezeichnen wir also die Menge F, auf der eine Relation (bzw. ihre charakte- .
ristische Funktion) f definiert ist. Es ist klar, dass das Feld der Relation
f (siehe A. MosTowskKI [6], S. 130) nur eine Teilmenge der Menge F ist. Zum
Wortausdruck des Umstandes f[z, y] = 1 wollen wir sagen ,,x bindet y* (statt
der Benennung ,,dominates’, die bei M. Richardson [9] beniitzt wird und in
der man mehr transitive und asymmetrische Bedeutung fiihlt).

1. Begriff des Graphen

Unter einem Graphen F(f) verstehen wir eine nichtleere Menge F mit einer
bindren Relation (bzw. mit ihrer charakteristischen Funktion) f. Wir sagen,
dass auf der Menge F ein Graph F(f) mit der Relation f definiert wird. Die leere
Menge ¢ nennen wir den leeren Graphen. Soweit nichts anders gesagt wird,
versteht man unter einem Graphen immer einen nichtleeren Graphen. Die
Machtigkeit kard F der Menge F heisst die Mdchtigkeit des Graphen F(f).

Ein Graph mit einer S- bzw. mit einet antiS-Relation heisst ein nichige-
richteter bzw. gerichterer Graph (zum Unterschied von O. Ore [10], der unter ei-
nem gerichteten Graphen unseren allgemeinen Graphen versteht). Ein Graph
mit RT-Relation bzw. mit aS-Relation heisst quasi- bzw. schwach-geordnete
Menge. Ein Graph mit R antiST-Relation bzw. mit aST-Relation ist eine
teilweise geordnete Menge im Sinne G. Birkhoff’s bzw. B. DusaNIK’S und E.
W. MizLer's. Ein Graph mit aR-Relation wird bei D. K6N16 [5] als ein Graph
im engeren Sinne bezeichnet u. s. w.

Die Elemente der Menge F des Graphen F(f) heissen Knoten des Graphen
F(f). Ein geordnetes Paar (z, y), # & y bzw. = y, der Knoten aus F(f), von
denen der erste Knoten 2 den zweiten y in F(f) bindet, d. h. es gilt flz,y] =1,
heisst eine Kante bzw. eine Schlinge des Graphen F(f). In unserer Auffassung
des Graphenbegriffes sind beide Begriffe die der Kante und die der Schlinge
entbehrlich, weil sie nicht mehr in die Grungbegriffe der Graphentheorie
fallen. Diese Vereinfachung (siehe auch z. B. G. A. Drrac: The structure of
k-chromatic graphs, Fund. Math. 40 (1953), P. TurAx [12], O. Ore [10], u. a.)
bedeutet aber, dass man sich nur auf Graphen in der Auffassung von D. Konig
beschrinkt, die folgende. Bedingung erfilllen miissen: zu jedem geordneten
Paare der Knoten z,y gibt es hochstens eine Kante oder Schlinge (z,y). Man
sieht aber sofort, dass die iibriggeblieben ,,Konigschen‘* Graphen mit Hilfe
der oben definierten Graphen auch beschrieben werden koénnen und zwar
so, dass jeder Kante und jeder Schlinge eines geeignet gewihlten Graphen eine
geeignete Michtigkeit (wie die Multiplizitat dieser Kante bzw. Schlinge)
zugeordnet wird.
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- Ein Knoten = des Graphen F(f) heisst isoliert, wenn flz, y] = fly, 2] = 0
fiir jeden y e F, y + =, gilt. Es gibt also zwei Arten von isolierten Knoten,
u. zw. isolierte Knoten x mit Schlinge (tir f[z, ] = 1) und isolierte Knoten ohne
Schlinge (fir f[z, 2] = 0). Den Graphen, der keine isolierten Knoten enthilt,
bezeichnen wir als den Konigschen Graphent). Endlich wollen wir die Graphen,
deren Michtigkeit gleich 1 ist, und den leeren Graphen, ¢riviale Graphen nen-
nen. Der triviale Graph, der einen einzigen Knoten mit Schlinge enthalt,
heisst Einselgraph. .

Es sei a ein Knoten des Graphen F(f). Die Menge L(a) bzw. R(a) aller Kno-
ten x + a, fir die f[z,a] = 1 bzw. f[a,z] = 1, nennen wir die linke bzw.
rechte Umgebung des Knoten ¢ in F(f) und die Machtigkeit kard L(a) bzw.
kard R(a) nennen wir den linken bzw. rechten Grad dieses Knoten in F(f).
Die Vereinigung L(4) u R(A) heisst die Umgebung und die Summe kard L(a) +
+ kard R(a) heisst der Grad des Knoten @ in F(f). Bei den nichtgerichteten
Graphen ist es iiblich nur die Halfte dieses Grades als den Grad des Knoten
zu betrachten. Ahnliche Begriffe kann man auch allgemein fiir jede Teilmenge
A c F einfiithren (vgl. O. Ore [10]).

1.1. Definition. Eine Abbildung ¢ eines Graphen F(f) auf einen Graphen
G(9), die die Bedingung

z,y e F = glo(x), p(y)] = fl=, y] (1)

erfullt, heisst ein Homomorphismus.2) Der Graph F(f) bzw. G(g) heisst das
homomorphe Vorbild bzw. Bild des Graphen G(g) bzw. F(f) in der Abbildung
@, was man mit F(f)— G(g) bezeichnet. Wenn die Abbildung ¢ schlicht ist, so
heisst sie Isomorphismus und man schreibt F(f) —— G(g).

Die Relation — ist reflexiv und transitiv und die Relation «<— ist eine

Aquivalenzrelation, sodass wir iiber Klassen der paarweise isomorphen Graphen
sprechen kénnen.

Zwei Graphen F(f) und F(f*) nennen wir zueinander komplementir, wenn
fiir ihre Relationen f[z, y] + f*[x, y] fiir alle z, y ¢ F gilt. Den Graphen, in dem
jeder Knoten z jeden anderen Knoten y, ¥ + x bindet, nennen wir vollstindig

und seinen komplementiren Graphen frei. Der Graph F(f) heisst der konverse

Graph zu F(f), wenn seine Relation folgendermassen definiert ist: flz, y] =
= fly, «] fur alle z, y € F.3)

') Diese Bedingung driickt den Inhalt des einzigen Konigschen Axioms (siehe D. Ko6nig -
[5], S. 2) aus. Im Falle eines ,,K6nigschen Graphen‘‘ F(f) ist die Menge F mit dem Feld
der Relation f identisch (siehe A. Mostowski [6], S. 130).

_ %) Dieser Homomorphismus ist stirker als der bei A. Mostowski [6], S. 197 und auch als
der ibliche Homomorphismus in der Algebra.

) Uber weitere Eigenschaften der komplementiren und konversen Graphen siehe
A. Mostowski [6], S. 97, 119 u. f. Im Falle einer teilweise geordneten Menge wurde von
G. Birkhoff [1], S. 19 der konverse Graph dualer Graph benannt.
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Durch eine Realisation des Graphen F(f) verstehen wir jeden Graphen
G(g), der isomorph mit F(f) ist und dessen Knoten und auch dessen Relation
in irgendeiner speziellen Weise gegeben sind. Zur Veranschaulichung der
Graphen, die genug kleine Michtigkeit haben, dienen uns die iiblichen Ebene-
realisationen.t) .

Bei den endlichen Graphen fithrt uns der Begriff der Inzidenzmatrix des
Graphen zu einer niitzlichen Representation. Die Relation f des Graphen F(f),
kard F = n (wo n eine natiirliche Zahl ist), ist ndmlich durch eine n-reihige
Quadratmatrix A™ = ||a;|, wo a;; = f[z;, %;], z;, ;¢ F, fiiralle 4, = 1,2, ...,
..., 7, bestimmt. Jede solche Matrix heisst die Inzidenzmatriz des Graphen
F(f). Jede Quadratmatrix A™ = |ja;||, die nur von Nullen und Einsern ge-
bildet ist, ist also eine Representation eines endlichen Graphen F(f), dessen
jeder Knoten gerade einer Reihe und zugleich der gleichnamigen Spalte ent-
spricht, sodass die Relation f durch Beziehung f[z;, ;] = a,; bestimmt ist.
Jede zwei Inzidenzmatrizen desselben Graphen unterscheiden sich nur in der
Anordnung ihrer Reihen und Spalten, aber in solcher Weise, dass bei dem
Wechsel der i-ten mit der j-ten Reihe zugleich auch die i-te mit “der j-ten
Spalte umgewechselt werden muss und umgekehrt. Zwei Matrizen 4™, B™),
deren eine aus der anderen durch vorige Abdnderung gebildet werden kann,
heissen vollstindig dquivalent und man schreibt 4™ = BM.

Es ist klar, dass die Inzidenzmatrizen der isomorphen endlichen Graphen
vollsténdig &dquivalent sind, sodass den Klassen isomorpher Graphen die
Klassen vollstindig dquivalenter Inzidenzmatrizen eindeutig entsprechen.
Die Anzahl der nichtisomorphen endlichen Graphen kann mit Hilfe der ent-
sprechen den Inzidenzmatrizen bestimmt werden. An der Inzidenzmatrix kann
man leicht erkennen, welche Eigenschaften die Relation des entsprechenden
Graphen besitzt.

1.2. Satz. Bezeichnet X- eine der Eigenschaften R-, aR-, S-, aS-, T- der Re-
lation, so ist ein homomorphes Bild und Vorbild eines X-Graphen wieder ein
X-Graph. Ein homomorphes Bild eines antiS-Graphen ist auch ein antiS-Graph.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus 1.1.

Es ist klar, dass ein homomorphes Vorbild eines antiS-Graphen kein antiS-
Graph sein muss. Aus 1.2 folgt, dass ein homomorphes Bild und Vorbild eines
nichtgerichteten Graphen wieder ein nichtgerichteter Graph ist und dasselbe
gilt auch fiir die quasi- und schwach-geordneten Mengen. Betrachten wir die

4) Fir verschiedene Knoten z,y wihlen wir verschiedene Punkte der Ebene; zwei
Punkte verbindet man mit einem einfachen Jordanschen Bogen dann und nur dann,
wenn fir die entsprechenden Knoten 2, y die Behauptung entweder z bindet y oder
y bindet z gilt. Im ersten Falle bezeichnen wir den Bogen (in seiner Mitte) mit einem
Pfeil, der von z nach y gerichtet ist und umgekehrt im zweiten Falle. Wenn beide Félle
zusammenzutreffen, lassen wir den Bogen ohne Pfeil.
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teilweise Ordnung als eine aST-Relation, so gilt die vorige Behauptung auch

fiir die teilweise-geordneten Mengen (anderenfalls gilt sie nur iiber die homo-
-morphen Bilder).

1.3. Definition. Bin Graph G(g) heisst Teilgraph (oder Subgraph) des Graphen
F(f), wenn er die Bedingungen

GcF und z,9ye¢G= gz, y] = flz, y] (2)

erfallt. Der Teilgraph G(g) heisst sait, wenn in (2) stets das Qleichheitszeichen
gilt. )

Durch jede Untermenge der Knoten eines gegebenen Graphen wird ein
einziger satter Teilgraph, aber im allgemeinen mehrere Teilgraphen bestimms,
wobei die gewiihite Untermenge die Menge aller seiner Knoten ist. Eine In-
zidenzmatrix des satten Teilgraphen ist vollstindig dquivalent mit einer
bestimmten Submatrix der Inzidenzmatrix des gegebenen (endlichen) Gra-
phen. Im Falle einer nichtsatten Teilgraphen (mit denselben Knoten) muss

man in dieser Submatrix einige Einser durch Nullen ersetzen, um eine Inzidenz-
matrix des betreffenden Teilgraphen zu bilden.

Man kann annehmen, dass der leere Graph ein Teilgraph jedes Graphen ist.
Das System aller satten Teilgraphen eines gegebenen Graphen bildet eine
Boolesche Algebra mit Verbandsordnung ,.ein satter Teilgraph sein®, die
isomorph mit der Algebra aller Untermengen einer Menge ist. Das System
aller Teilgraphen mit Verbandsordnung ,.ein Teilgraph sein< bildet auch eine
Boolesche Algebra, die die vorige als eine Subalgebra enthalt.’) Die Boolesche
" Algebra aller Teilgraphen des Graphen F(f) enthilt die Boolesche Subalgebra
aller Teilgraphen der Form F(g), die im Falle ,dass F(f) ein vollstandiger Graph
mit R-Relation ist, mit der ,,proper relation algebra* (siehe A. TARSKI [11])
identisch ist. Damit ist der Zusammenhang zwischen der Theorie der Graphen
und der Theorie der biniren Relationen beschrieben. !

2. Einfachheit

Unter einer Zerlegung ' eines Graphen F(f) verstehen wir immer eine Zer-
legung auf der Menge aller seiner Knoten.®)

5) Beim Supremum bzw. Infimum bildet man neben der mengentheoretischen Verei-
nigung bzw. des Durchschnittes der zugegérigen Mengen von Knoten noch die kleinste
Erweiterung bzw. die grosste Parti ion der zugehdrigen charakteristischen Funk-
tionen (der Relationen) der betreffenden Teilgraphen (siehe A. A. MosTovski- K. Ku-
RATOWSKI [7], S. 58).

¢) Die Bezeichnungen und die Terminologie aus der Theorie der Zerlegungen auf der
Menge beniitzen wir nach O. Bortvra [2].
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Wenn der Graph G(g) das homomorphe Bild des Graphen F(f) im Homo-
morphismus g ist, so wird die sogenannte erzeugende Zerlegung F des Graphen
F(f) durch folgende Aquivalenz

z,yeF = {x ~y<=o9) =qy)} (3)

definiert. Auf jedem (nichtleeren) Graphen existiert mindestens eine erzeu-
gende Zerlegung, namlich die Minimalzerlegung (d h. die Zerlegung F, fiir
die z e F = {z} ¢ F gilt).

2.1. Satz. Eine Zerlegung F des Graphen F(f) ist dann und nur dann seine
erzeugende Zerlegung, wenn folgende Bedingung erfullt ist:

X,Y ¢ F = fz, y] = Konst fiir jedes ze¢ X,ye Y . (4)

Beweis. Die Notwendigkeit der- Bedingung (4) folgt unmittelbar aus (3)
und (1). Sei also eine Zerlegung ¥ des Graphen F(f) gegeben die die Bed.mgung
(4) erfiillt. Auf dieser Zerlegung kann man einen Graphen F(f) folgendermassen
definieren '

X, YeF=fX,Y]=flx,y] wo zeX,yeY. - (5)

Wir definieren nun die Abblldung @ der Menge F auf die Menge ¥ durch die
Beziehung

reX,XeF=>9gx)=X, dh zecp). (6)

Dann gilt offenbar f[qa(;'c), py)] = ?[X , Y] = flz, y] fur alle. z, y e F', sodass
nach (1) die Abbildung ¢ ein Homomorphismus ist. '

Den Graphen F(f), der auf der erzeugenden Zerlegung F des Graphen F(f)
durch die Bedingung (5) deﬁmert ist, nennen wir den Faktorgraphen des
Graphen F(f).

2.2. Folgerung. Ein Graph ist das homomorphe Vorbild jedes seiner Falktor-
graphen und jedes homomorphe Bild eines Graphen ist mat einem seiner Faktor-
graphen tsomorph.

Beweis. Im ersten Teil wird der gesuchte Homomorphismus durch die
Bedingung (6) definiert und im zweiten Teil wird der gesuchte Faktorgraph
auf der Zerlegung (3) definiert.

Aus 2.2 folgt, dass es bei der Untersuchung der homomorphen Bilder eines
Graphen geniigt, sich auf seine Faktorgraphen zu beschrinken. Zur Beschrei-
bung dieser Faktorgraphen kann man die spezialen Homomorphismen (6)
‘ausniitzen. :

Ein Graph heisst einfach, wenn auf ihm nur elne einzige erzeugende Zer-
legung definiert werden kann.
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2.3. Satz. Der Graph F(f) ist dann und nur dann einfach, wenn folgende Be-
dingung erfullt wird:

x,yeF,xz + y = es existiert ein solbher ze F, der mindestens (7
eine der Ungleichheiten [z, 2] + [y, 2], flz, #] + flz, y] erfullt.

Beweis. I. Sei F(f) ein einfacher Graph und sei weiter vorausgesetzt, dass
(7) nicht erfiillt ist, d. h. es existieren z, y € F, x + ¥, sodass f[z, 2] = f[¥, 2]
und auch f[z, 2] = f[z, y] fiir jeden Knoten z ¢ F gilt. Dann ist die Zerlegung
F, die aus der Minimalzerlegung so gebildet ist, dass man die Elemente {x},
{y} vereinigt und alle iibrigen Elemente ohne Anderung bleiben, offenbar

erzeugend und verschieden von der Minimalzerlegung, was aber der Einfach-
heit des Graphen F(f) widerspricht.

II. Sei nun umgekehrt die Bedingung (7) fiir den Graphen F/( f) erfiillt und
sel weiter vorausgesetzt, dass F(f) nicht einfach ist, d. h. dass mindestens eine
erzeugende Zerlegung F des Graphen F(f) existiert, die folgende Eigenschaft
hat: es existiert M ¢ F der Michtigkeit kard M = 2. Dann existieren also

z,yeM, x + y, fur die (beziiglich des entsprechenden Faktorgraphen F(f)

nach (5) die Gleichheiten [z, z] = f[M, Z] = fly, 2] und f[z, z] = f[Z, M] =

= f[z, y] fiir alle z ¢ Z und jede Z ¢ F gelten, was in Widerspruch mit (7) ist.
Fiir einen endlichen Graphen folgt aus der Bedingung (7), dass er dann und

nur dann einfach ist, wenn seine Inzidenzmatrix folgende Eigenschaft besitzt:

die i-te und j-te Reihe bzw. Spalte, i + §, sind gleich = die i-te und (7"

j-te Spalte bzw. Reihe sind wverschieden (im Sinne der Matrizen-
gleichheit).

Der vollsténdige Graph mit R-Relation ist offenbar dann und nur dann
einfach, wenn er ein Einselgraph ist, wahrend der vollstandige Graph mit
aR-Relation immer einfach ist. Bei den freien Graphen ist das umgekehrt.

2.4. Satz. Ein Faktorgraph f(}) des Graphen F(f) ist dann und nur dann

einfach, wenn die Zerlegung F die kleinste Deckung des Systems aller erzeugengen
Zerlegungen des Graphen F(f) ist.

Beweis. 1. Es sei F(f) ein einfacher Faktorgraph und F (]‘1) ein beliebiger
Faktorgraph des Graphen F(f). Es sei nun Y ¢ F, und es sei weiter vorausge-
setzt, dass mindestens zwei solche Elemente der Zerlegung F, und zwar
X', X"eF, X' + X', existieren, dass X' n Y + ¢ + X" n Y gilt. Es gllffz
also auch Knoten 2’ e X" n Y, 2"¢ X" n Y, 2’ &+ z’, und zu jedem X e F
kann man ein Z ¢ F, finden, sodass ein Knoten ze¢ X n Z existiert. Dann aber

git nach (5) X', X] = flz’,2] = Y, 2] = fz', 2] = /IX", X] und
fIX, X'] = f[X, X"] fiir jedes Element X ¢ F, sodass nach 2.3 der Faktor-
graph F(f) nicht einfach sein kann, was ein Widerspruch ist. Es muss also zu
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jedem Y e F; gerade ein Element X ¢ F der Eigenschaft X n Y + 0 existieren
und fiir dieses gilt dann X c ¥. Damit wird gezeigt, dass F eine Deckung der
Zerlegung F, ist und weil F' selbst eine erzeugende Zerlegung ist,ist sie auch
das Supremum des Systems aller erzeugenden Zerlegungen. Daraus folgt nach
einem Satze von O. Bortivka [2], S. 18, dass ¥ die kleinste Deckung des be-
treffenden Systems ist.

II. Es sei nun umgekehrt ¥ die kleinste Deckung des Systems aller erzeu-
genden Zerlegungen des Graphen F(f). Aus der Konstruktion der kleinsten
Deckung eines Systems (siehe O. Bortivka [2], S. 16) geht unmittelbar hervor,
dass F wieder eine erzeugende Zerlegung ist. Wenn wir nun voraussetzen, dass
F(f) nicht einfach ist, d. h. dass nach (7) zwei solche Elemente X', X" ¢ 7,
X’ + X”, existieren, dass f[X'. X] = f[X", X] und zugleich f[X, X'] = f[X, X"]
fiir jedes X e F gilt, kann man aus der Zerlegung F eine neue Zerlegung F, fol-
gendermassen konstruieren: F, = E{X eF, X' + X + X"} v {(X' u X")}.

X

Die Zerlegung F, ist wieder erzeugend, aber F ist keine Deckung derselben,
was ein Widerspruch ist.

2.5. Folgerung. Jeder Grdph F(f) besttzt einen einzigen einfachen Faktor-
graphen. Die entsprechende erzeugende Zerlegung ist durch folgende Agquivalenz
bestimmi, . '

x ~y<flx,2] = fly,z], wobei gleichzeitig f[z, ] = f[z, y] (8)
fiir jeden z e F' gilt.

2.6. Folgerung. Der einfache Faktorgraph ist das homomorphe Bild jedes
Faktorgraphen des gegebenen Graphen.

2.7. Satz. Jeder Graph ist das homomorphe Vorbild eines einzigen (bis auf die
Isomorphismen) einfachen Graphen.

Beweis. Der Satz folgt aus 2.2 und 2.5.

Im Sinne des Satzes 2.7 konnen wir sagen, dass jedem Graphen F(f) sein
einfacher Graph zugehort. Nach 2.5 ist es moglich, einen einfachen Faktor-

graphen F(f) fiir diesen zu wihlen und jedem Knoten X, ¢ F' desselben die .
Machtigkeit kard X, = «, zuzuordnen. Das System (nicht die Menge) {«,}
te I, aller dieser Méchtigkeiten mit der Zuordnung derselben zu den Knoten
eines beliebigen seiner einfachen Graphen (die Zuordnung wird durch beliebige
Isomorphismen unter den einfachen Graphen des gegebenen Graphen ver-
mittelt) heisst die homomorphe Charakteristik des Graphen F(f).

Es sei nun ein einfacher Graph G(g) gegeben und es seien Knoten y, € G,
ve I, irgendwelche Michtigkeiten «, zugeordnet. Man kann nun leicht den
Graphen F(f) mit dieser homomorphen Charakteristik konstruieren. Zu die-
sem Zwecke, geniigt es ein System der paarweise disjunkten Mengen Z,,
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kard Z, = «,, fiir jedes ¢ ¢ I zu wihlen und den Graphen F(f) folgendermassen
zu definieren: F = U Z, und z e Z,, y € Z, = f[z, y] = g[z,, 2,]. Dann ist das

el
System der Mengen Z, eine erzeugende Zerlegung F des Graphen F(f) und
zwar gerade die, die durch die Aquivalenz (8) bestimmt wird. Der entspre-
chende Faktorgraph F(f) ist offenbar einfach und mit G(g) in verlangter

Weise isomorph, sodass F(f) die vorher gegebene homomorphe Charakteristik
besitzt. :

In shnlicher Weise kann man auch homomorphe Vorbilder eines beliegigen
{nicht nur einfachen) Graphen konstruieren.

2.8. Satz. Es sei {«,} bzw. {f,} die homomorphe Charakteristik des Graphen
F(f) bzw. Q(g). Dann gilt: der Graph G(g) ist ein homomorphes Bild des Graphen
F(f) dann und nur dann, wenn folgende Bedingung erfullt vst:

den Graphen F(f), G(g) gehort derselbe einfache Graph H(h) zuw, zw ]
dessen Knoten z,e¢ H die Machtigkeiten «,, f, so zugeordnet werden (9)
konnen, dass die Ungleichheit «, = B, fir alle ¢ gilt. J

Beweis. I. Es sei vor allem F(f)—~ G(g). Ist H(k) der einfache Graph des
Graphen G(g), so folgt aus der Transitivitit des Homomorphismus und aus 2.7,
dass H(k) der einfache Graph auch des Graphen F(f) ist. Ist nun H(h) der ein-
fache Graph, der dem Graphen F(f) zugehért, so gilt F(f)— H(h) und nach
2.2 gibt es solche Faktorgraphen F,(f,), F,(f,) des Graphen F(f), dass #y(f,) <
« H(h) und Fy(f,) < G(g) gilt. Aber F,(f,) ist einfach, sodass aus 2.6 die
Beziehung F,(f,) - Fy(f;) oder G(g)—~ H(h) folgt und dann muss nach 2.7
der einfache Graph H(k) auch dem Graphen G(g) zugehéren. Damit ist also
gezeigt, dass der gemeinsame einfache Graph H(h) der beiden Graphen F(f)
und G(g) existiert, auf dessen Knoten z, ¢ H die Michtigkeiten «, und B,
(durch entsprechende Isomorphismen) bezogen werden. Es gilt also F(f)— .
— Q(9), G(g)—~ H(h) und ¢,y seien die entsprechenden Homomorphismen.
Dann ist auch y = yg ein Homomorphismus, der F(f) auf H(h) abbildet. Die
angefiilhrten Homomorphismen bestimmen durch die Aquivalenz (3) ent-
sprechende erzeugende Zerlegungen, deren Elemente von folgender Gestalt
sind: ¥, = 13 {ye@, yly) =2,2 eH}und X, = ]:.;{xeF, 1) =2,2 € H} =

=E{ZeF, ) =1y,yeY,}. Die betreffenden Zerlegung sind nach 2.5 ge-
x

rade die, die durch die Aquiva.lenz (8) bestimmt werden, sodass kard X, =

=, kard Y, = #,. Aus der Gestalt der Elementen X, folgt, dass x, = B,
fiir jedes ¢ gilt.

II. Erfiilllen nun beide Graphen F(f) und G(g) die Bedingung (9) und be-
zeichnen wir mit X, bzw. ¥, die Mengen aller Knoten des Graphen F(f) bzw.
G(g), die auf denselben Knoten z, ¢ H des Graphen H(k) abgebildet werden,
so folgt unmittelbar aus (9) und (4), dass jedes X, auf ¥, abgebildet werden
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kann und dass die dadurch definierte Abbildung des Graphen F(f) auf den
Graphen G(g) ein Homomorphismus ist.

2.9. Folgerung. Zu allen homomorphen Vorbildern und auch Bilderndes ge-
gebenen Graphen gehort ein einziger (bis auf Isomorphismen) einfacher Graph.

2.10. Satz. Es sei F(f)— G(g) und seien {«,} und {B,} die homomorphen Cha-
rakteristiken der Graphen F(f) und G(g), die die Bedingung (9) erfillen. Dann
gilt:

&y

B.
) die Machtigkeit des Systems aller Unter-

~a) es existieren mindestens H( ) = 1 Subgraphen des Graphen F(f), die

&,

B.

1wsomorph mit G(g) sind, wenn (
mengen der Mdachtigkest 8, auf der M énge der M dchtigkeit «, bezeichnet und

b) es existieren mindestens Iy, = 1 Faktorgraphen F(f), die isomorph mit

G(g) sind, wenn y, die Mchtigkeit des Systems aller Zerlegungen der Michtigheit
B. auf der Menge der Michtigkeit «, ist.

Beweis. Beide Behauptungen folgen aus 2.8.

2.11. Satz. Es sei Graph F(f) mit der homomorphen Chamlcteristik.{oc,} ge-
geben. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent :

a) F(f) st esnfach,

b) F(f)— &g) = F(f) —~ G(g).

¢) o, = 1 far jedes t.

Beweis. Die Implikation a)= b) folgt direkt aus 2.2 und aus b) nach
2.2 folgt F(f) <~ F(f) fir jeden Faktorgraphen F(f) des Graphen F(f), also
auch fiir seinen einfachen Faktorgraphen, was aber heisst, dass F(f) auch
einfach sein muss. Dies beweist die Implikation b) = a) und die Aquivalenz
a) <= c) folgt aus der Definition der homomorphen Charakteristik.

2.12. Satz. Es ¢ili
F(f)— &), G@)— F(f) <= F(f)~— G(g) .

Beweis. Ist die linke Seite der Aquivalenz giiltig, so folgt aus 2.8, dass der
gemeinsame einfache Graph H(h) der beiden Graphen existiert und dass auf
seine Knoten z, ¢ H die Méichtigkeiten der homomorphen Charakteristiken
{o,} und {f,} der Graphen F(f) und G(g) bezogen werden. Nach (9) gilt also
o, = B, fiir jedes «. Ist weiter F(f) bzw. G(g) der einfache Faktorgraph des
Graphen F(f) bzw. G(g), so gibt es (nach der Definition der homomorphen
Charakteristik) Isomorphismen, die dem Knoten z, < H den Knoten X, ¢ F
bzw. Y, ¢ @ auf solche Weise zuordnen, dass kard X, = «, bzw. kard Y, = 8,
fiir jedes ¢ ist. Aus x, = B, folgt aber, dass X, immer auf Y, schlicht abgebildet
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werden kann, sodass die entstehende Abbildung des Graphen F(f) auf den
Graphen G(g) nach (5) ein Isomorphismus ist. Die umgekehrte Implikation ist
trivial.

. Wenn wir die Relation ,,ein homomorphes Bild sein‘ in natiirlicher Weise”)
auf das System der Klassen der isomorphen Graphen iibertragen, so wird
nach 2.12 eine teilweise Anordnung dieses Systems entstehen. Wenn wir die
Relation ,,ein satter Teilgraph sein* oder ,,ein Teilgraph sein* auf das System
der Klassen von isomorphen Graphen iibertragen, so wird nur eine Quasi-
Anordnung entstehen. Es ist nimlich moglich drei (unendlichew) Graphen
F(f), G(g), H(h) auf solche Weise zu definieren, dass F(f) ein satter Teilgraph
von G(g) und G(g) ein satter Teilgraph von H(h)ist und dabei F(f) «~— H(k), aber
nicht F(f) «~ G(g) gilt. Bs sei z. B. H = {ay, a,, a,, ...}, hla, a;] =1 fir
t=1,2, ..., hl@g;1, Ggiye] = 1 fiir = 0, 1, 2, ... und in allen anderen Fallen
gilt Afa;, a;] = 0. Beide iibriggebliebenen Graphen sind durch die Mengen aller
ihrer Knoten G = {a,, ay, a,, ...}, F = {ay, a5, a4, ...} als satte Teilgraphen
eindeutig bestimmt.

2.13. Satz. Jeder R antiS-Graph ist einfach.

Beweis. Setzen wir voraus, dass ein RantiS-Graph F(f) nicht einfach ist.
Nach 2.3 gibt es die Knoten z,y ¢ F, = + y, fir die f[z, 2] = f[y,2] und
flz, 2] = flz, y] fir alle ze F gilt. Aber f[x, 2] = fly,y] = 1, sodass auch
flz, y] = fly, 2] = 1 sein muss, was der Voraussetzung der Antisymmetrie
widerspricht. '

Aus 2.13 folgt, dass auch jede teilweise geordnete Menge einfach ist, soweit
sie als ein R antiST-Graph betrachtet wird. Betrachten wir die teilweise
Ordnung als eine aST-Relation, braucht eine teilweise geordnete Menge nicht
einfach zu sein und alle Sitze dieses Abschnittes sind benutzbar und fithren

zu einer, offenbar nicht sehr tiefen, Klassifikation der teilweise geordneten
Mengen.

2.14. Satz. Die komplementdren Graphen haben folgende Eigenschaften

a) F(f)— G(g) < F(f*)—> G(g*),

b) F(f) ist einfach <> F(f*) ist einfach,

¢) Der einfache Graph G(g) bzw. H(h) gehort dem Graphen F(f) bzw. F(f*)
zu <= G(g) — H(r*),

d) Die Graphen F(f), F(f*) besitzen dieselben Mdchtigkeiten der homomorphen
Charakteristik.

Beweis. a) folgt direkt aus 1.1 und b) aus 2.3. Die beiden letzen Behauptun-
gen folgen aus den vorigen.

7) D. h., dass wir eine Relation ¢ unter den Klassen {F(f)}, {G(g)} foldendermasseﬁ
definieren: {F(f)} o {G(9)} <> es gibt einen solchen H(h) ¢ {G(g)}, dass er ein homo-
morphes Bild des Graphen F(f) ist. Ahnlich definieren wir eine Relation o folgendermassen:

{F(f)} 0 {G(g)} <= es gibt einen solchen H(k) ¢ {F(f)}, dass er ein satter Teilgraph des
Graphen G(g) ist. .
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3. Zusammenhang

Beziiglich der gegebenen Definition des Graphen braucht man einige all-
gemeinere Begriffe iiber die Knotenfolgen als die, die bei D. Kénig [5] bzw.
bei G. Birkhoff [1] eingefithrt werden.

Eine endliche Folge {z;}? ,, d = 2, der Knoten des Graphen F(f), deren
Elemente folgende Bedingung

ol , 1=i<d=> flx, Zig] + flXig, v] =1 (10)

erfiillen, heisst die gebundene Folge von z, nach z; in F(f). Gilt noch mehr
fl®y, 4] + flxe, 2] = 1 bzw. = 0, so heisst sie die geschlossene bzw. offene
gebundene Folge. Ist die gebundene Folge {z;}¢_, schlicht (beziiglich ihrer
Knoten), d. h. gilt z; #+ «; fir alle ¢ + §, 1 <4, § = d, so heisst sie Zug und
d heisst seine Linge. Es ist klar, was man unter einem geschlossenen bzw.
offenen Zuge versteht. Endlich jeden Knoten halten wir fiir die sog. triviale
gebundene Folge bzw. fiir den trivialen Zug.

Ist {z;}¢_, ein Zug in F(f), der alle Knoten aus F enthalt (d. h. F = {@y, %, ...,
.-, Z}) und wenn weiter :

flz;, ;] =0 furjedes 4 +4,/+ L7 —1L1=1=d,

gilt, dann nennen wir auch den Graphen F(f) selbst einen Zug. Man kann zu
keinen Missverstddnissen kommen, wenn wir Ziige einmal als Folgen, ander-
mal als Graphen ansehen, weil der Zusammenhang zwischen diesen zwei Be-
griffen eineindeutig ist.

" Erfiillt die gebundene Folge {;}?_, in F(f) eine schirfere Bedingung
Ty eF,1 Si<d= flo, 2] =1, (10)

80 heisst sie eine monoton-gebundene Folge. Gilt noch weiter f[z,, x,] = 1 bzw.
= 0, so spricht man von einer geschlossenen bzw. offenen monoton-gebundenen
Folge. Analog ist das mit dem monotonen Zuge. ‘

Erfiillt die gebundene Folge {z,}7_; in F(f) eine noch schirfere Bedingung
T, T e F, 1Si<d= flo, 2] = flos, 2] =1, (10”)

so heisst sie eine wvoll-gebundene Folge. Gilt auch flz,, ;] + flzg #,] = 2
bzw. < 2, so heisst sie geschlossene bzw. offene voll-gebundene Folge. Wieder
kann man von einem wollen Zuge sprechen, der offenbar entweder geschlossen
oder offen sein kann.

Durch vorige Definitionen werden auch einige weitere spezielle Graphen
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auf eine dhnliche Weise wie der Zug eingefiihrt, ndmlich ein monotoner bzw.
voller Zug, der entweder offen oder geschlossen sein kann.®)

Wir werden sagen, dass zwei verschiedene Elemente z,, z; € F' zusammen-
hingen (bzw. monoton-zusammenhingen bzw. wvoll-zusammenhingen) in F(f),
falls es eine gebundene Folge (bzw. monoton-gebundene bzw. voll-gebundene
Folge) {z;}¢_, von z, nach z; (bzw. auch eine von z, nach z,) in F(f) gibt.
Gilt dieses fiir jedes Paar von verschiedenen Knoten des Graphen F(f), so sagen
wir, dass der Graph F(f) zusammenhingend (bzw. monoton-zusammenhingend

bzw. voll-zusammenhingend) ist. Also ist jeder triviale Graph zusammenhangend
(ja sogar voll-zusammenhéngend).

Fiir die nichtgerichteten Graphen sind alle drei At4en des Zusammenhanges
dquivalent, aber ein nichttrivialer grichteter Graph muss nicht voll-zusammen-
héngend und die nichttriviale teilweise geordnete Menge muss nicht monoton-
zusammenhéngend sein. Ein Graph ist dann und nur dann monoton-zusammen-
hingend, wenn je zwei verschiedene Knoten seiner Knoten auf einem geschlos-
senen und monotonen Zuge liegen. Es ist endlich klar, dass aus dem vollen
Zusammenhange der monotone und aus diesem der (gewdhnliche) Zusammen-
hang folgt.

Ein Homomorphismus bildet eine gebundene Folge auf eine gebundene

Folge ab, wobei alle erwiahnten Eigenschaften der gebundenen Folgen bei-
behalten werden.

3.1. Satz. Ein homomorphes Vorbild und Bild eines zusammenhingenden wnd
wichttrivialen Graphen ist wieder zusammenhingend. Dasselbe gilt fir den mono-
tonen bzw. vollen Zusammenhang. Ein homomorphes Vorbild eines Einsel-
graphen ist voll-zusammenhingend.

Beweis. Es sei F(f) ein nichttrivialer und zusammenhingender Graph, der
ein homomorphes Bild im Homomorphismus ¢ eines Graphen G(g) ist. Sind
nun ¥’ + y” zwei beliebige Knoten aus G, so gibt es zwei Moglichkeiten. Ist
@(¥') + (y"), so gibt es eine gebundene Folge {z;}{_ ;, d = 2 in F(f) von
@(y') = %, nach ¢(y”) = z,;. Es existieren weiter die Knoten y; ¢ G, fiir die
Py) =2, 1 <4 <d, gilt, wobei 9, =9, y,=9". Nach 1.1 ist {y.}i.
wieder eine gebundene Folge in G(g) von ¥’ nach y”. Gilt nun ¢(y’) = @(¥"),
so gibt es einen Knoten z € F, z- + ¢(y') und auch y € G, ¢(y) = . Dann muss
aber y' + y = y" sein, sodass fiir die Paare y', y und y, y” die vorigen Bedin-
gungen erfiillt sind. Also gibt es eine gebundene Folge in G(g) von ¥’ nach y und
eine von y nach y”. Aus diesen zwei Folgen kann man offenbar eine gebundene
Folge in G(g) von g’ nach y” konstruieren.

8) Es ist klar, dass bei D. KXonig [5] ein offener bzw. geschlossenei' monotoner Zug
eine Bahn bzw. ein Zyklus gensnnt wird und dhnlich ein offener bzw. gechlossener voller

Zug heisst ein Weg bzw. ein Kreis. Statt des Ausdrucks ,,monoton‘‘ beniitzt D. Kénig
snkontinuierlich gerichtet ‘.
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Auf eine dhnliche Weise fiihrt man den Beweis fiir beide weiteren Arten des
Zusammenhanges durch.

Fiir die homomorphen Bilder ist die Behauptung klar. Endlich ist ein homo-
morphes Vorbild eines Einselgraphen immer vollstindig, also auch voll-
zusammenhéngend.

Die Relation des Zusammenhingens (bzw. des monotorien bzw. vollen
Zusammenhingens) auf der Menge F eines Graphen F(f) ist eine Aquivalenz-
relation und darum definiert sie eine Zerlegung F

v, ye M, MeF <2,y zusammenhingenin F(f). (11)

In speziellen Untersuchungen ist es angebracht iiber die gebundene Folge
{z}?_, in F(f) zu sprechen, die schlicht beziiglich der Kanten (z;, x;,,), 1 <1 < d
ist, d. h. fiir die z; = #;, ¢ + § = 2;,, + 2,4, gilt (vgl. den Begriff des Kanten-
zuges bei D. Konig [1]).

Wir wollen noch bemerken, dass auch unendliche gebundene Folgen aller
erwihnten Arten und auch entsprechende unendliche Zige eingefithrt werden
konnen. Bei unendlichen gebundenen Folgen unterscheiden sich drei Ordnungs-
typen und zwar w-, o*- und w* + w-Folgen.

‘4, Kardinalsumme

Unter Kardinalsumme der Graphen verstehen wir einen Graphen, der bis
auf Isomorphismus eindeutig bestimmt ist. Bei dieser Definition setzt man
stillschweigend voraus, dass die betreffenden Graphen paarweise disjunkt
sind.?)

4.1. Definition. Es seien Graphen F,(f,), ¢ € I, gegeben. Der Graph F(f), wo
F= H F, und f die Bedingung

zyeF, > flo,y] = [5y] wnd zeF,yel, 4 %> flz,4] =0
(12)
erfullt, heisst die Kardinalsumme 3 F(f,) der Graphen F.(}.). Ist die Indizen-
el

menge I endlich, bezeichnen wir die Operation der Kardinalsumme mit dem
Symbol +.

4.2. Satz. Die, Kardinalsumme der Gmphen'ist allgemein kommautativ und
assoziativ.

4.3. Folgerung. Es set A bzw. B™ eine Inzidenzmatriz des endlichen Gra-
phen F(f) bzw. G(g). Dann ist jede Inzidenzmatriz S® der Kardinalsumme

9) Siehe G. Birkhoff [1], S. 25. Die Kardinalsumme kann selbstverstéindlich als ein
Spezialfall der Summe der Relationen eingefiihrt werden (siche A. Mostowski [6], S. 96).
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F(f) + G(g) wollstindig dquivalent mit der direkten Summe beider Inzidenz-
matrizen A, B™, d. h. es gilt

S & Aem) | Bm 10 , (13)

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus 4.1 und aus den Eigen-
schaften der Inzidenzmatrizen der isomorphen Graphen.

Die Rolle der Null bei der Kardinalsumme der Graphen spielt der leere
Graph.

Eine Zerlegung F des Graphen F(f) wollen wir als eine Reduktionszerlegung
bezeichnen, wenn sie folgende Bedingung erfiillt:

X, YeFP,X+Y = fla,y] =fly, 2] =0 firjede zxeX,yelY . (14)

Offenbar ist die Maximalzerlegung F (d.h. wenn F ¢ F') immer eine Reduktions-
zerlegung, denn die Bedingung (14) wird leer befriedigt.

4.4. Lemma. Die grosste Verfeinerung des Systems aller Reduktionszerlegungen
des gegebenen Graphen F(f) ist die Zerlegung F, die durch die Aquivalenz (11)
bestimmt wird.

Beweis. Es seien also F,, 1< alle Reduktionszerlegungen des Graphen
F(f) und es sei F die grosste Verfeinerung dieses Systems. Ist £ die Maximal-
zerlegung, so ist F auch eine Reduktionszerlegung. Ist # die Maximalzerle-
gung nicht, so miissen mindestens zwei Eleniente X, Y ¢ F, X = Y, existieren.
Dann folgt aus der Konstruktion der gréssten Verfeinerung (siehe O. Bortivka
[1], 8. 19), dass X = n X,Y = n Y, wo X,, Y, e F, alle solche Elemente

sind, fir die X, n X # 0+Y, n Y gilt. Daraus aber folgt, dass F' die Be-
dingung (14) erfiilllt. Damit wird gezeigt, dass F eine Reduktionszerlegung
ist. Es sei nun F’ die Zerlegung (11) auf dem gegebenen Graphen F(f). Wir be-
weisen vor allem, dass auch F’' eine Reduktionszerlegung sein muss. Sind
namlich X', Y’gF', X' % Y', zwei beliebige Elemente, so konnen keine
Knoten ze X', yeY' in F(f) zusammenhingen, also muss immer f[z, y]

= fly, «] = 0 gelten, was aber die Bedingung (14) ist.

Es sei endlich X ¢ F, X' ¢ F' und X n X’ + §. Aus vorigen Uberlegungen
folgt X c X'. Setzen wir weiter voraus, dass es einen Knoten ye X' rn Y,
YeF, Y + X, gibt. Es existiert auch 2¢ X n X', z + y, sodass nach (11)
beide Knoten z,y in F(f) zusammenhiingen, in anderen Worten es existiert
eine Kette {2}, d =2, 2, =2, 2z, = = y. Dann gibt es zwei benachbarte
Knoten z;, 2,4, 1 £ j < d, fiir die z; ¢ X, 2;,, non ¢ X gilt, wds aber in Wider-
spruch mit (14) ist. Es muss also X = X’ und darum auch F= F gelten.

10
WAL Orony i) dpains B Bl e S Msirizan bessinboet (sishe A I

tativ. Aus 4.2 und 4.3 folgt die Kommutativitdt der direkten Summe der Inzidenz.

m%g:ﬁgr,nai}llztezber fiir die Gleichheit, sondern nur fiir die vollstédndige Aquivalenz der
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4.5. Satz. Fir den Graphen F(f) sind folgende Bedingungen dquivalent:
a) F(f) ist keine Kardinalsumme von mindestens zwei (nichtleeren) Graphen,

b) Auf F(f) existiert nur eine einzige Reduktionszerlegung, und zwar die M azxi-
malzerlegunyg,
) F(f) ist 2usammenhingend.

Beweis. Die Implikationen a) <= b) = ¢) sind klar. Aus c¢) aber folgt,
dass die Zerlegung (11) die maximale Zerlegung des Graphen F(f) ist und nach
4.4 ist sie die einzige Reduktionszerlegung des gegebenen Graphen.

Aus 4.5 folgt, dass mit einem Zusammenhange, der bei J. HasmimoTo
(4] eingefiihrt wurde, der hier definierte Zusammenhang fiir teilweise geord-
nete Mengen #quivalent ist.

4.6. Folgerung. Der zusammenhingende Graph ist entweder trivial oder ein
Konigscher Graph.

4.7. Satz. Jeden (nichtleeren) Graphen F(f) kann man auf eine einzige Weise
als Kardinalsumme seiner nichtleeren zusammenhingenden Teilgraphen F,(f,), .
1 e I ausdritcken. Dabei sind die Mengen F,, 1 e I, die Elemente der Zerlegung
(11).

Beweis. Aus (11) folgt, dass jeder Teilgraph F(f,), ¢ € I, zusammenhéingend
ist und aus 4.4 folgt weiter, dass > F,(f,) = F(f) ist. Wire nun > G.(g,) =

el cel

= F(f), so miissten ,, « ¢ K Elemente einer Reduk tionszerlegung F’ gein
Ist ¥ die Zerlegung (11), so ist nach 4.4 F’ eine Deckung derselben, d. h. fiir
F eF, G ¢F' F, n @, + 0gilt F, c G,, sodass nach 4.5 auch @, = F, gelten
muss (weil die @, (g,) zusammenhiingend sind), also ist F' = F.11)

4.8. Satz. Die Kardinalsumme von einfachen Graphen F (f,), cel, ist ewn
einfacher Graph dann und nur dann, wenn héchstens ein einziger der Graphen
F.(f,) einen isolierten Knoten ohne Schlinge enthalt.

Beweis. Ist der Graph z F,(f) einfach, so enthilt er hdchstens einen

isolierten Knoten ohne Sohmgo, sodass nach 4.1 und 2.3 die angefiihrte
Bedingung notwendig ist. Ist nun diese Bedingung erfiillt, so enthélt auch die
Kardinalsumme Z'F (f.) hochstens einen isolierten Knoten ohne Schlinge.

Es seien nun z, y € Z;F (f) und z # y. Ist mindestens einer von diesen ein

isolierter Knoten, so ist die Bedingung (7) aus 2.3 erfiillt (fiir die betreffenden
zwei Knoten) und ist weiter keiner der beiden ein isolierter Knoten, 8o sind
zwei Fille moglich. Entweder x,y e F,, sodass (7) wieder erfiillt ist, oder
xel, yeF, 1+ x was aber bedeutet, dass mindestens ein ze F,, z =* x,

1) Einige dieser Erﬁebmsse {iber den Zusammenhang sind wohl bekannt (siehe D.
K6m [5]). Sie werden hier nur fiir den allgemeinen Fall unserer Auffassung des Graphen-
iffs, also auch fiir die quasi- bzw. teilweise geordneten Mengen abgeleitet.
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existiert, fiir den die Gleichheit f[z, z] + f[z,«] = 1 erfiillt ist. Dann gilt
nach 4.1 f[y, z] = f[2, y] = 0, womit die Bedingung (7) fiir jedes Paar der
Knoten z, y bewiesen wird. Also muss nach 2.3 > F,(f,) einfach sein.

vel

4.9. Folgerung. Die Kardinalsumme der einfachen Kénigschen Graphen ist
wieder emn einfacher Kémigscher Graph.

4.10. Satz. Die Kardinalsumme der homomorphen Bilder G,(g,) der Graphen
F (f.),¢ € I ist ein homomorphes Bild der Kardinalsumme > F(f,), d. h.

cel

F(f)— G(g,) fiuralle cel = ZIFL(]‘L)—> ZI G.(g.) - (15)

Beweis. Es sei ¢,, tel, der entsprechende Homomorphismus, der F,(f,)
auf G,(g,) abbildet. Dann ist die Abbildung ¢ der Menge UIF‘ auf die Menge

U @G,, die durch die Beziehung z ¢ F, = ¢(z) = ¢,(x) definiert ist, nach 4.1
ein Homomorphismus, der den Graphen z F(f,) auf z G.(g.) abblldet

4.11. Satz. Es ser G,(g,) ein einfacher Gmpk der dem Kémigschen G’mphen
‘F(f,) fur el angehort. Dan ist die Kardinalsumme 3 G,(g,) ein einfacher
lGI K

Graph, der der Kardinalsumme 3 F(f,) angehort.

vel

Beweis. Die Behauptung folgt aus 4.9, 4.10, und 2.7.

4.12. Folgerung. Die homomorphe Charakteristik der Kardinalsumme von
Konigschen Graphen ist eine blosse Zusammenfassung der homomorphen Cha-
rakteristiken einzelner Graphen.

4.13. Satz. Es seien F,(f,), G (q.), tel, » e K zusammenhingende Graphen.
Dann gilt
> F(f)— > Gg9,) = es gibt eine schlichte Abbildung ¢ der
tel xeK

Indizenmenge I auf K, sodass F (f,)— G )(g,) fir alle « € I gilt.
Beweis. Ist v ein Homomorphismus, der zF (f.) auf z G, (g,) abbildet

so muss nach 3.1, 4.7 und nach der Vora,ussetzung wWF (f, )} = G, (g,) fur ein
geeignet gewahltes » ¢ K gelten. Damit ist eine schlichte Abbildung ¢ der
Indizenmenge I auf K bestimmt, weil die Kardinalsumme von mindestens
zwel (nichtleeren) Graphen nach 4.5 nicht zusammenhéingend sein kann.

Nach 4.7 kann man jeden Graphen F(f) in der Form > F,(f,) ausdriicken,
1

wo F,(f,) zusammenhangende Graphen sind. Wenn wir also in (16) auf der
linken Seite statt des Homomorphismus den Isomorphismus voraussetzen
werden, so folgt aus 4.13 die Eindeutigkeit der Zerlegung in zusammen-

hangende Summanden der Kardinalsumme (bis auf Isomorphismus zwischen
den Summanden).
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4.14. Satz. Es sei X- eine der Eigenschaften der Relation R-, aR-, S-, antiS-,
aS- und T-. Dann ist die Kardinalsumme der X-Graphen wieder ein X-Graph.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus 4.1 und aus den Definitionen
der einzelnen Eigenschfaten.

5. Kardinalprodukt

Unter dem Kardinalprodukt der Graphen verstehen wir einen Graphen, der
bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt ist. In der folgenden Definition
setzen wir voraus, dass die betreffenden Graphen paarweise disjunkt sind.

5.1. Definition. Es seien die Graphen F,(f), vel, gegeben. Den Graphen
F(f), wo F =P F, und f folgende Bedingung erfiillt
vel

(oioios @iz n el o cos s w50 ) € T = L[y Bip 5mds (o vis Yis 50)] =1 <>
< flz,y] =1 firjedes tel,
nennen wir das Kardinalprodukt P F (f,) dgr Graphen F(f,), te I. Ist die Indi-

vel

zenmenge I endlich, bezeichnen wir die Operation des Kardinalproduktes mit dem
Symbol X .

(17)

m
Im endlichen Falle des Kardinalproduktes P F,(f;), kann man seine Relation
t=1
f durch die Bedingung
m
f[(xly xZ’ seey xn)) (y1> yz, " '." xn)] = Hft[xza y:] (18)

definieren.

5.2. Satz. Das Kardinalprodukt der Graphen ist allgemein kommutativ und
assoziativ und mit der Kardinalsumme auch vollstindig distributiv, d. h. es gilt

Pl sz sy e J] == 2¢ [PF, ox(fp)] (19)

el xyel, - @ed el
wo I, die Menge aller zweiten Indizen x, in Paaren , », ist und @ ist die Menge
aller eindeutigen Funktionen @, die jedem ¢ e I irgendein (i) e I, zuordnen.'?)

Beweis. Die Kommutativitdt und die Assoziativitdt des Kardinalproduktes
folgt unmittelbar aus der Definition 5.1. Wir wollen nur die Formel (19)
beweisen. Es sei F(f) bzw. G(g) der Graph, der auf der linken bzw. rechten
Seite in (19) steht. Nach der Voraussetzung, dass die Graphen F, ,(f,,) paar-

weise disjunkt sind, kénnen wir F = G voraussetzen. Ist nun =,y ¢ F, d. h.
= (e By o)y Y= Yp--)y WO 2, €F .. Yy eF,,, so gilb
flz,y] = 1 dann und nur dann, wenn %, = 1, und f,,[2,,,¥.,]=1 fir
jedes ¢ e I gilt (nach 4.1 und 5.1). Dann gibt es aber eine Funktion ¢ ¢ @, fiir

12) Uber die vollstandige Distributivitét siehe G. Birkhoff [1], S. 233 bzw. 208.
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die @(t) = %,, vel, gilt, sodass f, () [Z, o) Y. 0] = 1 fiir jedes cel, d. h.
glz, y] = 1 gelten muss und auch umgekehrt.
Die Rolle der Einser bei dem Kardinalprodukt spielt der Einselgraph.

5.3. Folgerung. Es set A™) bzw. B™ eine Inzidenzmatriz des endlichen
Graphen F(f) bzw. G(g). Dann st jede Inzidenzmatriz P® des Kardinalproduktes

F(f) x Q(g) vollstindig dquivalent mit dem direkten (KRONECKERSCHEN) Pro-
‘dukte beider Inzidenzmatrizen A™, B™, d. h. es ¢ilt

P®) &~ Am) X B™ , wo p=mn.13) . ) (20)

Beweis. Die Behauptung folgt nach 5.1 aus der Definition des Kronecker-
schen Produktes und aus der vollsténdigen Aquivalenz der Inzidenzmatrizen
der isomorphen Graphen.

Aus 5.3 folgt unmittelbar, dass ein endlicher Graph beziiglich des Kardinal-
produktes dann und nur dann wunzerlegbar ist, wenn keine seiner Inzidenz-
matrizen als direktes Produkt von mindestens zwei Inzidenzmatrizen des
Grades >1 betrachtet werden kénnen. Also jeder Graph, dessen Méchtigkeit
eine Primzahl ist, ist unzerlegbar. /

Es ist weiter klar, dass man jeden (endlichen) Graphen als Kardinalpro-
dukt von unzerlegbaren Graphen ausdriicken kann. Zum Unterschied von
der analogen Zerlegung beziiglich der Kardinalsumme, ist die Zerlegung
beziiglich des Kardinalproduktes im allgemeinen nicht eindeutig (bis auf

Isomorphismus der entsprechenden Faktoren) bestimmt, was aus folgendem
Beispiele folgt:

110 110 14)
110 x| 3 8l =000 x|}
000 000

5.4. Satz. Das Kardinalprodukt der homomorphen Bilder G ,(g,) der Graphen
F(f), vel, ist das homomorphe Bild des Kardinalproduktes P F (f,), d. h. es

vel
gilt
Fi(f.)—~ G.g) furjedes cel = PF(f)— PGg) - (21)

tel tel

Beweis. Es seien ¢,, ¢ ] die Homomorphismen, die F,(f,) auf G, (g,) ab;
bilden, und es sei ¢ die Abbildung der Menge P F, auf die Menge P @,, die

tel el

1%) Durch das Symbol x wird das direkte (Kroneckersche) Produkt der Matrizen
bezeichnet (siehe A. I. Malcev: Osnovy linejnoj algebry, S. 209). Das direkte Produkt der
Maitrizen ist nicht kommutativ. Fir die Inzidenzmatrizen folgt aus 5.2 die Kommuta-

tivitédt des direkten Produktes beziiglich der vollstéindigen Aquivalenz statt der Gleich-
heit der Inzidenzmatrizen.

14) In diesem Punkte unterscheidet sich das Kardinalprodukt vom Produkte der
Graphen im Sabidussischen Sinne (siehe G. O. SaBpUssI: On a multiplication of graphs,
S. 49, Bull. Amer. Math. Soc. 62 (1956)), trotzdem die Menge der nichtisomorphen
Grapben F(f), kard F < ¥,) auch einen kommutativen ,,Semiring*‘ mit Null- und Einsel-

element, beziiglich der Operationen der Kardinalsumme und des Kardinalproduktes,
bildet (vgl. weiter J. HasrT™MOTO [4]).
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folgendermassen definiert ist: ¢(...;z,,...) = (..., @.(2,), ...), Wo z, ¢ F, und
(--sy @, ...) e P F, Ist nun f bzw. g die Relation des Kardinalproduktes P ¥,

el el

bzw. P G, so gilt nach 5.1 und 1.1

el
.f["'; Ly "'): ("': Y "')] =1 ¢>'ft[xz, ?/;] =1= g;[%(%) ) <Pz(:'/‘)]
fir jedes ce I <= g[(...,p.(2), -..), (-e0s @(¥), --)] =1.

Daraus folgt sofort f[(..., ,, -..), (vves #is o+)] = Gl@(evos Zis o22)s Pleens Yo -.2)]
fir jede (..., 2, ...), (.-, Y., .-.) € P F,, d. h. ¢ ist ein Homomorphismus.
I

5.5. Satz. Es seien F, (f,), ¢ € I einfache Graphen, fir deren Knoten gilt, dass
. weder thr linker noch ihr rechter Grad gleich Null ist. Dann ist das Kardinal-
produkt P F (f,) ein einfacher Graph.

vel

Beweis. Setzen wir umgekehrt voraus, dass das Kardinalprodukt F(f) =
= P F(f,) nicht einfach ist, d. h. dass es nach 2.3 zwei solche Knoten a =

el
= (o0 @, ...), b=1(...,b,,...), a £ b, des Kardinalproduktes F(f) gibt, dass
fla, 2] = f[b, ] und auch f[z, a] = f[=, b] fiir alle z € F gilt. Dann gibt es einen
Index ¢e I, fiir den @, + b, ist. Aus der Einfachheit des Graphen F(j,) folgt
nach 2.3 die Existenz des Knoten ¢, e F,, fiir den mindestens eine der folgen-
den Ungleichheiten f,[a,, c¢,] * f,[b,, ¢.], f.lc., @1 # f.[c., b,] gilt. Wir kénnen
annehmen, dass z. B. f,[a,,¢] = 1 und f,[b, ¢,] = 0 gilt. Dann gibt es zwei
Mboglichkeiten: entweder gibt es zu dem Index x e I, » =+ i, einen Knoten
c,eF,, fir den f,[a,, c,] = 1 ist, sodass auch fla,c]=1, woc = (...,¢,...),
gilt, was aber ein Widerspruch ist, denn es muss f[b, ¢] = 0 sein; oder gibt es
einen Index » € I, » = u, fiir den f [a,, y,] = 0 fiir alle 5, € F,, gilt, was unserer
Voraussetzung iiber die Graphen F,(f,) widerspricht. Ahnlich kommen wir
zu einem Widerspruch auch in den iibrigen Fillen. Also muss das Kardinal-
produkt einfach sein. i
Es sei nun mit I(x) bzw. mit 7(z) der linke bzw. der rechte Grad des Knoten
z der Graphen F(f) bezeichnet. Dann nennen wir den Graphen F(f) halb-
reguldr bzw. regulir, wenn die Grade seiner Kmnoten folgende Bedingung
erfiillen j : (
z,yeF = l(») = Uy) und r(x) = r(y) (23)
bzw. :
z,yeF > Uz) = Uy) = r(@) = r(y) . (23)

5.6. Satz. Fir die Grade der Knoten des Kardinalproduktes P F,(f,) der
C el
Graphen F (f,), te I, gilt ‘ ' -
2=(...%,...)ePF(f), 2, e F, = lz) =[] Uz),, r(x) =T[rlz.). (24)
; . : el

el el

5.7. Folgerung. Das Kardinalprodukt der halbreguliren bzw. der reguldren
Graphen ist wieder ein halbregulirer bziw. regulirer Graph.
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5.8. Satz. Essei X- eine der Eigenschaften der Relation R-, aR-, S-, antiS-, aS-
und T-. Dann ist das Kardinalprodukt der X-Graphen wieder ein X-Graph.

Aus 5.8 folgt also, dass das Kardinalprodukt der nichtgerichteten bzw.
gerichteten Graphen oder der quasi-geordneten bzw. teilweise geordneten
Mengen wieder ein Graph von derselben Art sein muss.
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Vytah
K TEORII GRAFU

KAREL CULIK, Brmo
(Doslo dne 25. srpna 1956)

Teorie grafii zahrnutéd v monografii D. K6NieA [5] neni rovnocenna moder-
nim algebraickym teoriim. Jeji bohatstvi je ve velkém mnozstvi studovanych
vlastnosti grafi. Definice grafu jako mnoZiny, na niZ je definovdna bindrni
relace (srv. R. D. Luce: Networks satisfying minimality conditions, Amer.
Journ. Math. 75 (1953) nebo P. TurAn [12], O. OrE [10] aj.), dovoluje jedno-
duchym a pfirozenym zpisobem zavést nejen zndmé zakladni pojmy teorie
grafi (subgraf, isomorfismus, soudet a souvislost), ale i zbyvajici zakladni
pojmy algebraické teorie (homomorfizmus, jednoduchost, pfimy soudin aj.).
Timto zpiisobem je teorie grafti zahrnuta mezi moderni algebraické teorie.
Nap¥. teorie neorientovanych grafi je soutadnou teorii k teoriim rdznymi
zplsoby uspofddanych mnoZin. Prvni je teorii mnoZin se symetrickou relaci,
zatim co ostatni jsou teorie mnoZin s riznymi transitivnimi relacemi. Viechny
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tyto teorie jsou souddsti obecné teorie grafii, kterd se v nékterych bodech
odlifuje (jednoduchost a p¥my soudin) od teorie relaci matematické logiky
(srv. A. Tarskr [11] nebo A. MosTowsK1 [6]).

V piedloZené préici se zavadi zakladni algebraické pojmy (obecné) teorie
grafi (v analogii k teorii grup) a dokazuji nékteré zakladni véty o vztazich
mezi nimi. )

JestliZze specialisujeme podminky kladené na grafy, ukazuje se, Ze obecnymi
definicemi jsou zavedeny nové pojmy a obecnymi vétami ziskiny nové vy-
sledky, napt. v teorii ¢asteéné usporddanych mnoZin (nap¥. pojmy homo-
morfismu: jednoduchosti, souvislosti a véty odstavee 2).

PesmowMme
K TEOPUU I'PADOB

KAPEJ YVJHUK (Karel Culik), Bpuo
(Hocrymnao B pegaxnuio 25/VIII 1956 r.)

Teopmsa rpados, usnoxenHas B MoHorpadun [I. Herura [5], He paBHOmeHHa
COBpeMeHHEIM alrefpamdeckuM TeopusM. Ee GorarcTBo 3armiogaercs B GOib-
IIOM KOJIMYecTBe M3Y9eHHBIX ¢BoicTB rpagdos. OmpepeneHue rpaga Kak MHO-
JKeCTBa, Ha KOTOPOM 3afaHo OmHapHOe orHomeHue (cpB. P. II. Jlwec: Networks
satisfying minimality conditions, Amer. Jour. Math. 75 (1953) unu II. Typan
[12], O. Op5 [10] u p.), MO3BOJsIET IPOCTHIM ¥ HATYPAIBHEIM 06Pa30M BBECTH
KaK H3BEeCTHHE OCHOBHEIE IOHATHs Teopum rpagoB (momrpad, maomopduaM,
CyMMa W CBASHOCTB), TaK W OCTAJIbHbE OCHOBHBIe HOHATHs ajrebpamiaeckor
TeoprEm (roMoMop¢m3M, TPOCTOTA, IPAMOEe IpOUW3BelleHWe H Ap.). Taxum 06-
pasoM Teopua rpadoB BKIOYeHa B COBPeMEHHEIe airefpamuecKme TEOPHH.
Hamp., Teopusa HeopueHTHPOBaHHHX rpaoB CTOUT HAapaBHE C TEOPHSIMHE pas-
JAYHEIM cI0oco60M YHOPANOYeHHBIX MHOskecTB. [lepBas ecTh He 4T0 MHOe Kak
TEOPHA MHOMECTB ¢ CHMMETDPHUHEIM, a OCTANbHEIE — KAK TEODPHE MHOMKECTB
¢ TPAH3UTHBHBIME OTHOIMeHHSAMH. Bce sTw Teopmu mpumHammexatT obme# Teopun
rpadoB, KOTOpaA OTIMIAETCA B HEKOTOPHIX IYHKTaX (IPOCTOTA ¥ IPAMOE Ipo-
u3BeJeHNe) OT TEOPHH pPeNlANME MaTeMarmaeckod jormku (cpB. A. Tapckmi
[11] mnm A. MocroBekmit [6]).

B macroameit pabore BBOATCA anrebpawdeckue OcHOBHEE NOHATHA (06mei)
TeopuE rpados (B aHANOTHA ¢ TeOpHMed T'PYIN), X JOKA3HIBAIOTCA HEKOTOPHE
OCHOBHEIE T€OpPeMH! 00 OTHOIIGHHAX MEKAY HEMHE.

Ecnm ycnosus mnsa rpadoB cmemuam3@poOBaTh, TO OKAKETCH, 9TO BBEIEHH!
HOBEIe NOHATHS ¥ HOJYYeHH HOBHIE TEOPEMEI, HAIID., TEOPHHA JACTHIHO YHOPH-
MOYEeHHBIX MHOKECTB (HAUp., HOHATHSA TOMOMOpP(H3Ma, HIPOCTOTH, CBA3HOCTH
u TeopeMHl ab3dma 2).
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POZNAMKA K JEDNE DEFINICI TOPOLOGICKYCH
K-LINEALU

»

MILAN KOMAN, Praha . DT:513.831
(Doslo dne 10. prosince 1956)

V této pozndmce je ukézéno, %e pro topologické K-linedly defi-
nované v [1], pozndmka 2, str. 19, neplati tvrzeni: Ke kaZdému okolt
nuly U existuje takové okolt nuly V,% 0 <a <b, beV = aeU,
uvedendé na téZe strané.

J. Makfg v [1] nazyvé topologickym K-linedlem K-linedl Y, v némZ je
definovana topologie tak, Ze jsou p¥i ni algebraické i svazové operace spojité
a jednobodové mnoziny uzaviené.

Niasledujici ptiklad ukazuje, Ze pro takto definované topologlcke K-linealy
neplati véta:

 Ke kaZdému okoli nuly U existuje okoli nuly V tak, Ze
0=a<sb, beV=>aelU.

Piiklad 1. Bud F mnoZina viech spojitych funkei v intervalu (0, 1).
Bud @ mnoZina viech funkei v intervalu <0, 1), riznych od nuly jen pro
koneény potet bodd z intervalu (0, 1>. Bud H mnoZina v8ech funkei b = f + g,
kde fe F, g e @ (vyjadieni je jednoznaéné).

Mno#ina H je zfejmd pti obvyklé definici polouspotddani K-linedlem.
Definujme v H normu. Pro fe F bud ||f|| = max[f(x)[ pro g € G bud norma
llgll = Z lg(@)], pro k¢ H bud pak |A|| = Hfll + lgll, kde h=f+g; feF

2¢(0,1

g € G. Pti takto definované normé je H topologickym K-linedlem.

Dikaz. K-linedl H je zfejmé normovanym linedrnim prostorem. Je tedy
vyrazem p(a, b) = |l — b||, kde a, b e H, definovina metrika, p¥i niz jsou
algebraické operace spojité (viz na p¥. vétu 42 z [1]). Zbyvé tedy dokazat, Ze
i svazové operace jsou p¥i dané normé spojité. Dikaz provedeme postupné.
“ 1. Jeli h € H, |h( x)l S eproxze0,1) a mid-lt b nejvyde n bodu nespojitosts,
je bl = (2n + 1) &.
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Je-li totiz h = f + g; f e F, ¢ € G, pak plati
b)) Se=|flx) <e, [gx) = 2.

Tedy |l = |Ifil + llgll <& + 2ne = (2n + 1)e.

2. Je-li ge G, gy e H a plati-li |go(x)| = |g(z)| pro x € <0, 1), potom je g, e G
a plati |igyl| < llgll. Ziejmé.

3. Operace |h| je v kaZdém bodé h € H spojitd.

Necht %, e H a necht h, md n bodd nespojitosti. Bud he H, h=f+ g;
feF, ge@. Pak

10| — lho + Blll < llho] — [Ro + Flll 4 ”]ho + fl — Tho + Rl -
Aviak |[hy] — |k + f[| = |f| = [Ifll, tedy podle 1 je

o] — [Ro + flll < (20 + 1) [fl] -
Déle je [[h + f| — [k + k|| = [g] < ligll, tedy podle 2 je

Ik + f] — Ih_o + hl” = ligll -
Celkem tedy

kol — [ho + Rl = (2n + 1) [Ifl + Hgll = (2n+ 1) || .

4. Svazové operace jsou v kaZdém bodé h € H spojité.
Necht &, hy e H, pak

hovh =Ty + (b — ho)y = $(ho — Al + By + 1),
hoah = = [(— o) v (— B)].

H je tedy topologickym K-linedlem, pfes to v ném vSak neplati vySe uvedens
véta. Stadi volit na p¥. g(x) = & (¢ > 0) pro n hodnot z € <0, 1), jinak g(x) = 0
a f(x) = 2¢ pro z €0, 1. Z¥ejm& nyni 0 < g < f, ale zatim co [|f| = 2, je
llgll = me, coz miZe byt pii daném &> 0 libovolng velké (zélezi na podtu
bodt nespojitosti funkce g).

Neplatl—h véak pro topologické K-linedly shora uvedend véta neplati pro
né ani celd Fada jinych vét, o nichZ bychom predpoklddali, Ze pro né budou
platit, ma-li mit totiZ uvedens definice topologickych K-linedlt rozumny
vyznam. Jako piiklad si ukéiZeme, Ze pro topologické K-linedly neplati
véta 46 b) a ¢) z [1].

Pi#iklad 2. Bud H topologicky K-linedl z piikladu 1. Definujme v ném
funkecionalu J predpisem J(h) = > g(z), kde b = f 4 g; fe F, g € G. Snadno

:I:c 0, 1
se zjisti, Ze J je spojitou funkclonalou J (1) v8ak neni podle [1] regularm
funkcmnalou nebot
J (1) = sup J(h) = .

0<h<1
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Neni tedy C(H) (mnoZina vSech spojitych funkciondl na topologickém
K-linealu H) K-linedlem a neplati téz C(H) c R(H) (mnoZina viech reguldrnich
funkcionil na K-linedlu H).

Bud Y K-linedl, ve kterém je definovdna topologie, p¥i niZ jsou algebraické
a svazové operace spojité; bud B systém viech okoli nuly. Rekneme, Ze ¥ mé
vlastnost 7';, jestlize ke kazdému okoli U ¢ B existuje takové okoli V e B,
Yex —yeV = z, — y, e U; fekneme, Ze ¥ m4 vlastnost 7',, jestlize ke kazdé-
mu U e B existuje takové VeB,%e 0 <z <yeV = zeU. Na str. 19 v [1]
je vlastn& dokdzano, Ze z vlastnosti 7'; plyne vlastnost 7'; pokldda se vSak za
ziejmé, Ze kazdy K-lineal s topologii, pfi niZ jsou algebraické a svazové operace
spojité a jednobodové mnoziny uzaviené, mi vlastnost 7,. AvSak K-linedl
H z nafeho piikladu nemd vlastnost 7', a nemiize tedy mit ani vlastnost 7'
(o demz se lze snadno pYesvédéit p¥imo).

Snadno se zjisti, Ze naopak také z vlastnosti 7', plyne vlastnost T';.

To dokézeme takto: Bud U e B. Protoze z = x, — 2_, z, < |z|, z_ = |z],
plyne z vlastnosti 7', a ze spojitosti algebraickych operaci, Ze ke kazdému
U € B existuje takové U, ¢ B, Ze |z| e U, = z ¢ U. Z vlastnosti 7', plyne déle
existence takového U, e B, e 0 <z <ye U, > zeU,. Ze spojitosti alge-
braickych a svazovych operaci pak plyne, Ze existuje takové V ¢ B, ze x e V =
= |z| € U,. Jestlize nyni « — y eV, je |z — y| e U,; protoze podle [1], str. 8,
odst. 17 plati |z, —y.| < |z —y|, je |z, — y.|eU,atedy 2, —y, e U. Tim
je dukaz ukonden.

Vlastnost 7', vyjadiuje stejnomérnou spojitost zobrazeni x — z, a tedy (za
predpokladu spojitosti algebraickych operaci) také stejnomérnou spojitost

svazovych operaci; to znamené, Ze ke kazdému U ¢ B existuje V ¢ B tak, Ze
plati implikace:

2y — Y€V, 2 —yseV = (2, VZ) — (11 VYp) € U, (2 A 25) — (y12yy) €U .

K-lineal Y, v némz je definovana topologie, pfi niZz jsou algebraické a sva-
zové operace spojité a jednobodové mnoZiny uzaviené, se v [1], str. 19 nazyva
topologickym K-linedlem. Vidéli jsme viak, e tato definice neni vhodna.
Chceme-li pro topologické K-linedly zachovat aspoil hlavni véty, dokizané
v [1] pro K-linealy s obecnou normou, musime pozadovat vice, nap¥. nékterou
z vlastnosti T, T, nebo stejnomérnou spojitost svazovych operaci.

LITERATURA

[1] J. Ma#ik: Vrcholy jednotkové koule v prostorﬁ funkciondl na daném polousporédda-
ném prostoru, Casopis pro péstovéni matematiky 79 (1954), 3— 40.
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Pesome

3AMEYAHHIE OB OOHOM OIIPEIEJIEHUN
TOIIOJIOTMYECKUX K-JINHEAJIOB

MIJIAH HOMAH (Milan Koman), IIpara
(ITocrynuno B pepaxiuio 10/12 1956 r.)

Ecnn onpenensrorca rtomonormieckue K-nmueans kax K-imHeasisl, B KO-
TOPHIX JlaHAa TOLOJIOrWs, P KOTOPOH anrebpamdecKue U CTPYKTYPHEIE oliepa-
OUE HeOPePHBHE ¥ ONHOTOYEeYHBIE MHOKECTBA 3aMKHYTHI, TO HE CIPaBeIJIHBO
yTBepsKIeHme, IpuBefieHHOe B [1]:

B raowcdoii oxpecmrnocmu myas U cywecmsyem makas OEPECMHOCMb HYASL
V,umo 0 =a <b,belU =acV.

Zusammenfassung

BEMERKUNG ZU EINER DEFINITION DER TOPOLOGISCHEN
K-LINEALE

MILAN KOMAN, Praha
(Eigelangt am 10. XTII. 1956)

Definiert man topologische K-Lineale als K-Lineale, in welchen eine
Topologie gegeben ist, in der algebraische Operationen und Verbandoperatio-
nen stetig und Einpunktsmengen geschlossen sind, dann gilt in [1] angefiihrte
Behauptung nicht:

Zu jeder Umgebung des Nullelements U kann man eine solche Umgebung des.
Nullelements V finden, dass 0 < a < b, beV => aeU.
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POZNAMKA K CHARAKTERISTICKE VLASTNOSTI
LAPLACEOVA OBRAZU FUNKCE A K PREVRACENI
JISTYCH PODMNOZIN LAPLACEOVYCH OBRAZU
DISTRIBUCT V HILBERTOVY PROSTORY

JINDRICH NECAS, Praha DT:517.63
(Doslo dne 25. inora 1957) ’

V tomto pojedndni je definovéna Laplaceova transformace jisté
t¥idy distribuci, v niZ jsou zahrnuty laplaceovsky transformovatelné
funkeé. Je podéna nutnd a postadujici podminka pro to, aby dany
obraz byl obrazem funkce. MnoZina Laplaceovych obrazi distribuci-

==} Lol
se d4 psit jako > > Hy, kde Hy, jsou Hilbertovy prostory.
E=0 1=0 :

1. Zakladni definice a vztahy

Nejdiive poddme definici distribuce ¥ddu nejvyse k = 0, 1, 2, ..., rastu
nejvyse [ =0, 1, 2, .... Ostatni b&Zné definice z teorie Laplaceovy transformace,

pokud je neuvedeme, jsou obSa,ieny v knize G. DoETsCHE [1] v tom zndni,
jak jich budeme uZivat.

Definice 1. MnoZina D se sklddd z funkci @, defmo'va,nych v B,, nekoneinékrdt
derwvovatelnijch, rovnijch nule vné koneéného intervalu.

Definice 2. MnoZina hy; se sklddd z funkciondli‘t h, definovangch na D (distri-
buct), které maji tyto viastnosti: h je v hy,, jestliZe existuje funkce definovand
v 0, c0), absolutné spojitd v kazdém koneéném intervalu z {0, o) a takovd, Ze

[f#)] = Mev (M je konstanta), f(0) = 0, [ |f(£)[2 e~ dt < o0, h(p) = (— 1)*+1.
© 0

- [ 1(t) () dt. :

1]
Dokazeme nyni tuto jednoduchou vétu:

Vé&ta 1. Bud hehy,; a hehy,. Pledpoklddejme, %e ki < k,. Bud f,(t) resp.
fo(t) funkce uréujic dzstmbucz h podle defmwe 2. Potom f{17%2(t) = f,(t). Zde

) = L), f776) = f/‘1(8)<ls A7) = ff‘ 1)(8)6:9 atd.
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Dikaz. h(p) = (— 1)’“1“}0 f1(8) (2) de, A(g) = (— 1)+t fm fa®) g2 D(F) - 2.
Integrujeme-li v prvém irftegrélu per partes, dostaneme: 0h(cp) = (—1)ktl,
. }o fE=Ea)(t) @k 1)(¢) df, a tedy fw [f1®1—*2)(f) — fo(t)] p*2+1(t) dt = O pro @ e D. Po-
lc(:ime f@&) = fE"D @) — fo(t); f(ot) je spojité v €0, oo), f(0) = 0. Pf¥edpoklddejme,
Ze pro néjaké t; > 0 je f(t;) + 0. Najdéme ¥ ¢ D takovou, Ze oj'o f@) ¥(t) dt > 0.

Takové funkce vidy existuje. Snadno se dé ukazat, Ze existuje funkce X (¢) e D
takové, Ze pro t = 0 je X(*a*1)(f) = W(¢). Vskutku, poloZzme

W) = [ [FE) — P+ A dt,

kde A4, je tak veliké, %e ¥(¢) = 0, je-li { non € {(— }4,, 34,>. JestliZe jiz bu-
deme mit zkonstruovdnu funkei ¥, (t), potom

W) = [ [0 — Piltt+ 4] &,

kde A4, je tak veliké, Ze Wi(f) =0, je-li tnone<d— }4,;, 34,)>. Ziejms
¥ri(t) €D a ,‘c’;’:ll)(t) = ¥(¢). To vede oviem ke sporu

Definice 3. Funkce h(t) definovand skoro véude v <0, 00) se nazyvd laplaceov-
sky transformovatelnd nebo origindlem, jestlize plati:

1. v ka#dém koneéném intervalu 0 < a < b < oo je integrabilni podle Le-
besguea, '

A .
2. existuje komplexni &islo p tak, Ze im [ e~?*h(t) d¢ je komelné &islo. Lapla-

A—>xo 0
ceovym obrazem fumkce h(t) nazyvime potom H(p) = [e?%h(t) dt. MnoZinu
(1}
laplaceovsky transformovatelnyjch funkci budeme znalit m.

Definice 4. Laplaceiv obraz H(p) distribuce he by, je H(p) = p*+* [ e~?(t) dt
0
a je definovdn pro p, pro néZ Re p > 1.

Poznamenejme nejd¥ive, Ze obraz distribuce nezavisi na funkei f definujici ji
jako funkciondl v D. To plyne snadno z v&ty 1 a znamého faktu, Ze Laplacetiv

i
obraz funkce [ f(s) ds je Fj(op ) , kde f(s) je original a F(p) je jeho-obraz.
P :

UkaZme nyni, 76 mnoZina vSech origindli ve smyslu definice 3 je alge-
braicky isomorfni s mnoZinou vSech distribuci ¥ddu nula a ristu I = 0. To
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=}
umo?ni psit m = > hy,. Navic ukaZme, e definice 4 je zobecnénim definice 3.
1=0

Na tyto otazky odi)ovidé
véta 2. Funkce h patii do m a integrdl f e~?th(t).dt konverguje pro Re p > o =
0 "

= 0 tehdy a jenom tehdy, existuje-li funkce hi(t) definovand v {0, o), absolutné

spojitd v kaZdém kometném intervalu z {0, ©) a pro niz plati: h,(0) =0,

[hy(t)| < M(z) €, kde M(7) zdvisi pouze na v a7t > o =0. Plitom hy(t) =
= h(t). Je-li h e m, potom H(p) = pH,(p).

L] i
Dukaz. Nutnost. Polozme k,(t) = [ A(u) du. Bud z > o. Je hy(t) = [ h(u) du=
(1} ’ 0

t u t u
= [ h(u) e2uex du = e [ h(s) e==* ds]; — = [([ h(s) e=2* ds) e** du. Vzhledem
o 0 00
k tomu, Ze lim [ A(s) e=** ds je kone¥né &islo, dostavime

yt)] = M(x) e=* . (1) -

Postatitelnost. Bud h(t) = hy(t) a k,(t) necht spliuje predpoklady véty 1.
Bud Re p > 6. Zvolme ¢ < z < Re p.

4 4
[h(E) e?t di = hy(A) e™®* 4 p [ hy(t) et dt .
0 0

Protoze |k (A4)| < M(x) ™, dostévame odtud, Ze integral [ h(t) e~*t df konver-
0
guje pro Re p > ¢ a navic H(p) = pH,(p). Tim je diikaz v&ty 2 hotov.
Jestlize tedy funkei % e m pfifadime distribuci
ot ' )
h(p) = _of (Jh('s) ds) ¢’(¢) dt Elzohoz

a naopak distribuci z > Ay, h(p) = — [ /(t) ¢/(t) & ptifadime funkei f'(:),
10 1}

dostdvdme vySe zminény algebraicky isomorfismus. Z v&ty 2 bezprostiedné
plyne, ze definice 4 je zobecn&nim definice 3. )

2. Zavedeni prostort H_,;
Definice 5. h_,; je mnoZina funket h(t) absoluiné spojitych v kaidém koneéném
intervalu z {0, o), pro kieré ddle plati h(0) = 0, [h(t)| = Me®, [ |h(t)] e24 df <
0
< 0. H_y; je mnozina Laplaceovijch obrazi, funkct z h_y,.
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H_,; je zfejmé& linedrni prostor. P¥i zavedeni skaldrniho soudinu v H_,; a
doplnéni na tplny prostor se budeme opirat o zndmou vétu z teorie Laplaceovy
transformace.

Véta 3. Podminka

sup fw [F(o + tr)pdr < ' (2

o>y — @
je nutnd a stati k tomu, aby funkce F(p), reguldrni v poloroviné Re p > v, byla
Laplaceovym obrazem funkce f(t), pro kterow plati [ |[f(£)P e dt < 0. Je-li
0

podminka (2) splnéna, potom

sup fw[F(a —i— )2 dr = f{F(y A 7;-,)[2 dr = 2”flf(t)[2 =27t df . (3)

F(y + it) je funkce, pro ni

f [Py + it)Pdr < o0, lim fw]F(o‘ +it) — F(y + t)Pdr = 0.
0'>'3’ -

Tato limita funkct F(o + it) v uvedeném smyslu vidy existuje.

Duakaz viz [1], str. 422.

o>l -

Jestlize heh_y;, potom [ |h(f)[2 et df < oo, a tedy sup - [ [H(o 4 17)[? dr << 0.
0

Zavedme skalarni souéin a normu v linedrnim prostoru H_,; takto:
Definice 6. Je-li F(p) a G(p) v H_,;, potom skaldrni soutin funkci F(p) a
G(p) je (F, @)= [ F(l + it) Gl + ir) dv. Normu pro funkci F(p) definujeme

takto: |F| = [ [|F(l + )2 dz]*.

Zavedme nyni do nafich divah mnozZiny funkei P, I =0,1, ..., s témito
vlastnostmi: ’

Definice 7. Bud P, (I = 0, 1, ...) mnoZina funkct F(p), pro niZ plati:

1. F(p) je reguldrni v poloroviné Re p > I, -

2. sup [ |F(o + 7))Pdr < oo.
o>l -~

V P, definujeme skaldrni souéin funkci F(p) a G(p) rovnict

(F, G) = fw F(l + i) G + ir) dz .
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Z véty 3 plyne téméf bezprostiedns:

Véta 4. P, je Hilbertiw prostor a P, = H_,;.

Diikaz. Jde v podstat o to, dokédzat, Ze a) P, je tiplny, b) |[F| = 0= F = 0.

Dikaz platnosti ostatnich axiomt Hilbertova prostoru je zcela jednoduchy.

a) Bud tedy F, cauchyovské posloupnost funkei z P;. Z tuplnosti prostoru
L,(0, o) plyne existence f(t) takové, Ze

Hin of Falt) — fO)P e dt = 0 .

n—-co

F(p) viak lezi v P; a je opét podle (3) nutné

lim f]F,,(l +it) — F(l 4+ 47)[Pdr = 0.

n—0 - oo

b) Necht tedy |F| = 0. Podle (3) viak [ |F(c + i7)[> dz = 0 pro ¢ > [, coZ
vzhledem k regulirnosti F(p) mé za nisledek, e F(p) = 0. Rovnost P, =
= H,; plyne bezprostiednd z (3).

V dal§im budeme pottebovat nisledujici vétu z teorie Laplaceovy trans- -
formace:

o

| — : 1 ]
Véta 5. Nechi F e H_,;. Potom pro o >1 je f(t) = et lLim 5 fe“* .

. F(o + i7) dz, cof znamend

0 @
lim [ |f @) e 4t [1f) — fu@P e di = 0.
Zida Hadane .08 = -2-1; f ¢ P (o + it) dv .

-

Dikaz viz [1], str. 423.
Uvedme nyni charakteristiku t&ch F(p), které jsou v H_;;.

Véta 6. Necht F « H_,,. Nutnd a postalujici podninka pro to, aby F € H_y;, je:

T+ico

: —_ : 5 ; ?
1. imtegrdl i f F(p) er* dp je nezdvisly na x (zde se integruje po pFimce

Re p = x> 1 ve smyslu hlavni hodnoty),
Z+7c0
1
2. @) = e f F(p) e™?t dp je absolutné spojitd funkce v kaZdém omeze-

z—iwm

ném intervalu z <0, o0), ¢(0) = 0,
3. |g(t)| = Me', kde M je néjakd konstanta.
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Dikaz. Nutnost.Je-li F e H_,;, potom [ [f(t)| e~ df < oo pro z > I, jak ply-
0

ne z odhadu [f(¢)] < Me'. Ze zndmé véty o inversnim integrdlu (viz [1],
str. 212) plynou podminky 1, 2, 3.
Postacitelnost. Necht plati podminky 1, 2, 3. Podle véty 5 je

[ -

1
— pot ] 3 — izt )
(&) = e lml_)f!ol o e#F(g + i7) dv.
Z mnoziny funkei f,(t) vybereme posloupnost konvergujici skoro viude k f(t).
Tato limita se vSak vzhledem k podmince 1 véty 6 skoro viude rovné ¢(t). Tim
je dikaz proveden.

Z konvergence v prostoru H_;; plynou nékteré témé&f samoziejmé vysledky.
Véta7. Necht F, jev H_;; a F,— 0 v prostoru H_;;. Potom na kaZdé omezené
oblasti Q, jejt¥ uzdvér le#i mapravo od primky Re p =1, F? — 0 stejnomérné
bodové (k= 0, 1,2, ..., F® jsou derivace).
Dukaz plyne bezprostiednd z faktu, Ze existuje obdélnik £, jenZ leii
napravo od pHmky Re p = [ a ptitom 2’ > Q. Ziejms plati [|F.(p)]2dR2— o0,
ar

coZ je podminka postadujici pro platnost nasi véty. (Viz [3], str. 431.)

3. UiZiti prostora H_,,

Hilberttiv prostor H_;; ndm mi%e prokizat velmi platné sluzby pii dikaze
existence a unicity YeSeni parcidlnich diferencialnich rovnic. UkdZ%eme to na
jednoduchém, ale typickém piikladé:

Hiedejme rozdélent teploty v koneéné ty&i délky 2, je-li poldtecni teplota rovna
nule a jsou-li oba jeji konce udrioviny na konstantni teploté 1.

Na feseni budeme klést tyto podminky:

1. u(t, z), %? (¢, z), %—; (¢, x), Oa%' (¢, ) jsou spojité funkce v oblasti 2
O<t<oo, —1<z<]),

2
e
hodnoté < M(e)etprot >0a —1 +e=2x=1—¢,

3. u(t, z) je spojité prodluZitelnd k nule, kdyzi—> 0a — 1 <z <1,

2. existuje M tak, Ze u(t, x), OE_’L: (t, ), %% ¢, x) ((, ) jsou v absolutni

4. lim [[1 — u(t,z)]e?*dt =0, : (4)
2—>41 0
%u  ou e
A '872- = B_t uvnitr .Q



Jestlize budeme postupovat obvyklym zpisobem (viz napt. [4]), potom pro
obraz U(p, ) = [wu(f, z) e-?* dt definovany pro Rep > 1 dostaneme oby-

: p ‘
dejnou diferencidlni rovnici

ﬂ% —pU(p2)=0. (8)

Jeji obecné Fefeni je

U(p, ) = A(p) ch Vp x -+ B(p) sh Vpx

@

Z podminky lim sup f

z—+1 o>1

2
U(o + it, ) — dr = 0, kterd.je ekvi-

1
6 + it
valentni podmince (4), a z véty 7 plyne, %e pro Rep >1 je A(p)ch VEJ_ +
+ B(p) sh Vp_ —;— Odtud plyne, Ze Ap = £ B(p) = 0. Je tedy

P hl/”’
Ulp, z) = l‘inlpfx (7)
: P ch Vp
Jestlize U(p, z) je obrazem s poZadovanymi vlastnostmi, potom
o+1im0 ’
ult, ©) = )—1— f 3 Memdp. (8)
=TT e P ch Vp

Tento integral bereme ve smyslu hlavni hodnoty (o > 1). Funkce u(t, ) de-
finované v (8) nyni spliiuje zfejmé vlastnost, 1, a vzhledem k tomu, Ze plati
ch V'p x
ch Vp
u(t, ) je 7. Protoze u(t, ) je spojité prodluzitelnd pro ¢ — 0, musi toto spojité
prodlouZeni byt rovno nule, jak plyne z rovnice (6). Tim jsme dokézali existenci
feSeni. Unicitu ve t¥idé funkei splnu]mlch podminky 1, 2, 3, 4, 5 bychom
dokézali Gplné stejnym zpisobem.

Iz
< Me~ 3 V-kD dostavdme 2. Déle plati z¥ejms 4 a 5. Obraz

4. VySetFovani prostort H,,

Nyni budeme vySetfovat linedrni prostor H; a obecné linedrni prostory Hy;.

Definice 8. H,, je mnofina Laplaceovych obrazé distribuct z by, (k = 0, 1, 2, .
1=0,1,2,...). Jeli F(p) a G(p) v Hy,;, potom definujeme skaldrnt soulin

rovnosts
-}

[ P+ @It
(¥, &) = f (I 4 9r)*+1 (I — ag)*t? o

—
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Zcela analogicky, jako jsme to uginili v oddile 3, se d4 ukazat, %e H,, je Hil-
bertiv prostor se skaldrnim soudinem zavedeném v definici 8.

‘Snadno se té% nahlédne, e H,, se sklad4 ze v8ech funkei s vlastnosti

Fo + i) [? _ |
w [ o i
F(p) je regularni v poloroving Re p > 1. (10)

Zobrazme nyni prostor H_y; na H,, takto: Prvku F ¢ H_,, piitadime p**1F(p) e
€ H,,. Toto zobrazeni je isometricky isomorfni. Symbolicky piseme: Z(F) =
= pFriF,

Zabjvejme se nyni prostory Hy,. Z konstrukee je z¥ejmé, % mno¥ina Hy, je
hustd v H,;. (Je snadné ukéizat, e H,, je hustd v Hy,, kde £k = 0,1, 2,....)
Jest Hy, + H,. To plyne ze zfejmého faktu, Ze H_,, + H_,,. Napiiklad
v Hy, lezi 1, coz odpovidé distribuci, kterd je prvkem h,, -a k ni% piisluini
absolutné spojitd funkce je f(f) = ¢. Tato distribuce se nazyvid Diracova
funkee dy(t). Jak jsou tedy charakterisovdny ty obrazy, jejich# originily jsou
z hy, a tedy funkce?

Véta 8. Nuind a postadujict podminka, aby F e Hy, je, aby

O. F € EOZ’

. ,, 1 F(p) . P ) : : g
1. integrdl i = e?t dp byl nezdvisly na x (zde se integruje po primce
&-i

Re p = 2 > 1 ve smyslu hlavni hodnoty),

x+iw

f FLPP) e?* dp byla absolutné spojitd funkce v kazdém koneéném
wntervalu z <0, ), ¢(0) = 0,
3. |p)| = Me*, kde M je néjakd konstanta.

1

% (p(t) 12:’1:1«

Dukaz. Nutnost. Je-li F € H,, potom F;p) € H_;, a tedy podle véty 6 plati
podminky 1, 2, 3.

Postaditelnost. Plati-li podminky 0, 1, 2, 3, potom podle v&ty 6 plati, Ze
F(p)

P

eH_,,, atedy F(p) e

Jiz d¥ive bylo poznamendno, Ze m = Z hy. Véta 8 dava tedy tdplnou cha-
rakteristiku Laplaceovych obrazi funkcl Chara.k‘benstlku La,pla.ceovych ob-
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razi podal R1cARDO SaN Juan Lrosa v [5]. Nafe charakteristika se lisi od jeho
hlavné proto, Ze vychodiskem pro diitkaz véty 6 byla véta 3.

Parafrazi véty 8 pro prostory H,, je véta nisledujici:

Véta 9. Nuind a postadujict podminka k tomu aby FeH,,, k=0,1,2,.
je, aby

0. F € Elcl’

X+ ic0

1 . - - v
1. integrdl 5ot f I;g))l e?t dp byl nezdvisly ma x (integruje se po primce

Re p = « > | ve smyslu hlavni hodnoty)
2+100
2. mtegra,l Fz:,(cf) ertdp byla absolutné spojitd funkce v kazdém ko-

neéném intervalu z <O,oo), @(0) = 0,
3. |p(t)| = Me't, kde M je néjakd konstanta.

Poznamenejme, ¥e konvergenci v prostoru H,, odpovidé v prostoru origi-

F(p)

—21t
p"“ s vahou e—2!.

nald konvergence v priméru originild puslusnych k —

To znamena, Ze
F,—>F= [e2t|g,(t) —gt)zdt—0.
: 0

Funkce g(t) nazveme (k + 1)-krat integrované distribuce.
Definice 9. Je-li distribuce b dand funkciondlem podle definice 2, tedy

ko) = (— 1) "“ff ¢ d

potom g(t) = f'(t) je k-krdt integrovand distribuce h.

Hilbertovy prostory H,, mohou byt zikladnou prd dikaz existence a
unicity FeSeni nékterych parcidlnich diferencidlnich rovnic. Tak ptiklad uve-
deny v oddile 3 mZeme pozménit tak, Ze misto teploty 1 na koncich tyde
budeme uvazZovat teplotu rovnou Diracové funkei §,(), tedy distribuci. Pod-
minky 1, 2, 3 a 5 ptikladu zlstanou nezménény, pouze podminka 4 bude:

lim fe-"‘{l — fu('t z)dzPdi = 0.
z—>+1 0

p.z;

—Vp-.

Obraz jediného FeSeni v tomto piipadé _]e —
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Pesome

3AMEYAHHE IIO IOBOAY XAPAHTEPUCTHUYECHOTIO
CBOIICTBA JIAILTACOBCHOI'O OBPA3A ®OVHKIIUN
1 TIPEBPAIEHNA HEKROTOPHIX ITOJMHOMKECTB
JIATIIACOBCKIX OBPA30B OBOBIIEHHBIX OVHKIIUN
B ITPOCTPAHCTBA TMJIBBEEPTA

NHIPHNX HEYAC (Jindfich Nedas), IIpara

(ITocrynuno B pegarmuio 25/I1 1957 r.)

B pafore maercs ompefielleHme MHOKecTBA 0GOGIeHEHX (ymkmmi B K, ‘
(= (— o, ®)), paBEEX Bymo i ¢ < 0; Aasee OIpPefeIATCS AX JIANIIACOB-
cKHe 00passl. BBepmeHHHe 0600meHHEIe (YEKOUM XapaKTepPHE TeM, 9TO HX
o6pas siBIsgercs peryaspHoi gyrarnueir F(p) B momynmockocra Rep > 1 (1 —
mesoe) m o6majaer Tem CBOHCTBOM, 9TO CYMECTBYET meioe Ymelo k = O Tak,
Ed )
pk+1
3aHO, UTO MHOJKeCTBO 00pPa30B MOIKHO 3aIMCaTh B BUAE CYMMEL IIPOCTPAHCTB
lTunsGepra Hy,. U3 Teopems, comiepsKamed HeoOXoNEMOe B JOCTATOYIHOe YCJIOo-
BHe [ TOTO, 9T00H JAHHEIA 37IeMenT 3 H;, npmaamne:xan Hy,;, claeryer Takxe
Heo6X0JMMOe W [OCTATOYHOE YCIOBHe AIA TOrO0, 9TOOH TaHHAA peryldpHas
¢yEKDEA B monmynaocKocTE Re p > | GEIa JlammacoBCKEM 06pa3oM (QyHKIAM.
Ha ocroBammm pasercrsa IlapceBansa moKazaHO, KAK MOKHO ¢OPMYIXPOBATH
KpaeBHe Opo0ieMH [ HEKOTOPHX nuddepeHNUaNbEEX ypaBHEHHMH ¢ JacT-
HEIMZ TPOM3BOJHBIME ¥ JOKA3aTh CYNIECTBOBAHWE W e[WHCTBEHHOCTH peINeHHH
W3 JIETKO 3aMeTHHIX CBOMCTB 06pasos.

910 ecTh JIaNIacOBCKEE obpas ¢yHKmm@. [lalee B 3amMeYaHHE IIOKa-
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Résumé

UNE NOTE SUR LA PROPRIETE CARACTERISTIQUE
DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE D'UNE FONCTION
ET SUR CERTAINS ESPACES DE ]IILBERT H,, DONT

LA SOMME > H, EST L’ENSEMBLE DES TRANSFORMEES

k-0, 1=0

DE LAPLACE DE DISTRIBUTIONS

JINDRICH NECAS, Praha
(Recu le 25 février 1957)

Le travail commence par la définition d’une certaine classe de distributions
en B, = (— o0, o), nulles pour ¢ < 0, pour lesquelles il est possible de dé-
finir la transformation de Laplace.

Les transformées des distributions en question sont les fonctions analytiques
F(p) dans le domaine Rep>1 (1 = 0,1, 2,...) et telles qu’'on peut trouver
un nombre entier ¥ = 0, pour que F® oot 15 transformée de Laplace

pk+1

d’une fonction.

11 est montré dans une note que I’ensemble des transformées est la somme des
certains espaces de Hilbert.

Dans ce travail, il y a un théoréme qui donne la condition nécessaire et

suffisante pour qu’une fonction F(p) (analytique dans le domaine Re p > )
soit la transformée de Laplace d’une fonction.

Puis on explique, comment on peut définier les problémes aux limites pour
les équations spéciales aux dérivées partielles et en s’appuyant sur ’égalité
de Parceval démontrer 1'existence et I'unicité de la solution.
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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 83 (1958) , Praha

O STYKU VARIET V AFINNIM LINEARNIM PROSTORU

FRANTISEK NOZICKA, Praha DT: 519.55
(Doslo dne 25. bfezna 1957)

V tomto élanku je urditym zpusobem zaveden pojem styku dvou
variet WX, ®X  dimense p v afinnim linedrnim prostoru E, (n = 2,
1< p £n — 1). Definovany pojem styku je invariantni ve smyslu
afinni geometrie. Jsou nalezeny velmi jednoduché nutné a postadujici
podminky pro to, aby uvaZované (spojité diferencovatelné) variety
mély ve spoleéném bodé& styk aspon k-tého Fadu (B = 1). V S4sti IT
8lénku se uvaZuje specidlni ,,metrickd‘‘ definice styku kiivek a styku
nadploch v euklidovském 7n-rozmérném prostoru a prokazuje se jejich
ekvivalence (ve smyslu v préci popsaném) s ,,afinni*“ definiei styku
téchto variet, kterd je se svymi nékterymi disledky uvedena v &ésti I.

V linedrnim afinnim prostoru &, o soutadnicich 2* (x = 1, ..., n) jsou dany
dvé variety WX, @ X, dimense p (1 =< p < n) parametrickymi popisy
WX, 22 =Oge(Wyd), a=1,..,p, 6 =1,...,7n, (1,1),
O, z¢t=0ga@hp)-g=1% .., pa=1..,%n. (1,1),
Budeme v dal§im ptedpoklddat:
(a) variety WX, @X , maji spoleény bod P ¢ E,, jehoz soufadnice z* odpo-
0 0
vidaji hodnotdm My® parametri (V5 variety WX, a hodnotdm @° parametri
0 [
@)pa variety ®X ,;
(b) funkce Wz=((Uy2) maji spojité parcialni derivace
: al(l)xtt
- OB o= Opes . opar
v dostateéné malém okoli bodu (M1, ..., ®y?); funkece @z2(@y2) maji spojité
(] 0 0

=1,....k ' (1,2)

parcidlni derivace .
O

(2)32"_,,' = W , t=1,.. " k (1,2),

v dostateéné malém okoli bodu (@3, ..., @y?); pfitom je a,,...,a, =1, ..., p.
. o 0
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(¢) bod P je regularnim bodem variety WX, a soudasnd reguldrnim bodem
1]
variety @X ;. To znamend, Ze matice
WBt WB2 . By

MBL WRBE , WBn

o/ e =Cing
a matice

...............

(W)B} ®BE ... @By

@Bl @B .. @B Sy = (2hpe
maji hodnost p.
Véta 1. Necht X, DX jsou variety v E, s viasinostmi shora citovanymi.

@ @ (" -7)
Budtez v“ v“ v“ konstantni vektory v E, s vlastnostmz

-9
A, = [VBy, ®Bg, ..., <1>B;, va, cen?® ] %0, (1,3),
0 0 0 0 0
®  e-»
4, = [(z)%;g, (2)1?;:, ey (2)13;, ga’ - ga 140, (1,3),

kde symbol B2 zna& hodnotu velidiny B2 v bodé P spoletném varietim VX ,, ®X,.
0 0

Potom systémem rovnic

n-o (s

)
@ga(@yp) — Wga(ye) = > }.v"‘ x =1, (1,4)

s=1s

je definovdna lokdlné wréitd korespondence mezi body variet WX ,, ®X ,, kterd
je jednojednoznaénd v dostateéné malém okoli bodu P.
[\]

Dukaz. Polozme

n-P ()
Fa(@ya, ye, ,1)—— @ (@) — Wga(ye) — > Ma (x=1,...,m).

8=1 8
Potom systém (1,4) mizZeme psit struén&ji ve tvaru
Fe(@qa, Oys 1) =0 (x=1,...,7n). (1,5)
s

Vzhledem k pi"edpokla.du (a) jsou rovnice (1,5) splnény pro

@ys = (2)13“, gye = (1)72)“ » A= 0 @e=1,...,p;8=1,..,n—p).
Z predpokladu (b) a z (1,5), (1,4) plyne dale, Ze funkce Fx(®zs, Wye, 1) (¢ =
=1,...,n) maji v dostatetnd& malém okoli bodu ((2)371, (2)132, . (2):2”, (1)131,

(1)132, . “’2)1”, }; =0, J2L = 0, ""u}:,z 0) spojité parcidlni derivace podle ¢,

172



Uye, 4 aZ do ¥adu k-tého (véetnd). Z (1,5), (1,4), (1,2),,, (1,3),, snadno vypos-

teme, Ze . .
oF= oF= oF« oF=  9F« or-|
ol g U g@pge "ol A T @A )s
1 2

n-p

@ (-9
= (— 1)*?[®Bz, ®Bg, ..., OBz, v*, v=, ..., 2] £ 0,
0 0 0 0 0 0

oF*  oFe gF«  oF= oF:  oFs] _
o0yl GO T POge * g * ok T B A e,
1 T2 n-»

@ @ (n-9)
= (— 1)* [MBg, WBz, ..., VB2, vz, 0%, ..., 02 ] £ 0.
0 0 1] [1] 0 0

Na zdkladé zndmé existendni véty z teorie implicitnich funkei plyne pak tento
fakt: Rovnicemi (1,5) resp. (1,4) jsou lokélné, v dostateéné malém okoli bodu
(Wnt, Op2 . Oy2) definovany funkce
(1] 0 Q
O = Opp@O), a=1,...,p, (1,6),
A=A, s=1,...,n—7p, ‘ (1,6),
které maji spojité parcidlni derivace podle proménnych Wye aZ do ¥adu k-tého

(véetné) v uvazovaném okoli. Pravé tak jsou rovnicemi (1,4) lokalné, v dosta-
tetné malém okoli bodu (@, @2, ..., @y?), definovany funkce
0 0 0

Wye = Wga@yP) , a=1,..,n—p, (1,7),
A= i@p), s=1,..,n—p (1,7)s

se spojitymi parcidlnimi derivacemi az do ¥adu k-tého (véetné) v uvazovaném
okoli. Zfejmé je
mT = (z),?a(m,zb) , a=1,..,p, (1,8),
A =ADp?) =0, s=1,...,n—p. (1,8),
8 8 1]

Odtud (tj. predevsim z (1,6),, (1,7),) plyne, Ze relacemi (1,6), je lokéaln&,
v okoli bodu P spoleéného obéma varietdm WX, ®X  popsidna jednojedno-
0

znaénd korespondence mezi parametry variet WX, @)X a tedy téz lokdlni
jednojednozna¢ns korespondence mezi body variet (VX ,, @X . Tim je véta 1
dokézana.

Poznédmka 1. Dosazenim z (1,6),, (1,6), do (1,4) dostavame lokalné platnou
identitu

"2 ©) .
(2)xa((z),7a((1),7b)) _ (1>xa((1),74) =ZI f((l)na) /ga , . (1,9)
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z ni% plyne (ve smyslu symboliky zavedené v (1,2),,):

®Bg $4) — Bz = 2 =, (1,10)
s§=1s8 0
pti dem?Z zavidime pro strudnost oznadeni
2)b
@ A4b — M A= 9 1.
L*“*a 3(1)77“ ’ ’.a 3(1)’)7“ s

Jestlize symbolem [ ] budeme oznadovat determinant ze sloZek vektort v této
zavorce uvedenych, potom z (1,10) vyplyva
) @ (@) (n-7)
[RBeDAY, BBa®AY, ..., BBLBAL, 93, 92, ..., 00 ] =
0o o 0

2 2 ) @ @ = _.p) 2) 41 ()42 (2]
= [(8Bg, ®Bg, ..., 9Bz, 'g“, fg“, - g“ R4l 24s, ..., p42] =

n=? (s n? (s noP (s (1) n-»
= [WBg — > 4v%, OBg — > Ave ..., OBE — > A 0%, %, ..., 2] =
s=18 0 s=1s8 0 8=138 0 (1] 0

@ @ (n—p)
= [®Bg, OBg, ..., 0Bj, 0%, 1%, ..., 7]

Odtud a z (1,3),, dostaneme ihned
a4
[343 B42 . §4z) = 51 + 0.

Relace (1,6), predstavuji tedy lokalng (v okoli bodu P na varieté ®X,) regu-
(1}
14rn{ transformaci parametri v @ X, (s jakobidnem od nuly riznym v P).
0
Poznamka 2. Jak bylo ovéfeno prib&hem diikazu véty 1 jsou za pfedpokla-

du této véty rovnicemi (1,4) jednoznaéné definovény v dostatednd malém okolf
bodu (Wgl, Mp2, . Oy2)1) funkee A(MVy%) (s =1, ...,n — p), které maji tyto
0 0 0 ]

vlastnosti:
1 (M%) = (A)g=0pros=1,...,n — p,
] 0 8 ‘
2. maji spojité parcidlni derivace
o'
];mda...al = 6(1)?7“‘ a(l)n“’ s 3(1)174,

(1,11)

pro
G, 0 .., =1,2,..,p; s=1,..,n—p; 1=ZIZEk.

1) Tedy bodu P na varietd (DX, pti 8em% P je podle pfedpokladu spoleénym bodem
0
variet WX, WX . ’
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Pro totalni diferencialy funkef A(‘Wn2) ¥adu I-tého (1 <1 < k) zavedeme ob-
vyklé oznadeni d*A. Symboly
(d*2)g, (d22)g, .., (A¥A)y, --.

necht znadi v dal§im potad$ prvy, druhy, ..., I-ty, ... totéln{ diferencisl funkce A
8
v bod¢ P odpovidajicim hodnotdm My¢ parametri Wy variety VX ,.
0 Q

Definice 1. Necht pro variety VX ,, OX  z véty 1 o spoleéném bodé P platt
0
p#i korespondenci (1,4)
@2)y=0 pro l=1,...,ks=1,...,n—p. (1,12)

Potom ttkdme, Ze variety VX ,, DX, maji ve spole¢ném bodé P styk nejméné k-tého
0
Fddu. Je-li aspoti pro jedno se 1, ...,n — p (d¥+11), + 0, potom Fikdme, Ze uva-
i 8
Zované variety maji v P styk prdvé k-tého Fddu.?)
0

Pozndmka 3. Pod vyrokem ,,variety WX, (X  maji ve spoleéném bodsé
styk k-tého ¥adu‘‘ budeme v dal§im rozumét styk nejméné k-tého ¥adu v P.
0

Vé&ta 2, Necht variety DX ,, @X , majt — za predpokladi, shora uwwaZovaniych —
ve spoleéném bodé P styk k-tého fddu (k = 1): Potom tento fakt je nezdvisly
0

. @ @ (n—7)
1. na volbé konstantniho (n — p)-vektoru v, v=, ..., v* v korespondenci (1,4),
0 0 (1} *

vyhovugictho podminkdm (1,3), ,,
2. na volbé parametrd variet VX ,, DX
3. na volbé systému soufadného v E,.

Dukaz. M&jme dva systémy
Mm@ -») D @ (n-2)
VI V%, L, VR W, W, L, W
0 0 0 (1} (1} 0
konstantnich vektorti v E,, vyhovujicich podminkéach (1,3), 3, tj.

@ (n-7) ® (n-7)
[(1)?«{, (l)ﬁgy e oy (1).0B:, g“, "d oy ’ga] + 0 ) [(2)-03%: (2)-€g: *4 &y (2)-0ng /ga, s695 ga] + 0 ’

®» (- @ (n-p)
[VBz, WBg, ..., OBz, we, ..., wx] £ 0, [®Bg, ®Bg,..., OBz w=,...,w*]+0.
0 0 (1] 0 [1] 0 0 (1] 0 (1]

UvaZujme nyni dvé lokilni korespondence mezi body variet ®X, a (92X, a to
jednak korespondenci (1,4), tj.

n-—-p )

(Oga(ye) — Wga(ye) = > ) ve - (1,18),

8=18 0

2) Za predpokladu, %e existuji totélni diferenciély f4du & + 1 funkei 4 v bod? Po'.
: 8
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a dale korespondenci
e (B

Oga((Dy8) — Wga((Vpe) = > Fwe . (1,13),

§=1s5 0
Podle véty 1 jsou relacemi (1,18), lokdln& — v dostatené malém okoli bodu
(D, ..., Vy?) — definovany funkece
[] 0
(z)na o (pa((l)nb) , 4= 1, ver P s (1’14)b
A=AV, s=1,..,0—p; (1,15),
8 3
podobné jsou relacemi (1,13), definoviny v dostatedné malém okoli bodu
((1)731’ - (1)21:) funkce .
@y = po(Op), a=1,...,p, (1,14)
A=AVp), s=1,..,n—p. (1,15),
Funkce uvedené v (1;14).,,,, (1,15),, maji v dostateénd malém okoli bodu
(D1, ..., Dy?) spojité parcidlni derivace az do ¥adu k véetné — jak vyplyvé
1] 1]
z dikazu véty 1. :
Tyto funkece vyhovuji ddle podminkim

@)pe — Dyp) — :
N = (77): a’—l,-"sps
e g o } (1,16),
D=0, s=1,..,n—p;
@ge = yo(O), G =1,...,p;
- ’ (1,16),
(A)g=0, s=1..,n—0p,
8
jak vime z dikazu véty 1.
V dostateéns malém okoli bodu (M}, ..., My?) plati tedy identity:
0 0
n-p 5
@z (go(V?)) — D) = 3, A @) 0=, (1,17),
§=13 0 :
n-2 s
(D) (yo(Dygp)) — Dz (W) = z Z(u),?a) we . (1,17),
s=1s [}
Zavedme v dal8im oznadeni
. . alq)a o 3lwa
%‘...b;=m ) Yor.tr = FErN
A otA (1:18)
ar...0p = a(T)—SF(T)_— 3 14;...&1 = n—'_——’—F——_’ ]
s /R s oWyea . Dy

kde 6, @y, .... @, by, .., Oy=1, .., 0;l=1,..,ks=1, ..., n —p. Necht
symboly B;_ 4 a ®Bg, .o maji vjznam z (1,2).
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Poznidmka 4. Uvedme nyni zndmy pojem, ktery bude pro pribéh naseho

dukazu uZiteénym.
Kazdy nenulovy vektor V¢, v E,, pro ktery pati

WBeWf, =0, a=1,...,p, (1,19),
nazyva se teénym vektorem variety WX ,. Podobné kazdy nenulovy vektor
@4, v E,, vyhovujici rovnicim

@B, =0, a=1,...,p, (1,19),
je teénym vektorem variety @X .

Je nyni dobfe zndmo, %e za nasich predpokladi o varieté WX, (resp. ®X,),
uéinénych na podatku prace, muZeme vZdy najit » — p linedrmé nezavislych
vektordt W, s =1, ...,m — p (resp. @, s = 1, ..., n — p), vyhovujicich rov-

8 8
nicim (1,19), (vesp. (1,19),), p¥i éemz kazdé FeSeni rovnic (1,19), (resp. (1,19),)
je linedrni kombinaci vektoru ¢, s =1,...,m — p (resp. @%,, s=1,...,,
: 8 E ]
n — p). Definujme specialné: .
A a (s-1) (s+1) (n—1)

1 = 1 . =
s )’ta = Copaptpi L apre-1a a,+.+;...a.( )B:I DG Bp’ga’“ SCC 'ga’“ 'g“’““ D0 /ga. (1520);'

pros=1,...,n — p, kde
-, 0, jsou-li aspori dva indexy stejné,
/ . 1, jsou-li indexy vesmés rizné a permutace
Car..an = — Cgy ooy O Gisel 1, ..., m je suda, (1,21)
\ —1, jsou-liindexy vesmés rizné a permutace
Ky «eey & Gisel 1, ..., n je lichd.
Vektory ¢, definované v (1,20), vyhovuji zfejmé rovmicim (1,19),. Tyto
3

vektory spliiuji podminky

@) .

J00, =0 pro s*1l (s,l=1,...,n—Dp),

o (1,22)
[vVt,| = |4,] = 0 pro s=1

0 s
v bod& (Mg, ..., Wy?), jak plyne z (1,3), a (1,20),. Ten fakt, Ze vektory i,
0 0 ‘ s
(s=1,...,n — p) jsou v bod& (M1, ..., Wy?) linedrné nezavislé, plyne snadno
0 [

z podminek (1,22). Analogicky muZeme definovat systém tednych vektort (2%,
(s =1,...,n — p) variety @X,, tj. :

@ (-1)  (s+1) (n-)
(2)t‘a = ea;...z,+1...a,+._,a a,+,+1...a,.(2)B‘{ oo (2)-B; %a”ﬂ" .- %a’ et ?{)a”“ﬂ' e g In, (1’20)b

nezdvislych v bodg (@, ..., @y?).
0 (1}
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Pomocn4 véta 1. Nechi

@ @ (n-7) @ @ (n-2)
V2V L, 0% e W, W ..., WE
0 [} 0 (1] 0 0

jsou dva systémy konstaninich vektors v E, s vlastnostmi

(n-2)

a)
A, = [(1)_3%, s (I)B:’ v, .., v%] £ 0,
’ vt (1,23)

— @ (n-2)
Al = [(1)_?5{’ sieley (1)-08:;: 7'3“,.- * oy ’Lg“’] + 0.

Necht Wt (s =1, ...,n — p) jsou vektory definované v (1,20), @ necht symboly

(V¢,), predstavujs hodnoty velidin Ot, v bodé (D ... Oy2),
8 8 0 0

Jestlize u (I =1, ..., n — p) jsou redlnd &isla, pro kierd plati
(O] '

()
(#zoud((l)fa)o =0 pro s=1,....—p,%

potom

u=0 pro Il=1,...,n—p.
@)

U}

Dikaz. Vzhledem k prvni z podminek (1,23) miZeme kazdy z vektorta 'of);“

(prol=1,...,n — p) psat jako linedrni kombinaci vektori qloBi‘, caty (1)%?;,
®» (-9

VE, .o 0% 5],
0 0

® ®» @ .
we = WBeCe gaD: D) (1,24)

0 0

Pro determinant 4, z (1,23) dostaneme s p¥ihlédnutim k (1,21), (1,24)

— @ n-2)
4; = ea () VB% ... (1)B;rw°‘p+~1 LW —
0 (] 0
) (81) (n-9) (np)
= tua®BY .. DB(VBg-10% + 02D} ... (VB3 ... Or + 0% D7) =
(%1) (3n—p)
= Coen™BY . OB . vD}, . DI =
0

() (n-9)
= ea,.,_a_(l)§§= “’B‘;rz;“rﬂ ce O ei-tepDL .. . DZ%,

3) Zde séitame pfesl =1, ...,n — p.
4) Zde séitéme pfes a = 1,...,p;8=1,...,n — p.
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kde

/ 0, jsou-li asponi dva indexy v permutaci

/ 81y +ey Sp—p Gisel 1, ..., n — p stejné;
ety =2—— 1, jsou-li v permutaci s, ..., s,—, inde-
\ Xy vesmés ruzné a permutace suda;

—1, jsou-li v permutaci s, ..., S,—, inde-
xy vesmés rtzné a permutace liché.

Z predchoziho a z (1,23) dostaneme

Ady=2; . [D] £ 0, (1,25),
kde
D! Dl D,
2 2
=Pt Di e Das (1,25),

................

Z (1,24), (1,19),, (1, 22) (1,23) plyne nyni

() (%)
()] = [ B50 + DY) (V%,)] =
@0 @) 0 0 ) .
- (1,26)
— 4D 0(t,)a] = [dyeDY]
P o 8 Q]
Z predpokladu
pw*(@t)y =0 pro s=1,...,n—p
o s '
a z (1,26) plyne dale
ApDl =0 pro s=1,...,n—p
(O] ;
a tedy, vzhledem k (1,23),
uDi=0 pro s=1,..,n—p. (A0

)
Pro system (1,27) » — p linedrnich homogennich rovnic v # — p nezndmych pl,

plyne pak na zaklade (1,25), jednozna¢éné feSeni u =0 prol=1,...,n — p
Q)
Tim je pomocné véta dokazana.

Nyni ptistoupime k dikazu tvrzeni (1) nadi véty, ktery provedeme metodou
tplné indukee.

Predpoklddejme tedy nejdiive, Ze variety WX, (¥X, » maji ve spoledném
®)
bodé P styk prvého ¥adu ve smyslu na&i definice pii volbé 'u¢ s=1,....,n — D)

konstantnjch vektord v E,, vyhovujicich podmince (1, 3)_ Z lokélnich identit
(1,17),, plyne (ve smyslu symboliky (1 18), (1,2),) ‘

n-P (s) :
@ Bagh — WBz = > Jve, (1,28),

8=18 0

179



_® \
DBy — WPz — Z Ay ;Ua (1,28),
© s-1s8 0
Dle naseho predpokladu je (podle definice 1 a podle (1,12)) .
‘ (l)o— (dl)o__O pro s=1,...n—7p.
Je tedy téZ (podle symbohky v (1,18)) ‘ :
(A4)o =0 pro s=1,...,n—pa=1,...,p. (1,29)
Z (1,28),, (1,29) plyne pak
®By(¢h), — WBz = 0. (1,30)
0 0
Nésobenim predchozich rovnic teénym vektorem (Vt,), (a sedtenim pies
8

« =1,...,n) dostaneme vzhledem k (1,19),

D BE(Df,)(@2)y = 0
0 8

pros=1,...,n—p; b =1, ..., p. Podle vysledku uvedeného v pozndmee 1
plyne z pfedchozich rovnic

(”?g((l)fa)o =0 pro s=1,..,n—p (1,30)
aprob=1,...,p.7Z (1,30), (1,28), plyne pak ihned
n-p
Z(}.)ow“((nt)o—o pro s=1,...,n—7p .
‘Odtud plyne pak podle tvrzeni pfedchozi pomocné véty ihned
(A4)o=0 pro s=1,...,n—p apro a=1,...,p.
8
Je tedy téz
(dl)0 0 (s=1,...,n—9p).
QOdtud a z (1,29), (1,28),, dosta,neme
mB%((*Pﬁ)o - (1/)2)0) =0 (a’ =1.., px = 1, .00 n) ’
z ehoZ vyplyva — vzhledem k linearni nezavislosti vektort (2)B‘z — Ze (¢B)e =
= (y8)o. Oveéiili j ]sme si 'oedy implikaeci
(1)(}30 = (dz)o == 0_,
8 8
| N(gh), = (2o
platnou pro s =1,..,n —p; a,b=1,...,p. Podminky (1), = (d1), = 0
8 3

(s =1, ..., n — p) znamenaiji, %e variety X ,, ®X  maji ve spoleéném bodé P
0

(A)o = (dA)g = 0 > (1,31)
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styk prvého fadu téZ pii vychozi korespondenci (1,13),. Tim je tvrzeni (1)
nadi véty dokazéno pro £k = 1.

Pi'edpoklédejme nyni, Ze variety WX ,, @ X, maji ve spoledném bodé P styk
tadu I- -tého, kde | > 1, pfi vychoz1 korespondenci (1,4). Predpokladame tedy,
Ze pro funkce Z((l)n") (s=1,...,n — 1) v (1,4) plati

(diA)g =0 pro j=0,1,...,1. (1,32)

Piedpokldaddme déle (jako vlastni indukéni krok), Ze tvrzeni (1) nasi véty je
spravné pro styk ¥ddul — 1. My budeme — vedeni implikaci (1,31) — p¥edpo-
kladat navic, Ze plati

1) (d7)y =0 proj=0,1,....,1—1,
(d?A)g=0 pro j=0,1,...,] — 1= s
8

2) (FReva)o = (Yhaar)o
(1,33)

proj=1,2,...,1—1;b,ay ..., = 1, ..., p. Pfedpoklad (1,32) je zfejmé
ekvivalentni predpokladu
(Do = (oo = (o = - = (haado = 0 (1,34

pros=1,..,0 — D0, .., s =1,..,p.

Parcidlnim, (I — 1)-krét iterovanym derivovanim identit (1,28),, podle My,
dostaneme identity tvaru '

n-p (9
b. Dyl '
OB} P T Z ®B;,.oPad + WBE o= e
8= 8
—_ n-p_ (5 1,35),,
@By o E (Z’B"a‘, Yod + MB Aoy a0% 5
1<ji=s s=18 (1}

kde @yl jsou soudiny, v nichZ a¥ Ay ¢iselny faktor vystupuji pouze elementy
Poa, (mel, ..., ). Velitiny wo a, jsou velidiny téhoz typu jako Do 2
dostaneme je z predchozwh zéménou symbolu y za ¢. Odtud a z indukéniho

predpokladu (1,33) plyne
(Pare)o = (Parm)o Pro 1<j=I. (1,36)
Z (1,35),, plyne s ohledem na (1,36), (1,34)

n-» _ (s)

(2)-B“ ((97a .a‘) (’/Jab:...a‘)o) == —321 (f*al...a,)lo 7’:1 .

Nésobenim p¥edchozich relaci vektorem ((1>t,)0 (lel,...,m — p) a sedtenim
pres « dostaneme vzhledem k (1,30) =

n-p-

_ 8
Z (Aﬂx...az)o wm((l)ta)ﬂ =0
8+1 8 0 1
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prol=1,...mn—p a pro a,, , a=1,...,p Z pi‘ed_c_hozich relaci viak
vyplyvé ihned v dusledku diive uvedené pomocné véty (Za,..q) = 0 pro s=

=1,...,n—p a Ppro a,, ..., a; = 1, ..., p. Dosazenim odtud do (1,31} dosta-
neme '

OB (Poteado — (Poia)e) = 0
a tedy — vzhledem k linedrni nezévislosti vektort ?Bj, —

) (?’Zf...a;)o = (wgi...a;)o >
Tim jsme ov&fili implikaci (1,33) pro j = l. Tim je v8ak tvrzeni (1) nasi véty
metodou Gplné indukee dokézino. Poznatek citovany sub 2) v implikaci (I,33)
jest vedlejiim vysledkem, o ném# se zminime v pozndmce za dikazem této
véty.

Abychom dokézali tvrzeni (2) na¥i véty, budeme pfedpoklédat, Ze variety

WX, DX s parametrickymi popisy (1,1),, (1,1), maji ve spoleéném bodé styk .

k-tého ¥4du. Potom, ve smyslu na¥ definice styku, spliuji funkce A(“7?)

(které jsou lokdln& jednoznalné definovény korespondenci (1,4)) podminky
(1,12), které jsou ekvivalentni podminkam (1,34).
Necht

W76 = WFa(yp) (1,37),
je libovoln4 transformace parametri variety WX, a to reguldrni v néjakém
okoli bodu (Wyl, .... Wyr) 5),

"o 0
Rovnice :
‘ @y — @y (@) , (1,37),
nechf popisuji lokdlnd — v néjakém okoli bodu (¥, ..., @y?) — reguldrni
0 0
transformaci parametr variety X . Predpokladejme ddle, Ze existuji v uva-
Zovanych okolich variet WX ,, ®X  spojité parcidlni derivace '
- al(l),;'.’a
DAL 5= Pl I=1,..,k, (1,38),
guDye
I O
Podle véty 1 definuji relace (1,4) lokilné jednoznaéné funkce A = A(V7%),
8 8

Ay 5= l=1,:.,k. (1,38),

s=1,...,n — p, které predstavuji uréité skaléry variety WX,. Disledek
téze véty 1 je, Ze variety WX, ®X  lze vztdhnout k jednomu a témuz systému
@y parametrit variety WX . Skaldry 1 (s =1,...,n — p) jsou tedy zfejmd

s
nezavislé na transformaci (1,37), parametri variety X .

) Tedy bodu P na variets ()X, ktery je spoledny obSma varietdm X, DX,,.
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Definujme

&= Oi) = A@peWi), (1,39),
3 i
fbl-t-bl = m l=1,...,%, (1,39),
gi)pa
O, = - =1,...,k (1,39),

VP oDy’
pros=1,...,n —p; a,by,....,0, =1, ..., p. Z (1,39), plyne pak s pFihlédnu-
tim k (1,39), ., (1,34):

bty = AUty + 2aa U550 + oo + Aoy o U (1,40)
8 8 s 8

ay0y

pros=1,...,n—p,l=1,...,k kde Ubf‘,_.,al, Ui %i <05 U';::::Zﬁ zavisi pouze
na parcidlnich derivacich ¥Cy, VC5s,, ..., W04, 5. Toto tvrzeni se d4 snadno
ovétit metodou tplné indukee. Z (1,34), (1,39) a (1,40) pak vyplyva ihned
implikace .

Do = Vo = -+ = (ay.aho = 0 = (Ao = (Ja) = -+ = (o) = 0

8

pro s = 1,...,n — p. Plati tedy téz
(dA)y=0 pro s=1,...,n—p;1l=0,1,..,k=>

=>(d‘l~)0 pro s=1,..,n—p;l=0,1,..,k.

Odtud a z definice styku je sprdvnost tvrzeni (2) na¥i véty evidentni.

Tvrzeni (3) nasi véty je evidentni. Skaldry A(V2) a jejich parcidlni derivace
Aayeay (1 =1, ..., k) jsou vnitinimi geometrickymi objekty variety WX, a jsou
8
tedy nezavislé na volbé soufadnic v E,, v némz variety WX ,, @X  lezi.

Poznédmka 5. V ditkazu tvrzeni (1) pfedchozi véty jsme navic ukazali, Ze p¥i
korespondencich (1,17),, (1,17),, popsanych lokéln& (v uvedeném poFadi)
korespondencemi (1,14),, (1,14), mezi parametry M2, (ys variet WX, @OX
plati vedle podminek (¢%), = (¥°), (@ = 1, ..., p)°*) téZ podminky (Pa.a)o =
= (92, ..a)o PO @, ay, ..., a; =1, ..., p, jak je naznadeno v (1,33). Tyto podmin-
ky naznatuji vzdjemnou souvislost mezi dvéma korespondencemi typu
(1,17)a, (1»17)17' ‘

Véta 3. Necht variety VX ,, DX, maji — za uvatovanych predpokladi — ve
spoleéném bodé P styk k-tého Fddu (k ='1). Potom lze — a to nekonetné mnoha

0 , .
2pisoby — vztdhnout variety VX ,, DX, k témuZ systému parametri n° tak, Ze
plati: Jsou-li
gr = Wgaye) (x=1,...,ma=1,...,7) (1,41)
” .
e = Da(pe) (x=1,..,ma=1,...,7p)

%) Plynoucich z (1,16),, (1,16;).
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parametrické popisy variet WX ,, DX, vztaZench lokdlné — v okoli jejich spo-
leéného bodu P, odpovidajicimu hodnotdm parametri, n* — k-témug systému para-
: 0 (1]

U Ea o) ga :
s v 1,42
(317“*-- 377"') (an“‘---an“')o' (142

prol=0,1,..,k ay,...,o;=1,...,p. :

melrd, pak je

®
Dukaz je velmi snadny. Necht v* (s =1, ...,n — p) je libovolny systém
p iy
konstantnich vektori v E, s vlastnosti (1,3),,. Polozime-li v identité (1,9)
(1)61((1)775) = (1)xd((1)y/'a) .

(1,43)
(@) ga((Dye) = @ (o (Ayp)) |
potom loka.lm identitu (1,9) miZeme psat ve tvaru
n-p : ‘
(2) ga((Dya) — () ga(Wy0) Z A (1),7 (1,44)
s=138

Podle predpokladu maji variety (X ,, X, ve spoleénem bod& styk k-tého Fadu
(& = 1). Podle definice styku plati pak (1,12), kterézto podminky jsou ekviva-
lentni podminkdm (1,34). Z (1,34) a (1,44) plynou pak bezprosttedné podminky
(1,42), kde klademe 7 = MWy,

DokéZzeme nyni jests, Ze lze variety VX ,, ®X  vztéhnout nekoneéné mnoha
zptsoby k témuZ systému parametrii (lokalng, v néjakém okoli jejich spoleé-
ného bodu P) tak, Ze plati (1,42). Vime jiZ, Ze za predpokladi nadi véty lze pii
korespondencl (1,4) vztéhnout variety WX, @X, k témuz systému para-

metri 7® a Ze pii oznadeni (1,43) a pii popisu (1 41) variet WX, @X plati
(1,42). Budtez nyni

7)), a=1,..,p (1,45),
libovolné funkce proménnych Vy? (b = 1, ..., p) t8chto vlastnosti:
(a) : '
770:.((1)371;) —_ (1)?4: (a = 1,..., p) , (1’45)b
(b) v néjakém dostatedné malém okolf bodu (3, ..., My?) existuji spoj'ité
parcidlni derivace . ’ ° o

‘ —a ot 77 :
= o s 1= 2k (1,45),

prc; G, by, ..., =1,...,p,
- () je e :

(WA3)e = &, (VA3.0)e =0, 1=2,..,k ©(L,48),
pro a,b,,...,0, =1,...,p.
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Je predeviim nyni z (1,44) a z véty 1 evidentni, Ze rovnicemi
< ' ! : n—p

: (s)
(g (ya) - (D) g ((Dy0) =3; f((l)na) ,(,)a

je — za predpokladi na8i véty — popsédna lokalni korespondence mezi body
variet WX, X pii demZ tato korespondence je popsdna korespondenci
=0 (a=1,..., p) mezi parametry obou uvaZovanych variet. Tato ko-
respondence je pak piimo obsaZena v popisu (1,41) obou variet. Omezme se
nyni na dostatedné malé okoli bodu ((1)73 o mwz”) a v popisu x= = (&x(n9)

variety X, poloZme 7° = 7%(‘Vn?). Zvolime-li pak pro varietu (®X, para-
metricky popis

X = (2)5‘2((1)770) = (Z)Sa(ﬁb((l)na)) (1>46)h
a pro varietu WX popis |
oo = WE(WyP) = Wge(@pp) (1,46),

potom pevné zvolenym hodnotdm parametri Wy?(dostatedné blizkym hodno-
tam (1)11") odpovid4 jednoznadnd u.rélty bod na varieté WX, a uréity bod na

®

varlete @X,. P poplsu

gl = Wga(Wpe) | ga — () ga(yo)
variet WX, @X  je tedy relacemi

L =) (1,46)
definovéna zcela urdité korespondence mezi body variet WX ,, X a to lok4lng
jednojednoznaéné v dostatedné malém okoli bodu ((1)77 o (1)111’) To plati pro
kazdé funkce 72(Wn?) s vla.stnostm.l (a) b), (c) shora uvedenyml Z (1,45), 4.0.00
(1,43), (1,46),, plyne
@ Ea(Dyp) = @ Ea(70(Vge)) = @ fx(Dyp) =
0 0 0
= (2>xa((2)77°((1)77°)) = (Dga((Dye) = g =
o : 0 0

= (ga(Wya) = Wa(pa) = M Ea(Wype)
N 0 ] 0
tedy struéng Ce
((2)5«:)0 — ((_1)511)0 .
Z (1,46),, (1,45),, plyne
3(2);& o2 fa

e W4
O T e 4 .

Odtud a z (1,45),, plyne

(a(z)g.z _(3(2)£a 5 — o2 ga
()= () 5= (),
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a tedy vzhledem k (1,42), (1,46),

oD fa oD Ea
Oy [y \&Op? [y

Metodou tplné indukce bychom nyni snadno ovéfili; Ze plati

UV Ea _ oUVEL
oDypa oyt [ \ oDy gWptif g

000 L =12, .08 By, voy Bp= 1, 50 s

Korespondenci tvaru (1,46), s vlastnostmi (1,45),, (1,45), je viak nekonedné
mnoho?) (zfejmé té% nekonednd mnoho v oboru analytickych korespondenci
uvazovaného typu). Tim je v&ta 3 dokdzana.

Poznémka 6. Z diikazu predchozi véty plyne tento vysledek: Necht variety
WX ,, @X s popisem

WX, ge = DEa(ya) = @OX . = (2 fa((2y9)
maji spoletny bod P odpovidajici hodnotdm (2)17“ == (1)77“ == n parametri.

Necht pti korespondenm @y = Wye = go plati (za, diive uvazovanych pied-
pokladii o varietdch WX ,, @X,) podminky (1,42). Je-li (8 = 7%(Wn?) libo-
voln4 korespondence mezi parametry Wy, (s variet WX ,, X , s vlastnostmi
(a), (b), (c)?) a jestliZe pro variety WX ,, ®X  pifeme lokalni popis

WX, z2= (1)571((1),71;) = Wga(Wyp)
OX ;g2 = @F(Dyp) = @ a(po(pb)) |

UDEa _ U Ea .
PEANN O MR P OFONEE CrT A

pro I =10,1,...,k; by, ..., 0, =1,...,p.

“potom plati

Véta 4. Necht WX, DX jsou vartety dzmense p v E, (1 =p=n—1,
n=2)s parametriclcym popisem

WX, zz = Dfe(pe), o= L.,mae=1..,p,
DX 2 xe = Dfa(ye) oc=i,...,n; a=1...,p%
a necht jsou splnény tyto piedpoklady:

(1,47)

(1) variety VX ,, ®X, majt bod P o soufadnicich x> v B, spoleé’nz}, ‘pFi SemZ
0 0 o

xe = WEa(ye) = @fa(ze); . (1,48)
0 0 )] ) ) i

) Vzéjemnd raznych.
8) Citovanymi za (1,45),.
%) Tedy (X, @1 X, jsou vataZeny k jednomu a tému¥ systému parametrt 7°.
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(2) funkce Méx(n2), PEx(y0) maji v urbitém okoli bodu (n*, ..., 5?) spojité par-
0 0

cidlnt derivace

UL ga U g . _ .
o . prol=1,..., % by ..., b — 1, .-..‘,‘p,
(3) matice
oWEL s g2 oV gn
P B T
JMEL p)g2 oV gn
anp anp .. anp ﬂﬂ.—_vle
a
IRDEL )2 oD gn \
ot gt T ent
aE pmg g
om?  onP e 3ﬁ’ yr=ne
magt hodnost p.
Plati-li
UV g U fa :
= 1,49
(377'%- 377"'}0 (317"'--- " /o (1.48)

prol=1,..,k by, ...,0, = 1, ..., p, potom maji variety VX ,, @X  ve spolel-
ném bodé P styk aspori k-tého fddu ve smyslu nast definice.
o .

Dikaz. Pro dané variety WX, (X, pidme ‘
(1)X,,: 20 — (1)5:((1),74) s (1,50).
@F,: g0 = Ofa(@ys) (1,50),

VztaZeni variet @X ,, DX k témuZ systému parametri %* je popsino jedno-
duse korespondenci (?¢ = (Wys (= %) mezi parametry Vys, (2ys variet (1,50),,
(1,50),. Systémem rovnic

n-p .)
@ ga((2ye) — Dfa(Dye) — Z 1 i,a , (1,51)
§=1380

)
kde v»= (s = 1, ..., » — p) jsou konstantn{ vektory v E, s vlastnosti (1,3),,,10)
0 .

je potom — podle véty 1 — definovdna lokdlng jednojednoznalné korespon-
dence (v dostateéné malém okoli bodu P) mezi body variet WX, ®X,. Podle
A . :

10) Kde

WB% = ad il ] , OB* = (6(2)5“) = (3(2)5“).
0o* oM | m* o S UL PR W
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véty 1 jsou rovnicemi (1,51) v dostateénd malém okoli bodu ((1)17 oy Dpp)
jednoznaéné definovany funkce '

@ = ga(Wye), A=AVy), s=1,..,m—pa=1..,p (L52), |
8 8 .
téchto vlastnosti: ‘
(A) (2),7 = %Wy a) = Wye = g8 ;11)
| LI (1,52),
(l)o = /1(“’77") =0, s=L..,n—p;
8 s 0
(B) funkee @2(Wye), A(Wn®) maji v uvaZzovaném okoli spojité parcilni deri-
vace

Hioe o'A
o — — s 1,52 ¥
qy.b,_...bl — m ) %bz--nbl = m ( ] )e
prol=1,..,ks=1..,n—p;a,by,...0,=1,...,p.
Z lokalni identity A
n-p ) :
Da(ga(Dpp)) — WER(Wr) = 3 A(Vye)os )
8=1 s -0
plyne pak — na zdkladé symboliky zavedené v (1,52), —
3(2)§a) a<1)§a e
% (3(2)77“ [2)a = ga(Ind) 3(1)7]" - '}bga
a tedy .
‘ oD ga oW ga ) n_2 ® , :
a . — N s — L2 1,53
(#3)o (‘3(2).,74)(,) o= g ) (3(.1),71» . 2:1 (%b)o’% , ( ) [
Je viak, jak plyne z (1,47), (1,50),,, (1,52),,
(3'2)51 ) ( a(z)gm) (3(2)5«.)
3(2)776 (')T’q’“(‘(‘):lb)— 677“ (ngs= nes 377
oW ga oV g
‘ e o= o o
Odtud a z pfedpokladu (1,49) plyne pak nésledujici pFepis relaci (1,53):
ned ®
®B((g8)o — ) = 2, (ha)ov™, (1,54)
0 2=1 s 0
kde
: a(l)&a
(1)Ba — ( a']a ) .

Vzhledem k linedrni nezavislosti vektori
G ’
(1)?: a=1,....,9), v (s=1,...n—p)
11y To plyne z v&ty 1 a z pfedpokladu (1) nasi v&ty 4.
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plyne z (1,54) jednak

(A)o=0 pro s=1,...8—=p9b=1,...,p, 1,55),
’ p
jednak : :
(¥ =0 pro a,b=1,...,p. (1,55),
Dvojnésobnym derivovdnim identity (1,52), obdrzime: .
82(2)5-1 ) (3(2)&:)
Ggpta |~ 5 + @1 v s _
ey ( B G v gy 0\ TP - gty (1,56)
92D a B9 ) ¢
T ATy gy - & 'bxb."(’f .

Je nyni, jak plyne z (1,52),, (1,50),., (1,47):
( P fa ) ( 522 Ea ) ' ( o2 fa )
0@y g2y (e w‘((‘)qb)_ O e pa=@ T,=(,)g,_. oot |y

2 ga _ RV
W1 g1y as wpe  \ OnTdn® [y

Odtud a z (1,55),, (1,49) plyne nasledujici pi‘epis relaci (1 56)-
( oD g

— A v
5(2)17“‘)(n),,a-¢¢((1),,5 %, 2o z ( . )0 ’
°
co¥ mizeme vzhledem k predchozim fivahdm a k zavedené symolice psit ve

tvaru
n-p (8)
(I)Ba (@5n)o = > (Aon,)0 'g“ .

s=1 ¢

Odtud plyne, vzhledem k linedrni nezavislosti vektort “’B“ (o=1,....9)
®)
v“ (s=1,...,n), ]ednak

(}mb.)o =0 (b, by=1,..., ), ' (1,56),
jednak
(prv)o=0 pro a;,b,by=1,....,p. (1,56),
Metodou tiplné indukce snadno pak ovéiime, Ze plati
(Appb)o =0 pro 21k (1,57),
8

aproby,...,b,=1,...,padile, Ze je
) (‘P‘;I...b,)o =0 pro 21k . (1,57),
& Pro a5, by, .., by =1,..,p.

Z definice a z (1,55),, (1,56),, (1, 57), pak plyne ihned, Ze variety WX, X,
maji v bodé P styk k-tého ¥4du, coz jsme méli dokézat.
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Pozndmka 7. Z predchozich v&t vyplyvaji bezprostiedné dva disledky.
Predeviim lze tvrzeni z vét 3, 4 spojit a vysledek formulovat struéné takto:
' K tomu, aby variety WX ,, DX, mély — za pFed pokladi uwvedenyjch na podtku —
v bod¢ P styk k-tého Fadu, je nutné a staéi toto: Variety VX ,, O X, mazeme lokdlné
v né’yakem okoli bodu P vzdhnout k jednomu a tému# systému parametri n° tak, %
pfi odpovidajicim pammetrwkem popisu tvarw (1,47) variet VX, @X, jsou
splnény podminky (1,49).

Z unicity Taylorova rozvoje analytické funkce a z véty 3 plyne bezprostied-
né:

Necht funkce Wx=(Wya) v (1,1),, jsow analytickymi funkcems v néjakém okoli
bodu (D, ..., VyP) ¢ podobné Pxx(Pya) jsou analytickymi funkcemi v néjadkém

0 0
okols bodu (@1, ..., ®n?) a necht platt ddle: :
0 0

(X) jsou splnény predpoklady (a), (b) na str. 171 ovarietdch VX ,, PX,, (s po-
pisem (1,1,,);

(II) variety VX ,, @X s popisem (1,1),, majt ve spoleéném bodé styk libo-
volné vysokého Fddu.

Potom variety WX, @X  spljvaji v celém (dostatené malém) okolt bodu f .

V nésledujici asti IT tohoto ¢lénku budeme se zabyvat dvéma specidlnimi
definicemi styku: Prvni bude zndmé metrickd definice styku reguldrnich
kiivek, druh4 pak jinou metrickou definici styku nadploch ®X, ,, ®@X,_,
v E,. ProkédZeme uréitou ,.ekvivalenci® téchto definic styku s definici styku
vyslovenou v této éasti I.

|
Necht E, znadi v dal¥im n-rozmérny euklidovsky prostor o pravothlych
(kartézskych) soutadnicich z=.
Necht bod P o soufadnicich - je bodem spoleénym dvéma kiivkdm ®©C, C,
které maji para.metncky popls
0 e = (1)xa((1)t) R _ (2,1),
@0. xr = (2)xa((2)t) ; : (2’1.)h
pfi demz predpokliddime: ‘
(a) pro hodnotu V¢ parametru @ k¥ivky )C a pro hodnotu ¥ parametru %
0 0
kiivky ®C je

0

(b) existuje okoli bodu P na k¥ivee (I)C’ v némz funkoe Dyxe(W) maji spojité

derivace (podle ¢) az do radu k-tého (k = 1). Analogwky predpoklad ginime
o funkeich @z=(?%);

(c) bod P je regularnim bodem k¥ivek @O, @)C.
Q
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Oznatime-li Vs oblouk kiivky ®C, @) oblouk kfivky 90, pak jest

(817 ¢

dWgpx q@)gs d@ze 8
(e) = —
" _f V 9us ~gy gy 9> P f V 90 gy qege 70 (22

(1”

kde
sl proa=4,
a8 =\ 0 pro « # f.
Za nagich piedpokladd miuZeme kiivky 'C, @C vztédhnout lokilné — v .do-
stateéné malém okoli bodu 1:)’ — k jejich oblouku jakoZto parametru. MiZeme

tedy pro n& psit nasledujici lokalni popis:

W0 go = WEa((g) = Wya(Wf(Wg)) | (2,3),
@0 go = @fa(@Q)g) = @ge(@(@g)) | (2,3),
pii demz
Mg = @lg = 0 = (1)5(1(0) — (2)§a(0) = g . (2,4)
0

Obvyklé definice styku asponi k-tého ¥adu kiivek @C, ®C je nyni tato:

Platt-ly pfi korespondenci Vs = (Dg = g '
@) fa(g) — (1) fa

o Deels) — Dge(s)

8—0 Sk

= 0,1)

kde & je néjaké pfirozené &islo, ‘potom #ikdme, Ze kifivky WC, ®C maji v bodé P
0

styk aspoti k-tého mdu
Je nyni dobfe znédmo, %6 za platnosti nafich pi‘edpokladu jsou podminky
dr® o - dxw La _
(L08) = (%08) , 1=0...k 2,5)

nutnymi.a postadujicimi podminkaml pro styk aspoii k-tého ¥adu kiivek @C,
@C v bodé P

Dokazeme nyni velmi snadno, Ze pfedchozi ,,metricka‘‘ definice styku dvou
kiivek je ekvivalentni s ,,afinni* definici styku dvou kiivek z ¢4sti I této prace
(pro p = 1) a to ekvivalentni v tomto smyslu:

Maji-lv kfivky VC, DC za wvedenyjch pFedpokladi. ve spoleéném bodé P styk
aspoti k-tého Fddw ve smyslu Smebrické defmwe styku kfivek, potom maji v bodé’ P

styk aspoti k-tého Fadu ve smysli ,,afinnt* definice stykw kiivek a naopak.

 Abychom toto tvrzeni dokézali, pfedpoklddejme nejdiive, Ze kiivky VC, (¢
s popisem (2,1),, (2,1), maji za pfedpokladi (a), (b), (c) shora uvedenych v bods
1: styk aspoii k-tého F4du ve smyslu metrické definice styku kiivek. Vztahne-

(ga(s) — Wx(s) _

12) Je tedy téz l'ﬁ o)
8

Opro 0 =s <k
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me-li kadou z téchto k¥ivek k jejimu oblouku jako#to novému parametru,
potom pii korespondenci Vs = @)s = s plati podminky (2,5), jak bylo v pied-
chozim uvedeno. Odtud a z véty 4 v ¢4sti I plyne pak ihned, Ze k¥ivky WC, ®C
maji ve spoleéném bodé P styk aspoii k-tého ¥adu ve smyslu ,,afinni* definice
styku variet z Gasti I (kde klademe p = 1).

Predpokladdejme za druhé, Ze kiivky ©'C, C s popisem (2, l)a, (2,1), maji —

za platnosti pfedpokladi (a), (b), (¢) — v bod¥ P styk asponi k-tého ¥adu ve
0
smyslu ,,afinni* definice 1 styku variet z ¢4sti I (definice z $sti I pro p¥ipad
p = 1). Potom — podle véty 3 v &4sti I — mbZeme kiivky (UC, @C lokalné
(v dostatedn& malych okolich bodu P na t&chto k¥ivkich) vztdhnout k jednomu
0

a témuz parametru £, tj.

W0:  gr = Wza(t) (2,6),
\ @C: go = @a(t) (2,6),
pii dem? plati |
AWz d¥2)izga
= = 2,7
( 5 )o ( = )0, 0 (2,7}

kde symbol ( ), pYedstavuje hodnotu veliéiny v z4vorce uvedené pro t = L, kde
ze = Wza(t) = @a(t) .13) (2,8)
° 0 0 . ‘

Funkce @s(t), Ps(t) takto definované!4)

dDza du’xﬂ d(2)xa. dezs .
Mg — (2)
’ f]/" G : 8‘[]/9“" @ @ ¥ @9

jsou oblouky k¥ivek WC, @)C' v uvedeném poradi Za, pla,tnostl nadich predpo—
kladd plyne lokalng, v okoli hodnoty Ws = @s = 0,

— (1)<p((1)8) , b= Cg@s). ) (2,9)b

Odtud plyne pro krivky 0, ®C s popisem (2,6),,, lokAlnf popis
WQ:  gr = Wgx(Wg) = (1)5,&((1@((1\@) , - (2,10),
O0: o = @fa(g) = DFe(Dp(Ds)) . C(2,10),

Z (2,9)q, & (2,7) plyne (s uZitim poudky o derivovani invérsnich funkef)

dt Wy di®g : . '
(d‘l)s")(l),_o'_ ( A5 J .o 1=01,..k, (2,11)

jak se snadno ovéfi.
13) a* jsou souradnice bodu 1: spole&ného ktivkém (C, ¢)C .
1) Vig (2,2). '
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Pro kiivky OC, @C' s popisem (2,10),, (2,10), plyne z (2,10),,, (2,7), (2,9).,
(2,11), (2,8) , ;
((1)5")(1)3=9=0 = ((2)5“)(1)s=s=0

a dale

dW ga dWze (d‘l’qo d@za| [d@g d@ e
dVg (l)s-=s=0— dt 0 ds (1)a=-.s-0— d¢ 0 d®s (i)a-s-o__ d(z)vs Ms=3=0

a tedy p¥i korespondenci ®s = (g = g:

A2 ga dz@ g )
dsz.—‘ 8=0 = _dsz 8:-0'

Snadno bychom nyni dokézali (metodou tplné indukce), Ze je

dsza die) e
pro I = 2, ..., k. Platf tedy (2,5), coZ je postaéujici podminkou pro to, aby
kiivky W0, @)C mély v bodé P styk aspon k-tého ¥adu ve smyslu ,,metrické
A .
definice styku kiivek. Tim je ekvivalence obou definic styku k¥ivek prokdzana.

*

V daldim se budeme zabyvat specidlni definici styku dvou nadploch WX,_,,
@X, . veuklidovském prostoru E, (» = 2), odlisné od té, kterd plyne z defi-
nice styku variet z éasti I pro p = n — 1, a prokazeme ekvivalenci téchto dvou
definic ve shora uvedeném smyslu.

Necht bod .feEn je spoleénym bodem nadploch ®X, ., ®X, _, s para-
metrickym popisem '

WX, 0 oar =gy x=1, .., ae=1..,2—1, (212),

O, 1 a2=0z(ye) x=1_..,0a=1,..,2—1, (212),

pii dem? necht plati pfedpoklady (a), (b), (¢) uvedené na potatku &asti I prace
(pro p = n — 1). Symbolem N= oznadme jednotkovy vektor metrické normaly
i ]

nadplochy ®X,_,. Vektor N= = No(ne) je tedy v néjakém okoli bodu P na
1 1 _ 0
nadplose WX, _, jednoznaéné definovan podminkami '

( 5 \ a(l)xa :
gaﬂll)BgZIVﬂ=O, “B;’,‘EW i a=1,...,n—1,
JaplNeNE =1, (2,13)
T I ’

determinant :
[VBy, ..., WBz_,, fV *1>0.
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Systémem rovnic

(z)xa((z)na) e (1):1;“((1)17“) =. U ]lva((l),?a) (2,14)

je lokalng, v dostatend malém okoli bodu P, definovdna jednojednoznaéné
V]

korespondence mezi body nadploch WX,,_,, ®X,_,. To bychom ovétili analo-
gicky jako tvrzeni véty 1 v 8asti I. Rovnicemi (2,14) jsou v n&jakém okolf bodu
(Mn9) jednoznadéné definovany funkce
0
(2),7a — (;a((nnb) , a=1..,n—1, = Iu((l)nb) (2,14)*
se spojitymi parcidlnimi derivacemi ai do k-tého ¥adu (v&etng) podle n.1%)
Necht symbol (d'w), znal I-ty diferencidl funkce u(W5®) v bodé ((,1)73“)
(I =1, ..., k). Definujme nynf styk aspoit k-tého ¥4du nadploch ¥X,_,, ®X,_;
v bodé P takto:
0
Nadplochy WX, _,, @X,_, maji za shora wvedengjch predpokladid v bodé 10’
styk asport k-tého Fddu ve smyslu korespondence (2,14), jestlize plati
(1)o = (dp)g = ... = (d¥u)y = 0. (2,15)

To je tedy specialni definice styku nadploch a to ,,metrickd‘‘, nebot pouzivame
metrické normély p¥i definici korespondence (2,14). Plati nyni toto tvrzeni:

Maji-li nadplochy VX, ., ®X,_, za uwvafovanych predpoklads ve spolecném
bod€ P styk aspori k-tého #adu ve smyslu pravé uvedené definice styku nadploch pii
0
korespondenci (2,14), potom maji v bodé P styk aspor: k-tého ¥ddu ve smyslu afinni
0

definice styku variet z &dsti I (pro p = n — 1) a naopak. Jsou tedy v tomto slova
smyslu obé definice styku nadploch ekvivalenini.

Abychom toto tvrzeni dokazali, pfedpoklddejme nejdiive, Ze nadplochy
MX,—, ®X,, s parametrickym popisem (2,12),, (2,12), maji — za uvaZova-
nych pfedpokladi — v bod& P styk asponi k-tého ¥adu (k = 1) ve smyslu hofeni

0

definice styku nadploch (pfi korespondenci (2,14)). Z (2,14), (2,14)* plyne lo-
kalni identita
(z)ma(ii,a((l)ﬁb)) — (Wga(Wye) = y(Wye) N*((Vys) (2,16)
1

Piseme-li pro nadplochy WX, @)X . parametricky lokdlni popis

WX, 1 2% = Wfa(ye) = Qga(Dya) |

(2)X”_1: % — (2)§:(l1),7a) = (Z)xa(('i,n((l)ﬂb)) ’
potom muZeme identitu (2,16) pFepsat na tvar

(2)5«((1)7741) — (1)5«((1),7‘:) == ‘u((l)na) Na((l)na)_ ,

1
15) Vizg dukaz véty 1, dast 1.
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z niZ Ii}yne pak, vzhledem k predpokladu (2,15),

31(2)54: 31(1)55;
oDy oy = FErTR iy N

prol=0;1,..,0; @=L ..o, B—1; & = 1, .., .

Odtud plyne pak ihned — s odvoldnim na vétu 4 v asti I —, e nadplochy

Wx, ., @X,  maji v bodé P styk aspoii k-tého fadu ve smyslu afinn{ definice
0

styku variet v ¢asti I.

Piedpoklidejme za druhé, Ze nadplochy WX, ., ®X, . s popisem (2,12),
(2,12), maji ve spoleéném bodé P styk aspoii k-tého fadu ve smyslu afinni defi-

0

nice styku variet z éésti I. Potom — podle véty 3, éast I — mlZeme uvaZované
nadplochy vztdhnout k jednomu a témuz systému 7° parametrd, t. j.

WX, _: x* = OF@ye), (2,17),
WXy 2% = z%(ye), (217,
pii CemZ plati _
al(l)ia U
) = 18
(377“1 b 3’)7“‘) (817“1 .. 87701) ) (2,18)

pro l=0,1,...x=1,...,n Gy, ooy @ = 1, ..., n — 1. Misto lokalnfho po-
pisu (2,17),, (2,17), nadploch VX, @X _ pisme (ryze formalng)
- (I)Xn—1: % = mi“(’?“) > (2319)3
(Z)Xn_I: % — (2)50‘(*77“) ) (2,19)b
Je tedy

2% — (I)Ea(na) = ’2)1"‘(*')7“) pro 7%= *na = 9.
0 0

Necht N* je jednotkovy normélni vektor nadplochy WX, _, (s popisem (2,19),).
Y v
Rovnicemi
(2)50;(*17:1) — (l)iu(na) = g N“(?]“) (2,20)
1
je pak lokdlné — v dostateéné malém okoli bodu (r*) — definovéna jedno-
0
jednoznadéna korespondence
o =yo0r) (kde ye(p) = *1° =1°) (2,21)
" mezi parametry nadploch WX ,_,, ®X, . a tedy té% mezi body t&chto nadploch
v dostateéné malém okoli bodu P ‘Relacemi (2 20) je rovnéz jednoznaéné

lokélné definovana funkce u = /1(17“), pii demz ]ak funkee y%(n®) (@ =1,.
n — 1) tak funkee u(7°) majf spojité parcidlni derivace podle a.rgumentu 'r;,

16) Kde symbol ( ), znadi hodnotu velidiny v zédvorce uvedené pro 17 = n%, kde z* =
(i [
= Wgx( ") = ( )x“(r;“) jsou soutadnice bodu P v E,.
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a% do ¥4du k v néjakém dostateind malém okoli bodu (7). Plati tedy lokélni
s 0
identita

@y () — VF(re) = (e ) V() - (222)
Z (2,22), (2,21), (2,18) plyne ihned o

(u)o = 0. (2,23),
Parcidlnim derivovanim identity (2,22) dostaneme (pro k& = 1)
a(z)xﬂ 31/) 3(1)xa

a tedy téz

o®z=\ [oy? Wz N i
(3*nb)o (%E)o"( an°) (an) ur )°+(")°(a : ) '

Odtud plyne pak, vzhledem k (2,17),,, (2,19), ,, (2,18), (2,23)

.a(_IEi ?w—b) — b) (a'u’) a
(377" )0((3"7“0 %) =\an @

. oz
a tedy — vzhledem k linedrni nezévislosti vektort N*, VBt = ———0o- (@ =1,
1

ey — 1) —
(),
a: ’ (2,23),
SR
377“
pro a,b =1,

,m — 1. Podobn& jako v dikazu véty 4 bychom si ovérlh Ze
plati (pfi k 2 2)

alwb
(317"4 877‘") =0 pro 1=2,...,k,

olu

(anax 377"‘) = BB (2,23)

8 Pro ay, ..., a; = 1, ..., » — 1. Z platnosti podminek (2,23),, ., plyne platnost
podminky (2,15). To v8ak znamena — podle na¥f shora vyslovené definice — Ze
nadplochy ®X, , ®X . maji v bodd P styk aspoti k-tého ¥4du ve smyslu

korespondence (2,14). Tim je ekvwalence uvazovanych dvou definic styku nad-
ploch v B, prokizina.
Poznédmka 8. Definici styku nadploch v euklidovském prostoru E,, (n = 2)

ve smyslu korespondence (2,14) bychom mohli nyni snadno zobecnit pro styk
dvou p-rozmérnych variet VX, @X v E, (1 <p <n — 1). V takovémto

piipadé bychom uvaZovali n» — p jednotliv;’rch vzéjemné kolmych vektort
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N*(s=1,...,m — p) a soudasnd kolmych k teénému prostoru variety WX,

s
v bodé P a misto korespondence (2,14) korespondenci
0

b n-o
(2)xa((2),7a) _ (1)xa((1),7a) — z AN=,

s=1ss
kde s =1,...,n,a=1,...,p.
Poznamenejme jesté zavérem, Ze je pomérné snadné definici styku variet
z &asti I zobecnit pro styk variet v afinnich prostorech s libovolnou konexi.

Pezwome

O KACAHUUM MHOT'OOBPA3UN B AOO®UHHOM
JJUHENHOM IMPOCTPAHCTBE

OPAHTUINEK HOMUYKA (Frantifek Nozika), IIpara
(Iocrymuno B pegaxmuro 25/I11 1957 r.)

Paccmorpnm B apdmHHOM ImEeiHOM mpocTpaHcTBe H, (7 = 2) ¢ KOOpAEMEA-

Tamm 2* (x = 1, ..., n) nBa MHOroobpasmg (WX, X, (1<p=n—1), za-
DaHHHEe B IapaMeTpEIecKOM BHJe
WX, 2o = Oze(@9), ax=1,..,m a=1,...,p, (I)a
OX,: e =@z, a=1,...,na=1,...,p, (I)y

npudeM IpPeAmoaraercs, 9TO

(a) Toura P e E, ¢ xoopimHaTamM# % ecTh o0mas TOYKA MHOroo0pasmit

0 /]
WX, ®@X,. 10l TOYIKE COOTBETCTBYIOT 3HadeHms (y® mapaMeTpoB (M7® MHOrO-
0
obpasma WX, n sHageHna (M* napamerpoB My Muoroo6Gpasmsa AX,;
0
(6) Ppyurmmm Mzx(Mns), Azx((n®) 0b6IagaloT HeIPEPHBHEEIMEA JaCTHBIMEA IIPO-

W3BOJHBIMA IIO0 CBOMM APryMeHTaM BIIOTH O HOPsAAKa k = 1 (BKIIOYETENHHO)
B HEKOTOPHX OKpecTHOCTAX Touk:m (WX, Ha MHOTOOGpasmax (X,

() Touka P — perynapHad To9Ka MHOroobpasmi (MX,, AX,.
0

Q)
IIyers v (s=1,...,m — p) — TDOCTOAHHEIE BeKTOPH B F,, yIOBIeTBOPAIO-
0
II#e YCIOBHAM :
® - (n-?)
ompemenmrens [WBY, ..., MBZ v2, .., v*] 0,
0 0 0 0
' (IT)
@ (n -p)
ompefienarens [®Bg, ..., ABj, v*, ..., v*] 0,
0 0 0 0
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rjae

a(l)xd
DB = (
0

oMyp )m,,a- (x),,.'
L

0(2)
(2)B‘;‘ = (
0

oe )(n),,a- e
e

B sTEX mpemmoNIoKeHAAX CHCTEMOR ypaBHeHHH

n—p (8)
Oga(@2) — Dga(y) = > A v2 (I1I)
s=1 8 0 )
JIOKANBHO OIpefelieTcd HEKOTOPOe COOTBETCTBHE MeEyKAYy TOYKAMH MHOIO-
ob6pasmit WX, ®X, apigomeecs OIHO-OMHO3HAYHEIM B MOCTATOYHO MAJOH
okpectHOCTE TOUKE P (Teopema 1 B texcre). Kpome toro, ypasmenmamm (III)
: (1]

JIOKaNbHO (B JOCTATOYHO MAJIOH OKpecTHOCTHE TOUKE ((M7?%)) OMHOBHAYHO OIpe-
[ensoTess M cKadAPH A(M9) (s =1,...,n — p), mpmuem Qymrmmm A(Mn?)
8 8

0071aal0T B paccMAaTPUBAEMONl OKPECTHOCTH HEIPePHIBHEIME JaCTHEIMA IPO-
H3BOHEIME IO CBOXM apryMeHTaM He MeHee 9eM k-ro mopsjka.

Iyers cmmBomsr (d'2), mpepcraBasior monEHE mupdepennman GyHROAL
8
A(s=1,...,mn—p) lro mopsaara (I =1, ..., k) B roaxe (Mx%). Torma mMsI MO-
8 J 0

JHeM JaTh Cllefylolllee oIpefelieHHe KacaHUs MO KpaiHeidl mepe k-ro mMOpsAfKa
MHOrO06pasui WX, AX, B ux obmei Touke P: -
- (1]

Mrozoobpasus WX, X, npemepnesarom npu yYKa3aHHHX 6blule YCAOBULL

6 moyke P kacanue no kpaiine mepe k-20 nopadka, ecau
0

ADo=@l)p=...=(d*)g=0 mug s=1,...,n—p.

Taxmm obpasoM cOpPMYIHPOBAHO HEKOTOPOe CIENHWATIBHOE OIpeleeHue
KacaHHs [BYX MHOT00Gpasmil B TOUKe ImHeiHOro adduunoro npocrparcTea K,

O6croaTenscTBo, 9ro ABa MEOroo6pasus MX,, WX, B K, mperepmeBaioT

B Touke P KacaEmMe mo KpaiiHeil Mepe k-To mopsiKa B CMEICIIe YKAa3aHHOTO OIpe-
0 )

HesleHVs, ABIAETCA HE3aBHCUMHIM (TeopeMa 2 B TEKCTe)

(O]
1. or BEIGOpa IOCTOSIHHBIX BEKTOPOB v* (8 = 1, ..., — p co csoicTBamu (II);
0

2. ot BH6Opa cuCTeMH IapaMeTpoB MEoroofpasmi (MX,, X
3. or BHIOOpa KoopauHAT B K.
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Has toro, 9ro6sr MEOroo6pasua WX, ®X, (I), (I), operepuesama — mpm
YKa3aHHHX BHIe yclaoBHAX (a), (6), (B) — B Touxke P KacaHme DO KpaiHeH
0

Mepe k-ro mopsagka (k = 1), HeoGX0IUMO ¥ JOCTATOYHO CIAEKYIOIEE:

CymecrByior pyarnum

gt == Bpa{ o) Iv)
€O CIEMYIONIME CBOHCTBAMME:

(A) coormomernma (IV) ompemensior MOKaJIBHO ONHO-OHO3HAYHOE COOTBET-
CTBHE MLy Hmapamerpamm My, By muOroobpasmit MX, X, B HeKOTOpOHR
OKpecTHOCTH TOUKE ((M7?);

0

(B) @y = (o),
0 0
(B) ecnm ypaBEeHHS
b (1)5:1((1)774) = (1).’13"‘((1)77“) s
. xe = (f(0) = Oz=(@ga(MyP))
IpefcTaBiIAT JOKAJIBHOE MapaMeTpWdecKoe ONmcaHme MHOroobpasmi (MX,

(X, OTHeCEHHBIX K O(HOM M TOI sKke cucTeme (D% mapaMeTpoB, TO BEIIOIHAIOTCH '
ycloBus

31(1)594 / az(z\é-a
(8(1)77“1 .. o 8(1)17'11 )(")7]“- Wpa - a(l)nal e 8(1)77“1 )(1),1¢= Wpe
) s L]

mmal=1,...,k a,....,¢;=1, ..., p (TeopeMsr 3, 4 GeMCKOro TeKCTa).

OxassiBaercsi, 9T0 W3BECTHOE MeTPHYECKOe ONpefelleHme KACAaHHA [BYX
KpHBHIX B F, paBHOCHIBHO IPHUBEJeHHOMY B ONpPeNlelleHNI0 KacaHHA NIIA
ciyuas p = 1. s ciaydas xacamma NBYX rumepmoBepXmHocteidr B E, mpm-
BONMTCA NPYyroe, METPUYECKOe OIpeNeeHWe KacaHUA, PAaBHOCHIIBHOE yKa3aH-
HOMY BBIme a)@MHHOMY OIpefelleHMI0 KacaHusA MEOroo6pasmii npa p = n — 1.

Résumé

SUR LE CONTACT DES VARIETES DANS UN ESPACE AFFINE
LINEAIRE -

FRANTISEK NOZICKA, Praha,
(Regu le 25 Mars 1957)

" Considérons dans un espace affino-euclidien &, (n = 2) deux variétés WX,
X, (1 < p=n— 1) aux équations paramétriques suivantes
WX, o= Oge(ye)  x=1,..,na=1,...,p, (T,
@OX ) = Q@) x=1,..,na=1,...,p, @0,
ol z* sont les coordonnées dans E,. Nous supposerons que
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. (a) les variétés WX ,, @)X  aient en commun le point P dont les coordonnées
x“ dans E, correspondent aux valeurs (1)77 des parametres Mpe de la variété

(1‘X et aux valeurs (2)77 des paramétres ‘2)17 de la variété X ;

(b) les fonctions (l)x“((l)n")(‘2>x“(‘2)77°)) aient des dérivées partielles continues
jusqu’a Pordre Z = 1 par rapport aux variables Vy¢ (®72) dans un entourage
du point P de la variété VX, (¥X,);

. 0

(c) le point 10J soit un point régulier des variétés VX , @X .

® )
Soient v (s = 1, ..., n — p) des vecteurs constants dans E, possédant la
p .
propriété suivante:
le déterminant

(n-2)

)
[(1)'€‘i3 DERE (1)‘§:9 gay.' 4 &y gd] ‘-‘t: 0 ’

le déterminant (IT)

(n-9)

®
[®Bg, ..., @Bz, =, ..., v*] £ 0,
0 0 0 0

( —
DBRe=

0

(1) (2)
?_ia 5 (2)Ba = _?_—xa .
V8 | aypaina o @8 | eypam tira
o o

Ces suppositions étant faites le systéme des équations

@ga(@pe) — Wga(pa) = 2 A (I11)

définit une certaine correspondance entre les points des variétés WX, @X ,

qui est localement biunivoque dans un entourage assez petit du point P

0
(theoreme 1 du texte tchéque). Les scalaires ) = 1((1’ “(s=1,...,n — p)sont
bien définis par les équations (III) dans un entourage assez petit du point ((1>)7°)

en y possédant des dérivées partielles continues par rapport aux variables (1)77
jusqu’a Iordre k.

En des1gnant par (d‘l) la différentielle d’ordre I (I = 1, k) de la fonction
A(s=1, — D), dans le point ((1)7'“) on définit le contact d’ordre k& (au

moins) des variétés WX, @X en P de la maniére suivante:
1]

Nous dirons que les variétés VX ,, DX ont en P un contact d’ordre k au moins,
si les conditions suivantes sont valables: (A )o = (d/‘l)0 = ... = (d¥i), = 0 pour
s

s=1,..,n—p.
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C’est une certaine définition du contact de deux variétés au point de I’espace
affine linéaire E,,.
Le fait que les variétés VX, @ X ont un contact d’ordre k£ au moins (dans
leur point P commun) dans le sens de la définition énoncée, est indépendant
0 5
(théoréme 2 du texte tcheque)
®
1. du choix des vecteurs v* (s = 1, ..., n — p) constants dans E,, qui satis-
’ 0

font aux conditions (IT);
2. du choix du systéme paramétrique des variétés WX, @X .
3. du choix de coordonnées dans. &,,.

Pour que les variétés VX, @ X, aient un contact d’ordre k& (au moins) au
point P commun, it faut et il suffit qu’il éxiste des fonctions
0

' (2)77a — (2)na((1)nb) (IV)
aux propriétés suivantes:

(A) les relations (IV) déterminent une correspondance locale biunivoque
entre les points des variétés WX ,, @X, dans un entourage du point ((y?);
0

(B) (2),7a - (z)na((l)nb);
0 0
(C) les équations
2% — (1)£a_((1),7a) = (l)xa((l)na) ,
x* = (2)§a((1),7a) = (2)xa((2),7a((1),7b))
étant la description paramétrique des variétés VX ,, @X, doudes d’'un méme
systéme de paramétres Wye, les conditions

oUD fa i oVR) fa !
o pa 3(1)7701 (e = Qi ) oy .. 8099 ayya - vy
0 o

sont satisfaites pour I =1, ..., k; ay, ..., ¢, = 1, ..., p (les théorémes 3 et 4 du
texte tcheque). :

La définition du contact de deux courbes bien connue en géométrie métrique
euclidienne et la définition du contact des variétés énoncée plus haut pour le
cas p = 1 sont équivalentes. Dans le cas du contact de deux hypersurtaces dans
Pespace métrique euclidien on peut introduire une nouvelle définition du con-
tact équivalente avec la définition bien connue du contact en géométrie métri-
que et avec notre définition affinne du contact (énoncée plus haut) en y posant
p=mn—1
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 83 (1958), Praha

O NEKTERYCH VLASTNOSTECH HOMOGENNI LINEARNI
DIFERENCIALNT ROVNICE CTVRTEHO RADU

ZDENEK HUSTY, Bmo DT:517.941
(Doslo dne 29. biezna 1957)

V préci jsou odvozeny dva kanonické tvary homogenni linedrni
diferencidlni rovnice 4. f4du, které mohou byt uZiteéné pii studiu
oscilaénich a asymptotickych vlastnosti. P¥i odvozeni obou kano-
nickyeh tvara hraji podstatnou tlohu funkee w, ®,, ®,, z nichZ prvni
jo diferencidlnfm invariantem a ostatni jsou diferencidlnimi semi-
invarianty.

Necht je ddna diferencidlni rovnice

Y + dagy” + bayy’ + day + ay = 0. (LY)
Poznamka 1,1. O kazdé linearni diferencidlni rovnici a tedy i o rovnici
- (1,1) budeme vZdy predpoklidat, Ze jeji koeficienty jsou spojitymi funkcemi

proménné x v jistém intervalu {a, by = J, p¥i ¢emZ v ptipad8 b = oo je inter-
val J zprava otevieny.

G. SANSONE, viz [8], odvozuje za predpokladu, ze funkce ay, a, jsou v J spo-
jité, typicky tvar rovnice (1,1)

[Py — [0yl — QY +dy=0, (1,2)
kde
By =¥ P9 = _288,, Q= —28,I, B = ayd,,
S = 3“2 - a.; - 2a§ )

I=4a:+6asa;—6aaa’2+a;—'3a;+2a’13 (173)
kterého pouZivéa pii studiu n8kterych oscila¥nich a asymptotickych vlastnosti.
Poznédmka 1,2. Funkee (1,3) je Halphentiv invariant diferencidlni rovnice

(1,1), viz HarpaEN [2], Sansone 1. c.

202



Poznamka 1,3. V této praci odvodime jiné tvary rovnice (1,1), jeZ nazveme
kanonickymi. Téchto tvart jsme pouzili v préaci [4] {[3]} ke studiu oscilaénich
{asymptotickych} vlastnosti diferencialni rovnice (1,1).

Poznamka 1,4. V celé této praci vylouéime ze svych tGvah trividlni feseni.

2
Iteraci homogenni linedrni diferencidlni rovnice n-tého fidu
Liy] = 1'éoa,,g/(”) =90 (2,1)
obdrzime homogenni linedrni diferencidlni rovnici 2n-tého ¥adu
Lily] = LIZIyll = 3 a{Zly)o = 0. 2.2

Pozndmka 2,1. O koeficientech a, (» = 0, 1, ..., n) pfedpokliddme, Ze
maji v J spojité derivace, které se v rovnici (2,2) vyskytuji.

Plati tyto jednoduché pomocné véty:

Lemma 1. Ka#dé reSent rovnice (2,1) je FeSenim rovnice (2,2).

Lemma 2. Neckf Y(x) [n(z)] je FeSent rovnice (2,1) [L{y] = Y(z)]. Potom
7(x) je FeSent rovnice (2,2).

Pozndmka 2,2. Platnost pomocnych vét 1 a 2 se snadno rozii¥i na diferen-
cialni rovnici L*[y] = 0, k > 2 piirozené.

Definice 1. Iterovanou rovnici nazveme kazdou homogenni linedrni diferen-
cidlni rovnici n-tého ¥addu, kterd vznikne z-nisobnou iteraci homogenni li-
neérni diferencidlni rovnice prvniho fddu

Plyl = Ay + Ay =0, 4, +0. (2,3)
JestliZe y,(z) je YeSeni rovnice (2,3), pak podle pomocnych vét 1, 2 funkce
i-1
y,-(x)=y1(x).[f—1— dx] L i=12 .0, (2,4)
4,

ol f 0 [ 0]
[ 2o 3T )}

vyhovuji iterované rovnici n-tého ¥adu

Pry] = 0. (2,5)

Integraly (2,4) jsou linedrn& nezavislé. Nebot v opaéném pi¥ipadé by platila
pro viechna z e J identita

' 1 1 T NN
y](x)(c1+czle“ldx+ca[fzdx]‘f‘---‘l‘cn[fzdx] )-=0:
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kde aspofi jedno z &isel ¢, (v = 1, 2, ..., n) je rtizné od nuly. Aviak tato iden-
tita je nemoZna, nebot y,(z) je netrividlni integral rovnice (2,3) a wronskien
funkei, které se vyskytuji uvnité kulaté zdvorky, se rovna

AP 4 0,

3
- Predpoklidejme, Ze v rovnici (1,1) jsou koeficienty g, a; spojitymi funkeemi
v intervalu J.

Véta 1. Diferencidlni rovnice (1,1) vznikne iteract diferencidlni rovnice (2,3)s
kdyZ a jen kdyZz plati pro viechna x e J identity

I = 408 + 6a,a, — 6a,a, + as — 3ay + 2a, = 0, (3,1)

I, = 44af + 288aja; + 140a,a; + 84a,” + 200y -+ 12aja, — 3.2)

— 150a,a, + 12aia, — 81a2 — 45ay + 25a, = 0. ’

Dukaz této véty neni obtiZny, ale je pracny. Uvedeme pouze jeho hlavni
- mySlenky.
Je Pi(y) = Aly"" + AN64; + 44,) y” + ANTA? + 44,4, + 12414, +

+ 64,4, + 645) y” + A\(44, 4147 + ATA] + AP + 44774, +

+ 44,474, + 104,414, + 4474, + 64147 + 124, 4,4, + 447) y' +

+ (A A A + AJATAG + SATA Ay + 44 A 44, + 3ATAS +

+ 44i4,4; + ATAY + 64,454, + A7) y.
Dosadime-li do (3,1), (3,2)

4 4, W
+ 4 —— =
63 4,A1 da,,
LA AL 'A 2
‘412-}-4 1+1° ° 46 ;’LaA‘;:saz,
JAA A7 Ap A'ZA A4 AlA;
S il Wil ik b Tl i ok Ut
1 !  (3.3)
Al A'Ag ?AA{,_L A}
4_14__“3 A 1200 4A1_4a1,
A24, A4l AlAG ’Avo Ag
s A20+3 o tAiTa T3t
ADA AY A4y AS
+ 4 [ _0 _L_ 6 0<+0 “e =a,,
A3 4, A3 4 7 J

pak zjistime, Zze I = I, = 0. Je tedy podminka (3,1), (3,2) nutni.
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Necht naopak plati (3,1), (3,2). M4-li rovnice (1,1) vzniknout iteraci rovnice
(2,3), pak musi funkce 4,, 4, vyhovovat systému diferencidlnich rovnic (3,3).
Ukézeme, Ze pii splnéni nageho pfedpokladu existuje vZdy feSeni systému (3,3).

Z prvni rovnice (3,3) vychdzi

Ay =azA, — 34;. (3,4)

Dosadime-li (3,4) do druhé, tfeti a étvrté rovnice (3,3), obdrzime po tGpravé

diferencidlni rovnice

Al A2 12 -

-fi’“z%%:?(“g%-%_“z)a (3,5)
AV A4 AP A7 A\ 4 .
PR R S

(3,6)

A7 A”’A; 17T 7472 7 ;)2 27 A’* Ay
4, T4 Ttz a4 T2 ( A3 [ (
A4 g » 2 s
DB b 4] e ®
+ dayay + 3a,2 + ag’ — a,)] . :

System (3,3) mé feSeni tehdy, kdyZ diferencidlni rovnice (3,5), (3,6), (3,7)
maji spoleéné ¥eSeni. Tato otdzka souvisi s pojmem reducibility dlferencla]nlch
rovnic (3,6), (3,7) — viz KONIGSBERGER [5] —, takZe ndm staédi najit podminku,
kdy rovnice (3,5) je integrdlem diferencidlnich rovnic (3,6), (3,7). Tato pod-
minka je I = 0, I, = 0.

V pozndmkéch 3,1—3,4 ptedpoklddame, Ze rovnice (1,1) je iterované.

Pozndmka 3,1. Jestlize rovnice (1,1) vznikla iteraci (2,3), pak miZzeme

» psét jeji obecny integral ve tvaru

= flo fl el el o] oo

viz lemma 1, 2.

Poznamka 3,2. Necht u, je partikuldrni integral rovnice
w = §(a5 + az — ax)u, ' (3,9)

pak funkce u1 je 1ntegralem rovnice (3,5). Klademe-li v (3, 8) s ohledem na
(3,4) A, = uy, A, = au} — 3u,u,, dostdvame vzorec

iy 1\ 1 1 "
y(x) = ude™ dx[cl +f(02 + f(c3 + c4f@dz) %dx)u—%dx] . (3,10)

Poznadmka 3,3. Necht w; je partikuldrni integrdl rovnice

2,2 ’
2w’+w2=—%(a3+a3—az),
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pak funkce €% je integrilem rovnice (3,5). Klademe-li v (3,8) s ohledem
na (3,4) ’
Al — e[wldz , Ao — aaefw,dan _ %wle_[w,dm ,
obdrZime vzorec
y(x) = eH(wl-?ﬂ;)dx[cl o= f(cz s f(ca + C‘Je—fwldw dzx) o~ Jwnde dz) o~ wnde dz] .
Pozndmka 3,4. Necht u,, %, jsou nezavislé integrily rovnice (3,9). Podle
(3,10) jsou funkece :
uleIndz - gSp-tadn (3,11)
(g = wy)® €I (3,12)
Ye¥enimi diferencidlni rovnice (1,1). Z (3,12) vyplyvé, Ze i funkce
UWuge 1% | g yle I ' (3,13)
jsou Fefenimi diferencidlni rovnice (1,1). Funkece (3,11), (3,13) jsou lineidrné
nezavislé, nebot

’ W[u:’ ug, ’Ufiua; ulugl = 12W [uls '“fz]e =|= 0.

Necht je dédna diferencidlni rovnice
n

> (:’) ay® =0, m =3 piirozené, a, = 1. (4,1)

v=0
O koeficientech @, (v =0, 1, ..., — 1) pfedpoklddéme, %e maji v intervalu
J viechny derivace, které budeme potiebovat.

Je znadmo (viz Sansone [10], str. 81), e nejobecn¥jsi bodovs transformace,
* ktera prevadi rovnici (4,1) ¥4du n > 3 v rovnici téhoz typu, je tvaru

y=tx)w, (4,2)
&= §=). (4,3)

Oznaéme symbolem )
I(ay, ay, ..., @,_,) ‘ (4,4)

libovolnou funkei koeficientii rovnice (4,1) a jejich derivaci.

Pozniamka 4,1. Rikdme, Ze funkce (4,4) je absolutné, resp. relativné inva-
riantni vzhledem k transformaci (4,2), jestlize plati rovnice
| I(ag, @y, .oy @p_y) = I(Bgy by, - nvy bpy)

Tesp.
I(ay, @y, -..s @y_y) = f(x) I(by by «- -y byy) »

kde b; (1t =1,2,...,n — 1) jsou koeficienty rovnice (4,12) a f(z) je n&jaka
funkce prom&nné z.
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Rikédme, %e funkce (4,4) je absolutn¥ resp. relativng invariantni vzhledem -
k transformaci (4,3), jestlize plati rovnice

I(“o’ Qs oney a’n-—l) = I(dm dl: sim &5 &n—l)
resp.
I(aO! Qs -2 a’n—l) = f(x) I(‘_‘o, 6’19 siwey dn—l) ’
kde a; 1 = 1,2, ...,n — 1) jsou koeficienty rovnice (4,14) a f(z) je né&jaks
funkce proménné x.

Nazveme funkei (4,4) prvnim [druhym] absolutnim semiinvariantem rovnice
(4,1), jestlize je absolutné invariantni vzhledem k transformaci (4,2) [(4,3)].

Nazveme funkeci (4,4) prvnim [druhym] relativnim semiinvariantem —
kratéeji semiinvariantem — rovnice (4,1), jestlize je relativné invariantni
vzhledem k transformaci (4,2) [(4,3)].

Nazveme funkeci (4,4) absolutnim invariantem [relativnim invariantem —
kratdeji invariantem] rovnice (4,1),jestlize je absolutné [relativné] invariantni
vzhledem k obéma transformacim (4,2), (4,3). '

Podle této definice je napi. funkece (4,4) invariantem rovnice (4,1), jestlize
vzhledem k jedné z transformaci (4,2), (4,3) je absolutng invariantni a
vzhledem k druhé je relativné invariantni.

Transformace ’
T~y =e 18y (4,5)

prevéadi (4,1) na polokanonicky tvar

2 [n
2 ('p) Au», 4,=1, 4,,= 0. . (4,6)
v=0

Koeficienty 4, (» =0, 1,...,n — 2) jsou prvnimi absolutnimi semiinva-
rianty rovnice (4,6), nebof plati nasledujici véta:

Jestlize pousijeme v rovnics (4,1) transformace (4,2) a transformovanou rovnici
prevedeme pomocs transformace T ~ h(z)v na polokanowicky tvar

n

z (":) va(y) =0, Bn =1, Bn—l =0, (4:7)

v=0
pak
A,=B,, »=1,2,...n—2. (4,8)
Viz Sansone [10], str. 81.
Poznimka 4,2. Pismenem T budeme zﬁaéit ka%dou transformaci tvaru

(4,2) ktera pievadi danou linedrni diferencidlni rovnici na polokanonicky tvar.
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Poznimka 4,3. Mezi koeficienty rovnic (4,1), (4,6) plati vztahy:

Apy=0p— d:—1 — 1, (4,9)

A, g =0, 3 — 30, 10y + 207 ; — Gpoy > (4,10)
Apy=Cp g — 40, 10, 5 — 6arls—1an—2 + 603 18,y — 305y + ('4 11)
+ 6240y + 342, — @, . ’

Lemma 3. JestliZe funkce (4,4) je absolutné invariantni vzhledem k tramsfor-

maci T, pak je také absolutné invarianini vzhledem k libovolné tramsformaci
tvaru (4,2).

Dtukaz. Jestlize pouzijeme v (4,1) transformace (4,2), obdrZzime rovnici

n

> (’:) bu» =0, b,=1, _ (4,12)

v=0

kterou mtizeme pomoci transformace
T~u=e 18y
pievést na (4,7). Vzhledem k piedpokladu a (4,8) plati
T{Bgs By o5 bpz) == J(Byy By, vey Bra) = LAy Ays v ooy Agg) =

= I(ay, @1y vy By_y) -

Poznadmka 4,4. Mezi koeficienty rovnic (4,12), (4,1) plati vztahy
1 n—yp n—y .
b’ = aim z % Qe t(n—r-k) , V= ]., 2, ey M. (4313)
t =0

Transformaci (4,3) prejde (4,1) v rovnici

g < [n) _ d - @, _
SMaf acs acn e
kde
_ n—y Kn_'- -
(7:) (E')n Ay = ‘_20 (7;.) Qp—; 'T" n VE 0: 1: 2; ey N (4515)

Pomoci znamych hodnot
Km,m = m!(f')m > Km,l =&m™, m=1,2,...,

(5——":1"_;)‘! = (1:?) (=2 + 3 (T) (EPEm, m=4,5,...
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jsou vyéisleny v Sansonové knize [10], str. 84 koeficienty

] ) e :. :
Up—y = ? [n 9 i—l + a’n—l] ) (4:16)

1 Lo &  n—28&  (n—2)@n—3) (&Y

Qpey = (S')z [a"n"‘l — (n 2) Ap—y EI + 3 5/ + —_4:—'- (S&I) ] G
S (4,17)

Jestlize vypodteme jesté

Km.m-— " -— 14
e = s e Sl s

obdrzime podle (4,15)

i L [n—36" (n—3)(n—4) ¢ (n—3)n—4n— 5)( ")“
an—a - (61)3{ 4 EI + 2 (51)2 + 8 5/ +
" n\2 "
tan]o-95+in—9n—9 (5)] s 50— 3 F +a,._3}
(4,18)
Jestlize
= .g(— 1)t (n N ) o'y, »=0,1,..,n—1, (4,19)
pak rovnice
o [n
je adjungovand s rovnici (4,1).
5
Véta 2. Funkce
I = I(an—b an-z: a’n—a) = 4’“:—1 + 6a’n—1a‘rlt—1 S 6a’n—1an—-2 + (5,1)

+ a;:—l = 3“:;—2 + 2a,_4
je invariantem rovnice (4,1) a md tyto vlastnosti:

1. I(bn—l’ bn—z, bn—a) = I(a'n—l: a2, an—s) s

- - - dz\®
2' I(an-—p a’n—2’ an—s) e (df) I(an—p 'm—23 n-—3) 3
3. I(D‘n—l’ Kp—gs Kp—, 3) - I(a’n—l’ n—2y @ —3)

Dikaz je velmi snadny a spodivd v podstaté ve verifikaci vlastnosti
1, 2, 3, kterou zde vzhledem:k jeji zdlouhavosti nebudeme providét. Po-
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znamenejme pouze, ¥e k verifikaci vlastnosti 1 miZeme pouzit lemmy 3 a
vzored (4,9), (4,10), k verifikaci vlastnosti 2 vzoreil (4,16), (4,17), (4,18),
k verifikaci vlastnosti 3 vztahu (4,19).

Poznimka 5,1. Podle vlastnosti 3 soudime, Ze

I(a'n—ls Ap—9; an—s) =0 (5s2)
je nutnou podminkou pro to, aby rovnice (4,1) byla samoadjungovand. Jestlize
n = 3, 4, pak podminka (5,2) je i postadujici.

Poznimka 5,2. Pro n = 3, 4 jsou vlastnosti funkee (5,1) v literatuie zni-
mé. Pro n = 3 je funkce (5,1) nazyvdna Laguerrovym invariantem — viz
na p¥. Sansone [9], Laguerre [6] —, pron = 4 obdrZime Halpheniyv invariant —
viz (1,3).

Véta 3. Funkce I, = Iy(as, ay, 0y, a) — Viz (3,2) — je druhym semirnvarian-
tem rovnice (1,1) a md tyto vlastnosti:

/ 4
1. I2(d3, dz, dl’ do) == (‘az) Iz(aa, az, al, ao) »

tl
2. Iy(bg, by, by, by) = 50 7 I(ay, ay, a;) + Iy(as, ay, ay, a,) ,

3. Iz(“as Oy Ky, 0‘0) = Iz(“a: @y, a’ls ao) - 501/(“3: Ao, al)'

Dikaz lze snadno provést verifikaci. Je
I (A4, Ay, Ay, A)) = — 156as — 12a3a; + 90a,0; + 84ay® + 20a; -+
4+ 812a3a, + 12050, — 100a,0, — 8la’ — 45a; + 25a, = (5,3)
= I,(ay, @y, @y, @) = I, .
Srovname-li funkee (3,2) a (5,3), tj. I, a I,, snadno podle lemmy 3 dojdeme
k zdvéru, Ze funkce I,(as, ay, ay, @) je prontm absolutnim semiinvariantem rov-
nice (1,1). Funkee I, I;, I, pro n = 4 jsou vazdny vztahem
Iy(as, ay, @y, ay) = 50asl(as, ay, a;) + I;(as, a,, a4, @) ,

odkud (vzhledem k vlastnostem funkei I, I,) odvodime, Ze

5”

F I(a,, a,, a;)] :
PiSeme-li v (5,3) ay_y, @y, @4, @,_, misto a,, @y, a,, a,, miZeme se opdt

verifikaci presvédéit [pomoct lemmy 3 a vzorct (4,9), (4,10), (4,11)], %e funkee

L(an_y, Wpg, Gp_g, @y_y) e pronim absolutnim semiinvariantem rovnice (4,1) pro
'n =4a mé tyto vlastnosti:

dx 4
1,(@s, @y, a,, G,) = (d'_é) [Il(as, @y, @y, Gy) — 75

1. Il(bn—ls bn—z: bn—aa bn—d.) = Il(a’n—la Ay —g; O3, au—A) ’

2. Il(‘xn—la K25 On—gs Kn—g) s Il(a'n—p Ay g, Ay, 3, aﬂ;l) - 501’(“11—19 @y —g5 “n-s) .
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6

PouZijeme vlastnosti funkef I, I), I, k odvozeni dvou kanonickych tvari
homogenni linedrni diferencidlni rovnice &tvrtého ¥4du.

Nechf v rovnici
Y™ + 4a,Y" + 6ayY" + 40, Y’ + a,Y = 0 (6,1)

jsou funkee ay, a, spojité v intervalu J a necht I, I,, I, jsou funkce koeficientit
rovnice (6,1), definované vzorei (5,1), (5,3), (3,2).

Transformaci 7' ~ Y = ™%y mizeme (6,1) pfevést na tvar
Y+ 6Ay" + 44y + Ay =0, (6,2)
kde Ay = ay — a3 — a5, 44, = 64; + 2I, A, = 2143 + 34, + 7%,
Zavedenim novyoch oznadeni
A=34,, =20, o, =2}l (6,3)
obdrzime prvni kanonicky tvar rovnice (6,1) |
Y7+ 104y" 4+ (104 + 0)y + [BBA + A" + 0]y =0,  (6,4)
kde vzhledem k predpokladu jsou funkee 4, w, w, spojité v intervalu J.
V ptipadé @ = 0 pro viechna z ¢ J je ‘
y"" + (104y)" + [3(34* + 4") + w,]y = 0 (6,5)
samoadjungovand rovnice.
Rovnice
Y + (104y') + 334 + A"y = 0 (6,6)

je podle véty 1 iterovanou rovniei a podle poznimky 3,4 tvolf jeji fundamen-
talni systém funkee u®, u*v, uv?, v3, jestlie u, v jsou linedrné nezdvisld YeSeni
diferencidlnf rovnice

w4 Au = 0. (6,7)

Jestlize pouZijeme v (6,2) postupnd transformaci y = tv, § = £(x), dosta-
neme rovniei

déy dsy d* dv :

@-¥4Pa@+6pa@+4pla-§+poy=o, (6,8)
3 ” I 1 tléll . 25”/ 5,,

kde py = E[{&— ] p,=5,2[ +A2+2t5,+35,+ (5)]
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Ma-li rovnice (6,7) aspoii jedno FeSeni z(z) + 0 pro viechna zeJ, pak
miiZeme poloZit ‘

1
£=f;%dx+c, t =23,

takZe p; = p, = 0; viz nap¥. Sansone [10], str. 86. Pak

dp, = Lor, p 1[l11_35_1].

3 P = F1] 25 F
Pouzijeme-li jesté oznadeni (6,3), obdrzime druhy kanonicky tvar rovnice
(6,1)
d%w 1 dv 1 3¢
R Ot L &
Tesp.
%—{—z“wi—g—i—za(wl—k 3zzcu)v=0.

Poznédmka 6,1. Je-li rovnice (6,1) samoadjungovand, miZeme ji uvede-
nymi transformacemi pfevést na tvar
d% 1 d%
aE: +§_,4w1'” =0 resp. a‘g-i-zswﬁ =0 .

v
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Peswome

O HEKOTOPBIX CBOMCTBAX OOHOPOILHOI'O
JUHENHOTO JUOOEPEHIUAJIBHOIO YPABHEHUS
YETBEPTOT'O IIOPAIIHA

SBOEHEK T'VCTBI (Zdendk Husty), Bpro
(TMocrymuno B pepaxmuio 29/I1T 1957 r.)

- Ouddepennumansuoe ypasrenme (1,1) momydaercs myrem mrepanmm nupde-
PeHOmalbHOTO ypaBHeHHs (2,3) TOrma W TONBKO TOLNA, €CHIE CIpPABEIJIABEL
TosxmecTBa (3,1), (3,2), 1. e. I = I, = 0. Oyexnusa I saBisgercs WHBAPHAHTOM
ypaBrernsa (4,1), dyernus I, [I; = I, — 50a,/] — ceMEmEBapEAHTOM ypaBHE-
mua (1,1) [(4,1) xoa » = 4]. B paGore namee npmBORATCA HEKOTOPHE CBOMCTBA
dymxnmit I, I,, I, u nBe kagoEmIecKuX popms (6,4), (6,9) nuddepernmanbroro
ypaBrerns (1,1).

Zusammenfassung

UBER EINIGE EIGENSCHAFTEN DER HOMOGENEN
LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNG VIERTER
ORDNUNG

ZDENEK HUSTY, Brno
(Eingelangt am 29. Méarz 1957)

Die Differentialgleichung (1,1) geht dann und nur dann durch Iteration der
Differentialgleichung (2,3) hervor, wenn die Identitdten (3,1), (3,2), d. h. I =
= I, = 0, gelten. Funktion I ist Invariante der Differentialgleichung (4,1),
Funktion I, [I, = I, — 50a,/] Semiinvariante der Differentialgleichung (1,1)
[(4,1) fiir n = 4]. Ferner werden in der Arbeit noch einige Eigenschaften der
Funktionen I, I,, I, und zwei kanonische Formen (6,4), (6,9) der Differential-
gleichung (1,1) angegeben. :
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éasopis pro péstovani matematiky, ro¢. 83 (1958), Praha

O W-BASICH ORIENTOVANYCH GRAFU
MIROSLAYV FIEDLER a JIRI SEDLACEK, Praha DT:513.19
(Doslo dne 4. gervna 1957)

V &lénku se jednd o jistych podgrafech orientovanych grafi a o je-
jich vyznamu jednak pro acyklické, jednak pro dobfe orientované
grafy. Ukazuje se také souvislost téchto podgrafi s determinanty.

V theorii kone&nych neorientovanych grafii se studuji té% grafy, jejichz jeden
uzel m4 vyznaéné postaveni.l) I pro grafy orientované je moZno zavést pojem
uzlu vyznaéného vzhledem k orientaci grafu; v tomto &lénku si viimneme né-
kterych vlastnosti takovychto grafi. P¥i tom u orientovanych grafi ke kazdym
dvéma riznym uzlim ¢, & piipouStime nejvySe jednu hranu ik; u neorientova-
nych grafii nepfipoustime dvojihelniky vitbec. Dile vyluéujeme u viech grafd
smydky. V literatufe se n&kdy nepfipoustsji grafy s isolovanymi uzly (viz
Konie [1]), atkoliv vétiina vit plati i bez tohoto omezeni. V této prici se ndm
jevilo vyhodnéjsi nevyludovat isolované uzly. Jestlize se nékdy odvoldvdme na
znadmé véty, jez byly odvozeny v tomto omezujicim pojeti, Sinime tak vesmés
v ptipadech, kdy roziifeni platnosti t&chto vét na p¥ipady sisolovanymi uzly je
trivialni.

Ponévadi zde jedndme p¥evaing o orientovanych grafech, budeme gra-
fem rozumét (neni-li jinak vyslovné uvedeno) koneény orientovany graf.

Pramenem grafu & rozumime takovy jeho uzel, ktery nemni koncovy pro
Z4dnou hranu grafu @. (P¥ikladem pramene je isolovany uzel grafu.) Souvisly
graf s jedinym pramenem oznaéme jako W-graf; je-li W-graf stromem, mluvime
o W-stromé (isolovany uzel povaZujeme té% za W-strom). Nyni zavedeme pojem
W-base orientovaného grafu G: tak budeme nazyvat graf H, ktery je podgrafem
v @, obsahuje vSechny uzly grafu G a kazda jeho komponenta je W-strom.Z)

') Kot [1] uZivé (na str. 76) pro takovy graf ndzvu Wurzelgraph, v anglické literatuie
na.]der.ne gojm‘enovéni rooted tree. G. P’éLY.A (3] studoval spe}:iélni typ neorientovanych
stromi (Setzbdume), v nich% vyznaénym je jeden z koncovych uzld stromu; tyto grafy
maji aplikaci v organické chemii.

%) Souvisld W-base souvislého grafu & je tedy kostrou grafu @. N&kteti autofi definuji
pojem kostry i pro nesouvislé neorientované grafy ([1], str. 56), jini jen pro souvislé ne-
orientované grafy ([2], str. 109).
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Zrejmé v kazdém grafu existuje W-base (pfedstavuje ji na p¥. podgraf slozeny
jen z isolovanych uzli).

Je-li ¢ neorientovany graf, miZeme sestrojit orientovany graf G tak, Ze
ponechdme mnozinu uzli grafu ¢ a misto kazdé hrany vw e G zavedeme pravé
jednu z hran ’t;?;: 1;17; pak Fekneme, Ze jsme G orientovali. Necht G”, G” jsou orien-
tované grafy, které vznikly tim, %e jsme orientovali graf G. Existuje-li v G
hrana zy tak, Ze x—?fe G, ﬁ e @, Yekneme, ze G* a G se list orientact. Vznika
otézka, ktery neorientovany graf G' s danym uzlem w lze orientovat dvéma
zpusoby tak, aby vznikly W-grafy G a G” s pramenem w, které se liff orientaci.
Nez tuto otdzku zodpovime, uvedeme bez diikazu?) jednu pomocnou vétu o ne-
orientovanych grafech.

Lemma 1. Je-li G souvisly neorientovany graf a H takovy podgraf grafu @,
ktery meobsahuje Zddnow kruinici, pak existuje kostra grafu G, jejim% podgrafem
je graf H.

Véta 1. Necht G je souvisly neorientovany graf a w je jeho uzel. Pak existuje
jedind orientace prevddéjict G ve W-graf s pramenem w pravé tehdy, je-li G strom.

Dikaz. I. Necht G je strom o n uzlech. DokiZeme existenci jediného W-
stromu s pramenem w. Pro n =1 a n = 2 je tvrzeni ziejmé. Budiz n > 2;
uéifime indukéni piedpoklad a uvazujme strom S, o n uzlech a v ndm uzel w.
Protoze takovy strom mé aspoil dva koncové uzly ([1], str. 49), existuje v S,
koncovy uzel v & w. Odstraiime z S, uzel v a piislusnou koncovou hranu. Je
vidét, Ze vznikne strom?) §,_; o » — 1 uzlech, ktery obsahuje uzel w. Podle
indukéniho pfedpokladu lze 8,_, orientovat tak, Ze vznikne W-strom s pra-
menem w. Tento W-strom tedy doplnime hranou jdouci do uzlu v a existence
zadané orientace stromu S, je dokazana. Abychom nahlédli je§té unicitu, pied-
poklddejme, Ze W-stromy S, a S, (vzniklé z neorientovaného stromu S,) se Lisi
orientaci. Do koncového uzlu v (ktery byl nalezen vyse) jde hrana tv v obou
W -stromech. Odstrafime ji i s uzlem »; vzniknou opét dva W-stromy s prame-
nem w, které se li§{ orientaci (spor s indukénim pFedpokladem).

II. Necht @ neni strom; dokdZeme existenci dvou W-grafi G’ a G” s prame-
nem w, které se li§f orientaci. Sestrojme v G kefik B, s centrem w.5) Protoze B,,
je podgraf grafu @ neobsahujici kruZnici,®) miZeme podle lemmatu 1 sestrojit
kostru K grafu G, jejiz podgrafem je kefik B,. Podle odst. I 1ze K orientovat
jako W-strom s pramenem w. V @ existuji hrany, které nepat¥i do K (Z4dns

%) Duikaz lze najit ve [2], str. 112 (lemma 27).
4) Souvislost plyne z [1], str. 11, v&ta 14.
5) Kefik (Bischel) B, s centrem w v grafu G je podgraf grafu @, ktery tvofi. vSse-

chny hrany grafu & incidujici s uzlem w a vSechny konecové uzly vSech t&chto hran (viz [1],
str. 128).

8) Ketik obecnd miZe obsahovat kruZnici (dvojihelnik), aviak vzhledem k tomu, Ze
u neorientovanych grafid nepfipoustime dvojuhelniky, kefik v ndmi uvaZovanych ne-
orientovanych grafech neobsahuje kruznici.
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z nich neinciduje s w); necht 2y je jedna z nich. Graf ¢’ (resp. G") sestrojime
nyni tak, Ze zkonstruovany uz W-strom doplnime hranou y (resp. ‘yx); ostatni
hrany grafu @ nepat¥ci do K (existuji-li) orientujme libovolné. Pak W-grafy
G" a G" se li§{ orientaci.

Véta 2. W-graf s pramenem w je W-stromem privé tehdy, jde-li do kaZdého
uzlu v £ w jedind hrana.

Dikaz. I. UvaZujme W-strom o n uzlech a oznadme n, (resp. n,) podet téch
jeho uzld, do nichZ jde jedind hrana (resp. aspoti dvé hrany). Plati tedy 1 +
+ ny 4 n, = n. ProtoZe kaZd4 hrana jde do jednoho uzlu, mizeme pocet hran
n — 1 na¥eho W-stromu odhadnout takto: 1.n, 4+ 2n, <n — 1. Odtud
n, = 0adilen, =n — L.

II. Obricens necht @ je W-graf o n uzlech s pramenem w, v ném# do kazdého
uzlu v + w jde jedin4 hrana; graf @ mé tedy » — 1 hran a protoZe je souvisly,
je strom ([1], str. 54, véta 14).

Poznamka 1. Jestlize graf ¢ mé n uzld a existuje-li jeho W-base K s r kom-
ponentami, pak K ma n — r hran (podle véty 2 jde toti# do kazdého uzlu, ktery
neni pramenem, pravé jedna hrana).

Agkoliv existence W-base v kazdém grafu je z¥ejma, neni moZno sestrojit
v ka?dém grafu G takovou W-basi, jejiz prameny by byly libovolng pfedem
vybrané uzly grafu @, dokonce nelze ani ptedepsat poéet komponent W-base.
Tak nap¥. ve W-grafu z obr. 1 neexistuje souvisld W-base. Omezime se tedy
na specidlni typy orientovanych grafd; nejprve vénujme pozornost acyklic-
kym?) grafim.

o e et e

V&ta 3. Necht A je acyklicky graf a necht wy, w,, ..., w, (r = 1) jsou vdechny
jeho prameny; necht ddle B je podgraf grafu A, jehof kaZdd komponenta je W-strom.
Pak existuje W-base grafu A s prameny w; (1 < i < r), jejimZ podgrafem je B.

Dukaz. Necht pfedné je 4 souvisly; oznaéme A (resp. u) podet jeho hran
(resp. uzld). Plati b = » — 1 ([1], str. 54, véta 15). Dikagayni podéme indukei
podle % (p¥i pevném u).

Je-li o =u — 1, je A strom a tvrzeni plati (jak bychom nahlédli indukei
podle ). Budiz &y > % — 1; uéiime induk&ni predpoklad a uvazujme souvisly
acyklicky graf 4, s h, hranami, s prameny w; (1 <+ < r) a s podgrafem B,
popsanych uZ vlastnosti. V 4, existuje kruznice O, kterd oviem neni cyklem.

) Orientovany graf se nazyvé acyklicky, neobsahuje-li jako podgraf #a4dny cyklus
{viz [4]).
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V 0 tedy existuji dvé riizné hrany v,, vw; obs tyto hrany nemohou soudasng
pat¥it k B, (plyne z véty 2). Necht tedy v,0 non ¢ B,; odstratime v, z grafu 4,
dostaneme tak souvisly?®) acyklicky graf 4, (o 2, — 1 hrandch) s prameny®) w;
(1 =4 =r) a s podgrafem B,. Podle indukéniho pfedpokladu tedy existuje
W-base grafu 4, majici B, za podgraf a ta spliiuje pozadavky vyslovené v textu
véty. Pro souvislé grafy A je tedy dikaz podén.

Dale je ztejmé, Ze kazdy souvisly acyklicky graf 4 obsahuje W-basi s tymi%
prameny, jaké méd A (vynechavame p¥edpoklad o B).

Necht koneéné 4 neni souvisly. Je-li kazdy jeho uzel isolovany, je tvrzeni
zre]mé Necht tedy A m4 komponentu 4 o aspoil dvou uzlech a necht w,,
Wy, ..., W, jsou jeji prameny. Jsou-li 4 a B disjunktni, lze ziejmé v A sestrojit
w- ba,s1 § prameny w,, W,, ..., w,. Maji-li 4 a B spoletné uzly, existuje v 4
maximalni podgraf B grafu B takovy, %e komponenty grafu B jsou W-stromy.
Pak podle dosud podaného diikazu je ziejmé, %e v 4 existuje W-base s prameny
Wy, ..., W, jejim% podgrafem je B. Provedeme-li takovou konstrukei W-basi
pro kazdou komponentu grafu A4, kterd neni 1solovanym uzlem, dostaneme
zadanou W-basi. Dikaz je podan.

Také v dobte orientovanych grafechl?) hraje pojem W-base zajimavou
roli, jak ukdZzeme ve vétach 4 a 5. Nejprve viak uvedeme jednu pomocnou
vétu.

Lemma 2. Orientovany strom obsahuje aspor jeden pramen.
Dikaz plyne ihned odtud, Ze strom mé vice uzlit nez hran.

Véta 4. Jestlie ke kaZdému wzlu w grafu G existuje W-base grafu @ s jedinym
pramenem w, pak G je dobFe orientovany graf.

Dukaz. Mime dokézat, Ze ke kazdé dvojici riznyeh uzli 2, y existuje drdha
vedouci z 2 do y. Sestrojme W-basi s (jedinym) pramenem z. Uzly =, y jsou v ni
spojeny jedinou cestou C ([1], str. 48, véta 2). UkdZeme, Ze C je draha. Kdyby
tomu tak nebylo, existoval by na C uzel ¢, do néhoz by vchazely dvé hrany
cesty C. Tyto hrany by tedy vchéazely do £ také v nasi souvislé W-basi, kters je
W-stromem (spor s vétou 2).

Véta 5. Necht @ je dob¥e orientovany graf a necht B je (neprdzdny) podgraf
grafu G, jehof kaZdd komponenta je W-strom. Pak existuje W-base grafu @, kterd
obsahuje B jako podgraf a kterd md tytéZ prameny jako B.

Dikaz. Necht U je mnozina vSech uzli z @, které nejsou v B, a m necht je
podet prvki z U. Vétu dokdZeme indukei podle m. Pro m = 0 graf B je W-basi
a véta plati. Budiz tedy m > 0 a necht v&ta plati pro vSechny podgrafy B

8) [1], str. 11, v&ta 14.
?) Novy pramen nemie p¥i konstrukei grafu 4, vzniknout.

10) Graf je dobfe orientovany, 1ze-1i z ka¥dého jeho uzlu dojit po drize do kaZdého jeho
dalsiho uzlu (viz [4]).
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grafu G, pro né% je p¥isluiny podet prvkd z U mensi neZ m. Existuje alespoit
jeden uzel % e B a alespoii jeden v e U. Pon&vadZ @ je dobfe orientovany graf,
existuje v ¢ draha vedouct z « do v. Oznaéme v’ posledni uzel této drahy, ktery
jev B.Jew + vauzelv nasledupcl za ' jez U. Tedy u' @0 je hrana z G. P¥i-
dame-li ke grafu B hranu u'v” a uzel »’, dostaneme novy graf B’, jehoZ kaZdé
komponenta je W-strom a ktery m4 tytéz prameny jako B. PonévadZ pocet
prvki z pisluiné mnoziny U’ je m — 1, existuje podle indukéniho ptedpokladu
W-base, kterd obsahuje B’ (a tedy i B) jako podgraf a kterd mé tytéZ prameny
jako B’ (a tedy i jako B). Tim je véta dokdzana.

Dasledek. Graf @ je dobe orientovany pravé tehdy, jestlize ke kazdé ne-
prazdné podmnozing P mnoZiny uzlt grafu G existuje W-base grafu @, jejimiz
prameny jsou pravé uzly z P.

Dikaz plyne ihned z vét 4 a 5.

Pojem W-base grafu mé zajimavou aplikaci také v theorii determi-
nantd, jak ukdZeme ve v&té 6. K tomu pot¥ebujeme pojem okodnoceného grafu
([1], str. 121). Necht je dén orientovany graf &; jeho uzly oznatme 1, 2, 3, .

(n = 2). Ke kazdé hrané ik pritadme redlné éislo u;. K takto ohodnocenemu
grafu G sestrojme nynf matici A¢ = ||a4||? definovanou takto:

I. Pt 4 + k klademe a; = — uy, existuje-li v G hrana zk; neexistuje-li
takova hrana, je a; = 0.

IL. a =Zu,-k (prok =1,2,...,n).

i;k
Budiz 1 < r < n a necht Ag(iy, 1,, ..., i,) je minor matice Ag, vznikly z Ag
vynechénim ¥adki a sloupet, které jsou oznadeny &isly 4y, %, .- -, by

Je-li ddle & ohodnoceny graf s alespoii jednou hranou, oznadme 7{G} souéin

~viech &isel, jichZ bylo uzito k ohodnoceni hran grafu @. Necht K(iy, s, - .., t,) j©

W-base grafu @ s prameny iy, 4, ..., i,; oznadme »a{K(iy, t,, ..., i,)} soucet
G

viech #{K(i, i, ..., 1,)} pFes viechny W-base grafu @, které maji prameny
11, Ty, -+, T, (prazdny soudet klademe roven nule). Odvodime nejprve dvé po-
mocné véty.

Lemma 3. Je-li G ohodnocenyj W-strom s pramenem n, pak Ag(n) = a{G}.

Dikaz. Pron = 2 je tvrzeni zfejmé. Budiz tedy » > 2 a necht tvrzeni plati
pro viechny W-stromy o n, uzlech (2 < 7, < n). UvaZujme ohodnoceny
W-strom S o » uzlech (s pramenem oznadenym n). Kazdy strom m4 aspon dva
koncové uzly ([1], str. 49), tedy kazdy W-strom mé aspoti jeden koncovy uzel ¥
riizny od pramene; necht v § do y jde hrana zy. Odstratime z S uzel y a hranu
x_y’ (vynechivajice oviem také wu,,). Dostaneme ohodnoceny W-strom S*
o n — 1 uzlech (s pramenem 7), tedy #{S} = u,, 7{S*}.
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Oznaéime-li Ag.(n) minor definovany pomoci S*, plati podle indukéniho
predpokladu As.(n) = #{S*} &li #{S} = u,, Ase(n). Abychom dokézali, Ze
As(n) = Uy Ags(n), rozvedeme Ag(n) podle prvki y-tého ¥adku (v ném nejvyse
jen prvek u,, stojici v hlavni dhlop¥i¢ee je + 0). Dikaz je podan.

Lemma 4. Ag(n) = > a{K(n)}.
a G

Dikaz. BudiZ % podet hran grafu G. Je-li A = 0, neexistuje zddné souvisla
W-base, tedy >n{K(n)} = 0. Minor 4(n) je pak také roven nule, proto tvrzeni
G

plati. Budiz 2 > 0; uéitime indukéni pfedpoklad a uvaZujme ohodnoceny graf
@, ktery mé h hran (podet uzld je stéle n). Jemu odpovidd matice Ag. Omezime
se jen na ty ohodnocené grafy &, kde » je pramen grafu @ (¢ili A; mé v n-tém
sloupci samé nuly), nebot hrany jdouci do » nehraji roli ani v As(n), ani
v > n{K(n)}. Probereme nyni dva p¥ipady:

¢

I. Necht do kazdého uzlu grafu G jde nejvySe jedna hrana. Je-li néktery
uzel # % n grafu G jeho pramenem, pak neexistuje souvisld W-base K(n), tedy
>a{K(n)} = 0. Déle v 2-tém sloupci matice A; jsou samé nuly, tedy A¢(n) =
G

= 0; tvrzeni plati.
Zi)}'rvé, piipad, kdy do kazdého uzlu z + = grafu G jde jedind hrana.
a) Neni-li @ souvisly, pak neexistuje souvisla W-base, tedy >n{K(n)} = 0.
¢

Zvolme komponentu C grafu G, v niZ neleZi uzel n. Bez Gjmy obecnosti lze
predpokladat, ze C ma uzly 1, 2,3, ...,7 (I < n). Kazdy subdeterminant mi-
noru Ag(n) vzaty z prvnich ! sloupci je roven nule (od nuly rtzné prvky jsou
zde jen v prvnich [ ¥ddeich a p¥i tom sloupcové soudty jsou rovny nule). Podle
Laplace-ovy véty je tedy Ag(n) = 0, &imZ je tvrzeni ovéfeno.

b) Je-li G souvisly, je to W-strom s pramenem n (véta 2) a tvrzeni plyne
z lemmatu 3.

II. Necht existuje uzel r grafu @, do néhoZ jdou aspoii dvé rtizné hrany
E;: Sq. Sestrojme v ohodnoceném grafu @ podgraf G, tak, Ze vypustime z G
hranu s,7; déle sestrojme v @ podgraf G, tak, ze v G vypustime viechny hrany
jdouci do 7 ponechavajice jen 51? Ponechéme-li ohodnoceni hran, jsou G,
a @, ohodnocené grafy; necht A¢(n) a Ag¢,(n) jsou piisluiné minory. Plati
ziejmé Ag(n) = Ag,(n) +- Ae,(n). Kazdé souvisld W-base grafu G' (s prame-
- nem 7) je souvislou W-basi pravé jednoho z grafi @, a @, a obracens. ProtoZe
kazdy z graft @,, @, mé méné hran nez A, lze pouzit indukéniho predpokladu,
tedy '

-

Ag(n) = gn{K(n)} ,- 1=1,92),

i
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takze

Agln) = 3 SaK(m} = Sa{K(w)}

K

Dikaz je podan.
Véta 6. Ag(iy, i, ..., 1) = DA{K(iy, 1y, ..., 1,)}-
G

Dikaz. MiZeme se omezit na ty grafy G, v nichz kazdy z uzlt 4, ¢, ..., ¢, je
pramenem (viz obdobné omezeni v dikazu lemmatu 4).

Podle lemmatu 4 tvrzenf plati pro r = 1. Budiz déle » > 1; uéifime indukéni
predpoklad a sestrojme minor Ag (iy, iy, ..., 3,). Jsou-li 4, @, ..., 4, isolované
v grafu @, je tvrzeni ztejmé. Je-li jeden z nich neisolovany a viechny ostatni
isolované, plati tvrzeni na zaklad® lemmatu 4. Necht nyni aspoil dva z uve-
denych pramenti nejsou isolované; lze predpokladat, Ze to jsou uzly 4, 6,y
Necht J = {j;, ja, - -, jr} je mnoZina uzld, do nichz vede hrana aspoii z jednoho
z uzld 4,, 4,-,. Sestrojme z grafu & pomocny ohodnoceny graf H takto: Uzly
%y, 1,—; nechme splynout v novy uzel i, ostatni uzly grafu & ponechme. Hrany
grafu @, které nevychézeji ani z 4,, ani z 4,_,, ponechme i s pfislu§nym ohodno-
cenim. Uzel 4 spojme s kaZdym uzlem z J a ohodnotme souétem S;;, = ;55 +
+ ;i (PFL tom definujme u;,;, = 0, neexistuje-li Zﬂe G a podobné pro
Ui, _ia)-

Ztejmsé platil?)
-AG(ila iz: cee ir! = AH(il’ 7:2’ seey 7:1'—2: 7‘) -

Podle indukéniho pfedpokladu dostévime
AH(ilz ey ir—Z’ ’l’) = gn{K(il: ceey ir—z’ ”’)} J

Necht K* je graf, ktery vznikne, vynechdme-li v K (i, ..., i,_, ¢) uzel ¢ a hrany
s nim incidentni. Pak v H plati #{K(iy, ..., t,_4t)} = o . a{K*}, kde o je soudin
disel s;;, ptes vhodné j, € J.*2) Upravme o podle distributivniho zdkona. Vidime,
%e w{K(iy, - .., Ir_s, 1)}, sestrojené v H, lze vypoéist jako soudet viech soudinli
a{K(4y, --., 4,)}, kde K(iy, ..., i,) probihé vSechny W-base grafu G obsahujici
K* jako podgraf. Abychom dokézali

S K s, ooy )} = D Klin, 8}

uvazime jestd, Ze kazdou W-basi K(iy,...,4,) grafu G dostaneme z jediné

W-base K(iy, ..., %,_s, 1) grafu H, doplnime-li K* vhodnymi hranami. Dikaz
je podan.

11) Pro r = 2 nechf pravé strana znamend Ay(i).

12) Uv&domime si, Ze zde K* je graf, jehoZ komponenty jsou W-stromy, p¥i emZ pra-
meny tvori uzly z J a uzly iy, g, .., tp_g-
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Pozndmka 2. Véty 6 lze pouZit k uréeni poétu viech W-basi daného orien-
tovaného grafu G (o alespoli dvou uzlech), které maji p¥edepsanou mnoZinu
prament %,, %y, ..., i,. Ohodnotime-li totiz kazdou hranu grafu G &islem 1, je
hledany pocet roven éislu

%ﬂ{K(il, 7:2, ey 'i,.)} = Ag('l:l, ?:2, ey ir) a

Poznamka 3. Véta 6 mZe slouZit na p¥. i k urdeni podtu (souvislych) koster
neorientovaného grafu G. Sestrojme totiz orientovany graf G’ tak, Ze v G misto
kazdé hrany xy zavedeme dvé hrany Ty a y; budiz w libovolny (pevny) uzel
grafu G. Pak podet koster grafu & je roven poétu souvislych W-basi s pramenem
w v grafu @, jak plyne z véty 1. Pfifadime-li tedy grafu & o uzlech 1, 2, ..., n

(n = 2) &tvercovou n-fadkovou matici ||a[7, kde pro ¢ + j je a;; = a;; = — 1
n

(resp. 0), je-li (resp. neni-li) v G hrana 4j, zatim co a;; = — > a,;, potom kazdy
i=1
ik i

hlavni minor stupné n — 1 je roven hledanému poétli koster grafu G.13)
Jako aplikaci uvedeme nyni dva, piiklady.

Priklad 1. Neorientovany graf, jehoz kazda kruZnice obsahuje sudy podet
hran, se nazyvé sudy graf ([1], str. 170). Sudé grafy charakterisuje ta vlastnost,
Ze v nich existuje rozklad mnoziny uzli na dvé (neprazdné) tiidy M, N tak, Ze
jen uzly dvou riznych t¥id jsou spojeny hranou ([1], str. 170, véta 12). Necht m
(resp. ) je podet prvkt mnoZiny M (resp. IN). Nazveme uplnym sudym grafem
U takovy sudy graf, v ném% ke kazdé dvojici uzld z, y (xe M, y e N) existuje
hrana 2y e U.

Podle poznamky 3 je podet koster grafu'U-roven determinantu

B, 0, o, 00— —1 5 el
07 n, ) O: _19 1: ] —1
m
0: 0: ] n, _1: —1: ] —1
_13 _ls s _13 m, 0: ] 0
—1, =1, ..., =1, 0, my .., O
n—1
_1: _13 ) _13 Oa 03 ] m
m n—1

Tento determinant je, jak se snadno vypotte, roven mn»~1lpm=114)

Piiklad 2. Budiz 4 acyklicky graf s prameny w,, w,, ..., w, (r = 1). Necht
V1, Uy, ..., U, jsOu ostatni uzly grafu A4, pfi éem?Z d; znadi pobet hran, které asti

13) K obdobnému vzorei dospél jinym zpisobem H. M. TRENT v préeci [5].
14) Srovnej se zndémym Cayleyho vzorcem pro podet koster tplného grafu ([1], str. 78).
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dow; (1 <14 < 3). Podle pozndmky 2 dokéZeme, ze podet W-basi grafu 4, které
maji prameny wy, Wy, ..., Wy, je did, ... ds.2%)

Ohodnotme opét kazdou hranu grafu A &islem 1. Volbou &islovani uzld lze
vzdy dosdhnout toho, ze matice ||a;[7 je trojihelnikovd. V jeji hlavni diagondle
jsou jednak ¢&isla d;, jednak » nul. Z véty 6 uz plyne zddany vysledek.
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Pezome

O W-BA3AX OPHEHTUPOBAHHBIX I'PAD®OB

MUPOCJIAB OUIJIEP (Miroslav Fiedler) u UPHKU CEAJIAYEK (Jiri Sedlagek), Ilpara
(ITocTynmuxo B pegaxkmmio 4/VI 1957 r.)

Hcmounukom KOHEYHOTO OPHEHTHPOBAHHOrO rpada G Mbl HasBlBaeM TAKYIO
ero BepMMWHY, KOTOpas He ABIAETCA KOHIEBOH HE JiaA kKakoro pebpa rpada G.
CBa3HBIA OPHEHTHPOBAHHKIM Tpad ¢ OJHAM eIUHCTBEHHBIM HCTOYHEKOM HA30-
BeM W-zpagom; B cmydae, ecnm W-rpad sAsngerca HepeBOM, MEI TOBOPHEM
0 W-depese (rpad ¢ ommoil BepmumHONH MH cumTaeM Taxske W-mepesom). Ecmm
G — KOHeUHHIl OpHEHTHPOBAHHEI rpad, To mox ero W-6asoli MB MOAPA3Y-
meBaeM moprpad rpada G, Kaskuas coCTaBIAKINAA KOTOPOro sBiserca W-me-
PeBOM H KOTODHIA COfep;KHT Bce BepmmEH rpada G. B cratbe MEI mperxue
BCero paccmarpusaeM W-6a3hl B aNUKIMYECKAX X XOPOMIO OPHEHTHPOBAHHBIX
rpadax. (OpmenTHpOBaHHHIE rpad ABIAETCA AYUKAIUNECKUM, €CIH OH HE
COJlep;KAT B KadecTBe CBOero moprpada HE omEOro muria. I'pad aBiaercs
ZOPOULO OPUEHMUPOSAHHbLM, ECITH B HEM I3 KaKAOH BePIIEHEI BefeT NYTh K JIIO-
Goit maneHefimeil.) JJoKasHBaOTCA ClELYONEE TEOPeMBL

15) Tento vysledek tedy dopliiuje vétu 3.
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ITycmvy A — ayukauveckuii epag, u wy, wy, ..., w, (r = 1) — 6ce ezo ucmou-
HUKU; nycmy, danee, B — nodepag epaga A, kamcdas cocmasasowas Komopoeo
agasemes W-O0epesom. Toeda cywecmeyem W-6asza epaga A ¢ ucmounukamu
Wy, Wy, ..., Wy, NoO2pagom xomopoii seasemcs B (reopema 3).

Ecau 0as kancdoli sepuunbl w KowewHo20 opuenmuposarnnoeo epaga G cy-
wecmeyem W-6asza epaga G ¢ o0num eduncmeernHslm ucmounukom w, mo G 8-
ASEMCS ZOPOULO OPUEHMUposarnkbim 2pagom (Teopema 4).

ITyemv» G — xopowo opuenmuposarnwil epadh u nycmv B — (nenycmoii) nod-
epag epaga G, kKamcdas cocmasaawwas kKomopozo seasemes W-Oepesom. Tozda
cywecmeyem W-6asa epaga @, codepmcawas B 6 kaxecmee nodepaga u umeio-
waa me uce ucmodnuku, Kax u B (teopema 5).

U3 gByx mocmegHEX TeopeM BEITeKaeT Takoe ciaexcTBme: I'pad G ABmaerca
XOpOINO OPMEHTHPOBAHHEIM TOTA ¥ TOJBKO TOTNA, €CIA NI 060ro HEeIycTOro
nonmeo;RecTBa P MBOKecTBa BepmumH rpada G cymecrsyer W-Gasa rpada G,
HMCTOYHEKAMA KOTODO# ABIAIOTCA B TOYHOCTZA BepIIUHEL P.

MomaTme W-Gassl rpaga HaXOOUT HPEMEeHEeHHEEe TaK/Ke B TeOPHM ompe-
nenmrenei. Ilycts G — opmeRTHpOBAHHEIR rpa({) 0603HaYAM €r0 BEePIIHHE
gepes 1,2,3,...,n (n = 2). Ramnomy pelpy 7k mocraBmM B cooTBeTcTBEE
MeHCTBUTENIFHOE YHCIO Uy ¥ COCTABEM JJIA NOMEYEBHOrO TaKAM 00pasoM
rpada G mMarpuny A; = |ja,i/|7, ompememerHy0 ciexylomum 06pasoM:

I. Ecnm ¢ == k, TO TOMOKEM a4 = — Uy, TOTHA ¥ TOJBKO TOrma, ecim B G cy-
IecTByeT pebpo t/; ecIiH e TAKOTO Pebpa He CYMIECTBYET, TO TMONOMKAM @y = 0.

n

II Haa k=1,2, ..., n 00MOKEM Gy = > Us ILycTs g (33, 9y, - -, ) — ME-
i=1
i2k

HOP MaTpunsl A;, IOTYIeHHEEN 73 A; IyTeM BEYePKEBAHHAsS CTPOK M CTOIOIOB,

0603HaYeHHEIX THCIAMIE iy, 1y, - .., 4, (TAe 1 < r < n). {1 momeueHHOTO rpada

H o6o3maunM gepes w(H) mpomssefeHme BCeX dYmCell, MCHOTb30BAHHEIX A

momerok pebep rpada H. Ilycrs K(iy, 4y, ..., ,) ectb W-6asa rpada G ¢ meros-

HUKAME %y, Gy, ..., i,; OOO3HAYEM depes z a{K(ty, 19y ..., 4y)} CYMMY Bcex
G

7{K (%, Uy, ..., 5,)}, B3ATYI0 TO Bcem W-Gasam rpada G, umenommm QmKcEpO-
BaHHEE HCTOYHHKH %y, Gy, ..., b, 1OTHA (Teopema 6):

Aol Bay 0505 Bp) = g”{K(ih T

B sarmouennn paGoTs HATIOCTPEPYOTCA IPAMeHEHIA YKa3aHEOR TeOpeMsl 00
onpepnenurensax. [Jokasamo, 970 5Ta TeopeMa MOsKeT OBITH HCOOTHL30BAaHA, HALD.,
H [ OoUmpeflelleHAs dACIA (CBA3HEIX) OCHOB HEOPHEHTEPOBAHHOrO rpada.
B wactHocTH, pasofpar ciydai T. Ha3. nosroz0 vemwozo zpaga. Uermsit rpad
MOMHO — KAK W3BECTHO — OXapAKTEPH3OBATH TEM, 9TO B HEM CYINECTBYET
pasIoseHme MHOKeCTBa BepINHH Ha IBa Kiaacca M, N Tak, 9TO TOIBKO BepIIH-
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HBEL ABYX PasimYHEIX KIACCOB coefuHeHsl pebpamm. Ilycts m (COOTB. 1) eCry
4geiI0 aneMeHTOB MHOkectBa M (coors. N). Ecnm temeps HasBarh IIONHEY,
gerHEIM rpagom U Taxoil 4eTHEIX rpad, B KOTOPOM AIA KarkHOU HapH BepIliy

zeM, yeN cymectByer pebpo ay e U, To wmeno ocHoB rpaga U paBig
mn—1  pm1,

Zusammenfassung

UBER WURZELBASEN VON GERICHTETEN GRAPHEN

MIROSLAV FIEDLER u. JIRI SEDLACEK, Praha
(Bingelangt am 4. Juni 1957)

Als Quelle eines endlichen gerichteten Graphen G bezeichnen wir einen sol-
chen Knotenpunkt von @, der fiir keine Kante von G als ein Endpunkt dient,
Jeder zusammenhéngende gerichtete Graph mit einer einzigen Quelle heisst ein
Wurzelgraph (kurz W-Graph). Ist ein W-Graph ein Baum, dann sprechen wir
von einem W-Baume (auch einen Graphen mit nur einem Knotenpunkte
halten wir fiir einen W-Baum). Ist G ein endlicher gerichteter Graph, dann ist es
méglich seine W-Basis H zu definieren: H sei ein solcher Teilgraph von &, der
alle Knotenpunkte von G enthilt und dessen jeder zusammenhéngende Be-
standteil ein W-Baum ist. In der vorliegenden Arbeit beschéiftigen wir uns
zuerst mit den W-Basen in azyklischen und wohlgerichteten Graphen. (Ein
Graph ist azyklisch, wenn kein Teilgraph ein Zyklus ist. Ein Graph ist wohl-
gerichtet, wenn von jedem Knotenpunkt auszu jedem anderen eine Bahn fiithrt.)
Folgende Satze werden bewiesen: '

Sei A ein azyklischer Graph und wy, w,, ..., w, (r = 1) alle seine Quellen; set B
ein solcher Teilgraph von A, dessen jeder zusammenhiingende Bestandteil ein
W-Bawm ist. Dann existiert eine W-Basis von A, fir die die Knotenpunkte
Wy, Wy, . .., W, similiche Quellen sind und die B als Teilgraphen enthdlt (Satz 3).

Qibt es zu jedem Knotenpunkt w eines endlichen gerichieten Graphen G eine
W-Basisvon G mitder einzigen Quelle w, so ist G ein wohlgerichteter Graph (Satz 4).

Es sei G ein wohlgerichteter Graph und B ein (nicht leerer) Teilgraph von @,
dessen jeder zusammenhingende Bestandieil ein. W-Baum ist. Dann existiert eine
W-Basis von G mit denselben Quellen wie B, die B als Teilgraphen enthdilt (Satz 5).

Aus diesen zwei Satzen folgt, dass ein gerichteter Graph dann und nur dann
wohlgerichtet ist, wenn zu jeder nicht leeren Untermenge P der Knotenpunkt-
menge von G eine W-Basis von G existiert, deren Quellen genau diejenige
Knotenpunkte von P sind.
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Der Begriff der W-Basis hat auch eine Anwendung in der Theorie der
Determinanten.

Es sei (¢ ein gerichteter Graph, dessen Knotenpunkte wir mit 1,2, 3, ..., n
{n = 2) bezeichnen wollen. Zu jeder Kante ik von @ ordnen wir eine reelle Zahl
U, zU. Jetzt sei zu diesem bewerteten Graphen eine n-reihige quadratische Matrix
Ag = ||a;||? folgendermassen definiert: '

I. Ist¢ + k, dann sei a;, = — u; dann und nur dann, falls in G die Kante ik
-existiert; anderenfalls sei a,;, = 0.

n
II. Fiir k =1, 2,...,n sei ay, = > Uy
i=1

izk 4
Es sei nun 4g(iy, 2y, ..., %,) (mit 1 < r <n) diejenige Hauptunterdetermi-
nante von Ag, in der genau die Reihen und Spalten iy, %, ..., ¢, fehlen. Ist ferner

H ein bewerteter Graph, so sei mit #{H} das Produkt von samtlichen zur Be-
wertung der Kanten von H beniitzten Zahlen bezeichnet. Ist noch mit
D (K (i, i, ..., 1,)} die Summe von a{K(iy, s, ..., i,)} liber simtliche W-Basen
G

K(iy, 19, ..., 1,) von G mit den festen Quellen 3, %,, ..., %, bezeichnet, so gilf{
(Satz 6):

AG(il, ":z’ ey ‘i,-) = %n{K(ila i27 oisiay 7:"‘)} *

Zum Schluss sind noch einige Anwendungen dieses Satzes angefiihrt. So
kann auf diese Weise die Anzahl (zusammenhéngender) Geriiste eines nicht-
gerichteten Graphen bestimmt werden. Es wird gezeigt, dass der sog. voll-
stimdige paare Graph vom Typus (m, n), der m + n Knotenpunkte von zwei
Klassen der Michtigkeit m bzw. n besitzt, wobei genau Knotenpunkte von
verschiedenen Klassen durch Kanten verbunden sind, die Anzahl der Geriiste
m*=1 . nm-1 hat. '



Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

POZNAMKA O ENDOMORFIZMOCH NA SVAZOCH

JAN JAKUBIK, Kogice DT: 519.48
(Doslo dne 12. srpna 1957)

V pozndmke je rieSeny problém, poloZeny G. Birxmorrom ([1],
problém 93).

Nech 8 je sviz. Zobrazenie f svazu § do seba, pre ktoré plati
z,yeS = flx) v fly) =fzvy),

sa nazyva endomorfizmus vzhladom k operdcii u na svize S.

Nech E je mnoZina vietkych endonorfizmov vzhladom k operécii U na svaze
8. Ak f, g € E, polozime f < g vtedy a len vtedy, ked pre kazdé x, € S plati
f(@) =< g(x,). Tym je na mnozine K definované &iastoéné usporiadanie.

G. BIRKHOFF uvédza, %e mu nie je znime, & E je sviz, ak svéz S nie je di- -

stributivny (pozri [1], str. 213) a 3pecidlne kladie otédzku ([1], str. 209, pro-
blém 93):

Nech 8 je Tubovolny sviz. Je Giastoéne usporiadand mnotina B semimoduldr-
nym svizom?

V tejto pozndmke dokdZeme tvrdenia:

1. Nech sviz je vplny. Potom mmnofina véetkyjch endomorfizmov vzhladom.
k operdcit v tvort dplny sviz.

2. Ciastoéne usporiadand mnofina E memusi byt semimoduldrnym svizom
(ans viedy, ked svaz S je koneiniy).

Dékaz tvrdenia 1. Nech S je tGplny sviz, nech {f;ie¢ M} c B, M * 0.
Polozme pre kazdé z ¢ S

Ho) = U fia) (i M).
) U F(ma) = (U fla)) U (U fulm)) = U (filmy) U Fulma)) =
. = U (fi(@y U ) = f(zy U z,) .

Z predoglej rovnosti vyplyva, %e f je najmenSie horné ohranidenie mnoZi-
ny {f l'}: _ ;
f=ufi (ieM).
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Nech 0 je najmensi prvok svizu S. PoloZme pre kazdé ze S fy(z) = 0.
Potom f, je zrejme najmensi prvok éiastoéne usporiadanej mnoziny E. Podla
vety 2 kap. IV, [1] E je tplny sviz.

Doékaz tvrdenia 2. Nech S je sviz, obsahujici 5 prvkov, § = {0,1,2,3,4},
0<2<4<]1, 0<3<], pritom prvok 3 je nezrovnatelny s kazdym
z prvkov 2,4. Polozme pre ¢ = 0, ..., 4

f0)=0, f()=f2)=f4 =1, fB)=1.
Labko sa preveri, Ze kazdé zo
zobrazeni f; (1 = 0, ..., 4) je en-
domorfizmus vzhladom k opericii
U na svéze 8. Z tvrdenia 1 vyply-
va, Ze prisluiny ¢iastodne usporia-
dany systém Z je svdz. Nech pre
f, g€ E symbol f=3g oznaduje,
Ze prvok f je pokryty prvkom g
(t. j. plati f < g a neexistuje
prvok h e E, pre ktory by bolo
f < h < g). Zrejme plati

fh3fh3fi3h, hh3h3h-
(1)
Z definicie semimoduldrnosti a zo
vzfahov (1) vyplyva, Ze sviz B
nie je semimodulérny.
Dodatok. V priklade 4, § 4, Obr. 1.
kap. XITI[1] (str. 208) je uvedené
tvrdenie: ,,Endomorfizmy vzhladom k operécii u naubovolnom svize L tvoria
l-pologrupu‘‘. (Prislusné terminolégia je uvedend v [1], str. 200—201.)
VySetrujme tento priklad:

Nech st dané 4 mnoZiny, z ktorych ka?dé dve st navzéjom dizjunktné:
AI = {1}, 4, = {#1, Ty, T3, ...}, A3 = {Y1> Yo Yo -1 -A4 = {2y, 23, 23, --}. De-
finujme na mnozine L = u 4; (1 = 1, ... 4) operdcie n, v nasledovne: Pre
kazdé p e L poloZzme

a) pnl=p pul=1

Ak n, m sd prirodzens éisla, oznaéme v = max (n, m), v = min (n, m).

Ak p,, pned; (¢ = 2, 3, 4), poloZme '

b) Pn O P =1DPu> PnV Pm= Dy
Dalej polozme

) Yu N Zm = Ty YuiH By =i

d) Zp O P =%y, LnU Pm = Po,
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pridom p je lubovolny zo symbolov y, z. Mnozina L s operdciami n, U je svéz
{porov. obrizok). ’

Nech f, je identické zobrazenie mnoZiny L na L. Nech f, je nasledujtce
zobrazenie mnoZiny L na L:

fa(1) = 1, fo®,) = @o, [oYn) = 20, faltn) =9 (n=1,2,...).
Zrejme je f, aj f, endomorfizmus vzhladom k opericii U na svéize L. Pred-
pokladajme, %e f je endomorfizmus vzhladom k opericii u na svize L a Ze
plati f < f;, [ < fa.
Potom musi byt pre n =1, 2, ...
[n) = 12(Un) = Yn s [W0) S Folgn) =20, [Wa) S Yn 0 20 = %

fYn) S Yn 0 2a =2,
a analogicky
[(20) = 24,
takze
fQ) = f(yn U 24) = f(yn) U f(22) = 2., -
KedZe vo svize L mnoZina 4, nie je zdola ohranifen4, dogli sme ku sporu.

Teda neexistuje Ziadny endomorfizmus f vzhladom k operécii u na svize L,
pre ktory by platilo f < f,, f < fo.

Z toho vyplyva, Ze citované Birkhoffovo tvrdenie je nespravne.

LITERATURA

{11 G. Birkhoff: Lattice theory, revised ed., Amer. Math. Soc. Colloquium Publications
vol. XXV, New York 1948.

Pesome

SAMEYAHHE OB 9HIOMQPOU3MAX CTPYHTVP

fIH ARVBUK (Jén Jakubik), Hommume
(octymuno B pegakmuio 12/VIIT 1957 r.)

Orobpasxenue f cTpyrTyps S B cefs, Aa KOTOPOTO EMEET MecTO
z,yel =>f@z) vfly) =fz vy,
HaseBaeTca U-9HA0OMOPHH3OM.
Ilycrs £ — MHOKeCTBO BeeX U-3HIOMOPYE3MOB farHOK crpykrypH S. Haus f,
g € 8 Mul momoskuM [ = g, ecqnm st Kaskporo z € 8 f(zx) < g(w).

‘228



JloxasaBE yTBEPHMEHMA: ' o

1. Ecau cmpykmypa S — noawas, mo E moowce ssasemcs nosmois cmpyx-
mypoi.

2. Cywecmeyem komeunas cmpyrmypa S, 0as romopoii cmpykmypa E we
asaaemca noaydedexundosoii. Cywecmeyem cmpyrkmypa, 04 Komopoii E coscem
He A8AAEMCE CMPYKMYPOL.

IdTmM pemer Bompoc, mocraBiuerrni I'v Bupkrogowu (cm. [1]; gpobrema 93).

Summary

NOTE ON THE ENDOMORPHISMS OF LATTICES

JAN JAKUBIK, Kosice
(Received August 12, 1957)

A mapping f of a lattice S into S is called an u-endomorphism if

z,yeS =>fx) u fly) =Hruy).
Let E be the set of all u-endomorphisms of a given lattice S. If f,geS
we put f < g if for every 2z € 8 f () =< g(z).
1. If 8 is a complete lattice, then E is also a complete lattice.

2. There exists a finite lattice S such that the lattice B is not semi-modular.
There exists a lattice S such that the set E is not a lattice at all.

This solves a problem of G. BIrkHOFF ([1], Problem 93).
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 83 (1958), Praha

UVAHY Z LOGIKY V BOLZANOVE RUKOPISNE
POZUSTALOSTIY)

KAREL RYCHLIK, Praha ' DT:517.11
(Doglo dne 21. srpna 1957)

Autor ¢lénku zde poddvé preklad obsahu Bolzanovy préce ,,Von
der mathematischen Lehrart* a volny preklad § 8, vyfatku z ni,
ktery mé obzvld§tni vyznam pro matematickou logiku.?)

BrrNARD BoLzano pracoval od r. 1830 na obséhlém matematickém dile
,,Grossenlehre*, které ziistalo nedokoné&eno v rukopise. K tomuto dilu napsal
Bolzano obirny tvod, jehoz druhy dil mé nizev ,,Von der mathematischen
Lehrart* (v dal§im ML). Tento spis se zabyvé hlavné otdzkami z logiky a to
zejména se zietelem na potfeby matematiky. V&tSina t&chto otdzek je jiZ
probrana v Bolzanové dile ,,Wissenschaftslehres.3) Ve spise ML jsou viak tyto
otazky znovu a snad jesté lépe formuloviny.

Rukopis Bolzanovy Grossenlehre je uloZen v Narodni knihovné ve Vidni;
v Archivu Ceskoslovenské akademie v&d (CSAV) jsou uloZeny fotografické
kopie tohoto rukopisu opattené M. Ja§xem. Potidil jsem opis kopie posledniho,
tietiho, zpracovéni rukopisu ML. Rukopis sém byl psén nezndmym pisafem,
aviak byl Bolzanem opravovén a dopliiovéan a fada strinek je psdna vlastni
rukou Bolzanovou. Rovne je provedeno jiz Bolzanem rozdéleni spisu na pa-
ragrafy a jejich odislovani. ’

1) Byl jsem povéfen prvni sekei CSAV provedenim opisiit dosud neuvefejndnych Bol-
zanovych rukopisi.

?2) Srv. Borzaxo, Wissenschaftslehre, II, § 155—159.

Na vyznam Bolzaniv v logice upozornili: W. DusBIsLAV v pojednéni ,,Bolzano als
Vorlidufer der mathematischen Logik*‘, Philos. Jahrbuch (Gérres) 44, 1931, 448—456;

H. ScrOLZ v pojednéni ,,Die Wissenschaftslehre Bolzano’s*‘, Abh. d. Friesschen Schule,
N. S. 6, 1933, 399—472.

Viz t¢% H. Hermes, H. ScHOLZ, Mathem. Logik, Enzyklop. d. mathem: Wiss., 2. vyd.,
Bd. I 1, Heft 1I.

Koneéné viz V. FILgorN, Matematicks logika I, Slovensky filozoficky &as. 11, 1956,
¢. 4, 352—368, hlavn& str. 360 —361.

%) Dr. B. Bolzano’s Wissenschaftslehre, 4 sv., Sulzbach, 1837. Novy otisk (vydavatel
'W. Schulze) Lipsko 1929 —1931.

Jinym vytahem z Bolzanovy Wissenschaftslehre vydanym jest za ¥ivota Bolzanova
je ,,Bolzano’s Wissenschaftslehre und Religionswissenschaft in einer beurtheilenden
Ukersicht‘‘. Fine Schrift fir Alle, die dessen wichtigste Ansichten kennen zu lernen
wiinschen. Sulzbach, 1841. ’
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V rukopise jsou odislovany listy; stranky jsou vyznadeny tak, Ze jsou na
listech napséna pismena a, b. Cervenymi &isly jsou oznadeny strinky na foto-
kopiich opatfenych M. Jaskem.

CON COP OB CLOP O O COD O

e

Obsah Bolzanova spisu M L

Piedbéiné piipominky.

Véty a pouhé piedstavy o sobé.

Jednoduché a slozené predstavy.

Predmétné a bezptedmétné predstavy.

Vztahy mezi piedstavami vzhledem k jejich rozsahu.

Nézory a pojmy.

Véty pojmové a jiné.

Vztahy mezi vétami zaloZené na predpokladu proménnosti jistych
dasti.

. Dohody. :
§ 10.
§ 11.
§ 12.
§ 13.
§ 14.
§ 15.
§ 16.
§17.
§ 18.

Které pojmy a véty dluzno vyjadiit co nejzietelnéji.
Jak se to mé stat.

Dikazy.

Objektivni souvislost mezi pravdami o sobg.

Je nutno usilovat o to, dokdzat tuto souvislost.
Pochopitelny postup.

Apagogicky (nepiimy) dikaz.

Potadek vykladu.

Nadpisy.

Vyiiatek z Bolzanova spisu M L

§ 8. Vztahy mez vélami zalofené na predpokladu proménnosti jistych Edsti

(str. 36°—39?, str. 44—50 v derveném otislovani)

1. Z rozliénych vztaht, které mohou byti mezi vétami, stadi se zminiti jen
o n&kterych z t&ch, které vzniknou za predpokladu, Ze se ve vétich vyskytnou
proménné souddsti. Nebot neni p¥i porovnivéni vét nic jednoduditho, nez
povaZovat za proménnou nékterou soudist v nich se vyskytujicit) (bud pod-
mét, nebo vyrok, nebo souddst vyskytujici se v pfedstavé podmétové nebo
vyrokové) a zabyvat se tim, jak se ony véty chovaji vzhledem k pravds,
zamé&nime-li ony &4sti povazované za proménné libovolnymi jinymi.

4) P¥i tom musime tuté¥ soussst vyskytujici se ve v8tdch na n&kolika riiznych mistech
nahradit tou¥ prom&nnou ¥4sti a jinou soudast od piedeslé riiznou povaZovat za promén-
nou 84st od pfedeslé raznou. (Pozn. piekl.)
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Prvni zajimavy piipad, ktery se zde mize vyskytrnout, nastava, maji-li
véty A, B, C, ..., které spolu chceme porovnavat, a soudédsti v nich ¢, 4, k, ...,
které budeme povazovat za proménné, tu vlastnost, Ze existuji piedstavy,
které dosazeny misto 4,4, k, ... &ni véty 4,B,C, ... vesmés pravdivymi.
V tom ptipadé ¥ekneme, %e v&ty A4, B, C, ... jsou konsistentni®) vzhledem
k proménnym é&istem i, , k, .... Tak nazveme obé véty: ,,Cislo N je liché“ a
,,Cislo N je &tverec (celého disla) konsistentnimi vzhledem k predstavé N, je-
to lze snadno zvolit NV tak, Ze obé véty vyslovuji pravdu.

Kdyby nastal opaény piipad, kdyby totiz mély véty 4, B, C, ... a sou-
&asti 4,4, k, ..., které budeme povazovat za proménné, tu vlastnost, Ze by
nebylo mo¥no za 4,7, k, ... dosadit takové predstavy, aby véty 4, B, C, ...
se pak staly vesm&s pravdivymi, fekli bychom, Ze ony v&ty jsou nekon-
sistentni.®) Tak jsou napf. nekonsistentni v&ty: ,,Obrazec X je trojihelnik
a ,,Dva Ghly v obrazei X jsou pravé“ — jelli X jedina ptedstava, kterou
chceme v obou vétich povazovat za proménnou.

2. M4-li byt moZno nazvat vétu 4 (nebo vice v&t 4, B, C, ...) konsistentni
s v8tou M (nebo s vice vétami M, N, P, ...) vzhledem k souddstem ¢, , k, ...,
mus{ byt podle toho, co bylo Feeno, mozno na misto soudasti ¢, 4, k, ... kldsti
takové souldsti, které &ini pravdivymi nejen véty 4, B, C, ..., ale také véty
M, N, P, ... Pripad obzvla$t& zajimavy nastane, kdy? nejen n&které, ale
viechny predstavy, které dosazeny misto 4,7, k, ... &ini pravdivymi véty
" A4,B,C, ..., &ni také pravdivymi viechny véty M, N, P, .... V tomto p¥ipadé
fekneme, %e véty M, N, P, ... lze odvodit (dedukovat)?) z vét 4, B, C, ...
(jsou k v&tdm t&m ve vztahu odvoditelnosti, deducibility) v SirSim
slova smyslu vzhledem k proménnym &istem i, §, k, ....

V uz$im slova smyslu, a to ve smyslu, v jakém tohoto réeni budeme
budoucné vidy uZivat, fekneme, Ze vétu M mo%no odvodit z vét 4, B, C, ...
vzhledem k proménnym &istem 4,7, k, ..., jestlize kazdy souhrn piedstav,
ktery po dosazeni misto ¢, j, k, ... ¢ini pravdivymi vSechny véty 4, B, C, ...,
&ini také pravdivou v&tu M, neplati-li to viak jiz o (skuteéné) ¥asti souhrnu
vét 4, B, C, ..., tj., neni-li véta M jiz také tehdy pravdiva, kdykoli je jen
jistd (skutecéna) 8ast souhrnu vét 4, B, C, ... pravdivi.

Véty A, B, C, ..., z nichz lze jednu nebo vice jinych vét M, N, P, ... od-
voditi, nazyvame také premisami (pfedpoklady)?) vedoucimi k témto vé&-

tdm, véty M, N, P, ... pak samy nazveme disledky (zavéry)?) plynoucimi
z vét A,B,C, .... ‘

5) Bolzano uZivé slova ,,einstimmig‘‘ nebo ,,vertriglich*‘.

8) U Bolzana: ,,unvertréglich, stehen in dem Verhiltnisse der Unvertriglichkeit‘.
7) U Bolzana: ,,ableiten, stehen in dem Verhéltnisse der Ableitbarkeit‘‘.

8) U Bolzana také ,,Vordersitze'.

%) U Bolzana: ,,Schlusssétze‘‘.
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.Tak fekneme, Ze ze dvou vét

,» Viechna ¢ jsou j° a ,,V8echna j jsou k*

lze odvodit vétu treti: ,,VSechna 4 jsou £,
a to vzhledem k proménnym éastem ¢, j, %, ..., jeito, kdykoliv na mlsto %5 9,
k, ... klademe takové predstavy, %e prvni dvé véty se stanou pravdivymi, také
tieti véta vyslovuje pravdu. Obyéejns se tento vztah deducibility mezi vétami
A, B, C, ... na jedné strané a vétami M, N, P, ... na strané druhé vyslovuje
slovy: .Jeli 4,B,C,..., je také M, N, P,...*; napt.: ,Jsou-li 4,9, k ¢¥i
vreholy trojihelniku a je-li (pro strany) ¢j = ik, je také (pro thly) j = %k*‘.

3. Abychom nahlédli, e mezi vétani 4, B, C, ... na jedné strané a vétami

M, N, P, ... na strand druhé (nebo také mezi vétami 4, B, C, ... na jedné
strané a jen jedinou v&tou M na stran druhé) je skuteény vztah deducibility;,
k tomu je tfeba mit podle okolnosti ¢asto mnoho zvlaStnich piedb&znych
védomosti, mnohdy opét je to véc, kterd je ihned sama sebou patrni. Jen
v tomto poslednim p¥ipadé, kdy tento vztah je na prvni pohled patrny a ne-
spodivé na nitem jiném ne# na tom, co se nazyvi logickou formou vét,
oznaduje se ndzvem logicky tsudek. Jsou-li premisy u takového logického
tsudku toho druhu, jak jsme ]e pra,vé vyslovili, tj., jsou-li p¥i té vlastnosti
jejich proménnych &asti ¢, 4, k, ..., kterou pravé predpoklddime, pravdaml,
a to takovymi pravdami, které ]sou zndmé tomu, komu je k dvaze predkla-
déme, d4 se dekat, Ze také zAvér z nich plynouci bude se jevit jako pravda,
zv14¥té kdyz bude nisledovat ihned za vykladem t&chto premis. Nastane-li
to skutednd, Ize ¥ici, e jsme sprostfedkovali pozndni pravdy M tsudkem
z pravd jiz zndmych 4; B, C,.... Riznym druhtim dsudkd, jichz miizeme
k tomu dlelu pouzit v ofekdvani piiznivého V)'rsledku udi logika (v oné jeji
t4sti, kters se nazyva sylogistikou), nebo aspoil mé s nimi seznamovat.
Uvadéti je zde, vedlo by vSak piili§ daleko.
4. Vztah deducibility mezi danymi vétami 4, B, C, ... a jinymi danymi
vétami M, N, P, ... maze byt vzé,jémny, tj. véty M, N, P, ... mohou byt
odvoditelné z vét 4, B, C, ... a tyto opét z v&t M, N, P, ... a to vzhledem
k tym? &astem i, 4, k, ... povaZovanym za proménné. V tomto piipadé fekneme,
zevéty A, B, C, ... jsous vétami M, N, P, ... ekvivalentni (ekvipolentni).»?)
V tomto stavu ekvivalence jsou nap¥. dvé véty=,,V trojihelniku ij%k jsou strany
ij. = kj*“ a ,,4 je stted zdkladny ik s dvéma vétami: ,,V trojihelniku ¢jk jsou
tihly 42 a kjA rovny* a ,,ptilehlé dhly jAs a jAk jsou si rovny®, pii dem# povaiu-
jeme za proménné &asti predstavy ¢, j, k, 4. ,

5. Jsou-li véty A, B, C, ... s'jedné strany a véty M, N, P, ... se strany
druhé nekonsistentni (odst. 1) vzhledem k dastem ¢, §, k, ... poklddanym za
proménné, lze z véty: ,,Viechny véty A4, B, C,. ]sou pra.vdlve“ odvodit
v&tu: ,,Ne viechny vty M, N, P, ... jsou pravdivé“; a z véty: ,,Viechny véty

10) U Bolzana: ,,gleichgeltend‘, ,dquipolent ‘. : L
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M, N, P, ... jsou pravdivé‘, lze odvodit vétu: ,,Ne viechny véty 4, B, C, ...
jsou pravdivé. '

N&kdy se viak stane, %e také naopak z véty: ,Ne vSechna M, N, P, ...
jsou pravdiva®, lze odvodit v&tu: ,,Viechna 4, B, C, ... jsou pravdivd‘‘ a z vé-
ty: ,,Ne. v8echna A, B;C, ... jsou pravdivi‘, lze odvodit vétu: ,,VSechna
M,N,P,... jsou pravdivi“. V tomto zvlédtnim p¥ipadé ¥ikime, Ze véty
A,B,C,... s jedné strany a véty M, N, P, ... se strany druhé jsou spolu
ve vztahu kontradikce,'?) v ka?dém jiném piipadé jsou kontrarni.?) Ve
vztahu kontradikce jsou na p¥. obs véty: ,,Jsou-li s, j rizné okamziky, je ¢ diive
ne% j“ a ,,Jsou-li ¢ a § rfizné okamziky, je j dfive ne% ¢.° Ve vztahu pouhé
kontrarnosti jsou naproti tomu véty: ,,Velidina ¢ je v&t&i nez j* a ,,Velifina
% je men#i ne% velidina j*, povaZzujeme-li ve viech piipadech 7 a j za proménné
Gasti.

Pozndmky

Misto p¥ili§ mnohoznadného slova véta (na pf. véta v gramatice, véta ve
smyslu poudka v matematice) navrhuji uZivat slova vypovéd.1?) Vypovéd
je tedy bud pravdivd nebo nepravdiva. Misto vyrazli proménné predstava,
prom&nni ¥ist nebo soudst uzivanych Bolzanem se ¥{k4 prosté proménné.
Postupem popsanym v odst. 1 vzniknou z vypovédi vypovédni formy
(funkce) jedné neb vice promé&nnych. Z vypovédni formy mozno tim, Ze za
kaZdou proménnou dosadime né&jaky ,,vyraz*, dostat vypovéd — pravdivou
neb nepravdivou. V prvnim p¥ipads se fekne, Ze vypovédni forma je verifi-
kovéna, v druhém Ze je falsifikovéna.

Bolzano je prvni, kdo zavedl do logiky velmi ddleZity pojem vypovédni
formy. Tohoto pojmu pak uZil k definici deducibility,*) odvoditelnosti,
konsekvence, logické implikace (odst. 2) a oviem i pojmu ekvivalence
(odst. 4), ktery lze odtud snadno odvodit.

Pomoci deducibility lze také vyjﬁdi'it pojerh dtusledku (odst. 3).1%)

11) U Bolzana taksé ,,sind in dem Verhiltniss des Widerspruches*‘.
12) U Bolzana také ,,widerstreiten‘‘.

13) N&m. ,,Aussage‘‘. Pro predikﬁt ve smyslu gramatickém se u¥ivalo kdysi (na pfe-
lomu stoletf) nézvu ,,vyrok®, pak ,pHsudek* a nyni se opdt u¥ivd ndzvu ,,vyrok:‘.
Vedlo by tedy uZivéni slova vyrok ve smyslu Aussage k dvojznadnosti tohoto slova, kters
by oviem mohla byt na zévadu. Patrn$ z tohoto divodu uZival slova vypovéd ve smyslu

ndm. Aussage VOROVEA & uZivé ho i V. FIIKORN v pojednéni citovaném v pozn. pod &.%).

14) Podobné zavedl pojem ten (uivaje pii tom pojmu modelu) nezévisle na Bolzanovi
A. Tarsgr: Uber den Begriff der logischen Folgerung, Actual. scient. et industr. 394,
Pafi¥ 1936, 1—11. : .

%) Gentzenovu logiku konsekvenci lze interpretovat jako formalisaci tohoto pojmu.

Viz GeNTzEN, Untersuchungen iiber das logische Schliessen, Math. Zeitschr. 39, 1934,
176—210, 405 —431.
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Pezwome

PACCYKIIEHUSA IO JIOTMKE B PYKOIUCHOM
HACJIEICTBE BOJIBIIAHO

KAPEJ PBIXJIUK, Karel Rychlik, ITpara
(ITocTynmuito B pegaKmuio 21)VIII 1957 r.)
ABTOpPOM CTATHH 3[eCh NAeTCA B LEepeBofe Ha YeNICKEA A3EHIK OrJIaBIICHHE
paborer Bonwmaro ,,Von der mathematischen Lehrart, a Tarsxe cBOGOXHBLA

mepeBop, § 8 sToil paGoTH, mMeKIEro ocofoe 3HaYEHHEe I MATeMATAIECKOH
JIOTHKH.

Zusammenfassung

BETRACHTUNGEN AUS DER LOGIK IM BOLZANO'S
HANDSCHRIFTLICHEN NACHLASSE

KAREL RYCHLIK, Praha
(Eingelangt am 21. August 1957)

Der Verfasser bringt in diesem Aufsatze die Ubersetzung des Inhaltes
Bolzanos Arbeit ,,Von der mathematischen Lehrart* ins Tschechische und in
freier Ubersetzung den § 8 dieser Arbeit, einen Auszug, der fiir die mathema-
tische Logik von besonderer Bedeutung ist.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

ULOHY A PROBLEMY

Poznimka k problému protinajicich se lomenych Zar
’ (K fedent tlohy Jana Maika)

Obsahem tohoto ¢lénku je dikaz véty uvedené v odst. 8. Bazp.rostfodn(m diisledkem
. této vty je tvrzeni, jehoZ dikaz (pokud moZno elementdarnimi prt?sthsdky) byl dén
jako problém (&. 9) Janem Makixrm v Casopise pro pdstovani matematiky 81 (1956), 470,

1. Nade uvahy budeme provéddt v roving %B,, kde plati absolutni geometrie. Ptedpo-
klddéme, Ze jsou zndmy pojmy: bod, tsetka, pifmka, polopfimka, me(?l-dd&nf bodi s
pifmee a na dsedce, polorovina, rovinny pds tvofeny dvéma piimkami bez B;.mic(‘,nych
bodd a trojuhelnik (jeho vnitfek a vnéjSek). Trojihelnikem budeme v celé prici rozumét
jenom jeho obvod.

Mg&jme v rovingd 8, konenou posloupnost bodtt Ay, 4, ..., 4, (n == 0). Necht
a) pro n > 0 platf 4, + 4,
b) pro n > 1 Z4dné trojice bodl A, ;, A;, A;,, nele#i v piimee (¢ == 1,...,%n — 1),

. n
Potom sjednoceni viech usedek U a; (a; = 4, ,4,), pro n > 0, nebo bod 4, pro n =0,
: i=1

nazyvéime lomenou Sarou (spojujici body 4, a 4,) L(4,, 4,) (ddle nékdy jen 1. 8.). Bodim
4; (i =0,...,n) Hkéme vrcholy lomené &dry. Usetkdm a; (i = 1, ..., n) tikdme strany
lomens$ &éry. (Je ziejmé, Ze pro n = 0 dostdvéme nulovou tsedku a pro n = 1 dostdvime
tisedku A, 4,).

Vrcholu lomené édry L, kterym prochdzeji alespoti t#i strany lomené édry, #kdme
uzlovy vrchol lomené &éry. Vnitinimu bodu jedné strany lomené ddry, kterym prochizeji
alespoii dvd strany, ¥kéme vnitint uzlovy bod lomené S4ry. Uzlovym vrcholtiim a vnitinim
uzlovym bodim lomené &éry budeme ¥kat uzly lomené déry L. Uzel, ktery neleif na
Z4dné usedee, sklddajici se ze samych uzld, nazveme 1golovany. Lomend ddra, kterd nemd
Z8dné uzly, se nazyvé jednoduchd lomend tdra (déle nékdy jen j. L. &.).

Pozndmka. Ziejmé nulovs tsetka a tisedka jsou jednoduché lomend Gdry.

2. Necht 4, B jsou dva razné body lomené d4ry. Necht t(k) je nejmendi index strany,
kterd prochdzf bodem A (B). Rikdme, %e bod 4 le% pfed bodem B (4 -8 B), jestliZe i < k,
nebo ¢ = k a bod 4 le¥i pted bodem B v uspotddén{ bodii usedky a; kde 4,_, jo prvnim
a A4; poslednim bodem. Ziejmé dostévame usporddén{ bodi lomené &dry.

Méjme dva body 4, B jedné strany a; lomené &dry. Necht bod .4 le#i pied bodem B
Vv usporédéni bodi uselky a;, kde 4, je prvnim a 4; poslednim bodem, potom ziejmé
nemusf platit 4 < B v uspofddéni bod celé lomené &sry. Platf to pro vi
bodi 4, B pouze v p¥ipadd jednoduché lomené &éry.

M&jme dvé lomensé &ary L, a L,. Necht L, C L,
d4 rozloZit na konedny podet tsedek a ka¥dd z +5

echny dvojice

» potom kaZdé strana lomené &dry L, se
chto tsedek je obsaZena v nékterd strand
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lomené &dry L,. Z toho vyplyvi, Ze kaZdy uzel lomené ¢dry L, je té# uzlem lomené
thry Ly. Ztejmd kaidd &dst jednoduché lomend édry, kterd je lomenou darou, je jedno-
duchd.

Méjme v roviné B, koneény podet bodi A4y, 4,,..., 4, (n > 1). Necht 4, F 4,
Ay Ajy (0= 0,1,...,n — 1). Méjme lomené ¢dry L;(4,.,,4;) (i =1, ...,n). Necht
n

sjednoceni L == ‘UlL‘ je téZ lomend &dra (kterd spojuje bod 4, s bodem 4,), potom bu-

deme Fikat, %e 1. &. L, sklddaji 1. &. L, nebo %e 1. &. L je rozlofena na 1. &. L;. Z¥ejmd lomens
&éra L, sklddajici se z jednoduchych lomenych dar L, které maji viastnosti:

a) LinL,=0@®kiksk+Lisk—~Lik=1..,n),
b) Ly 0 Lyjyy = (Ady) (= 1,..,n — 1),

n
je jednoduchd. (Body A, nemusi byt nutné vrcholy lomené ¢éry L = U L;(4;_,, 4;).)
f=l

3. Lemma. Kaidd lomend é&ira, spojujici bod 4y a A, obsaluje jako &dst jednoduchou
lomenou &dru, kterd spojuje ték body Ay a 4,

Ditkaz provedeme tGplnou indukef podle n. Z pozndmky 1 vyplyvé, %e pro n = 0,
1 je L jiz sama j. 1. & Predpoklidejme tedy, Ze lemma platf pro n — 1. Budi# L L ¢&.,
kterd spojuje body A, a 4,,. Uzly této 1. & dostaneme jako spoletnou édst nékolika stran,
tedy obdrzime bud jeden (isolovany) uzel nebo celou Gsetku uzli. Mno#Zinu M viech
uzll této 1. & miZeme tedy rozloZit na dvé disjunktni podmnoziny IM;, My (M = M; U
U My), kde M, je konednd mnokina viech isolovanych uzlii a M, je sjednoceni koneéného
podtu tsedek uzli. Necht a; je prvni strana, kterd obsahuje wzly. Necht bod B je prvni

: i-1
uzel této Gsetky. Ziejmd lomend &dra Ly(dg, B) = U a; Ub (g = 0 b= A4;,B) je
j=0

jednoduchou lomenou éarou, protoZe nemd Zddny uzel a L, ¢ L. Necht a;, je posledni stra-
na, kterd prochdzi bodem B, Zfejmé ¢ < k, protoZe bodem B prochézej{ alespoii dvé strany.

el
Vezméme lomenou édru L’ = P a, U e (c = BAya,,, = §). Zrejmé b 0 ¢ = (B) a bod
Jolosd
B neni uzlem 1. &, L', Podet stran 1. & L’ je mendi ne# n, a tudiZ podle indukéniho pred-
pokladu existuje jednoduchd lomend &dra Ly(B, 4,), kterd jo obsa¥ena v 1. ¢. L’. Z¥ejmd
L, CL,Ly C L' C L,z é&cho? vyplyvd, %e L, U Ly C L. Proto%e b N ¢ = (B), je sjednoceni{
Ly u Ly opdt lomend édra, a protode Ly, N Ly = (B) a Ly, L, jsou jednoduchd, je opét
Ly U Ly jednoduchd 1. &, (kterd spojuje body 4, a 4,).
4. Rekneme, #e mnozina M C B, mi vlastnost V, jestlie ka%dd Gsedka, kterd md s nf
alespon jeden bod apoleény, md & ni spoledny konedny podet bodi a konedny podet tisedek.
Ztejmd pimka, sedka, trojihelnik a lomend édra majf viastnost V.

Lemma. Kaidd jednoduchd lomend &ra md s mnoZinou M viastnosti V (maji-li alespor
jeden spoleény bod) spoletny koneény polet jednoduchijeh lomengch far, které jsou navzdjem
disjunktni. :

" Dikaz Kazdd strana j. 1. & L md s mnoZinou M vlastnosti V spoleény konedény podet

bodit a konedny podet tusedek. Poklddejme body za nulové tise¢ky. Necht tiseky AB;
jsou vilechny spoletné tseéky j. L & L a mnoZiny I a necht v uspobdddni bodu j. 1. &
L plati

A‘jBle,jB,j...jAijm,

Necht I je mnoZina vilech indextt i = 1,...,m — 1, pro které plati B, =5 4;,,. JestliZe
m
I = §, potom spoletnd &dst j. 1. 8. L a mnoZiny M je jednoduché lomensd Edra L, = U ay;

i=1
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kde a; = A4;B;. Jestlite I + @, potom obsahuje prvky 6y < iy < ...<i, (r<m)aspo-

l+1

lednd &4st j. 1. & L a mno¥iny M je mnoZina N = UL kde L; = U a; (@, = 4,B,,
j=

—t,+1
%y = 0, %, ., = m). Zfejmé L; jsou jednoduché lomené ééry, které jsou mezi sebou dis-
junktni (dédle nékdy jen d. j. 1. &.).

5. Necht M C B,. Rekneme, %o mnozina M je vytvorujict, jestlize existuje rozklad
mno¥iny By — M = M U Ny (kde My % @ + Ny, |, 0 Ny = @), ktery mé tyto viastnosti:

a) Pro ka?dé dva body 4, B ¢ N; (s = 1, 2) existuje 1. & L, kterd je spojuje a L C ;.

b) Kazdé 1. &. L, kters spojuje body 4 a B (4 € 9Ny, B ¢ N,), mé neprézdny prinik
s mnoZinou M.

Na zéklad$ lemamatu 3 staéi v definici uvaZovat misto lomenych éar jen ]ed.noduché
lomen$ &éry. (Z¥ejmé primka a trojihelnik jsou mmnoZiny vytvorujici.)

Méjme vytvotujici mnofinu M vlastnosti V, potom ka¥déd jednoduché lomend &éra
L mé s ni spoledny koneény podet d. j. L. & L;(4;, B;) (¢ = 1, ..., m). Necht j. 1. & L spo-
juje body A a B, které nele?i v mnoZiné M. Necht v uspotddéni bodd j. 1. &. L plati

434,3B,34,38,3...34,,3B,3B.

Z¥ejm$ mnoZina M; vech bodd X lomené &éry L, pro né% plati B; 33X =S4, (=
=0,...,m; By = 4; 4,,,, = B), je podmno¥inou bud mno#iny 9, nebo mnoZiny Ns.

Rekneme, %e lomend &ra L;(4;, B;) (¢ = 1, ..., m) je jednondsobnou spoleénou lome-
nou darou, jestlie mnoZiny M;_;, M; neleZi v téZe mnoZiné N, (k = 1, 2). Rekmneme, Ze
lomend &éra L;(4;, B;) (¢ = 1, ..., m) je dvojndsobnou spoleénou lomenou &arou, jestliZe
obé mnoZiny M;_;, M; leZ{ v jedné mnoZiné N, (k = 1, 2).

Mjme mno¥inu 9 vlastnosti V, kterd je ddsti vytvorujici mno¥iny S vlastnosti V,
potom kadou j. 1. . L', kterd je spolednou &éstf j. 1. 8. L a mnoZiny N, poditdme s tou

nésobnosti, s nf% je poéiténa j. 1. &. L”(L’ C L"), kters je spoleénou &dsti mno¥iny MM s j.
1. &. L.

6. Lemma. Ka’dd vytvorujict mno¥ina M vlastnosti V md s jednoduchou lomenou Sarow
L, kterd spojuje body A a B, kde A ¢« Wy, B e N, (4, B € N,), spoledny lichy (sudy) polet
lomengch &ar, které jsou navzdjem disjunkini (pofitdme-li spoleéné lomené &dry s jejich
ndsobnostt).

Dukaz provedeme tiplnou indukei. Necht tedy j. 1. &. L nemé s mno¥inou M Zédny
spoleény bod, potom nutnd body 4, B lefi v ¢, (k = 1, 2) a podet spolednych j. 1. & je
nula (tudiZ slo sudé). Jestlize j. 1. &. L mé s mnoZinou M jednu spoleénou j. 1. &. (bez
nésobnosti), potom zfejmd bod 4 le#i v téfe mnoZing N, (k = 1, 2) jako body mnoZiny
My & stejnd tak bod B jako body mnoZiny IM;, a tudiZ lemma 6 je spnéno.

Necht tedy lemma 6 platf pro m — 1 spoleényech j. L. &. (bez ndsobnosti). M&jme j. L. &.
L, kterd mé s muoZinou M spolednych m d. j. & 1. (bez ndsobnosti). Zvolme v mno#iné
M,,—1 bod C a rozloime j. 1. 8. L(4, B) = L,(4, C) U L,(C, B). Zfejmé j. 1. & L, mé s mno-
Zinou M spolednych prévém — 1d.j. 1. & (bez ndsobnosti) & j. 1. &. L, s mnoZinou I pravé
jednu spoleénou j. 1. &. (bez ndsobnosti). Jestlize C, B € N,, potom j. 1. 8. L; mé spoleény
sudy podet d. j. L. &. a j. 1. & L, mé spoleénou dvojndsobnou j. L. &., a tudfZ j. 1. 8. L mé
spoleény sudy podet d. j. 1. &. 8 mnoZinou M. Jestlize C € N,, B € N,, potom j. 1. &. L; mé
spoleény sudy podet d. j. 1. & a j. 1. &. L, mé spolednou jednondsobnou j. 1. &., a tudiZ
j- L &. L m4 spoledny lichy podet d. j. 1. & s mnoZinou M. Stejnym zpusobem dokéZeme
platnost lemmatu 6 pro piipady C € Ry, Be N, a C, B ¢ N,.

7. V roving B, budte? dény dva body M, N. Oznaéme MN (NM) otevienou polo-
piimku, kterd je opaéné k polopfimee MN (NM). Budiz L(M, N) j. 1. &., kterd spojuje
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body M a N a nemé s otevienymi polop¥imkami MN a NM %4dny spoledny bod. Sjedno-
ceni L(M, N) U MN u NM nazveme mnofinou R.

Poznémka. Ziejmé v roviné %, existuje takovy rovinny péds P, Ze plati RC P a .
piimka MN odd8luje hranice rovinného pésu P. TéZ existuje takové polorovina ', Ze
pranik P’ N R je polopiimka.

Budiz M’ (N’) libovolny bod oteviené poloptimky MN (NM). Z¥ejmé sjednoceni
L(M,N) u MM’ U NN’ je j. L. &., kterd spojuje body M’ a N’. Pomoci mnoZiny R mu-
¥eme v mno%ing By — R definovat relaci (R). Rekneme, 0 4 = B (R) (4, Be B, — R),
jestliZe Usedka AB mé s j. 1. & L(M’, N’) (L C R) spoleény sudy podet d. j. 1. & (které jsou
poditény s ndsobnosti podle definice 5, kde tsetku AB pokldddme za ¢ést piimky AR,
kterd je vytvotujicf). Bod M’ (N’) je zvolen na oteviené polopiimce MN (NM) tak,
aby polopfimka opaénd k polopfimce M’M (N’N) nemsla Z4dny spoleény bod s usetkou
AB. (Zf¥ejms podet d. j. 1. &. spolednych tsedce AB a j. L. & L(M’, N’) nezdvisi na volbs
bodu M’, N”.) ) '

Lemma. Relace (R), urlend definich 7, je ekvivalenci, kterd mmofinu By — R déli
na dvé neprdzdné disjunkini édsti R,, R, takové, Ze A, B e R; (1 = 1, 2) tehdy a jen tekdy,
jestlize A = B(R).

Dikaz. Jestlite 4 ¢ B, — R, potom tsetka A4 neméd %4dny spoleény bod s mnoZinou
R, a tudiz 4 = 4(R).

Jestlife 4 = B(R) (4, B ¢ B, — R), potom vsetka AB mé sudy podet spoleénych
d.j. 1 & sj. 1 & L(M’, N'), a tudi¥ i tsetka BA m4 s touto j. 1. & L spoleény sudy polet
d.j. L &, a tedy B = A(R).

Jestlite 4 = B(R), B=C(R) (4, B, C ¢ B, — RN), potom mohou nastati dva piipady:

a) Body 4, B, O le#i v jedné ptimce. Potom nésobnost ka#dé spole¢nsé j. 1. &. je podi-
téna pomoci stejné vytvorujici mnoZiny (piimky AB). JelikoZ tsedky AB a BC maji
sudy podet spolednych.j. 1. &., tudi¥ i tsedka AC (kters je bud soustem nebo rozdilem
tsedek AB a BC) mé4 spoleény sudy podet-d. j. L. &., a plati tedy 4 = C(R).

b) Body A, B, C tvoii trojuhelnik. Potom ndsobnost kaZdé spoledné j. 1. &. se miZe
6% poditat pomoci trojuhelnika ABC, jakoZto vytvorujicf mno¥iny. Body M’, N” j. L &.
L(M’, N’) C R jsou ziejms vnéj§imi body trojihelnika 4BC. Podle lemmatu 6 mé j. 1. &.
L(M’, N') s trojihelnikem. ABC spoledny sudy podet d. j. L &. Jeliko# usedky AB, BC
majis j. 1. & L(M’, N’) spoleény sudy podet d. j. . &., tudi¥ i tsetka AC mé s j. 1. 8. L spo-
ledny sudy podet d. j. L. &., a plati tedy 4 = C(R).

Relace (R) je tedy ekvivalenci a ta na mno¥ind B, — R definuje rozklad (B, — R =
== Ur R R0 Ry =0 (k+1); R+ 0 (iel); A=BR)<>4, BeR,;). Ukdzeme, Ze

ie

tento rozklad mé dvaprvky. Vezméme t¥i body 4, B, C ¢ B, — R, 4 == B(R), 4 = C(R),
B = O(R). Potom ka#dé z tisedek AB, BC, A0 mé s j. 1. §. L(M’, N’) spoledny lichy podet
d. j. L. &. a nastdvajici dva pifpady:

a) Body 4, B a C le#i v jedné pifmce. Potom tsedka A0 se rovné soudtu (nebo rozdilu)
tsedek AB a BC, které maji lichy podet spoleénych d. j. 1. & s j. L & L(M’, N’), a tudiz
mé spoleény sudy podet d. j. 1. &., a to je spor.

b) Body A4, B a C tvoii trojihelnik. Potom j. L. &. L(M’, N’) mé s trojuhelnikem ABC
spoleény lichy podet d. j. 1. &., ale body M’, N' jsou vnéjsimi body, a to je spor.

Rozklad mnoZiny 8, — R mé tedy nanejvySe dva prvky. )

Podle pozndmky 7 existuje takové polorovina ¥, Ze priunik P’ n R je polopiimka.
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Ziejmé tato polopiimka d8li mnoZinu P’ — R na dvé ddsti, které jsou disjunktn{ a ne-
prézdné a kaZdé z nich je obsaZena v jednom prvku rozkladu mnoZiny 8, — R pomoci
ekvivalence (). Tim je lemma 7 dokézéno.

8. Podle pozndmky 7 existuje takovy rovinny pds 9P, ktery obsahuje R a jehoZ hra-
nice jsou oddéleny p¥fmkou MN. MnoZina 8B, — 9P se rozpadd na dvé disjunktni oteviené
poloroviny %P; (¢ = 1, 2) takové, Ze P; C R;, kde R; jsou prvky rozkladu mnoZiny B, — R
pomoci ekvivalence (R). '

Dukaz. Ziejms plati A = B(R) (4, B e P,; ¢ = 1, 2), protoZe usecka AB nems4 ¥4dny
spoleény bod s mno¥inou R. Necht tedy A € P, a B e P,, potom tsetka AB mé stejny
podet spoleénych d. j. L. &. g j. 1. &. L(M’, N’) C R jako piimka 4B (pod&itané s ndsobnosti),
ale pfimka AB m4d s j. 1. & L lichy podet spoleénych d. j. 1. &., nebot body M’, N’ jsou
pifmkou AB oddéleny, protoZe piimky AB a M’N’ se protinaji. Odtud vyplyvé, Ze
A = B(R).

Véta. Necht jsou ddny dvé lomené Sdry Ly(M, N) a L,(4, B). Necht MN (NM) je opaénd
oteviend poloprimka k polopFimce MN (NM). Necht lomend &dra Ly(A, B) nemd Zddny
spoleény bod s polopFimkami MN a NM. Necht bod A (B) le#s v otevFené poloroviné N, (M)
takové, Ze M; N L; = @ (1 = 1,2), Wy n N, = O a hranice polorovin Ny, N, jsou primkou
MN oddéleny. Potom lomené &dry Ly a L, majt alespoti jeden spoleény bod:

Dikaz. Podle lemmatu 3 existuje j. 1. &. L;(M,N)CL,(M,N). Oznadme R =
= Li(M,N)u MN u NM, potom podle lemmatu 7 se mnoZina %, — R rozpadd na
dvé disjunktni, neprédzdné &dsti R, a R,. Podle pozndmky 8 plati N, C R, N, C Ry, a
tudi? A4 == B(R). Necht body 4; (6 =0,...,n) (4, =4, 4, = B) jsou vrcholy L &
Ly(4, B). Predpoklddejme, %e L, N ® =0, potom A=A, =4,=...=A4,(R), a
tudi? 4 = B(R), a to je spor. Proto L, n R + @. Z predpokladu, e L, n MN = @ =
= NM n L, vyplyvé, %e Ly 0 L + §, a tudiz L, n L, + §. Tim je véta dokdzéna.

- Bed#¥ich Pondéliel, Podébrady

*
Jiné FeSeni téZe dlohy Jana MaFika

Pro by, by e B, necht L(b,, b,) znamené uzavienou tsefku o koncovych bodech by; by
(pro b, = b, necht L(b,, b,) je mno%ina, obsahujici jediny bod b,). JestliZ2 b, ¢ B, (2 = 0,
n

..., 1), poloZme L(by, ..., b,) = U L(b;_,, b;). Vzdéalenost bodu a od bodu b (resp. vzdé-
i=1

lenost bodu a od piimky p) oznalime symbolem g(a, b) (resp. o(a, p))-

Necht P = (@, ..., @), @ = (by, --., b,) jsou kone¥né posloupnosti bodl z E,. Sym-
bolem P|Q budeme rozumdt, %e plati zrovefi a; non e L(by, ..., b,) pro ¢ = 0, ..., m
a b; non € L(a,, ..., @) pro j = 0, ..., n. Necht dédle P{P; Q} znadi poéet dvojic (i. 1),
pro n&% L(a;_,, a;) 0 L(b;_y, by) + 0. Je-li kroms toho g p¥imka v E,, pak necht symbol

Plg znamens, e a; nonegpro ¢ =0, ..., m, a P{P: g} bud polet indexti i, pro nd%
L(a;_y, ;) N g + 0. ZiejmE

PP Q) =E W@y @y @, O
‘D{P;q}=§1‘n{(a;_1, aya. (2)

Lemma 1. Bud P = (ag, ..., Gp,), @ = (by, by, by, by), P|Q. Jestlize by, by, by, lezt na
primee, pak plati

P(P; @} = 0 (mod 2) . - (3)
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Jestlie by, by, by nelest na pFimee, pak vztah (3) platt prdvé tehdy, lezi-li oba body Qgy Qyy
vné nebo oba uvnitF trojuhelntka o vrcholech by, by, b,.

Dukaz. LeZi-li body by, b,, b, na p¥imece, pak mbZeme predpoklddat, Ze hod b, lei
mezi body by, b, (nebo Ze bod b, splyne s nékterym z bodi by, b,). Potom je P{P; (by, by)} ==
= D(P; (boy b))} + B(P; (b, by)), takFe P(P; Q} = 2B(P: (by, by)} = 0 (mod 2). Jestlize
body by, by, b, neleZi na piimee, je dukaz pro m = 1 snadny a pro libovolné m se tvrzeni
doké¥e indukei pomoci vztahu (1). Zcela obdobn& se doké¥e i nasledujici lemmas:

Lemma 2. Bud P = (ay, ..., a,); bud q pfimka a necht P|q. Potom platt P{P;q} = 0
(mod 2) prdvé tehdy, lezt-Ii oba body ay, a,, v téie poloroviné, vytaté primkou g.

Lemma 3. Necht P = (ay, ..., a,,), @ = (by, by), P|Q. Potom existuje kladné &tslo & s touto
vlastnostl: Je-li by € By, g(bg, by) < (5 a polo¥ime- lz Q" = (bg, by), pak platt P|Q’ a P{P; Q} =
= P{P; @'}

Dukaz. Zvolme index ¢ (1 < ¢ < m). Jestlife L(a;_;, a;) N L(b,, b)) = 0, bud §; vzda-
lenost mnoZin L(a;_,, a;) a L(by,b,). Je-li L(a;_, a;) 0 L(by, by) + 0, je nutnd a;_; *+ a;
by + by; bud p (resp. ¢) piimka prochézejici body a;_,, a; (resp. by, b;). PoloZme §; =
= min (9(a;_1, ) 0(a; q), 0(bys p)). Ctensdt snadno dokéZe, ¥e pro kazdé i=1,...,m
je 8;> 0 & %o P{(@;p, @; (b, b))} = P{(@s-1, @); (by, by)}, kdykoli g(bg, by) < 8. Stasi
tedy poloZit ¢ = min (61,

s Opn)- ‘

Vé&ta. Nechi P = (ay, ..., @p), @ = (by, --., by). Necht L(cy, ¢y, Ca» Ca, C) je 0bvod Stverce;
bud q; primka, prochdzejict body c,_y, ¢; (¢ = 1, 2, 3, 4; ¢4 = ¢). Necht body a,, @, by, b,
lei po Fadé wonitr vsedek L(cy, ¢,), L(Cy, ) L(Cy, C3), Lics, ¢o) anecht ostatnt body z P (resp.
z Q) lezt wonitf pdsu, omezeného primkami g,, q, (resp. qy, Gs). Potom je L(ay, ..., Gy) O
O L(by, ..., b,) * 0.

Dutkaz. JestliZe neplati P|@, neni co dokazovat. Sta¥i tedy dokézat, %e za predpo-
kladu P|Q neplati (3). To dokéZeme indukei podle n. Bud » = 1 a bud ¢ piimka, pro-
chézejici body b,, b,. Snadno se zjisti, Ze pro kaZdé ¢ plati L(a;_;, @;) 0 ¢ = L(a;1, @;) N0
N L(by, b)) a tedy P{P;q} = P{P; @), tak¥e podle lemmatu 2 vztah (3) neplati.
Bud nyni n > 1. Pfedpoklddejme ¥e naSe tvrzeni plati pro n — 1 a Ze posloupnosti
P, Q spliiuji uvedené predpoklady. Na tseéce L(c,, ;) leZi jen kone¥ny poSet bodl b
takovych, %e a; e L(b, b,) pro n&které a; e P, at jiZ b, le#i na g, & nikoliv. Podle lemmatu
3 tedy existuje uvnit¥ usetky L(cy, ¢5) bod by, pro n¥jZ plati

P{P; (bg, by)} = P{P; (bos b1} " (4)
P((b(’)’ bl) > P'(b(’)‘ ba) L

Polozime-li Q" = (bg, by, ---, b,), @* = (bgs b, e b,), mame predevSim podle (4)

PP; @} = P(P; Q)5 (5)
protoZe P|Q*, je podle indukéniho ptedpokladu
P(P; Q*} = 1 (mdd 2) . (6)

Protoze P|(bg, by, by, bg), plati podle lemmatu 1
PLP; (bg, ba)} = PIP; (bg, b1)} + P(P; (by, by)} (mod 2),

takie P(P; Q'} = P{P; @*} (mod 2). Odtud a z (5), (6) plyne P{P; @} =1 (mod 2),
éimZ je v8e dokézano.
Milo§ Dostdl, Praha
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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 83 (1958), Praha

REFERATY

"DOUSPORADANT CASTECNE USPORADANYCH GRUP

(Referdt autora o predndSce konané v ,,Diskusich .0 novych pracich brnénskych mate-
matikt‘‘ dne 17. prosince 1956.)

Cdsteéné usporddand grupa je grupa G, na které je definovéno éésteéné usporddéni =,
svézané s grupovou operaci -+ podminkou: a, b,¢,deG,a <b=>d +a +c=d +b +c.

Na téZe grupé mohou byt definovédna dvé riznd édsteénd usporddéni; je-li tieba vy-
tknout, Ze jde o grupu G s &dstednym uspofdddnim =, piSeme (G =).

Céstednd usporddand grupa (G <) se dé dousporddat (je dousporadatelnd), jestliZe na.
grupé G existuje jednoduché uspordddni < takové, ¥e (G <) je jednodufe uspotddans
grupa a plati-li: ¢, b e @, @ < b = a 2b. Jednoduché uspordddni < nazyvdme douspo-
Ffdaddanim grupy (@G =).

Cdstednd usporddand grupa (G <) je reversibilné dousporadatelnd, jestlize k libovolné
dvojici nesrovnatelnych prvki a, b € G existuji dousporddéni <1, <t grupy (G <) takové,
Ze plati @ <1b, b 2= a.

Priklady. 1. Pi{my soudet jednoduse usporddanych grup je reversibilng douspotada-
telny. .

2. Priklad &éstedné usporddané grupy, kterd se dé dousporddat prévé jednim zpilso-
bem a neni jednodusfe uspotddans. Nekonednou cyklickou grupu {na} édstednd uspotrddej-
me takto: ... < — 20 <0< 20 < ey ... < —a << 3a<.... (G =) se dé& douspo-
Y4dat podle pravidla: na = (n + 1) @ pro viechna celé n. Jinym zptisobem se (@ =) nedé
douspotrddat.

3. Céstednd uspotfddand grupa, kterd obsahuje prvek =+ 0 koneéného ¥4du, se nedd
douspoiddat (protoZe jednoduse usporéddané grupa je bez torse).

p-idedlem na dstedné usporddané grupé G nazveme konvexni normdlni délitel v G-
Je-li H p-idedl v G, d4 se faktorgrupa G/H &dstednd uspofddat (relaci, kterou budeme
zase znadit <) takto: pro A ¢ G/H plati A = H <> existuje a € 4 tak, %e a = 0. Faktor-
grupa s timto &4stednym uspordddnim je ¢4stednd usporddanou grupou; nazyvéme ji
p-faktorgrupou. p-faktorgrupa G/H je dokonale uspc;v‘ddtimz, kdy% pro libovolné 4 « G/H,
A > H, plati @ > 0 pro vSechna aeA4.

Plati tyto véty:

Véta 1. Jdsteiné usporidand grupa G je douspofadatelnd, kdys 'a jen kdys v G existuje
jednoduse usporddany p-idedl H a kdy? existuje subdirekini soudet & jednodude usporadanyjch
grup a zobrazeni p-faktorgrupy G/H na G, kieré je isotonni a isomorfni (v grupovém smyslu).

Véta 2. Cdstedné usporddand grupa G je reversibilné dousporadatelnd, kdy% a jen kdyZ
v G ewistuje jednoduse usporddany p-idedl H takovy, Ze p-fakiorgrupa G/H je (v grupovém
smyslu © co do uspordddni) isomorfni se subdirekinim soubtem jednoduse usporddanych
grup a Ze p-faktorgrupa G[H je dokonale uspordddna.
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Véta 3. Cdsteéné usporddand grupa G je dousporadatelnd prdvé jednim zprisobem, kdy%
a jen kdyt v G existuje jednodude usporddany p-idedl H, ktery md tyto dvé vlasinosti:

1. Existuje jednodude usporddand grupa & a

(*) existuje zobrazeni p-faktorgrupy G/H na ®, jeZ je isotonni a isomorfni (v grupovém
smyslu).

2. Existuje-li subdirekint soulet & jednodude uspofddanyjch grup s vlasinosts (*), pak
uspordddni v @ je jednoduché.

Nékteré z ndsledujicich charakterisaci dousporadatelnosti pro abelovské grupy byly
jiZz d#ive odvozeny jinymi autory (a jinymi metodami): _

Véta 4. Abelovskd Edsteéné usporddand grupa se dd dousporddat, kdy% a jen kdyZ je bez
torse.

Véta 5. Na abelovské Edsteéné usporddané grupé G jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

1. G se da reversibilné dousporadat,

2. @ je subdirekitnt soubet jednoduse usporddanych grup,

3. a €@, na = 0 pro néjaké prirozené n => a = 0.

Véta 6. Na abelovské Edsteéné usporddané grupé G jsou ndsledujict podminky ekvivalentni:

1. G se dd dousporddat prdvé jednim zpilisobem,

2. jedind podgrupa nesrovnatelnych prokd v G je nulovd,

3. k libovolnému a € G, a =+ 0, existuje n celé tak, Ze na > 0.

Frantidek Sik, Brno

SUBDIREKTNI SOUCTY USPORADANYCH GRUP

(Referét autora o predndSce konané v ,,Diskusich o novych pracich brnénskych
matematik‘‘ dne 4. bfezna 1957.)

Bud @ l-grupa. Prvky =,y ¢ G nazveme disjunkinimi, jestlize plati ] A lyl = 0.
MnoZina 4, A C G, se nazyvéd komponentou, jestlize existuje mnoZina B C G takové, Ze
A je mno¥ina viech prvki z G, které jsou disjunktni s kazdym prvkem z 'B. Komponenta,
kterd je normdlni podgrupou, se nazyvé normdint komponenia.

Budi¥ dén systém {@,} jednoduse usporddanych grup. Oznadme #(.) funkei na mnoZiné
indext » takovou, %e z(») e G,. MnoZina vSech téchto funkef (s algebraickymi operacemi —
sditénfm, suprémem a infimém — zavedenymi obvyklym zplsobem) tvof I-grupu, kterou
nazyvéme tiplnym p¥{mym soudtem systému jednoduSe uspofddanych grup {G,}.

V dalifim bude podéna charakterisace riznych typd . l-podgrup tuplného pifmého
soudtu @ systému jednoduse usporddanych grup {G,}.

1. Subdirektnim soubtem systému jednoduSe uspofédanych grup {G,} se nazyvé
l-podgrupa G v &, proni# plati: klibovolnému a, € G, existujez(.) € G tak, Zea, = z(»).

Véta. Ndsledugich podmimky jsou na l-grupé G ekvivalenind:

1. G je subdirekint soudet systému jednoduse usporddanych grup;

2. v G existuje systém l-idedlis {J, } takovy, Ze NJ, = 0 a Ze l-faktorgrupa G/J, je 7edno-
dude uspordddna pro kazdé v;

3. kadd komponenta v G je normdini.

Oznadme 5 mnoZinu viech prvkia z &, pro néZ plati z(u) = 0 pro g + .

2. Subdirektni soudet G systému jednoduSe uspofddanych grup {@,} se nazyvé fB-sub-
direkint, jestlize G N G = 0 pro v8echna ».
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Véta. Ndsledujict podminky jsou v l-grupé ¢ ekvivalentni:

1. G je p-subdirekint soudet systému jednodude uspofdadangeh grup; )

2. v @ existuje systém l-idedlis {J )} takovy, Ze pro libovolné p plati (v J, = 0 a e l-jakior.
grupa GIJ, je jednodude uspofdddana pro kazdé v; AN

3. kasdd komponenta v G je normdlnt a v G neexistuje marimdlni komponenta % 0,

3. Subdirektnf soudet @ systému jednodufie uspofidanych grup {(f,} se nazyva a-sub.
direkint, jestlize G N G’—, + 0, pokud @, * 0.

Véta. Ndsledugict podminky jsou na l-grupé G ekvivalentni:

1. G je x-subdirekini soucet systému jednodude uspoiadanyjch grup;

2. v @ existuje systém l-idedlis {J,} takovy, e N J, = 0, pro libovolné p plati nJ, 4 0
a l-faktorgrupa GJJ, je jednodude uspofdddna pro kaidé v; Fou

3. ka¥dd viastni komponenta v @ je &dstt maximdint komponenly a kaidd maximding

- komponenta je normdlni.

4. Subdirektni soudet @& systému jednodufie uspoiddanych grup {7} se nazyvd dplné

subdirekint, jestlize G D E’,, pro kaZdé v.

Véta. Ndsledujict podminky jsou na l-grupé G ekvivalentni:

1. G je tplné subdirekint soubet systému jednodude uspofddanych grup;
2. v @ existuje systém l-idedlis {J )} takovy, 2e N J, = 0, l-faktorgrupa G/J  je jednodude
uspordddna (pro kaZdé v) a pro libovolné u plati nJ, + J .= ;
4

»
3. kaZdd nenulovd komponenta v G obsahuje mirfz’nuilni primy séitanee l-grupy G,
1-Grupa G je redukovanym subdirekinim soubtem systému jednodude uspofddanych
grup {G }yn, jostlize plati:
*  at u,v e N; jestliZe pro libovolny pivek 2(.) e @ platf x(v) > 0 == &{u) = 0, pak » = pu.

Véta, Necht G je subdirekini soudet systému jednodude uspolddanych grup (G}, Pak
existuje takovy systém {H ,} jednoduse uspofddanijch grup, e G je isomorfni a redukovanim
subdirektnim soudtem systému jednodude usporddanych grup {H ,}.

Vysetiine souvislost nahofe uvedenych typtt subdirektnich soudtii.

Necht G je subdirektni soudet systému jednodufe uspotddanych grup {6,}. Grupu
@, nazveme «-slofkou resp. f-slofkou tohoto soudinu, jestlite G N &, % Oresp. G N G, = 0.
Oznaéme 4 resp. B mno¥inu indexti viech a-slo¥ek resp. f-sloZek tohoto soudtu, MnoZinu
viech prvkl z(.) e G, pro né% plati z(8) = 0 pro § ¢ B, nazveme «-&dsti a mnodinu vilech
prvki z(.) € &, pro nd% plati z(x) —= 0 pro « ¢ 4, nazveme f-&dsté tohoto soudtu.

V&ta. Necht l-grupa G je redukovany subdirekini soulet systému jednodude wapotddanych
grup {G,}, necht A resp. B znali mnokinu indexi x-slokek resp. p slodek. Pak prinik J mno-
Zimy vdech maximdlnich komponent v G je roven B-&dsti daného soudtu a je tedy isomorini
8 p-subdirekintm soudtem systému jednodude uspofddangch grup (H,)},.n, kde H,KCG,
pro v{eG B}; I-faktorgrupa G|J je isomorfni s «-subdirektnim soudtem jednodude wapotddanych
grup {G,}yeu.

Podéme jestd charakterisaci l-grup, jejich# ka¥dé komponenta je pfimy séitanee.

V&ta. Jestlie kaidd komponenta l-grupy G je pFimym stitancem, pak G je redukovanym
subdireltnim soudtem systému jednodude usporddangjch grup a v libovolné takové representaci
7: e primym soudtem své u-Sdsti a f-Edsti a obé Edsti jsou l-grupy, v nichi kaddd komponenta
Je primy séitanec.

. J.e-h l-grupa G redukovany subdirekini soudet systému jednodude uspotadanych grup,
je-li primym soudtem své o-Sdsti a B-Shsti a jsou-li obé tyto Ldsti l-grupy, jejichi kaidd kom-
ponenta je primy séitanec, pak v G je katdd komponenta primy séitanec.

Frantidek Sik, Brno
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Casopis pro pdstovini matematiky, rof. 83 (1958), Praha

RECENSE

Mieczyslaw Biernacki: Geometria rézniczkowa, Il. Panstwowe wydawnictwo nauko-
we, Warszawa 1955, str. 248, cena 30 zl,

Druhd ¢dst dila Biernackého md Sest kapitol a dodatek.

V prvni kapitole se probiraji vlastnosti plochy, které zdvis{ na prvni diferencigln{
formd plochy. Zvldstni pozornost vénuje autor riiznym zobrazenfm plochy na plochu, tj.
korespondencim mezi plochami. Probird obvykld zobrazeni (stejnoploché, konformn,
isometrické a CebySevovo) a ukazuje nékteré jednoduché lokdlnf vlastnosti téchto ko-
respondenci reguldrnich, hlavné pokud jsou zdvislé na okolf 1. ¥édu. Sem je zatazena véta
Tissotova o existenci ortogondini sité plochy, kterd se zobrazuje v ortogondlni sit plochy
druhé p#i reguldrni korespondenci.

Mnohé pifklady ukazuj{ specidlni vlastnosti nékterych zobrazeni specidlnich ploch.
Napt. je dokdzdno, Ze obecnd &roubovi plocha se dd isometricky zobrazit na rotadni
plochu, pfi¢em# #roubovieim plochy #Sroubové odpovidaji kru¥nice rotadni plochy.
(Upozoriiuje se na obecndjii vysledek W. C. GrANSTEINA, uvedeny v jeho knize Diffe-
rential Geometry, New York 1947, str. 179.) Kapitola md-detné tlohy k evideni, kters
litku vhodné dopliiuji.

Druhd kapitola je vénovidna zdkladnim aplikacim druhé kvadratické formy, tj.
kitivosti kiivek na plofie, hlavnimu poloméru kiivosti a kiivosti plochy.

Tretl kapitola jo vénovdna sdrufenym smérim plochy (jsou definovény jako sdru-
#oné pritméry Dupinovy indikatrice) a kifivkdm plochy, které s ttm souvist (k¥ivky asymp-
totické, kiivoznaénd). P#i studiu viastnosti téchto kiivek vi{mé si autor také specidlnich
korespondenei dvou ploch, pfi nich si odpovidajf kfivky sdruZené (str. 65) nebo kiivky
asymptotické (tvrzeni obdobné Tissotovu, str. 69) nebo k¥ivoznadéné (str. 81).

Zékladni vzorce Weingartenovy a Gaussovy teorie ploch (pro prvé derivace normé-
lového vektoru a druhé derivace privodide plochy) i rovnice Mainardi-Codazziho a Gaus-
stv vzoree pro kiivost plochy vyjddieny koeficienty prvnf formy plochy jsou v kapitole
dtvrté. Jejim hlavnim vysledkem je véta Bonnetova o existenci plochy dané dvéma
zékladnimi diferencidlnimi formami.

Pétd kapitola diferencidlni geometrie (poditéno od poddtku 2. dilu) Biernackého je
vénovina geodetickym kivkdm a vlastnostem kiivek a ploch, které s nimi tzce souvisi.
Autor tu odvozuje Ffadu klasickych vysledki o geodetické kiivosti a torsi, o kiivosti plo-
chy, o geodetické krudnici pro plochy obecné i specidln, integréln{ vzorce Bonnetovy a
Gaussovy aj. Na konei kapitoly je vylofen rovnobdiny posun teéného vektoru plochy
podél kitivky plochy podle Levi-Civity. )

Posledni, Sestd kapitola je vyplnéna theorif specidlnich ploch. Jsou probirény hlavni
poznatky o plochdch pimkovych, plochy o stdlé (zéporné) Gaussové kiivosti a jejich
zobrazen{ na sebe, plochy translaéni a plochy miniméln{, ¥msové a Dupinovy cyklidy.

Dodatek druhého dilu je ivodem do studia kongruenci pimek.
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Vsechny kapitoly jsou doprovédzeny ulohami k cvideni, jichZ je v II. dflu 253. Létka
se v nich procviduje a také dopliiuje a rozfifuje. Vysledky a pokyny k feSeni na 55 stra-
ndch poméhaji étendii pii studiu.

Kniha Biernackého je udebnici klasické diferencidlni geometrie. Obsahuje béZné
~ metody, jimi% pedlivé dokazuje klasické véty, a upozoriiuje na vechny obtiZe. VétSinou
se omezuje na plochy t¥idy O? a nabody regulédrni, ale s touto basi pfedpokladi vystaéi
pfi jednoduchych presnych dikazech svych tvrzeni, které ngkdy pro zaddteénika budou
tvrdym ofiSkem.

Dvousvazkové dilo Biernackého je velmi dobrou uéebnici a vybornym tvodem k hlub-
Simu studiu diferencidln{ geometrie a lze je naim étenditm viele doporudit.

Frantidek Vyd&ichlo, Praha

Fritz Hohenberg: Konstruktive Geometrie fiir Techniker, Wien, Springer-Verlag 1956,
272 stran, 432 obrazua.

Kniha obsahuje autorovy prednéky z konstruktivni geometrie pro smér stavebni
a strojni na vysoké skole technické ve Styrském Hradei. Konstruktivni geometrif rozumi
se pfitom ta ddst teorie promiténi, teorie k¥ivek a ploch a geometrie kinematické, kterou
1ze bezprostiednd aplikovat v technické praxi. Obsah i vyklad je praxi skuteénd ptibliZen,
zejména redukef teoretickych partii na minimum a hojnosti aplikaci. Po predteni knihy
je vSak patrno, Ze autor peclivé zkoumal hranice mezi matematickou pi‘ésnosti, nézor-
nosti a technickou upotfebitelnosti.

Po narychlo psané, ale origindlni uSebnici J. L. Kramese (Darstellende und kinemati-
sche Geometrie fiir Maschinenbauer, Wien, 1947), po peélivé udebnici E. STIEFELA
(Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Basel, 1947) a stylového KrurprPOovA prepraco-
véni MLLEROVY udebnice (Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Leipzig-Berlin, 1936,
resp. Wien, 1948) objevuje se tedy v knize Hohenbergové novy vybér létky i pojeti
vykladu. Vécny obsah piedndSek odpovidajicich asi nafim prednd¥kdm z deskriptivni
geometrie je jistd véci diskuse, uvdZime-li, ¥o na naSich technikéch je zatazeno téZ tech-
nické kresleni. AvSak zplsob vykladu profesora Hohenberga je vytedny a miZe v mno-
hém poslouZit nafim uéitelim deskriptivni geometrie. Té% vn&j§l upravu knihy je tfeba
pochvalit. Vyrysovéni obrazi, kterych je 432, je provedeno precisné; tato precisnost poznd
se nejlépe na obraze 394, str. 227, ktery jediny neni zmenSen.

V ¢4sti A je probréno ufiti pidoryst, ndrysi a bokorysi, jsou studovény kolmé pri-
méty piimky a roviny, kruZnice a koule a jsou vyloZeny zdkladni vlastnosti kuZelosedek.
Déle je probréna kolmd, Sikmd (specidlnd tzv. frontdlni) axonometrie s vétou Pohl-
keovou. Zbytek 8dsti A je vénovén linedrni perspektivé, fotogrametrickym rekonstrukeim
a struénym dodatkim (o kiivych perspektivéch, panorams, reliefu ap.). Vyklad je stdle
prokldddn technickymi ilustracemi.

Na nékolika mistech je vhodnd poukézédno na Eckhartovu zdfezovou metodu, p¥i niZ
se ze dvou paralelnich primétt daného objektu odvozuje jistym zptsobem dalsi paralelni
prim&t objektu (viz ku p¥. Krapra-Pisga-Zrzura, Deskriptivni geometrie II, SPN
Praha 1953, str. 308—321). Vétu Pohlkeovu dokazuje autor origindlnim zptusobem (srv.
EL d. Math. 10, 1955, str. 40—42) u¥itim pramétu pomocné plochy kulové o jednotko-
vém poloméru. MySlenkové jednodus$i dikaz véty Pohlkeovy uvddi J. L. Krames
ve své utebnici, citované na poddtku této recense, a to na str. 159 —160. Kramestav dukaz
je asi dosud nejjednodusiim diikazem véty Pohlkeovy. Autor mé oviem nepopiratelné pré-
vo pouift:dﬁkazu, ktery sém uzné za vhodny. — Partie o linedrni perspektivé je velmi
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zdatild. Origindlni je zejména piekreslovéni z jedné specidlni perspektivy do druhé (viz
té% El. d. Math. 10, 1955, str. 57—61).

V ¢ésti B je pojedndno o technicky duleZitych kfivkdch a plochdch. Zapodato je
s plochami druhého stupné. Po kuZelovych plochéch je probrén jednodilny rotadni
hyperboloid a ostatni rotaéni kvadriky. Obvyklym zptsobem se prostorovou afinitou
pirejde k obecnym kvadrikdm. Vtipné se piejde vhodnou prostorovou kolineaci od jed-
nodilného hyperboloidu k hyperbolickému paraboloidu. Je zde té% strudnd zminka
o uzitf hyperbolického paraboloidu pfi zastieSovani. Diferencidlnd-geometrické vlastnosti
kiivek a ploch jsou jen nahozeny. Je zaveden pravodni trojhran prostorové k¥ivky, roz-
déleni reguldrnich bodd kfivé plochy na eliptické, parabolické a hyperbolické, avSak
Dupinova indikatrix jiZz pfedmétem studia neni. Rotadnim plochdm je v&novéno dosti
mista s ohledem na éetné aplikace, zejména pokud jde o pranikovou &ééru dvou rotadnich
ploch. Zda¥ile jsou té% vyloZeny plochy Sroubové s osvéddenymi konstrukcemi u¥ivajicimi
otodenych tbéiniktt &i tbéinic (Drehflucht); v deské literatufe se nazyvaji téZz pdly
a poléry Sroubového pohybu. Z technickych aplikaci je nejznamenitéjsi odstavec o frézo-
véni na str. 173—179. Nésleduje ve struénosti partie o plochdch p¥{mkovych, rourovych
a transladnich. Cést B je zakondéena promitdnim kétovanym, samoziejmé se zobrazenim
terénu a FeSenfim vykopi a ndsypu pfi ziizovéni silnic a Zeleznie.

Recensent mé ndmitky proti dikazu o merididnu nerozvinutelné rotaéni plochy na str.
138, ¥ddek 13 zdola. Jde v podstaté o analogii dikazu z knihy MtrrLER-KrUPPA, Lehr-
buch der darstellenden Geometrie, Leipzig-Berlin 1936, str. 178. UZivaje bodu dotyku
na teéndch hyperboly, opird autor tento dikaz o obalovou kfivku hyperbol o pevnych
asymptotdch; tato ¢dst dikazu je diskutabilni a je pravé v Hohenbergové knize vyne-
chédna. — Piiklad na str. 199 o plofe tvofici pfechod mezi dvéma vozovkami je ukdzkou
pifkladu, ktery mé nesporny pavab technicky i geometricky.

Cést C je vdnovéna geometrii kinematické a teoris ozubeni s bohatymi aplikacemi
technickymi, snad nejbohatsimi v celé knize. Zékladni diferencidlné-geometrické tvahy
jsou provedeny struéné a po zavedeni pojmi okamZity pdl, hybné a pevnd poloida ap.
je probréan pohyb elipticky i kardioidicky, pohyby pfi zafizenich kloubovych a pohyb
‘eykloidélni. Konstrukce kruZnic oskuladnich pro poloidy daného pohybu jsou podény
Kramesovou metodou bez uZiti projektivni geometrie. VyuZivé se pfitom véty, Ze re-
lativni okam#ité pély pfi soudasném pohybu tii soumistnych rovinnych systému (v kaz-
dém okamiiku) le#i na ptimece. (Srv. uéebnici Kramesovu, str. 187—188.) Této metody
uzil té% profesor J. KrarkA ve své udebnici Deskriptivni geometrie, Praha 1951, str. 335
a ndsl. — Déle je probrdna teorie ozubeni a koneénd zdklady prostorové kinematiky
s aplikacemi na prostorové ozubeni.

Kniha je zakondena podrobnym rejstitkem, rozdélenym na éést geometrickou a
tesbmicleon, : Vdclay Havel, Brno

Robert R. Bush, Frederick Mosteller: Stochastic Models for Learning. John Wiley et
Sons, New York 1955, stran XVI 4 365, obrazu 49, tabulek 36.

Kniha je velmi zajimavé a podnétnéd jak pro matematika, tak pro psychologa. Pro
matematika tim, ¥e se v nf studuje jisty typ stochastickych procest, které pied pracemi
Bushe a Mostellera nebyly studovény, a tim, Ze se v knize vyskytuje Fada matematickych
a statistickych problémi, vzniklyeh ze studované teorie, které doposud nejsou roz-
feSeny. Pro psychologa pak tim, %e ukazuje mo¥nost koncisniho zpracovéni experimentii
o uéen se, a obecndji tim, %e do aplikaci statistiky v psychologii zavdd{ modern{ dynamické
metody stochastickych procesi. Kniba jest uréena hlavné pro experimentédlni psycho-
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logy a proto matematické ivahy jsou provddény znaénd podrobné; u nékolika obtiZnéj-
Sich v&t jsou formulovény pouze vysledky a dikazy jsou vynechdny. Nicméné by bylo
velmi uZitedné, aby knihu &etli i matematiéti statistici, nebot jenom ti by byli schopni
YeSit doposud nezpracované problémy uvedené teorie, z nichZ nékteré se zdaji byt
i znadné obtiZné.

Stochasticky proces udeni se je moZno asi timto zpsobem srovnati s Markovovym
fetézcem: BudiZ dén systém o r stavech 4, 4,, ..., A, a prislu$ny vektor absolutnich
pravdgpodobnosti v k-tém kroku p, = (Py1, Pras - - - Pr)- Vektor py,, dostaneme apliko-
vénim jistého maticového operdtoru T na vektor p;. U Markovova Yetézce nehomogenniho
méme systém operdtori T, (matice pravddpodobnosti pfechodu), zévisicich na pofado-
vém &isle kroku %, u homogenniho méme dokonce jediny operdtor T; podstatné vSak
v nafem srovnéni je, %e operdtory u Markovova fetézce jsou pevné, nendhodné. Naproti
tomu u procesu uden{ se méme systém maticovych operdtord T, Ty, ..., T; kferé apli-
kujeme néhodné. (Obvykle viak tyto uvedené operdtory ji% nezévisi na poradovém
¢sle kroku.) Nastane-li pfi k-tém kroku néhodny jev E; (i = 1, 2, ..., t), aplikujeme na
vektor p;, operdtor T,.

Redlnd interpretace je tato: Biologicky subjekt (8lovék nebo zviie) je podroben fads
pokusa. PFi kazdém pokusu se rozhoduje pro néjaké chovéni &ili odpovéd 4, (f = 1, 2, ...,
...»7), & t0 pti k-tém pokusu s pravdépodobnosti py;; zékladnim predpokladem tedy je,
Ze chovéni subjektu md pravdépodobnostni charakter. (Na p¥. krysa v bludisti se roz-
hoduje s n8jakymi pravdépodobnostmi pro cestu vpravo nebo vlevo a pod.) Pfi raznych
pokusech jsou nékteré odpovédi odmstiovény a jiné trestdny podle ndjakého schematu.
Tim se pravddpodobnosti odpovddi pro nésledujici pokus zméni, coZ odpovidé aplikaci
néjakého operdtoru T;.

Vektor pravd$podobnosti p, je zfejm$ sém ndhodnou proménnou; hlavnim dkolem
teorie je pak studovati rozloZeni pravddpodobnosti p,, resp. asymptotické rozloZeni.
Autofi sice upozoriiuji, Ze povazujeme-li vektor p, za stav systému v k-tém kroku,
dostaneme Markoviv fetézec s nekonednym mnoZstvim stavi, ale typickych metod
teorie Markovovych Fetézell se v knize nepouZivé a zdé se, Ze ani celkem jich neni moZno
pouZiti. o

Prevéind vétina knihy se zabyvd nejjednodusim pifpadem » = 2. Zde stadi studovat
pouze rozloZeni p,, (autofi pisi jednodufe jenom p), a oznadime-li uZivané linedrni ope-
rétory Q,(i = 1, 2, ..., t), p¥i realisaci jevu E; méme py 1, = QiPra = *Pr + (1 — o) 453
%; se nazyvé limitnim bodem operdtoru @;.

A nyni struéné o jednotlivych kapitoldch knihy.

Prvni &4st knihy se sklddé z 8 kapitol a rozviji se v ni matematickd teorie nahote
definovanyech stochastickych procest a studuji se nékteré jejich vlastnosti.

V tvodni kapitole 1 autofi popisuji model ugeni se, kterého pouZivaji, a interpretuji
jej psychologicky.

Linedrnich operdtord se u?ivé v knize jednak z diivod matematické jednoduchosti,
ale v kapitole 2 je ukézdno, %e linearita vyplyne také z jistych psychologickych tvah
o stimulech a podminovéni. ‘

V kapitole 3 jsou rozlifeny t#i typy modeld. I. ,,Experimentédtorem ¥zené jevy.< P¥ipad
pevného, deterministického potadi aplikovanych operstorii je jednoduchy a nepFili§
zajimavy. Mnohsm d&ast8ji se v experimentech vyskytuje pfipad, kdy experimentdtor
aplikuje operdtory ndhodné s pevnymi pravdépodobnostmi. Vyjimeéné byly studovdny
té% pripady, kdy posloupnost operdtor je Markovovym retézeem. II. ,,Subjektem fizené
jevy.“ Odpovéd A; biologického subjektu-v k-tém kroku je povaZovéna za jev E; a
aplikuje se tedy operdtor T;. Tento typ modelu jest nejéastdjii v experimentech a jeho
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studiu je vénovéna velkd &¢dst knihy. III. ,,Experimentétorem i subjektem ¥{zené jevy.<
Jev E; je kombinaci odpovédi subjektu 4; a ,,vysledku‘: O,, kde jednotlivd O, voli expe-

- rimentétor s danymi pravdépodobnostmi. :
Kapitola 4 se zabyvd distribucemi pravdépodobnosti odpovédi a obsahuje zékladni
teoretické vysledky. Jsou odvozeny rekurentni vzorce pro momenty.téchto distribueci. .
Pro ,,experimentédtorem ¥izené jevy‘ je z téchto vzoreu explicitné vyjédien prvni a druhy

moment. Pro ostatni dva typy modeld nebylo moZno vzorce explicitng roztesit.

Za specidlnich predpokladii, které se dasto v experimentech vyskytuji, bylo foZno
felit fadu raznych problémi,-ponévads vzoree Kapitoly 4 se zjednodudi. V kapitole 5 je
studovéna podminka sob$é rovnych «;, v kapitole 7 operdtory s limitnimi body 1; = 0
nebo 1, v kapitole 8 p¥ipad komutativnich operétori.

Kapitola, 6 obsahuje aproximativni metody pro vypoéet priméra distribuci: Mdnte
Carlo metodu a analytickou metodu pro v;’rpoéet mez{ pro praméry.

Druhéd &dst knihy jest vénovdna a/plzkaczm

Kapitola 9 se zabyvéd odhady parametri v modelech uéenl se a testy dobré shody
Tato tematika obsahuje zvld§té mnoho netreSenych problému a fefeni uZitd autory, jsou
vétSinou provisorni. Zvléstni obtiZ zde vyplyvéd z jakési ,,dvojstupiiovitosti vybéru:
Prvnim stupném je vybér z ndhodnych proménnych py,, Prss--., Ppr & v druhém stupni
biologicky subjekt vybird své odpovédi s témito pravdépodobnostmi. V experimentu
muZeme vSak pozorovat teprve odpoyédi subjekti, t). souhrnny vysledek obou stupﬁu,
nikoliv VYsledky Jed_nothvych stuptit zvI4st. i ) .

V kapitole 10— 14 jsou uvedeny rizné aplikace ve zvifeci i lidské psychologii: ."uéem'
se sloviim, vycvik vyhybéni se nep¥ijemnym podn&tim, experimenty o napodobovéni,
problémy symetrické volby, experimenty: tykajici se rychlosti béhu napi. za potravou.

Kapitola 15 uzaviréd knihu souhrnnym zhodnocenim modeli udeni se. Autofi se vy-
jadifuji-zde vzdend kriticky o' svém'vlastnim dile ukazujice na ¥adu jeho nedostatki.

Déle kniha obsahuje jests 4 tabulky pro usnadnéni vjpoéi;ﬁ pii.odhadech apod.

Ngkteré vysledky a metody v knize uvedené jsou matematicky nepfesné, coZ oviem
nutnd vyplynulo z toho, ¥e modely udeni se nejsou doposud dostateéné teoreticky pro-
pracovény. Autofi v¥ak jsou si toho velmi dobfe védomi a na kazdém misté vyslovné na
tyto nepfesnosti upozornu_]i a podotykaji, Ze jejich FeSeni jsou jen aproximativni, piipadné
dokonce nedostatednd. Jinak je kniha psé.na, velmi pedlivé; rovnéz tiskovych chyb je
mélo a dtendf si je snadno opravi sdm.

Snad jest. zéhodno je¥t8 podotkpout, %e Bush-Mostellerovy modely udeni se, pouze
poplsu]i tyto procesy a naprosto se nesnaZi vniknouti do vnitini podstaty jejich mecha.-
nismu, jako to éini nékteré psychologlcké teorie, p¥padnd i kybernetika. Pfesto knihu
povaZuji za velmi vyznamnou, nebot otvird nové pole badéni jak v teorii stoeha,stlckych
procesti, tak v psychologii. Auto¥i sami upozorfiuji na fadu nedostatku svych modéld;
povazuji viak tyto modely za prvni pfibliZeni, za podédtek a podndt k dalsi préci na tomto
tseku, kterd snad vytvoii na jejich zéklad®é modely lepsi, vystindj¥i a obsazméjsf:

Zbynsk Siddk, Praha

" .P.P. Korovkin: Nerovnesti. Pielozil Ing. Milan Ullrich. Vydalo Stétnf nakladatelstvi
- technické literatury, Praha 1957; 68 stran, 4 obrdzky, cena 2,55 Ké&s.

Ve iné.mé kniinici ,,Populdrni pfedndSky o matematice, kterd je uréena Zdkim a vy-
udujicim vybérovych $kol a posluchadim prvnich semestrii na vysokych 8koldch, vysla
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. neddvno u¥ ve druhém vydéni broZurka P.P. Korovkina ,,Nerovnosti‘. V péti paragrafech
tu autor dopliiuje a prohlubuje tu &ést udiva, které je dnes podstatnou slozkou st¥edo-
§kolskych osnov matematiky. Na pojmu limity naznaluje té% dileZitost nerovnosti pro
toho, kdo bude chtit ddle studovat matematickou analysu. KnfZku doplnuJe 26 cvidenf
pro &tenédfe, kterd jsou pak v zédvéru rozieSena.

Prednostf spisku je, Ze v&tiina tvrzeni je tu dokézéna; jen tam, kde je potiebi obtiZ-
ndjsich vét z matematické analysy, se autor odvolévs na cdborn&jsf literaturu &i na nézor.

Chyb a nedopatfeni je v kni¥ce velmi mélo. Tak na str. 17 bych definici mocninného
praméru ¥4du & doplnil pozndmkou « #+ 0; p¥pad & = 0 je uvaZovén na str. 30 (totéZ
v originéle). Pfekladatel u#ivéd (doslovnd podle origindlu) nékde ndzvu ,,monotonnsé
rostauci‘¢ velidina (posloupnost), adkoliv je u nds vZit jednodusif ndzev ,,rostouci‘ po-
sloupnost (ktery se ostatné v piekladu téZ misty vyskytne).

Recensent se domnivé, %e neni t¥eba Korovkinovu kni¥ku &tenditm ani zvldst doporu-

&ovat, nebot okolnost, Ze v pomdrné krétké dobd vychéz{ ve druhém vydéni, mluvi
o dostatetném zdéjmu naSeho studentstva o tuto publikaci.

Jirt Sedldéek, Praha

A. I. Markudevié: Plochy a logaritmy. Pielo¥il Ing. Milan Ullrich, vydalo Stétni

nakladatelstvi technické literatury, Praha 1957, druhé vyddni, 68 stran, 34 obrézkd,
cena 2,20 Kds.

T¥i roky po prvnim vyddni vychédzi v kni¥nici ,,Populérni pfednésky o matematice
druhé, upravené vydéni Markusevidovy broZurky Plochy a logaritmy. Spisek je uréen
%éktim jedendctiletek, odbornych §kol a posluchadim niZ$ich semestri techniky. Pied-
poklédd se v ném pouze znalost grafického zndzorfiovéni n&kterych bé#nych funkei a
&tendf potiebuje znét vty o geometrickych posloupnostech, je¥ se probiraji na stednf
Skole. 8 pojmem limity se zde pracuje ptopedenticky

Autor definuje p¥irozeny logaritmus jako integrél f 2~1 dz, pti dem¥ &tendfe seznamuje

8 ne];ednodu§§£m1 pojmy a vétami integrélnfho poétu (ani¥ by ovSem zabfhal 'do subtil-
né&jsich existendnich otézek). V mnoha tvahéch se bere na pomoe nézor, tak¥e vysledky
ma.]i jen informativni charakter.

Pokud se zpracovéni litky tyde, nelze ovSem autorovi vytykat ne\iplnost tvah,
jestlife tim sleduje cile popularisadni a je-li z textu patrno, ¥e jde jen o pfibliZnou in-

formaci. Snad jen tGvahy na str. 29 a 30 by mohly vzbudit u za.éé.teénika nesprévnou
piedstavu: Autor tu zji&tuje, Ze vzorce

P+l _ ght+1 .
ka dz=— %" (1)
H E+4+1 v

ktery byl odvozen pro celé &islo & = 0, nelze pouZit pro k = — 1, nebot pak na pre.vé

strand dostdvdme vyraz, ktery nemd smysl. UZiteénd by snad zde byla pozndmka pod
darou, %e vzorec (1) bychom nemohli pouZit ani tehdy, kdyby ndhodou vysel vysledek,
ktery smysl ddvéd, kdyZ vzorec (1) byl odvozen za jinych predpokladi.

Jifi Sedldéek, Praha
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DALST VYDANE KNIHY -

A. J. Markuevié: Dile%ité k¥ivky. Z rustiny preloZil dr. Karel Winkelbauer, 2. vydéni,
Stétni nakladatelstvi technické literatury, Praha 1957, 37 stran a 33 obrazki, cena
Kés 1,05. .

Nové vydédni 7. svazku ,,Populdmich piednédSek o matematice bez podstatnych
zmén.

Kni¥ka je uréena Sir§imu okruhu &tendit se vzdéldnim stiedoSkolskym. Obsahuje
kromé vykladu zékladnich vlastnosti nejjednodusfich kfivek, s nimi% se étendf setkdvé
velmi éasto v praxi, také teoreticky zdklad pristrojli, kterymi lze p¥imo rysovat oblouky
kuZelosedek. Lze obekdvat, Ze desky preklad kni¥ky povzbudi étendfe k hlub&imu studiu
geometrickych problémi spojenych s praxi.

*

I. P. Natanson: S€itani nekoneén& malych veli€in. Z rustiny pieloZil Ing. Mzilan Ullrich,
2. vyddni. Stétni nakladatelstvi technické literatury, Praha 1957, 74 stran a 26 obrédzki,
cena Kds 2,50.

Nové, upravené vydéni 11. svazku »,Populdrnich pfednédsek o matema.tlce podle dru-
hého ruského vydédni z r. 1956 opraveného autorem.

Recensi prvnfho vydédni na.Jde Stendl v Ca.sopxse pro péstovéni m&tema,txky 81 (1956),
263—264. - : Redakce
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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

ZPRAVY

NAVSTEVY ZAHRANICNICH MATEMATIKU V CSR

Koncem srpna a zaddtkem z&# navitivil Prahu zndmy rumunsky matematik aka-
demik GHEORGHE VRANCEANTU, ktery ji% n&kolikrite pledtim v Praze piednésel.

Dne 30. 8. 1957 pFednesl referst na katedfe matematiky a deskriptivni geometrie
fakulty inZenyrského sta.vitelstvi CVUT o maximaln& pohyblivych grupéch v prostorech
s afinni konexi. Dne 2. za¥{ 1957 pfednéfel v matematické obei praZské na téma ,,Prostory
s afinni konexi lok4lng eukleidovské a korespondence mezi afinnimi resp. projektivnimi
prostory*‘. Obg pfednésky byly &etnd navitiveny a rozvinula se bohaté diskuse mezi
prednéSejicim a naSimi specialisty v geometrii. e

Fr. No%iéka, Praha

*

Dipl. Phys. WarTer HOFFMANN se svou choti byl pfi p¥ileZitosti své névitévy IIT. &s.
strojirenské vystavy v Brn& ve dnech 16.—19. z4¥i 1957 hostem Ustavu matematickych
stroji CSAV. W. Hoffmann je pracovnikem tstavu praktické matematiky vysoké skoly
v Darmstadtu (NSR). Pfednesl v matematické obeci ve dnech 16. a 17. z4¥i 1957 dv& pred-
nasky.

Podrobny vytah z téchto pfednéSek najde &tendf v Sasopise Aplikace matematiky 3
(1958), &. 2.

Ivo Babuska, Praha:

*

Ve dnech 2. a% 11. ¥ijna 1957 navitivil Prahu p. STeEFax RorLewicz, védecky pra-
covnik Matematického tstavu Polské akademie véd ve Varavs. P. St. Rolewicz se zajimé
predeviim o funkciondlni analysu; v Praze se sezndmil s pracovniky matematicko-fysi-
kéln{ fakulty a Matematického tstavu CSAV, navétivil nékteré seminafe MU CSAV a
vénoval velkou pozornost praZzskym pamétkdm a kulturnimu Zivotu.

Jaroslav Kurzweil, Praha

*

Dne 13. Fijna 1957 ptijel do Prahy vyznaény francouzsky matematik svétového jména
profesor MAURICE FrEcHET, élen Francouzské akademie véd. Prof. M. Fréchet i jeho
vnudka, kterd jej doprovézela, byli hosty Ceskoslovenské akademie véd.

Za svého étrndctidenniho pobytu v Praze, Brnd.a Bratislavs prednesl prof. M. Fréchet
nékolik pfedndSek z oboru pravdépodobnosti, funkeciondlni analysy a matematické sta-
tistiky, v nich¥ je vynikajicim odbornikem. Na shromé¥dénfch matematické obce praZské
dne 16. a 21. fijna prednesl dva v&decké referdty na thema: ,,Uréeni koreladni tabu]ky
jejiZ okrajové hodnoty jsou pfedem dény‘ a ,,Paraanalytické funkece‘‘.

V prvé prednéSce, kterd byla poletnd navitivena hlavné matematickymi statistiky,
dokézal autor existenci aspoi jedné korelaéni tabulky za predpokladu, Ze jeji okrajové
hodnoty jsou pfedem dény. Ukézal, Ze odpovidajici distribuéni funkce je obsaZena mezi
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dvéma distribuénimi funkecemi, je% jsou FeSenim problému a z nich¥ kafdéd odpovidd
funkénimu monotonnimu nenéhodnemu vztahu.

Ve druhé ptrednésce ‘rozii¥il autor definice a vlastnosti analytickych funkei na tzv.
funkce paraanalytické. UvaZoval o piipadu, kdy funkce representuje trojrozmérny
vektor a proménné dvojrozmérny parametr. Vyvodil z toho definici ploch derivovatel-
nych vzhledem k pravidlu o ndsobeni a udal kanonické formy jejich rovniec.

Dne 19. fijna pf‘ednéé’el prof. M. Fréchet v Matematickém tdstavu CSAV o nghodnych
elementech jakékoli povahy. Zminil se o tom, %e podet pravdépodobnosti se zabyval
postupné nédhodnymi ¢&isly, ndhodnymi vektory, ndhodnymi funkcemi. Autor uvaZoval
obecnéji o ndhodnych elementech jakékoliv povahy a ukézal, jak t¥eba zobecnit klasické
definice a véty, at uZz uvaZované elementy jsou prvky Banachova prostoru nebo je§ts
obecnéjsiho prostoru metrického. Tato prednédSka vzbudila pozornost a diskusi pfitom-
nych odbornikt.

V Bratislavé mél prof. M. Fréchet pfedndSku o funkeich derivovatelnych vzhledem
k pravidlu o ndsobeni. Dokédzal napi., e klasické ¥ady, jimiZ jsou definovdny funkce
e?, cos v, sinv, maji smysl i kdyZ v je n-dimensiondlni vektor, avSak Ze jejich soudet
zévisi na zavedeném pravidle o nédsobeni.

Na piedndSce v Brné poloZil prof. M. Fréchet dva diileZité problémy. I. Je prostor, je-
hoZ prvky jsou kfivky, Banachovym prostorem (volime-li vhodnym zptsobem normu,
skaldrni soudin a soudet)? II. Jsou prostory C a L, homeomorfni? Z jistych vét vyplyvi,
Ze neni-li tomu tak, lze kaZzdy z nich rozloZit na dvé disjunktni mnoZiny C = 4, U B; a
L, = 4, U B, tak, Ze 4, a B}, jsou homeomorfni (¢ = 1, 2). Jde o explicitni uréeni téchto
dvou homeomorfismui.

Prof. M. Fréchet navézal uz ddvno pfred vélkou styky s ¢eskoslovenskymi matematiky.
Znamy je jeho prételsky vztah k zesnulému prof. B. HostiNnsgEmu. V r. 1928 byl zvolen
destnym élenem Jednoty deskoslovenskych matematika a fysikG. Za svého nynéjs§iho
pohybu v Ceskoslovensku projevil prof. M. Fréchet zdjem o kulturni Zivot v naSich
zemich, nav§tivil galerie a divadla; jeho predné.sky irozhovory daly cenné podnéty nasim
mladym matematikim v jejich préci. J. Novdk, Proha

*

V dobé od 2. fijna do 31. ¥{jna 1957 dlel v Praze na studijnf cest$ matematicky sta-
tistik doc. STEFAN ZUBRzZYCKI z Matematického ustavu Polské akademie véd ve Vrati-
slavi. Za svého pobytu byl hostern Matematického tstavu CSAV; déle navitivil pracovni-
ky katedry statistiky matematicko-fysikédlni fakulty Karlovy university, matematickou
skupinu Ustavu radiotechniky a elektroniky CSAV, pracovniky oddéleni matematické
statistiky Vyzkumného dstavu tepelné techniky a nékteré dalsi vyzkumné tstavy.

Doc. Zubrzycki se zajimal o teoretické price a aplikace deskoslovenskych statistikl
a informoval nafe védecké pracovniky o préci statistikii polskych. Dne 23. fijna 1957
proslovil v matematické obei praZské pfednéd$ku na thema ,,Srovnédni dvou vyrobnich
postupt a pravidlo dualismu.* V této predndSce referoval o své spoleéné préci s prof.
H. STEINHAUSEM, kterd je pfipravena do tisku. Ji#5 Vondrddek, Praha

k

Koncem listopadu 1957 p¥ibyla do CSR na studijni zdjezd fada vyznamnych sovst-
skych odbornikt z Ustavu automatiky a telemechaniky AV SSSR a Laboratofe teleko-
munikaci AV SSSR. Delegace si prohlédla Ustav matematickych stroji CSAV, Labora-
tof automatisace CSAV a jiné ustavy v CSR.

Mezi t8mito odborniky byl vyznamny pracovnik v oboru synthesy hradlovych obvoda
prof. dr. techn. véd M. A. Gavrirov, vedouei Laboratofe pro délkové ovlédéni Ustavu
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automatiky a telemechaniky AV SSSR, pod jehoZ vedenim se konala v ¥ijnu 1957 v Mosk-
v& konference o diskrétnd (,,reléové‘) pracujicich strojich. Referdt o této konferenci
bude oti¥tén v 8asopise Aplikace matematiky. Z Laboratofe telekomunikaci AV SSSR
byl mezi hosty kandiddt techn. véd V. N. Rocinskrs. Oba hosté pfednesli v Matematické
obei praZské dne 29. listopadu 1957 prednéSky o nékterych novych vysledeich v oboru
synthesy hradlovych obvodd na tato témata: M. A. Gavrilov: Konstrukce mustkovych
reléovych obvodf, V. N. Roginskij: Grafickéd metoda synthesy kontaktovych obvodi.

Frantisek Svoboda, Praha
*

ZPRAVY O POBYTU CESKOSLOVENSKYCH MATEMATIKU .
V POLSKU

Ve dnech 1. a% 10. ¥jna 1957 byl na studijnim pobytu ve Vratislavi a v Poznani docent
Karlovy university dr. Jax Ma&fx. Dostalo se mu velmi srdeéného ptijeti, .a to zejména
od mladych poznanskych matematiki. Dr. Matik ptednéSel v Poznani napied o jednom
svém vysledku z funkciondlni analysy; v dal¥im sd8leni uvedl n&které véty o FeSeni
systému linedrnich algebraickych rovnic iteraéni metodou, k nim¥ dofel spoleénd s dr.
V. PrixeM. Ve Vratislavi referoval o svém zobecndni jedné véty doc. dr. M. ZLAMArLA
o eliptickych rovnicich. Krom$ toho se dr. Maiik zidastnil v Poznani a ve Vratislavi
nékolika prednéSek a semindid.

Redakce

*

Na pozvanie Polskej akadémie vied navitivil som v diioch 12.—30. novembra 1957
rad matematickych pracovisk v Polsku. Vo Varfave som bol v ditoch 12.—16. novembra.
V rémei Polskiego Towarzystwa Matematycznego (PTM) mal som prednd$ku na tému
,,O invariantnych mierach na kompaktnych pologrupdch®. Vo VarSave som okrem
dékladnej prehliadky znamenite vybudovanej kniZnice Matematického ustavu Polskej
akadémie vied (PANIM) prezrel i niektoré iné vysokogkolské zariadenia.

V diioch 17.—23. novembra som bol v Toruni, kde je nateraz centrum algebraického
bédania v Polsku. Je sidlom algebraickej skupiny PANIM. Jej vedtcim je prof. J. Los.
Této skupina sa teraz intenzivne zaoberé §tadiom abelovych grip. Tu som mal vo forme
akéhosi semindra tri na seba navézujice prednésky z téorie pologrip.

V Poznani som sa zdrZiaval v diioch 23.—26. novembra.

Nakoniec v diioch 26.—29. novembra bol som vo Vratislavi. Diia 28. novembra som
mal prednéfku v pracovnej skupine PANIM, vedenej prof. Sr. HARTMANNOM, na tému
,»Charaktery kompaktnych pologrup®.

Na prednéSkich byvala diskuzia vidy velmi Zivd. Okrem predndSok mal som rad kon-
zultéeii, menovite s mladSimi vedeckymi pracovnikmi.

Okrem vedeckého programu postarali sa pol'ski hostitelia i 0 hodnotny kultirny a spo- -
lodenaky prog ) Stefan Schwarz, Bratislava
*

Ve dnech 20. listopadu aZ 5. prosince 1957 byl na studijnim pobytu v Polsku dr.
FraNTISEK NoZ16KA, docent matematiky na matematicko-fysikédlni fakult®é Karlovy
university.

. Na Jagielloriské université v Krakové, kde je fada vynikajicich odbornikii v oboru

analysy a diferencidlni geometrie, studoval soudobou tamé&j§i problematiku v téchto
dilezitych matematickych disciplindch. Souddst{ jeho programu bylo té% studium orga-
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nisace védecké prdce v matematice v tomto velkém kulturnim a védeckém stfedisku
v Polsku, préavé tak jako organisace vyuky matematiky na université, Hornické akademii
a technice v Krakové. Za svého pobytu v Krakové piednesl doc. Nozidka t¥i védecké
matematické predndsky, a to z obort diferencidlni geometrie (O styku variet v linedrnim
afinnim prostoru), z matematické ekonomie (O aktudlnich problémech z teorie linedrniho
plénovéni) a z analytické mechaniky (O problému dvou téles v teorii relativity).

O matematice na Jagielloniské université vyjde pozdéji (v Pokrocich matematiky,
fysiky a astronomie) jeho obsirnéjsi referativni élének. Bedabise

*

OBHAJOBY DISERTACNICH PRACI KANDIDATU VED

Na matematicko-fysikdlni fakulté KU v Praze obhdjil dne 24. Fijna 1957
kandidét fysikdlnd-matematickych véd Irsa Cmmr~¥ disertadni préeci ,,0 rozdifovéni
linedrnich operdtort v topologickych linedrnich prostorech®.

Pii Matematickém tustavu CSAV v Praze obh4jil dne 13. prosince 1957 kandidét
fysikdlné-matematickych véd FraxTiSEK Zfrex disertadni prdci ,,Ndhodné funkce s ne-
zévislymi prirtistky a stochastické diferencidlni rovnice®.

Na pfirodovédecké fakulté MU v Brné obh4djili disertaéni préce tito kandiddti
fysikdlné-matematickych véd: Dne 27. listopadu 1957 dr. Miro§ RAB préei ,,Oscilaéni
a asymptotické vlastnosti integrdlQ linedrni diferencidlni rovnice 3. Fddu“ a doe. dr.
Marko SvEc préci ,,0 niektorych viastnostiach integrdlov diferencidlnych rovnic typu
y® + Q(z) y = 0% dne 11i. prosince 1957 VarTer SEpa préci ,,Transformécia integralov
obydajnych linedrnych diferencidlnych rovnic 2. rddu v komplexnom obore®.

~ 16. 10.

23. 10.

18. 11.
29. 11.

.P .

. 12,

Redakce

*
PREDNASKY A DISKUSE V MATEMATICKE OBCI PRAZSKE

1957: Maurice Fréchet (Paii%), Détermination d’un tableau de corrélation dont
les marges sont données.

. 1957: Maurice Fréchet (PatiZ), Les surfaces dérivables relativement & une régle

de multiplication.
1957: Stefan Zubrzycki (Vratislav): Srovndni dvou vyrobnich procesi a pravidlo
dualismu.

. 1957: Ivo Babuska: Problém stability FeSsni eliptickych diferencidlnich’ rovnic

(vzhledem k malym zmé&ndm definiéni oblasti).
1957: Karel Rychlik: Teorie redlnych &isel v Bolzanové rukopisné pozistalosti.
1957: M. A. Gavrilov a V. N. Roginskij (Moskva): O vysledeich v oboru synthesy
reléovych obvodi v SSSR.

. 1957: Rudolf Vyborny: Jednoznaénost nékterych okrajovych tloh.

1957: Jaromir Abrham: PtibliZnd metoda pro nelinedrni programovéni.

. 1957: Miroslav Fiedler: O nékterych vysledcich a problémech z n-rozmérné

eukleidovské geometrie.
Redakce

*

GINNOST POBOCKY JEDNOTY (S. MATEMATIKU A FYSIKU
V BRNE

Pobodka Jednoty &s. matematiki a fysikd v Brné pokradovala ve své énnosti pied-
néSkami a diskusemi o novych pracich matematickych.
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Konaly se tyto predndsky:

5. 9.1957: G. Vrdnceanu (Bukurest): Propriétés globales des correspondances entrql

espaces affines.

17. 10. 1957: A. Svec (Liberec): O pobytu v tstavu pro geometrii v Bologni.
24. 10. 1957: M. Fréchet (Pa¥iz): Sur quelques problémes non résolus d’analyse fonction-

nellé.

21. 11. 1957: F. Balada: O Zivotd a dile profesora Karla Koutského.
2. 12. 1957: J. Smolka (Praha): O Prokopu DiviSovi.

V ,,Diskusich o novych pracich brnénskych matematiki‘ byly pfredneseny tyto
referdty:

7. 10.
14. 10.
21. 10.

4. 11.

11. 11.
25. 11.
16. 12.

1957
1957
1957
1957

1957:
1957:
1957:

: M. Rdb: O diferencidlni rovnici y” + 24(z)y’ + [4'(z) + w(@)]y = 0.

: M. Sekanina: Rozklady mnoZiny celych &isel.

: K. Culik: O lexikografickém soudtu ddsteénd uspofddanych mnoZin.

: M. Novotng: O aplikaci tplnych mnoZinovych okruhi v teorii ééstetns
uspotrddanych mnoZin.

Z. Husty: O vlastnostech diferencidlnich rovnic 5. fddu.

M. Sekanina: O jistych rozkladech na roving.

E. Barvinek: O zamé&nitelnosti dispersi a integrélti diferencidlnich rovnic
— &, ¥} + glo) &7 = Q41). K. Svoboda, Brno

Casopis pro péstovani matematiky, ros. 83 (1958). — Redakce: Matematicky tstav Ceskosloven-
ské akademie v&d, Praha II, Zitna 25, tel. 241193. — Vychdzi &tvrtletnd. — Roéni predplatné

Kiés 48,—, cena jednotlivého seditu Kés 12,—.

— Administrace: Po¥tovni novinovy ufad,

Praha 3, JindriSskéd 14. — Rozdifuje PoStovni novinové slutba. Objedndvky pfijimé kazdy
podtovni novinovy tfad nebo dorudovatel. — Tiskne a expeduje Knihtisk n. p., zévod 05
(Prometheus), Praha VIII, Tf. Rudé armady 171. — Vyslo 20. V. 1958 — A-09377
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