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. Casopis pro péstovini matematiky, rot. 81 (1956)

O SOUSTAVACH UHLOPRICEK V KONVEXNIM »-UHELNIKU

JIRI SEDLACEK, Praha.
(Doglo dne 28. ledna 1955.) DT 58

Predpoklddéame-li, ¥e Zadné t¥i dhlopritky konvexniho n-tihelnika
(n > 3) nemaji spoleény prusedik, lze mnoZinu uhlopiiéek, jiZ je uréeno
pravé k pruseéikii uhlopii¢ek a pfridanim ka#dé dalsi uhlopficky se
tento polet pruseéiku zvétsi, nazvat soustavou uhloptidek k-tého
stupng. Soustavou nultého stupn$ je uréen rozklad daného n-uhelnika
na trojihelniky. Podet téchto rozkladi uréil RODRIGUES [1] — viz
vzorec (1). Akademik E. CecH polo¥il otdzku, zda pro malé k lze potet
soustav k-tého stupné vyjadiit stejnd jednoduchym zptisobem, jak se
to pro k& = 0 podaiilo Rodriguesovi. V tomto 8ldnku — kroms specidl-
nich vysledkt (véta 2) — je ukézéno, Ze pro k£ = 1 a2 je odpovdd
kladné (véta 3 a 4). Zéavérem jsou poloZeny dvd dalsi otdzky tykajici se
soustav uhlopiiéek.

V roving bud dan konvexni n-thelnik (n > 3) 4,4,4, ... A,, jehoz z4dné t¥i
uhloptitky nemaji spoleény vnitini bod. Oznaéme M mnozinu viech uhlo-
pricek daného n-thelnika a pro X c M nazveme priseéikem mnofiny X pri-

se¢ik dvou prvka mnoziny X. Bud 0 < k < (:) , k celé; existuje-li mnoZina

Si,-kterd mé tyto vlastnosti:

1. 8§V c M, 2. 8{" ma pravs k prasetiki, 3. je-li 8 c ¥ c M, 8y + ¥, pak
pocet priseéikd mnoziny Y je aspoi k + 1,

potom S{” nazveme soustavou k-tého stupné. Vrchol n-thelnika, ktery
nelezi na Zzadné uhlopiiéce soustavy S{”, nazveme volnym vrcholem této sou-
stavy.

Je ziejm4 existence soustavy S5”. Misto S§” miizeme studovat té% jisty roz-
klad R{" daného n-tihelnika na trojihelniky. Z tvahy o souétu vnitinich dhlé
v n-tihelniku plyne, ze R{"” ma n — 2 prvki.

O soustavach S plati véta:

Vé&ta 1. Bud a, polet soustav stupné 0. Pak

1 2n — 4
.an=;:—l-(n_2). (1)
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Dukaz. Strana 4,4, pat¥i v kazdém rozkladu R{” pravé jednomu troj-
thelniku. Budiz to trojihelnik 4,4,4; (3 < j < n). Oznatme a, = a; =1
a uva¥me dvé skupiny vrcholé: prvni 4,, 4,, ..., 4;, druhou 4,, 4,, 4,4, ...,
A,. Potet rozkladt R{”, ve kterych existuje trojihelnik 4,4,4;, je zfejmé
;_y .0, ;.. Phtitedy rekurentné

n-1
An = &aianﬂ—i (2)

=2z
(

a methodou vytvofujicich funkei najdeme vysledek (1).

Pii n > 6 mzeme udat rozklady R{”, ve kterych existuje whlopFickovy troj-
tihelnik. Tak nazveme trojihelnik, jehoZ vSechny strany jsou uhlopficky
n-uhelnika. O poctu takovychto rozkladi (resp. soustav) plati

Véta 2. Bud b, podet rozkladi Ry, v nich% neexistuje whlopFickovy trojuhelnik.
Pak b, =n.2"5.

Dikaz. Ptipad » = 4 je zfejmy; bud tedy » > 5. Dva sousedni vrcholy
nemohou byt ztejmé volné v téZe soustavé. Snadno urcime, Ze ke kazdé sou-
stave, kterd vytvaii R}" bez tihloptitkovych trojuhelniki, ptisludi pravé dva
volné vrcholy n-thelnika. Indukei podle n nejdiive dokéZeme, Ze podet rozkladt
R{", které maji volné prave vrcholy 4,, 4; (kde 3 <j < n — 1), je (7; : ;) .
Pro n = 5 je toto tvrzeni zfejm& spravné. At tedy n > 5 a predpoklidejme, Ze
tvrzeni je spravné pro m-thelnik (5 <m <n —1). Pro j=3, 4, n — 2,
n — 1 se snadno vidi, Ze je tvrzeni spravné i pro n-tihelnik, takze zbyvéa dokazat
tvrzeni pro j, pro ndz 4 < j < n — 2. V tomto pfipadé roztiidime rozklady na
dva (disjunktni) typy: Rozklad prvniho (resp. druhého) typu je vytvoten po-
moci thlopticky 4,4, ; (resp. 4;4,). Podet rozkladé prvniho typu je roven
pottu rozkladé (n — 2)-thelnika 4,454, ... A,_; s volnymi vrcholy 4,_;, 4;
nebo s volnymi vrcholy 4,, 4; — a téch je podle indukéniho pfedpokladu

n—=6).  ([(n—©6 n—5

3 R i R
Podet rozkladt druhého typu je roven podtu rozkladda (n — 2)-ihelnika
A, A, A, ... A, A, s volnymi vrcholy 4,, 4; nebo s volnymi vrcholy 4,, 4; —

a téch je
n—6 n—=©6 n—>5
-(,-_4)+(,'_5)=(,-_4)'

Uhrnem potet rozkladd obou typh je

0 R A I A RS
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Plati tedy

a dukaz je podan.
KaZd4 soustava 83" mé zfejmé n — 3 uhlopfiek. Odtud vyplyva

n—3
2

Véta 3. Podet soustav prontho stupné je ¢, = @y

Dukaz je jasny.

Soustavy druhého stupné rozdélime na tii kategorie.

1. kategorie: Oba priseéiky soustavy lezi na téze tihlopficce.

2. kategorie: Existuji vrcholy 4, 4,, 4;, tak, Ze jeden prise¢ik soustavy
lezi na A; 4, a druhy na 4; 4, — a soustava neni 1. kategorie.

3. kategorie: Ostatni.

Soustavy 3. kategorie existuji jen pro n > 8. O soustavach S§" dokizeme
vétu:*)
__ (13n — 45)(n — 4)

Véta 4. a) Podet soustav 1. kategorie je d,, = 5m— 1) Gi—1s
. 1ln — 45 [(2n — T
b) pocet soustav 2. kategorie je e,, = W( o = ) ,

¢) polet soustav 3. kategorie je
ik : .
1 2% — 6\ [2n — 2¢ — 2
fﬂ=3n'=24i_‘_‘l_(i_4)(n_i_4 ).
Dtkaz. a) Piipad n = 4 je ziejmy. Pii n > 5 uréeme pocet soustav, jejichz
prisetiky lezi na uhlopiickich 4,4,, 4,4, 4,4, kde
2<p<u<r<v<qg<n, |p—ul+lg—v>0.
~ Podet soustav, u nichz je p < wu, v < ¢ (takové existuji pravé pro n = 6),
uréime tvahou o sou¢inu
T = ApQy—p41%r—u+1%—r+1%q—v+1%n—q+2 +
Pomoci vzorce (2) uréime

v—

n g-1 17r-1u-1
2 z 2 Z 2n=an+l—4a,.+3a,._1.
¢=6 v=57-4 u=3 p=2 .

u-1 r-1
Z Ay _py1 = Qy z Ay _yy1 = Cp — Gpq
=2 u=3

v-1 2
z (@ — @) @yppy = By — 20,4,
r=4

Je totiz

*) Pro k < 0 klademe (2) =0.
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g-1
Zs(av — 2y_1) Ggpp1 = B — 3043 + @Bg_g,
e

n

z (@ — 3ay_y + @p) An_gsa = Cnyy — 405 + 38, .

g=6
Potet soustav, u nichZ je p = u, uréime tivahou o soudinu
’
T = Aply_pi1 - Uyrs1 - Qgpi1 + ngiz -

Pomoci vzorce (2) analogicky jako prve vypodteme

n ¢-1v-1r-1
Z Z z n = Any1 — 3aﬂ + [
g=5v-4r=3p=2

Stejny je téZ potet soustav, u nichZz je v = q. Plati tedy d, = %(3(1,, 1 —

N . i3 » v 7 _ (13n — 45)(n — 4)
10a, + 5a,_,) &ili po Gpravé d, = % — 1) yis

b) Piipady n = 4, n = 5 jsou zfejmé. P¥i n = 6 uréime pocet soustav, je-
jichz priseéiky lezi na thloptickach 4,4,, 4,4,, A,4,, 4,4,, kde

2 p<u<riw<v<qgln.
Tento pocet je

”
T =00y _py1 - Cr_uyy - Qwrig - Tp—wi1 Yg—v41 + Ingye2 -

Pro w = r provedeme vypodet analogicky jako sub a).

n ¢g-1wv-1r-1u-1 .
azﬂ vzzt‘: rz=4 uz=3 ?Zzﬂ” =0pny — 40, + 32y, .
Pro w > r mame ’

ApQyp+1¥r—ut1 = Xy — Arq 5

(@ — @r_q) Byoripg = By — 38y + Ay,
r=4 =

v-1
Z (a’w+1 - 3aw + a’w—l) Ay_wi1 = Ayy1 — 4(1:,,) + 3av—1 ’
w=>56

e-1 )
z (By+1 — 4@y + 3@y_;) Bg_yy1 = Wgyy — 50q+ 6ag_;'— @y,
v=6

n
Z (g1 — Bag + 6@y — Gy 3) @n_gi3 = Gnyy — 6apyy + 100, — 4a,_, .
a=7
Je tedy

n A
én =g (@nyy — 4an + 3an_;) + 7 (Ansy - 6a,., + 10a, — 4a,_,),
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