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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky ustav CSAV
SVAZEK 81 * PRAHA, 31.V.1956 % CisLO 2

CLANKY

PRISPEVEK K AFINN{ GEOMETRII PLOCH

FRANTISEK NOZICKA, Praha.

(Doslo dne 22. ledna 1955.) _ DT :513.621

Ugelem piedlofeného &lanku, ktery navazuje na di{vdjsi praci auto-
rovu: Le vecteur affinonormal et la connexion de Uhypersurface dans
Vespace affin (Casopis pro péstovéani matematiky a fysiky, rod. 75,
1950, str. 179—209),*) je zavést pro plochu v rovném trojrozmsrném
afinnim prostoru vhodnou normalisaci afinniho normélniho vektoru
a to takovou, aby duleZité relace v metrické geometrii ploch, jako
Frenetovy formule, mély svou analogii v geometrii afinni. Jédrem
theoretické dasti préce je zavedeni dvou zakladnich afinnich tensord,
které jsou nezévislé na volbs faktoru teéného vektoru plochy. Pomoci
t&chto tensori se dojde k formulim analogickym Frenetovym formulim
pro plochu v metrice. Struéns diskuse mén& zndmého druhého afinniho
tensoru ploch, oznageného v préci symbolem L¢, vede k urdité afinnf
klasifikaci ploch. N&gkolik v&t a hlavng priklady v II. $4sti prace zdu-
vodiiuji geometricky vyznam theoretickych vysledkii.

Nenf Zadnou obtizi zobecnit nésledujici tvahy pro nadplochy v rov-
ném nebo zakfiveném ekvivolumindrnim n-rozmérném prostoru. Ten-
sorova metoda v dal§im pouZivand tuto cestu ukazuje.

Cast I

1. Uvodni pozndmky. V afinoeuklidovském prostoru Z; o soutadnicich z=
{x = 1, 2, 3) budiZ definovéna plocha X, parametrickymi rovnicemi
=z, «=1,2,3,a=1,2 (1,1)

v ur¢ité dvojrozmérné oblasti 2 parametri 71, 2, p¥i éem# predpokléddme:
] P nH N5 P predp

*) Tato préce bude v dal§im v poznémkéch pod arou citovéna pro strudnost pod
symbolem (A).



a) funkce x%(5?) maji spojité parcialni derivace v £ nejméné &tvrtého ¥adu;

b) hodnost matice z elementi Bz = 3—2; je v kazdém bodé oblasti 2 rovna

dvéma,;
¢) hodnost tensoru
hor = Bldyt, ) (1,2)
v oblasti 2 je dvé.

Za téchto predpokladu je mozno definovat v kazdém bodé oblasti 2 tensor
he® kontragredientni k tensoru A,,, tedy takto:

oy — 82 (ag=<‘; o gig). (1,3)
Je-li {, teénym vektorem plochy X,, potom nenulovy vektor *, je rovndz
te¢nym vektorem této plochy tehdy a jen tehdy, plati-li
*, = Pt,, (1,4)
kde P = P(n°) je nenulovy skalir plochy X,.
Konexi v X, o koeficientech e, takto definovanych
Fe, = hea(aut,) 0,Bs (1,5)
nazyvéme vrozenou konexi plochy X, pfi volbé ¢, te¢ného vektoru.?)

Riemannovskou konexi z tensoru k,, p¥i uréité volbs ¢, te¢ného vektoru v X 2
nazyvame konexi o koeficientech

{;b} = }h*4(Oshpa + Ophaa — Oahys) 2) (1:8)

Jak konexe (1,5), tak konexe (1,6) zdvisi na tom, jaké feeni £, rovnic
Bgt, = 0 jsme si zvolili, ¢&ili, jak struénd ¥ikdme, zavisi na transformaénim
vztahu (1,4).4)

Vektor v X, o slozkéch M, takto definovanych

1{]c o
_— — c 5
M, = 2({%} I‘M) ) (1,7)
ma tyto vlastnosti:

1. pti transformaci (1,4) plati:

M, = U, + 3 P ) (aa = a—z—) , (1,8)s

1) Zde ¢, je tenym vektorem variety 4,, tedy ndjaké nenulové feseni rovnic Bjt, =0,
a = 1, 2, Snadno nahlédneme, %e hodnost tensoru k,, nezévisi na volbd nenulového fak-
toru te¢ného vektoru ¢,.

2) (A), str. 185, definice 5. .

3) (A), str. 192, formule (4,3).

4) (A), str. 194, (4,10), (4,11).
‘; (A), str. 192, (4,5); str. 195, (4,12); str. 205, véta (7,1).
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2. jest gradientem v X,, to jest:
OaMy = 0 .%) (1,8)y
V disledku vztahu (1,8), jest vyraz M, dn® totdlnim diferencidlem funkce
proménnych #? v defini¢nim oboru £ plochy X,.
Je-li M(n°) jedna z funkei té vlastnosti, ze plati 6,M = M,, potom viechny
funkce této vlastnosti jsou tvaru

M=M-+c, (1,9)
kde ¢ je libovolna konstanta.

Lemma 1,1. Vektor T, takto 'deﬁnovany’
T, =e ™, (1,10)
md tyto vlastnosti: ,
a) je tebnym vektorem plochy X,;
b) pfi transformact (1,4) plati
*To = Ty, (1,10),
kde ¢ = signum P.
c) Vyjdeme-li misto od funkce M od funkce M, pii em# platt (1,9), pak je
T, —e=T, . ' (1,10)
Dtukaz. Tvrzeni a), ¢) jsou evidentni. Podle (1,8), je *M = M 4 log |P| ¢)
atedy e ™ = e .|P|-L Odtud, z (1,4) a (1,10) plyne pak ihned tvrzeni b) nasi
pomocné véty.

Poznamka 1,1. Vztahy (1,10),, (1,10), nam ¥kaji, Ze vektor 7', je celym
postupem, kterym jsme k jeho konstrukei dosli, definovan aZ na nenulovy kon-
stantni faktor. Proto pfi dal§im studiu stadi uvaZovat ,,transformacni¢ vztah:

"T,=cT,, c =+ 0 je konstanta . (1,11)
Poznamka 1,2. V dalsim budeme vidy jako teény vektor variety X, brat
te¢ny vektor 7,. Abychom tento fakt zdtvodnili v matematické symbolice,

budeme veli¢iny pii této volbé 7', teéného vektoru oznadovat velkyml pismeny.
Bude tedy na p#¥.:

H,, = B;o,T, ; (1,12)
H4 je pak tensor kontragredientni k tensoru H,,,.
Véta 1,1. Vrozend konexe v X, o koeficientech
Agy = H(0,T,) %B; (1,13)
je nezdvisld na transformaci (1,4).

8) Za funkei, jejimZ totalnim dif. je f"g_’% d#%, bereme funkei log |P| pfimo, nikoliv
log |P| + konst.
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Dikaz. Podle poznamky 1,1 stadi ukazat, Ze veliéiny A;, jsou nezivislé na
transformaci (1,4). Z (1,12) plyne podle (1,4):
‘Hyp = cH,y, "H® = c1H® . (1,14)
Z (1,13), (1,14), (1,8) pak dostaneme:
"Azy = "H4(0,'T,) %,B; = H4(0,T,) 0,B; = 4, .
Poznamka 1,3. Konexe A¢, definovana v (1,13) je identické s konexi o koefi-
cientech I'¢, = fgb + hgphdM 4, nezavislych na transformaci (1,4).7)

Definice 1. Konexi v X, o koeficientech Ag,, definovanych v (1,13), budeme na-
zyvat konexi indukovanou v plode X,. Varietu X, opatfenou touto konexi budeme
oznactovat A4,.

Afinnormalni vektor Nv plochy 4,, vazany na konexi 4;,,%) je vektor takto
definovany:
Nv = JHe (B, AL, — 0,B}) . (1,15)

Poznédmka 1,4. Vektor N7, definovany v (1,15), budeme v dal$im nazyvat
afinnormalnim vektorem variety 4,. P¥imku jdouci bodem plochy 4, o sméru
N» v tomto bodé nazyvame afinni normalou plochy A4,.

Véta 1,2. Pfi transformacs (1,11) jest
'Nv = ¢-LN*, (1,16)
Dikaz plyne bezprostiedné z (1,15), (1,14) a véty 1,1.
Véta 1,3. Pro afinnormdlni vektor Nv plati:
NT,=1, N 9T,=0 (1,17)
nezdvisle na transformact (1,11).

Dikaz provadét nebudeme.?) Vztahy (1,17) se daji snadno ovétit z definice
vektora 7, N* a definice indukované konexe A¢,.

2. Frenetovy formule pro plochu 4, v E;. Zvolime-li indexy a,b pevné
(@,b€l,2), potom vzhledem k linedrni nezavislosti vektort B, B, N> mi-
Zeme psat vektor 0,B; jako lineadrni kombinaci vektorta Bj, B;, N¢, tedy

aaB; = H:sz + wabNa ®
Snadnym vypodtem??) nalezneme pro koeficienty této linedrni kombinace
II;, = Agy, Wap = — Hyy o
Plati tedy pro kazdé a, b = 1, 2:
0,B; = AsbB: — H,,N=. (1,18)

7) (A), str. 206, vita (7,4). !

8) T. j. vazany ve smyslueafinni indukce. Viz (A), str. 187, kap. 3.

_9) Viz té% (A), str. 206, 207, vita (7,4).
10) (A), str. 184, formule (2,6).
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Podobné muzZeme (pii pevném indexu a € 1, 2) vektor o,N= pséf jako linedrni
kombinaci vektori Bj, B3, N=, tedy

0,N* = BiL; + u,N*.
Nésobenim této relace vektorem 7, (a settenim pres « = 1, 2, 3) dostaneme
u, = T,0,N*, nebot B;T, = 0. Podle (1,17) je vi8ak

T,0,N* = — N2o, T, = 0.

Tedy u, = 0; mame tak :
o, N* = BiL; . (1,19)
Néasobime-li (1,19) veli¢inou 9,7, dostaneme podle (1,12)

(abTa) aaNa = ch ﬁ 5
odtd plyne ihned

LS = Het(o,T,) 0,N= . (1,20)

Pti transformaci (1,11) platf pro elementy L, jak snadno plyne z (1,20),
(1,11), (1,14),
'L =Ly . (1,21)
Z (1,20) je ihned patrno, Ze elementy L; jsou slozky tensoru v 4,.

Vztahy (1,18) a (1,20) jsou analogické zndmym vztahfim z metrické geo-
metrie ploch v oby¢ejném prostoru. Nazveme je zde, jak je tomu analogicky
v metrice, Frenetovymi formulems pro plochu A, v E,.

Definice 2. Tensor H,, nazjvime proym afinnim tensorem, tensor LS druhym
afinnim tensorem plochy A, v E,.

3. Afinni tensory plochy. Veli¢ina v 4, o slozkich Z,, takto definovanych
E,,= LH,, (1,22)

je zfejmé& tensorem v A4,. Tensor E,, m4 pro afinni geometrii ploch vyznam pro
nékteré své vlastnosti, které vyslovime v dalsich vétach.

Véta 1,4. Tensor E,, je symetricky.
Dikaz. Z (1,20) a definiénich rovnic (1,22) plyne pro tensor E,, prepis:

Ecb = (abTa) aaNa . (1,23)
Je viak podle (1,17)

0= aa(NaabTa) = (aaN“) abTa + Nc“aaab @
tedy B, = — N29,0,T,, z ¢ehot vyplyva Bz = — Nedudpt, = 0.12)

Véta 1,5. T'ensor E,, je nezdvisly na volbé faktoru teéného vektoru, t. j. na trans-
formaci (1,4).

4 ;1) Mé&jme na paméti, %e pfedpokladdme hodnost tensoru hg, a tedy té% H,, rovnou
v8ma.

12) Je totiZ 99,7, = 0 vzhledem k zém&nnosti piisludnych parciélnich derivaci.
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Dikaz. Podle pozndmky 1,1 staéi k dikazu tvrzeni véty dokazat nezdvislost
tensoru E,, na transformaci (1,11). Podle (1,22), (1,14), (1,21) dostaneme

. 'Bap = 'LyHg, = ¢ cLiHyy = By, -
Vé&ta 1,6. Pro“tensory H,,, L plati:

Rabcd = 2L[da b]c > (1,24),
VieHo . =0, (1,24),
V[aL:] =0, (1,24),

kde R;;;® je tensor kfivosti prislusny konexi A5, v A, a vy, je symbol kovarianing
derivace pFislusny téze konexs.

Dukaz. Vztahy (1,24),,, vyplyvaji z rovnic (1,18), vztahy (1,24), z rovnic
(1,19) jako podminky integrability pfisluSného systému rovnic.'?)

Pozndmka 1,5. Vztahy (1,24),,. jsou Gauss-Codazziho rovnice zndmé
z metrické geometrie. Rovnice (1,24), nam davé jiné vyjadieni tensoru L; nez
je uvedeno v (1,20). Vyndsobenim rovnic (1,24) tensorem H®® a seétenim ptes
indexy b, ¢ dostaneme ihned prepis L] = H*R,;.’, z kterého plyne pro tensor
E,, definovany v (1,22) E,, = R,,,"H*°H ;,.

Hodnost tensoru E,, je ziejmé rovna hodnosti tensoru L.

4. P¥ipad. L. = 0. Necht pro varietu 4, v K, plati v kazdém bod8 jejiho defi-
ni¢niho oboru

L:=0 pro c,a=1,2. (1,25)

Véta 1,7. Pro plochu A, v E, s vlastnosti (1,25) tvofi afinni normdly o sméru N
svazek rovnobéZnych primek.

Dikaz. Z (1,19) plyne za platnosti (1,25) ihned N» ='v”, kde v je konstantni
vektor.

Véta 1,8. Pro plochu A, v E, s vlastnosti (1,25) je kazdd geodetika't) kfivkou
rovinnou. Rovina, v niZ geodetika lefi, je uréena afinni normdlou plochy a teénou
geodetiky (v libovolném jejim bodé). _

Dukaz. Necht z* = x*(5%(t)) .jsou rovnice geodetiky plochy 4,. Zavedme
oznadeni. ’
da= . dfa I _dp°

= ¢

X VYT @ YT VT a

V* =
1
Potom je

v* = Bxe , 2 = (9,B%) v'v® + B2 4 v =
1 2 , 11 de

= B2 (—(1 v 4+ Agbv“v") — H,,v*v®N= 15)
dt ; 11 11
13) Dukaz neni zde proveden. Spravnost uvedenych vztaht vyplyvé ihned z prace (A),
str. 186, rovnice (2,18), (2,20), (2,21), kde stadi poloZit v, = 0, Ra;j-f = 0.
14) T, j. geodetickd kiivka pfi konexi Ag,
15) Zde jsme poutili formule. (1,18).
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Predpokladejme, Ze je H,,v*v® + 0. Potom je tedy
11

1 : 1
';J“ = B;;‘V,«l)c — % Ne | (—R = Ha,,tlz"zl)b) . (1,26)
Pro afinni geodetiku je viak
Ve = f(t)ve .18) . (1,27)
1 1

Podle véty (1,7) je vektor N konstantni podél celé plochy, t. j. Nv = %V v (ym-
bol N¥ znadi afinnormélni vektor v ndkterém bodé geodetiky). MiZeme tedy,
vzhledem k (1,27), vztah (1,26) prepsat na tvar
1 s
* = f(t) v — N= 5 . 1,28
v = f(t)o» — N 5 (1,28)
Odtud plyne derivovanim podle pa.rameﬁru ¢

v = f) v+ (00— Ne G
Dosadime-li do posledni rovnice za ZOV « 7 rovnice pfedchozi, dostaneme po
apravé
v = o2 (f’(t) —R (d% %) f(t)) + 02 (f(t) +R %(71?)) .
Odtud je vidét, Ze vektory v=, v, v* jsou linedrnd zavislé, t. j. kiivka je kfivkou
rovinnou. Z (1,28) pak vyplljrva?,, iz rovina kiivky obsahuje vektor N=.
Vynechany ptipad, t. j. kdy Habzlﬂ?" =0, je 'jednoduch)'r'. A% tomtjo piipadé je

kiivka jednak asymptotikou, jednak geodetikou (podle pfedpokladu); je tedy
téz geodetikou v E,. Je tedy pfimkou, coz je opét rovinné &¢ara. Tim je véta
dokazana.

Pozniamka 1,6. Plochou kvadratickou s vlastnosti (1,25) je paraboloid.

Tento pfipad s pfikladem jiné (nekvadratické) plochy, pro kterou plati (1,25),
bude probran v &asti II.

5. PFipad, kdy hodnost tensoru L; je rovna jedné. UvaZujme nyni takové
plochy A4, v E;, pro které je L; L — L}L}; = 0, avSak aspoti jeden element L je
od nuly razny.

Véta 1,9. Necht pro plochu A, v E, je holnost tensoru L] rovna jedné v celém
definiénim oboru této plochy. Potom kafdym bodem plochy prochdzi prdvé jedna
kfivka té viastnosti, Ze podél této kfivky jsou afinni normdly plochy rovnobééné.

16) ‘T. j. existuje takové funkce f(t), Ze plati’ (1,27). Relace (1,27) je] vlastnd definici
afinni geodetiky. : '
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Dikaz. Z ptedpokladu véty plyne existence takového vektoru »7(y, 72)
v bodech plochy, Ze plati

Lo = 0.77) (1,29)
. o iy . dnt n? ; v " .
Refenim diferencidlnich rovnic A= vl, - = v? je pak kiivka urena jedno-

zﬁaéné poéateénimi podminkami, t. j. bodem na plose (plati totiz, jak plyne
z pfedpokladi v odst. 1, podminky Cauchyova existenéniho teorému). Necht
7* = n%(¢) je rovnice hledané kfivky. Z rovnice (1,19) plyne pak podle (1,29):

dne

Tli— 3,,N"‘ = .BZL&’UG =0 )

t. j. g—tN * = 0, tedy N = N* (N2 afinnormalni vektor v libovolném bodé této

kfivky). Tim je véta dokdzéna.
Poznamka 1,7. Piiklad plochy tohoto typu je uveden v &asti II.
6. Plochy st¥edové.

Definice 3. Plochy v E,, pro které afinni normdly prochdzeji pevngm bodem,
nazveme plochami stfedovyms.

Z v&t odstavel 5, 4 plyne, Ze existuji-li takové plochy, potom pro tyto plochy
musi byt nutnd LiL2 — LiL: <+ 0.

Predpoklddejme tedy, Ze existuje v Ej; plocha 4,18) s vlastnostmi
a) LiL; — LiL; + 0,

b) afinni normély prochdzeji pevhym bodem ¢&;.
Potom muzeme psit

v =x(n?)=§& + oN*, o +0, (1,29)

kde x* = z*(7°) jsou parametrické rovnice plochy; o(5?) je skalér dosud ne-
uréeny. Z (1,29) pak plyne podle (1,19):

0
B2 = oN* + oB2L¢ (UaE 5= o‘) ;
t. §.
Bj(6; — oL;) = o,N= = 0;
Odtud vzhledem k linedrni nezavislosti vektoru B}, B;, N= plyne
6, =0, 6, —cL:=0
17) Jde tedy o systém dvou linedrnich homog. rovnic pro dv§ neznamé v, +2, pti em%

hodnost determinantu soustavy je jedna.
18) Pro kterou plati pfedpoklady odst. 1.
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a tedy
1
o = konst, L= —4¢¢,
ag

1
o=konst + 0, Lj=Li=_—, Li=L;=0.
Vyslovme nyni tuto vétu:
Véta 1,10. Nuind a postadujict podminka pro to, aby plocha Ay v Eg®) byla plo-
chou stfedovou, jest:

Ll=L =¢, L}=L;=0 (c+ 0 jekonstanta). (1,30)
Dikaz. Nutnost podminky véty byla jiz v tvahdch vét predchizejicich
ovéiena.
Pro ditkaz postaditelnosti podminky véty predpokliddejme, Ze pro plochu
A, v E, plati (1,30).
Polozme pak &z = z2(n®) — %N @, Odtud plyne:

o8
on®

=B:—%aaNa=Bg—%Bg=Lg=Bg—B;&g=0,

t. j. &2 = &2 je pevny bod v E,. Pak muZeme psat:
0

1 .
a(if) = &= + — N, (1,31)

odkud je z¥ejmé, Ze afinni normély prochézeji bodem &*.
0
Véta 1,11. Prasek stfedové plochy A, v E; s libovolnou rovinou obsahujict
bod plochy a afinni normdlw plochy v tomto bgdé je kfivkow geodetickou v A ,»).
~ Dikaz. Budiz 2%(y°) libovolny bod dané plochy, N* pak afinni normala
v tomto bodé, & bod spoleény vSem afinnim normalam. Potom rovnici libo-
: ;

volné roviny jdouci bodem &* mizZeme psit ve tvaru:
0

A (X — ) =0, (1,32)
0

kde 4,, x = 1, 2, 3 jsou konstanty ne vesmé&s rovné nule. Podminka, Ze rovina
(1,32) obsahuje afinni normalu bodu z=(5°), vede ke vztahu (podle (1,31))
A,N2=0, (1,33)

coz je implicitni vztah mezi prom&nnymi 7°. Relaci (1,33), tedy uvaZovanym
vztahem mezi proménnymi %%, je v okoli uvazovaného bodu definovana regu-

1%) Pro kterou plati pfedpoklady odstavce 1.
20) T. j. geodetikou pii konexi Ag,.
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larni kiivka.?') Necht tato kfivka, jakozto varieta v 4,, je popsdna rovnicemi
n® = n°(t). Rovnice této kiivky, uvazované jako varieta v Ej, jsou pak

zs = zo(n(t)) . (1,34)
Oznadime-li v* = % teény vektor v soufadnicich plochy a v* teény vektor
1

ktivky (1,34) v E,, pak je
v* = Baw* . (1,35)
1 1
Derivovanim podle parametru ¢ dostaneme z (1,33) 4, (% N+ = A4,0,N2) v =0
1
a tedy podle (1,19), (1,30), (1,35) A,BzLtv* = cA,B%* = c4,v0* = 0.
1 1 1

Tedy:
Ape = A,Bwr =0. (1,35)*
1 1

Odtud plyne dalsim derivovanim podle ¢, pfihlédneme-li k (1,18), (1,33),

Av =4, g By = A, (BzAdv*v® — HyvwPNe + B3 a v?) =0;
2 de % 11 11 de

tedy
A,B:Vpi =0, (1,36)
1

kde V, je symbol absolutni derivace pfislusny konexi A¢, v 4,. Na vztah (1,36)
spolu se vztahem (1,35)* se miZeme divat jako na systém dvou rovnic pro dvé
nezndmé: 4,B2, a = 1, 2. Ponévadz vektor A,B% je nenulovy, plyne odtud
ihned existence takové funkce f(t), Ze plati Vtzlzd = f(¢) 11)4, coZ znadi, Ze kiivka je

geodetickou v 4, pfi konexi A4¢,. Tim je véta dokazana.:

6. Hlavni sméry tensoru L;. Smér vektoru v? (v bodé plochy 4,), pro ktery
plati vztah
Lve = ov°, (1,37)

kde g je skalar v A4,, nazyvame smérem hlavnim tensoru L;. Existuje-li v bodé
plochy vektor »* (nenulovy) s vlastnosti (1,37), potom skaldr ¢ musi nutné
vyhovovat rovnici .
Li—o L

L Ly—e
coZ je rovnice druhého stupné pro skalar g. Tato rovnice rozepsana podle moc-
nin ¢ dévé kvadratickou rovnici v ¢ s absolutnim &lenem rovnym LiL; — LiL;,
t. j. rovhym determinantu z tensoru L.

‘ =0, (1,38)

21) Pro funkei A, N*(n%)je 8,(4,N*) = A,9,N* = A,B?L} = A,B%6% = cA,Bf. Kdy-
by bylo 4 ,B§ = 0, plynulo by odtud, %e A, = ¢ . T, t. j. rovina (1,32) by byla te¢nou
rovinou plochy v uvaZovaném bod$, co¥ neni pravda.

~Podle véty o implicit. funkeich je vztahem (1,33) definovéna lokalnd funkce bud
7t = n'(n?) nebo n? = n?%(n') se spojitymi derivacemi aZ do fadu &tvrtého. Posledni tvrzeni
plyne z predpokl. odst. 1.
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Predpoklédejme, Ze rovnice (1,38) ma nenulovy redlny kofen g.*%) Potom
plati:
Véta 1,12. Vektor A* takto definovany

Ao = % N, (1,39)

kde o je nenulovym Fedentm (redlngm) rovnice (1,38) a N« afinnormdlnt vektor
plochy, je nezdvisly na volbé faktoru teéného vektoru, t. j. na transformaci (1,4).

Dtkaz. Z (1,38) a z transformaéniho vztahu (1,21) plyne ihned ‘o = co.
Z (1,39) a (1,16) plyne pak ihned tvrzeni véty.

Poznamka 1,7. Jestlize 2 = 2*(5?) jsou jako pfedtim rovnice plochy 4,
v E;, potom rovnicemi

e = Eo(r) = () — - Ne = ) — 4% (1,40)

je popséna uréit varieta v E,. Tato varieta miZe byt bodem (jak je tomu v p¥i-
pad® ploch stfedovych), mohla by piedstavovat kiivku nebo plochu v Z;.
V dalsim uvedeme podminky, za kterych je rovnicemi (1,40) popsdna regulédrni
plocha v E,. Podrobny rozbor viech moznosti pro varietu (1,40) provadéti ne-
budeme.

Véta 1,13. Necht pro plochu A, v E; je o = o(n*) koFenem rovnice (1,38)%)
téchto vlastnosti:

a) o je nenulovy jednoduchy kofen rovnice (1,38),
0
b) 0.l + gu(Li — @), kde g, = o © (@=1,2).
Potom rovnicems (1,40) je lokdlné popsdna reguldrni plocha v K.
Dikaz. Z predpokladi v odst. 1 plyne, Ze funkce definované v (1,40) maji
spojité parcialni derivace v uvazovaném oboru proménnych 7. K tomu, aby
rovnicemi (1,40) byla parametricky popsdna plocha, stadi, zjistime-li, Ze hod-

{4

nost matice z elementi % = Z—f]a je rovna dvéma, t. j., Ze vektory C%, Cf jsou
v uvaZovaném oboru linedrné nezavislé.
Definujme vektor S,, « = 1, 2, 3 v bodech uvazovaného oboru takto:
8, = €,4,0%C% , (L,41)
1, jsou-li &, 8, y rizné indexy a permutace sudd,
kde e,4, = < 1, jsou-li &, B, y rizné indexy a permutace lichd,
0, jsou-li aspofi dva indexy stejné.
2) Nebudeme se zde zabyvat podrobnou diskusi rovnice (1,38). Pomineme rovnéi

otédzku realnosti feSeni této rovnice.
23) o realné.
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DokéZeme-li, Ze za predpokladu vty je vektor S, nenulovy, budeme s dii-
kazem vty hotovi.

Podle (1,40), (1,19) je

1 1 0o
a — RBa . — RaJ,c _ a _ _ S
Ca Ba 0 BcLa + 92 QGN (ga == 37)“)
a tedy po dprave
Oa = — e™(L; — 08;) B; + 0~%N=. (1,42)

Pongvadz je ¢ jednoduchym kofenem charakteristické rovnice (1,38), je L: —
— e6; * 0. Kdyby totiz platilo L°,— 06 = 0, potom by bylo L! = L? = o,
L} = L} = 0 a charakteristickd rovnice (1,38) by méla dvojnisobny koten
¢ = Li = L;. Dosazenim z (1,42) do (1,41) dostaneme

82 = 0% [(Li — 067) BYLS — 063) B}] —

— 07, BUL] — 085) 0aN” — 0 3¢,,0,N* (L5 — 65) B, +
+ 07*€.p,010:N' N7 ,

coZ lze pFepsat na tvar

L'~ L2 |
Li ° L% _ Q‘ - 9—3[92(L} - Q) - QIL;] .

- agy BINY — 0730, L} — 0y(L3 — )] €,4,BIN” 4 049 04¢,5, N°N”

Vzhledem k (1,38) a k definici elementi e,j, jsou prvy a ¢tvrty séitanec na
pravé strand v predchozi rovnici rovny nule. Mazeme tedy psat

8, = 07%¢,s, BB}

By

8, = au, + bv, , (1s43)

kde pro strudnost jsme polozili
a = — o %oy(L; — o) —ely], b=— 9—3[9214% — oLz — 0)], (1,43)
Uy = €, BIN?, v, = ¢, BIN" . (1,43)

Vektory u, a v, jsou viak linedrng nezévislé.2t) Kdyby bylo S, = 0, potom by
tedy v disledku linedrni nezévislosti vektor u,, v, muselo byt (podle (1,43),)
@ = b = 0. Podle ptedpokladi véty je viak a + 0. Tedy S, je vektor nenulovy.
Odtud plyne — podle d¥ivé&jii ivahy — tvrzeni véty.

#) Kdyby byly linearnd zavislé, pak by existovaly skaléry A,, 4,, ne soudasnd rovné
nule v uvazovanych bodech, takové, %e by platilo

Mty + Av, = Ao, BANY + Je,p, BENY = 05
1 2 1 2
odtud vynésobenim veliéinou Bf bychom dostali — le“ﬂyBi“BgN Y = — A[B{B5N*] =0,
’ 1 1
z &ehoZ by plynulo 1 = 0, nebot determinant [BfBfN*] je rizny od nuly. Podobn$ by-
1
chom dostali 2 = 0, co% je tedy spor.
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Poznamka 1,8. Jak vyplyva z dikazu véty pfedchozi, bylo mozné misto
predpokladu b) v této vété zavést piedpoklad, Ze aspoii jeden ze skaliri a, b
definovanych v (1,43), je rizny od nuly v uvatovaném oboru. Podrobny rozbor
by ukéazal, Ze soucasné anulovani skaldru a, b z (1,43), by znamenalo, Ze skalar o
by byl funkei jen jednoho parametru v ptipadsé, Ze parametrické kiivky by
byly kiivkami hlavnimi, t. j. kfivkami, jichZ teéné vektory lezi v kazdém bods
uvazovaného oboru v hlavnim sméru tensoru L.

Véta 1,14. Plocha z véty (1,13) s parametrickym popisem (1,40) md tuto vlast-
nost: Tecnd rovina plochy (1,40) v jejim bodé £%(n®) obsahuje afinnt normdlu v bodé
x*(n®) plochy dané.?s)

Dukaz. Dokizeme, Ze teénd rovina plochy (1,40) v jejim bod& &= (%)
obsahuje afinnormalni vektor N” pivodni plochy v jejim bodé z= (%). K tomu
staci dokazat, Ze determinant D =.[C}, C3, N2], kde C% (@ =1, 2; o = 1, 2, 3)
jsou elementy definované v (1,42), je roven nule. Podle (1,41), (1,43), mtZeme
viak psat

D = 8,N= = e,,,C{C}N* = au,N* + by, N,
kde velitiny a, b, u,, b, jsou popsiny v (1,43),, (1,43),. Z predchozich vztaht
a z (1,43), plyne viak ihned D = 0, ¢im? je tvrzeni véty dokdzano.

Céast II
(Pfiklady na theorit z &dsti I)

1. Plocha afinnich normal prostorové k¥ivky v ;. Budiz v E, dna regularni
ktivka s parametrickym popisem
ar = ax(t), te(t,t), (x=1,2,3) (2,1)
pii ¢emz piedpokladame, Ze
a) funkce x*(t) (x = 1, 2, 3) maji v (¢, ,) spojité derivace ¥adu nejméns
étvrtého;
b) derivace z*(t), x =1, 2, 3 nevymizi soudasné v zadném bodé intervalu

(tlv t2)9
a 2pa 3pa
¢) determinant [?iit , ((11—;: , d;i%] +0 v (,1,).
Afinnim obloukem kiivky (2,1) nazyvéame skaldr o(¢) takto definovany
' ) s, o, 50 |
e, X%, 2%
t)= | {1+ dt28 2,2
o) f{[xa, e xa]tﬂt} dz =) (2,2)
to

2) T. j. plochy s parametrickym popisem x* = 2%(n%).
%) F. NoZitka, Ki¥ivka v afinnim prostoru a jeji afinni oblouk. Casopis pro pdstovén{
matematiky, roé. 78 (1953), str. 318, véta 6. '
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(pro struénost znaéi te¢ky nad symbolem x= derivace podle parametru ¢), kde ¢,
je néjakd zvolena hodnota z intervalu (¢, £,).

Ktivku (2,1) miZeme (lokélné) vztahnout k jejimu afinnimu oblouku (defi-
novaném v (2,2)) jakoZto parametru. Parametrické rovnice kiivky piseme
pak ve tvaru

z* = x%(0) . (2,2)
Zavedeme-li oznadeni
da= d2x= d3ze
L — P X = 2,3
b s’ ¥ det’ : do® ’ 3

potom vektor % v* je linearni kombinaci vektoru v=, v*, tedy
3 1 2

d
— pr — Jpx L3 2.4
dqg) %Z +£'11) (2:4)

kde A = A(0) jsou velidiny charakteristické pro danou kfivku.??)
a a
Piimku o sméru v* v uvazovaném bodé dané kiivky nazyvdme prvni afinni
2 s
normélou, nebo kratce afinni normélou dané kfivky v uvazovaném bods.

Budeme se v dal§im zabyvat plochou vytvofenou afinnimi normélami dané
kiivky, tedy plochou s parametrickym popisem

&2 = &0, u) = a*(0) + uwe. (2,5)
Oznadime-li B = %% = 0,&*, By = aa—i:‘ = 0,&*, potom dostaneme z (2,5), (2,3)
B = v* + uv*, B = v (2,6)

1 3 2

a odtud, pouZijeme-li (2,4),
0,B% = v* + w(Avz + v*), 0B =0,B=1v*, 0,B3=0. (2,7)
2 21 12 3
Vektor ¢, o slozkich
bty = eupyBEB; = e,5,0007 + ue,z,0%0728) . (2,8)
12 3 2
je teénym vektorem plochy (2,5).
Z (2,8), (2,3), (2,4) plyne pak
alta = eaﬂ'y:)ﬂ'g‘y I ufeaﬂyfﬂgy ’ a2ta = ezﬂy'gﬂ'gy . (2;9)
%7) Viz préci citovanou v pozn. 26, str. 317, 318.

) e,p, jo tensor v E, takto definovany:

1 pro vesmés ruzné indexy a sudou permutaci,
¢xpy =< — 1 pro vesmsds rizné indexy a lichou permutaci,
N o jsou-li aspori dva indexy stejné.
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Z (2,9), (2,6) spocteme pak podle (1,2)
hll = B(]z.alta = uzl ® [Ua: va’ va] )
2 1 2 .3

2,10
by = hyy = B3t = — [v%, v, v%], hy = B§o,t, = 0. : ;
102 3

Pro plochu (2,5) je tedy determinant z tensoru k‘,‘b zaporny; tedy konkretnd
hihoy — B3y = — [vov2]? . (2,11)
123
Pro slozky tensoru %% kontragredientniho k tensoru k,, dostaneme:
M1=0, A2=— [ve, 9%, v2]"1, A** = — w?A[v?, v*, v*] L. (2,12)
1 2 3 21 2 3
Z (2,10) plyne vzhledem k (2,4)
0,hyy = uPA[v, v2, 0], by = Otk = 0, kg =90,
L0 (2,13)
Oohyy = 2ud[v®, v*, v2], Oyhyy = Oshyy = 0, 0Ophyy = 0.
21 2 3
ab} defino-

vanych v (1,5), (1,6). Odtud spodteme pak vektor M, definovany v (1,7).
Podrobny, ale ponékud zdlouhavy vypoéet vede k vysledku

1 c o
w = 2({s) - ) =o. e10

Vzhledem k (1,10) mazeme tedy polozit 7', = ¢,. Podle (1,17) je afinnormalni
vektor plochy (2,5) feSenim rovnic

NeT,—1, Ne3,T,=0, N=3,T,=0.

Z daju (2,6) az (2,13) mizeme spoditat koeficienty konexi I, { ¢

Resenim téchto rovnic dostaneme pro vektor Ne:

Ne = (v* + wiv®) . [v7, w7, v7]71, (2,15)
3 22 1 2 3

o temz se snadno dosazenim do dfivéjsich definiénich rovnic piesvédéime.
Z (2,15) plyne vzhledem k (2,4)

0, N = (Av* + Ave + wive + uive) . [vr, o7, v7]71,
21 12 22 23 1 2 3 9 16)‘
0, N* = Ave[v, vv, 7] 1. 2,
22 1 2 3

Z (2,18) a (2,9) plyne pak pro slozky tensoru E,, definovaného v (1,22) resp.
(1,23):
Ey=—(A+uwi—wh), By=Ey=—14, By=0 (217
1 2 2 2

a tedy

E\Ey — B} = — 2}'2—<— 0.
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Ponévadz (jak plyne ze vztahu 7', = ¢,) je H,, = h,, (viz (1,12)), dostaneme
pak pro tensor L; podle definice (1,22) a vztaht (2,12) a (2,17)

L = BHY = H kb,
L} =, HY + E,H? = A[v*, v2, v*]71,
21 2 3
L2 = E H? + E,H? = (A + ui — w222 + u22?) . [v, v, 2] = (2,18)
1 2 2 2 1 2 3
= (A + ud)[v®, v2, v2]"1, L} = B, H" + E,,H? =0,
1 2 1 2 3
L = E, H® + E, H* = A[v?, v2, v?] .
21 2 3
Je tedy
Lt + L2 = 2A[v>, v+, v2]™1, LIL: — L3LL = A*[v>, v, 02]2.  (2,19)
. 21 2 3 2 1 2 3
Rovnice pro hlavni sméry tensoru L;, tedy rovnice (1,37), vede k charakte-
ristické rovnici (viz (1,38))
0% — 20A[v=, v, v2]71 4 Ao, 0%, 2] 2 =0,
21 2 3 2 1 2 3
kterd ma dvojnasobny koien
o = Alvx, v, v¥] L, (2,20)
21 2 3
Predpoklddejme, Ze je 4 + 0. Potom podle (2,15), (2,20), (1,39) je
2
A = 1 (v* + ulve) . (2,21)
Z- 3 22

2
Definujme ve smyslu (1,40)

e = g2 — A2 = x*(0) + uv* — 1 (v* + uive)
2 é 3 22

t. j.
&2 '= 27(c) ——% v* . (2,22)
3
2
Potom je podle (2,4)
4 2 A
dg= _ 1., EL P T 2,23
T -rorlr ity artere 09
2 2

Z vysledki muzZeme ¢initi tento zavér:

Véta 2,1. Plocha afinnich normdl prostorové kiivky v E, md tyto afinni vlast-
nosti: i
a) Je-li pro danou kfivku A = A = 0, potom afinni normdly této plochy tvofi
1 2. -

svazek rovnobéZnijch primek.
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b) Je-li A =0, 2 * 0, potom hodnost tensoru Lg je rovna jedné a pro afinni
2 1
normdly této plochy plati véia (1,9).
c) Jeli A + 0 konstanta, A = 0, potom je hodnost tensoru L® rovna dvéma
2 1

a plocha afinnich normdl je ploc‘hou stFedovou,

d) Ve vdech ostatnich pFipadech je hodnost tensoru L] rowvna dvéma a plocha
afinnich normdl md tu vlastnost, Ze evoluta této plochy, t. j. varieta definovand
obecné rovnicems (1,40), pro plochu afinnich normdl specielné pak rovnicems (2,22),
je prostorovou kfivkou. .

Diikaz tvrzeni a) plyae z (2,18) a véty (1,7). Dosadime-li do (2,18) 1 = 0,

2
dostaneme L} = L} = L} = 0, L} = A[v®v*v*]~1 % 0. Hodnost tensoru L? je
1123 ’

tedy jedna a miZeme aplikovat vétu (1,9), ¢im% je ové¥eno tvrzeni b). Je-li A
3

konstanta rizna od nuly a )1. = 0, potom plyne z (2,23) % =0 a tedy & =
= konst, coZ charakterisuje plochy st¥edové. Z (2,22), (2,23) a (2,19) pak plyne
zbyvajici tvrzeni d) véty.

Poznamka 2,1. Vlastnost a) z véty (2,1) m4 plocha afinnich norm4l ka¥dé
prostorové kiivky s parametrickym popisem z* = a3 + b2t? 4+ ¢t + d=, kde
a, b, ¢, d* (x = 1, 2, 3) jsou konstanty, pti ¢em# determinant [a*, b, ¢=] =+ 0.
Ze vSech kiivek v E, (regularnich) k¥ivky tohoto typu a jen tohoto typu maji
vlastnost a) z véty (2,1).

Plocha afinnich normél prostorové kfivky s parametrickym popisem z* —
= a%' + bee~t + c 4 d*, a%, b%, ¢%, d* (x = 1, 2, 3) konstanty, [a*, b=, ce] +
#+ 0, m4 vlastnost b) z véty (2,1).

Vlastnost c) z véty (2,1) mé na p¥. plocha afinnich normal prostorové kiivky
8 parametrickym popisem

t P t. =
xa=aafe'?(cosl/_;t)dt+bafe“?(sin1/?3t)dt+cae¢+da,

kde a2, b*, ¢2 (x = 1, 2, 3) jsou konstanty, [a=, b*, ¢*] % 0.
2. Kvadratické nesinguldrni plochy v ;. Parametrickymi rovnicemi
r=asindcosp, y="bsindsing, z=ccosd, (2,24), .
kde ¢ € <0, 27), # € <0, z), je popsén elipsoid v E;. Parametrické rovnice
x=aéoshﬁcos<p, y=>bcoshdsing, z=csinh?, (2,24),

kde ¢ <0, 27), ¥ ¢ (— o0, 0), piedstavuji popis jednodilného hyperboloidu
v E;. Koneéné rovnicemi

Z=asinhdcosp, y=~bsinhdsing, z=ccoshd, (2,24),
? e (— 00, ), g € <0, 27) je popsén dvojdilny hyperboloid v K.
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V uvaZovanych pfipadech (2,24),, . jsou a, b, ¢ kladn4 &isla. Podrobnym vy-
poctem, ktery zde provadét nebudeme,?®) vyjde p¥i vhodné normalisaci funkce
M(n°) z (1,9) pro afinnormélni vektor N= definovany v (1,15) v kazdém z pfipa-

ox>

di (2,24),,,,: 2*= N« pro « = 1, 2, 3; odtud plyne hned: %‘;E B = 9,Ne=
a tedy podle (I,19) Lg = 45, kde 8¢ je Kroneckerovo delta.

Podle v&ty (1,10) jsou tedy uvazované plochy plochami stiedovymi, co% je
vysledek samozfejmy.

Rovnicemi
r=u, y=vo, z=l(£+ef) e=41, p>0, ¢>0
2 \p q/° ’ ’
(, ¢ jsou konstanty) je popsan elipticky paraboloid pro & = + 1, hyperboloicky
paraboloid pro ¢ = — 1. Pro uvaZovanou plochu vyjde N = A=, kde A= jsou

konstanty ne vesmés rovné nule. Z predchoziho a z formule (1,19) vyéteme
ihned, %e v tomto pipads je LS = 0.

Viechny uvaZované nesingulérni kvadriky byly kvadrikami ve specidlnf
poloze. Aviak vysledek L; — kd; = 0 (k konstanta) je ziejmé nezavisly na.
afinni transformaci soufadnic v Ej, t. j. na transformaci

_ *re = a2’ + co,
kde aj, c* jsou konstanty, determinant [a5] je rlzny od nuly. Tedy vysledek
plati pro nesingularni kvadriky vibec.

Pfedchozi vysledky maji pro nesinguldrni kvadriky tento zajimavy dii-
sledek:

Podle véty (1,11) jsou kiivky na elipsoidu nebo hyperboloidu, které jsou pri-
nikem téchto ploch s libovolnou rovinow jdouct jejich stfedem, kfivkami geodetic-
kymi pFi afinni konexi (1,13). Podle véty (1,8) protne rovina, obsahujici afinné
normdlu (tedy pramér) paraboloidu, v geodetice ve smyslu konexe (1,13).

3AMETKA K AOMHHOI I'EOMETPUI IIOBEPXHOCTEN

OPAHTUIIEK HOKUYKA (FrantiSek NoZitka), IIpara.
(ITocrynuno B pegacnuio 22/I 1955 r.)

Cratea sBIseTCA IPOJOIUKEHHeM paHee ONMyGJMKOBAHHOH PaboTH aBTOpa
Le vecteur afinnonormal et la connexion de Uhypersuface das Uespace affin,
Casopis pro péstovani matematiky a fysiky, (Wypmanm nna samarmit mo
marematuxke u ¢usmke), Prague, Ne 75, 1950). ITogxopameit HOpMann3anmnei

29) Viz té% No%idka F., K proi)lému afinni normély a indukované konexe nadplochy
v afinnim prostoru, Casopis pro péstovéni matematiky, rod. 79, &. 2, str. 130—133.
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aQUHHOHOPMAIBHOTO BEKTOpa moiydaiorca T. Ha3d. gopmynn DpeHs mus mo-
BEPXHOCTH U K ypaBHeHHsAM ['aycca — KOTOpHIe YKashBAIOT HA IOJHYIO aHA-
JIOTMIO C COOTBETCTBYIOIIMMHP COOTHOIICHHAMM, M3BECTHHIMH B METPHYECKOH
reomerpun Pumana. flgpom paGoTel ABiseTcd MUCKYccHA TAK HA3KIBAEMOroO
BTOporo aQMHHOIO TeH30pa IOBePXHOCTH, KOTOpHM B pabore 0603HAYEH
gepe3 LS. ITOT TeH30p He 3aBHCHT (ec/IM He B3MPATh HA OTIMYHHIA OT HYJIA
unciioBoi (aKTOp) OT BEIOOpA KacaTeJpHOro BeKTopa. I'yiaBHEIe pe3yilbTaTH
caegyoLIne:

ITycmy 0as noseprnocmu A, B E; (E; ecmv mpexmeproe auneiinoe agunnoe
npocmparncmeo), 048 Komopoii pame 0CHOBHO020 agpurmozo mensopa hy, paser
n — 1, cnpasedauso:

a) L = 00anc,a =1, 2. Toeda agunnsie vopmaiu obpasyiom nyuek napas-
ACALHBLL NP ML,

6) L. umeem 60 eceii obaacmu, ede onpedeaeHna nosepxrocmv A,, pawe 1.
Toeda uepe3 kawcOyio mouky nosepxrocmu A, npoxodum 6 mouHOCMU O00HA
Kpugas, o6aadaowas mem c6oiicmeoM, Mo aBuHHBE HOPMAAUL K NOBEPIHOCMIUL
60046 aMO KPUBOL NAPAALEABHYL.

B) nycmv L = 06, (o == 0) ¢ Kancdoit mouke obaacmu, na Komopoi onpede-
aena noseprrocmb (0 — Oeavma Kponekrepa). Tozda o ecmv nocmoswnas
(omauunas om nyan), u aPPurmsie HOPMAIRL NPOXOOAM 4eped 00HY MOUKY.

Zusammenfassung
EIN BEITRAG ZUR AFFINGEOMETRIE DER FLACHE

FRANTISEK NOZICKA, Praha.
(Eingegangen am 22. Jénner 1955.)

Der vorliegende Artikel kniipft an die frithere Arbeit des Autors Le vecteur
affinonormal et la connexion de U'hypersurface dans Uespace affin, Casopis pro
péstovani matematiky a fysiky, Prag 1950, Nr. 75, an. Durch geeignete affine
Normalisation des Tangentialvektors einer Fliche (im linearen affinen Raum)
gewinnt man die sogenannten Frenetschen Formeln der Fliche und die Gauss-
Codazzischen Gleichungen, die den analogen Beziehungen der metrischen
Geometrie entsprechen. Der Kern der Arbeit liegt in der Diskussion des soge-
nannten zweiten Affintensors, der mit dem Symbol L; bezeichnet wird. Diese
Grosse ist (bis auf einen von Null verschiedenen Faktor) von der Wahl des
Tangentialvektors unabhingig. Die Hauptresultate lassen sich folgender-
massen formulieren:
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Es sei in einem linearen affinen Raum von drei Dimensionen eine reguldre
Fliche gegeben. Man setzt voraus, dass der Rang des ersten Affintensors h,, gleich
n — 1 sei.

a) Es set L =0 far c,a = 1,2 im ganzen Definitionsbereich der Fliche.
Dann bilden die Geraden in der Richtung der Affinnormalvektoren einen Band
von parallelen Geraden.

b) L hat den Rang eins im ganzen Definitionsbereich der Fliche. Dann existiert
in jedem Punkt der Fliche eine und nur eine Kurve mit der Eigenschaft, dass ent-
lang dieser Kurve die Affinnormalvektoren parallel sind.

¢) Es sei LY = a6 (0 + 0) im ganzen Definitionsbereich der Fliche (0 ist
das Kroneckersche Delta). Dann ist o konstant und es existiert ein gewisser Punkt

im Raum, durch den die Geraden in Richtung der Affinnormalvektoren durch-
gehen.
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. Casopis pro péstovini matematiky, rot. 81 (1956)

O SOUSTAVACH UHLOPRICEK V KONVEXNIM »-UHELNIKU

JIRI SEDLACEK, Praha.
(Doglo dne 28. ledna 1955.) DT 58

Predpoklddéame-li, ¥e Zadné t¥i dhlopritky konvexniho n-tihelnika
(n > 3) nemaji spoleény prusedik, lze mnoZinu uhlopiiéek, jiZ je uréeno
pravé k pruseéikii uhlopii¢ek a pfridanim ka#dé dalsi uhlopficky se
tento polet pruseéiku zvétsi, nazvat soustavou uhloptidek k-tého
stupng. Soustavou nultého stupn$ je uréen rozklad daného n-uhelnika
na trojihelniky. Podet téchto rozkladi uréil RODRIGUES [1] — viz
vzorec (1). Akademik E. CecH polo¥il otdzku, zda pro malé k lze potet
soustav k-tého stupné vyjadiit stejnd jednoduchym zptisobem, jak se
to pro k& = 0 podaiilo Rodriguesovi. V tomto 8ldnku — kroms specidl-
nich vysledkt (véta 2) — je ukézéno, Ze pro k£ = 1 a2 je odpovdd
kladné (véta 3 a 4). Zéavérem jsou poloZeny dvd dalsi otdzky tykajici se
soustav uhlopiiéek.

V roving bud dan konvexni n-thelnik (n > 3) 4,4,4, ... A,, jehoz z4dné t¥i
uhloptitky nemaji spoleény vnitini bod. Oznaéme M mnozinu viech uhlo-
pricek daného n-thelnika a pro X c M nazveme priseéikem mnofiny X pri-

se¢ik dvou prvka mnoziny X. Bud 0 < k < (:) , k celé; existuje-li mnoZina

Si,-kterd mé tyto vlastnosti:

1. 8§V c M, 2. 8{" ma pravs k prasetiki, 3. je-li 8 c ¥ c M, 8y + ¥, pak
pocet priseéikd mnoziny Y je aspoi k + 1,

potom S{” nazveme soustavou k-tého stupné. Vrchol n-thelnika, ktery
nelezi na Zzadné uhlopiiéce soustavy S{”, nazveme volnym vrcholem této sou-
stavy.

Je ziejm4 existence soustavy S5”. Misto S§” miizeme studovat té% jisty roz-
klad R{" daného n-tihelnika na trojihelniky. Z tvahy o souétu vnitinich dhlé
v n-tihelniku plyne, ze R{"” ma n — 2 prvki.

O soustavach S plati véta:

Vé&ta 1. Bud a, polet soustav stupné 0. Pak

1 2n — 4
.an=;:—l-(n_2). (1)

157



Dukaz. Strana 4,4, pat¥i v kazdém rozkladu R{” pravé jednomu troj-
thelniku. Budiz to trojihelnik 4,4,4; (3 < j < n). Oznatme a, = a; =1
a uva¥me dvé skupiny vrcholé: prvni 4,, 4,, ..., 4;, druhou 4,, 4,, 4,4, ...,
A,. Potet rozkladt R{”, ve kterych existuje trojihelnik 4,4,4;, je zfejmé
;_y .0, ;.. Phtitedy rekurentné

n-1
An = &aianﬂ—i (2)

=2z
(

a methodou vytvofujicich funkei najdeme vysledek (1).

Pii n > 6 mzeme udat rozklady R{”, ve kterych existuje whlopFickovy troj-
tihelnik. Tak nazveme trojihelnik, jehoZ vSechny strany jsou uhlopficky
n-uhelnika. O poctu takovychto rozkladi (resp. soustav) plati

Véta 2. Bud b, podet rozkladi Ry, v nich% neexistuje whlopFickovy trojuhelnik.
Pak b, =n.2"5.

Dikaz. Ptipad » = 4 je zfejmy; bud tedy » > 5. Dva sousedni vrcholy
nemohou byt ztejmé volné v téZe soustavé. Snadno urcime, Ze ke kazdé sou-
stave, kterd vytvaii R}" bez tihloptitkovych trojuhelniki, ptisludi pravé dva
volné vrcholy n-thelnika. Indukei podle n nejdiive dokéZeme, Ze podet rozkladt
R{", které maji volné prave vrcholy 4,, 4; (kde 3 <j < n — 1), je (7; : ;) .
Pro n = 5 je toto tvrzeni zfejm& spravné. At tedy n > 5 a predpoklidejme, Ze
tvrzeni je spravné pro m-thelnik (5 <m <n —1). Pro j=3, 4, n — 2,
n — 1 se snadno vidi, Ze je tvrzeni spravné i pro n-tihelnik, takze zbyvéa dokazat
tvrzeni pro j, pro ndz 4 < j < n — 2. V tomto pfipadé roztiidime rozklady na
dva (disjunktni) typy: Rozklad prvniho (resp. druhého) typu je vytvoten po-
moci thlopticky 4,4, ; (resp. 4;4,). Podet rozkladé prvniho typu je roven
pottu rozkladé (n — 2)-thelnika 4,454, ... A,_; s volnymi vrcholy 4,_;, 4;
nebo s volnymi vrcholy 4,, 4; — a téch je podle indukéniho pfedpokladu

n—=6).  ([(n—©6 n—5

3 R i R
Podet rozkladt druhého typu je roven podtu rozkladda (n — 2)-ihelnika
A, A, A, ... A, A, s volnymi vrcholy 4,, 4; nebo s volnymi vrcholy 4,, 4; —

a téch je
n—6 n—=©6 n—>5
-(,-_4)+(,'_5)=(,-_4)'

Uhrnem potet rozkladd obou typh je

0 R A I A RS
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Plati tedy

a dukaz je podan.
KaZd4 soustava 83" mé zfejmé n — 3 uhlopfiek. Odtud vyplyva

n—3
2

Véta 3. Podet soustav prontho stupné je ¢, = @y

Dukaz je jasny.

Soustavy druhého stupné rozdélime na tii kategorie.

1. kategorie: Oba priseéiky soustavy lezi na téze tihlopficce.

2. kategorie: Existuji vrcholy 4, 4,, 4;, tak, Ze jeden prise¢ik soustavy
lezi na A; 4, a druhy na 4; 4, — a soustava neni 1. kategorie.

3. kategorie: Ostatni.

Soustavy 3. kategorie existuji jen pro n > 8. O soustavach S§" dokizeme
vétu:*)
__ (13n — 45)(n — 4)

Véta 4. a) Podet soustav 1. kategorie je d,, = 5m— 1) Gi—1s
. 1ln — 45 [(2n — T
b) pocet soustav 2. kategorie je e,, = W( o = ) ,

¢) polet soustav 3. kategorie je
ik : .
1 2% — 6\ [2n — 2¢ — 2
fﬂ=3n'=24i_‘_‘l_(i_4)(n_i_4 ).
Dtkaz. a) Piipad n = 4 je ziejmy. Pii n > 5 uréeme pocet soustav, jejichz
prisetiky lezi na uhlopiickich 4,4,, 4,4, 4,4, kde
2<p<u<r<v<qg<n, |p—ul+lg—v>0.
~ Podet soustav, u nichz je p < wu, v < ¢ (takové existuji pravé pro n = 6),
uréime tvahou o sou¢inu
T = ApQy—p41%r—u+1%—r+1%q—v+1%n—q+2 +
Pomoci vzorce (2) uréime

v—

n g-1 17r-1u-1
2 z 2 Z 2n=an+l—4a,.+3a,._1.
¢=6 v=57-4 u=3 p=2 .

u-1 r-1
Z Ay _py1 = Qy z Ay _yy1 = Cp — Gpq
=2 u=3

v-1 2
z (@ — @) @yppy = By — 20,4,
r=4

Je totiz

*) Pro k < 0 klademe (2) =0.
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g-1
Zs(av — 2y_1) Ggpp1 = B — 3043 + @Bg_g,
e

n

z (@ — 3ay_y + @p) An_gsa = Cnyy — 405 + 38, .

g=6
Potet soustav, u nichZ je p = u, uréime tivahou o soudinu
’
T = Aply_pi1 - Uyrs1 - Qgpi1 + ngiz -

Pomoci vzorce (2) analogicky jako prve vypodteme

n ¢-1v-1r-1
Z Z z n = Any1 — 3aﬂ + [
g=5v-4r=3p=2

Stejny je téZ potet soustav, u nichZz je v = q. Plati tedy d, = %(3(1,, 1 —

N . i3 » v 7 _ (13n — 45)(n — 4)
10a, + 5a,_,) &ili po Gpravé d, = % — 1) yis

b) Piipady n = 4, n = 5 jsou zfejmé. P¥i n = 6 uréime pocet soustav, je-
jichz priseéiky lezi na thloptickach 4,4,, 4,4,, A,4,, 4,4,, kde

2 p<u<riw<v<qgln.
Tento pocet je

”
T =00y _py1 - Cr_uyy - Qwrig - Tp—wi1 Yg—v41 + Ingye2 -

Pro w = r provedeme vypodet analogicky jako sub a).

n ¢g-1wv-1r-1u-1 .
azﬂ vzzt‘: rz=4 uz=3 ?Zzﬂ” =0pny — 40, + 32y, .
Pro w > r mame ’

ApQyp+1¥r—ut1 = Xy — Arq 5

(@ — @r_q) Byoripg = By — 38y + Ay,
r=4 =

v-1
Z (a’w+1 - 3aw + a’w—l) Ay_wi1 = Ayy1 — 4(1:,,) + 3av—1 ’
w=>56

e-1 )
z (By+1 — 4@y + 3@y_;) Bg_yy1 = Wgyy — 50q+ 6ag_;'— @y,
v=6

n
Z (g1 — Bag + 6@y — Gy 3) @n_gi3 = Gnyy — 6apyy + 100, — 4a,_, .
a=7
Je tedy

n A
én =g (@nyy — 4an + 3an_;) + 7 (Ansy - 6a,., + 10a, — 4a,_,),
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coZz po upravé dava
o _ ln—45 (2n—7)
"= aF1 \n—6)

¢) MiZeme dokézat, Ze v n-tihelniku podet soustav S{® takovych, e prise-
¢ik soustavy lezi na hlopfi¢kach vychézejicich z vrehold 4,, 4,, je dén &islem

3 (27?, —6
n—1\n—4
sedik soustavy neleii na z4dné thlopfidce vychdzejici z vrcholtt 4,, 4, je dén

dislem 2 (2n —~ %
n—6

). Podobné dokazeme, Ze podet soustav S{ takovych, Ze prii-

). Ditkazy obou lemmat pfenechdvam &tenaii.

- Rozdélme nyni n-ihelnik dhlopfickou 4,4, (4 < r < n — 1) na r-tihelnik
a (n — r + 2)-thelnik a v kazdém sestrojme soustavu 1. stupné tak, aby sjed-
noceni obou soustav (spolu s ihloptickou 4,4,) byla soustava 2. stupné 3. kate-
gorie. Polozime-li

(n)_22(n—~r+2)—6 3 2r — 6
" \mw—r+2)—6]r—1\r—4)J’

o — (2r—6 3 (2(n—r—l—2)—6)
T Nr—6) " m—r+2)—1\(n—r+2)—4)’

vidime, Ze pocet zplisobi, jimiZ tuto konstrukei mizeme provést, je

n-2
on =2 (PP + Q).
r=4
Ze vztahu Q" = P{  , plyne

n—-r+2

n-4 n-4
=25 Pr—125 ! (27‘—6).(272—21'—2)
r=4

rar —1\r—4 n—r—4

a tedy f, = }no,, c. b. d.

Zavérem uvadime je§td dvé oteviené otdzky:
I. Pro které k existuje (pfi daném n) soustava S{"?
II. Odhadngte podet ihlopiidek v soustavd S{™.

LITERATURA

[1] O. Rodrigues: Sur le nombre de maniéres d’effectuer un produit de n facteurs. Journal
de mathématiques pures et appliquées ITI (1838), str. 549.

[2] E. Netto: Lehrbuch der Combinatorik, 2. vydani z r. 1927 doplnili V. Brun a Th.
Skolem.
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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 81 (1956)

POJEM A EXISTENCE GEODETIKY V METRICKYCH PROSTORECH

VERA KOPECKA, Praha.
(Doslo dne 15. bfezna 1955.) DT: 519.54

Hlavnim cilem tohoto &lénku je dikaz existence geodetiky mezi
dv¥ma body v metrickém prostoru, jeho¥ ka¥dé uzaviens omezend
%ast je kompaktni (v8ta 4). Pfitom vSechny zdkladni pomocné pojmy
jsou zde definovény. Dikaz existence geodetiky spodiva na zavedeni
pomocné metriky, kteréd v podstaté vyjadiuje délku hledané geodetiky.

Clanek je myslen jako uvodni k daldimu é&lénku, ktery bude po-
jednévat o geodetikdch v jistych speciélnich prostorech.

Nagim prvym tkolem bude zavést jisté pojmy, se kterymi budeme dale pra-
covat, a dokazat pro né jisté vztahy.

Umluva 1. Vzdélenost dvou bodit @, b v metrickém prostoru P budeme
znadit |a, b|.

Definice 1. K#ivkou ¢ v intervalu J budeme nazyvat spojité zobrazeni in-
tervalu J do metrického prostoru P takové, Ze v Zddném intervalu J, C J
neni ¢ konstantni.

Je-li J uzavieny interval («, >, pak bodu ¢(x) (resp. ¢(B)) budeme Fikat
pobiteéni (resp. koncovy) bod kiivky ¢.

Definice 2. Budiz ¢ kiivka v intervalu <{x, ) (—o <& <p < + o).
Délentm D intervalu {x, B nazveme kazdou konetnou posloupnost &isel {f,, ¢,
tgy oo bn), Prokterou o =ty <, <, < ... <t =p. .

Znakem S(D) = S, (D) budeme znadit soudet

S(D) = 3, lplt) » wltc)]

Supremum viech &isel S(D) pro véechna mo#n4 déleni D intervalu {«, )
nazveme délkou kfivky ¢ a tuto délku budeme znadit L(x, f) = Lyg(x, p).

Tedy L,(x, ) = sup S(D) > 0.
D x

Poznémka 1. MiZe oviem byt L(x,f) = + co. Jeli L(x,f) < + oo,
budeme ¥kat, Ze k¥ivka ¢ mé konetnou délku (v <, 8)).
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Pozndmka 2. Je zfejmé, Ze pro kazdou kiivku ¢ v intervalu («, ) plati
L(D" ﬂ) Z I‘P(o‘)’ (P(.B)l

Véta 1. BudiZ x < f <y a budif ¢ kiivka v intervalu {x,y). Potom plati
L(x, y) = L(x, p) + L(B, »)- .

Dakaz: Budiz D libovolné déleni intervalu {(x, > a D’ libovolné déleni
intervalu (8, y>. Je tedy S(D) + S(D') < L(x, y), neboli S(D) < L(x,y) —
— S(D’). Tato nerovnost plati pti pevném D’ pro viechna D, je tedy L(x, f) <
< (I(x,y) — S(D’) neboli S(D') < L(x,y) — L(x, f). To plati pro viechna
D', tedy je L(B, y) < L(x, ) — L(x, p), t. J.

L(x, B) + L(B, 7) = L(x, ) (1)

{(pfesné vzato odvozeni je spravné jen pro L(x,y) < 40, ale vysledek je
evidentni i pro L(x, y) = + o0).

Naopak budiz D libovolné déleni intervalu {x, y> a D’ déleni, které vznikne
z D tim, Ze k nému ptiddme délici bod 8. Je pak S(D) < S(D') < L(x, B) + L(ﬂ, )
pro kazdé D, tedy plati

L(x, y) = L(x, B) + LB, y) - (2)
Z nerovnosti (1) a (2) plyne tvrzeni nasi véty.

Véta 2. BudiZ ¢ kiivka koneéné délky v intervalu {x, ). Definujme L(x, &) =
= 0. Pak L(x, o) je spojitd rostouct funkce proménné o pro o e {x, ).

Dikaz: Napfed dokaZeme, Ze L(x, o) je funkce rostouci. Za tim tudelem
zvolme y a § tak, aby platilo « < y < § < B a dokazme, Ze je L(y, d) > 0.
Je-li p(y) =& @(d), plyne tato nerovnost ihned z poznamky 2. Je-li vak ¢(y) =
= @(d), existuje ¢islo 7 tak, Ze plati y <7 < é a ¢(y) =+ ¢(r) (podle nasi de-
finice kiivky neni totiZ zobrazeni ¢ konstantni v Zadném intervalu). Protoze
{7, 7, 6} je d8len intervalu {y, 8}, je L(y, 8) = |p(y), ¢(1)| + |p(x), p(3)], tedy
opét L(y, d) > 0. Podle véty 1 je oviem L(x, 6) < +co pro kazdé o € («, ),
nebot kiivka ¢ ma, podle pfedpokladu, koneénou délku. Z véty 1 a nerovnosti
L(y, 6) > 0 plyne déle L(x, §) = L(x, y) + L(y, ) > L(x, y). Tim je tvrzeni
dokazano.

Abychom dokézali, Ze funkce L(«x, o) je spojitd, zvolme ¢&islo o, tak, aby pla-
platilo x« < g, < B. Protoze funkce L(o,, o), definovand pro ¢ z intervalu
{ay, B, je rostouct, ex1stu]e hm L(oy, 0) = B. DokéZeme, %e je B = 0. Zvolme

tedy ¢ > O0adileo, > q, ta.k‘, aby bylo L(o,, 0,) — B < & (coZ ziejmé je mozno).
Déle zvolme 7 € (0,, 0,) tak, aby pro kaZ?dé o z intervalu (o, ) platilo
lp(0), p(0y)| < ¢ (existence takového 7 plyne ze spojitosti ¢). BudiZ nyni D libo-
volné déleni intervalu {o,, o,>. P¥iddnim bodu 7 k déleni D vznikne déleni D" =
= {Tg, Ty» Ty +++» Tn}, kde T, = 0y, T, = 0; & 7, < 7. Protoze L(oy, 7,) = B,
plati podle véty 1 L(t,, 0,) = L(0g,, 0,) — B — (L(0y, 7;) — B) < &. Je tedy
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8(D) < 8(D') = |p(r1), ¢(w)| + Zz lo(z:), @(Ti-1)| < &+ L(7y, 0,) < 26 pro
. i-
ka?dé déleni D, tedy je L(gy, 0;) < 2¢. Odtud plyne snadno lim L(g,, 0) = 0

a podle vty 1 dostaneme ihned lim L(x, 0) = L(x, 0,). ..
a0, +
Obdobné& provedeme ditkaz pro spojitost zleva.

Definice 3. Budi? ¢ kiivka v intervalu {(«, #>. Budeme fikat, Ze ¢ md za
parametr oblouk, plati-li L,(y, ) = 6 — y, kdykolia <y < 6 < B.

Snadno nahlédneme, %e na kazdé rektifikace schopné kiivce lze zavésti
parametr s tak, Ze tento parametr je oblouk. Piesné to vyjadiuje

V&ta 3. Budif ¢ rektifikace schopnd k¥ivka v intervalu {x, f). BudiZ f inversnt
funkce k funkci L,(«, o) proménné o a poloZme y(x) = ¢(f(x)) pro x z intervalu
{0, Ly(a, B)>. Potom je y kfivka v intervalu 0, Ly(x, B), kterd md za parametr
oblouk.

Dukaz: Funkee f (jejiZ existenci zaruduje véta 2) ziejmé udévé vzajemné
jednoznalné zobrazeni viech déleni intervalu 0, L,(«, 8)> na viechna d&leni in-
tervalu (&, ). Odtud plyne snadno, Ze plati L, (0, Ly(x, B)) = Ly(x, f). Stejné
se dokéze, e plati L, (x,y) = L,(f(x), f(y)) = Le(y, 9), kde Ly(x,y) =2,
L,(x,8) = y, tedy dle véty 1 L,(x,y) = Ly(x,0) — Ly(x,7) =y — % (pokud
0= z <y =< Ly, p)).

Definice 4. Necht a, b jsou dva body z metrického prostoru P. O kfivee ¢
v intervalu {x, f> budeme ¥ikat, ze je geodetickou kfivkou (geodetikou) mezi
body a, b, kdy# a (resp. b) je podatednim (resp. koncovym) bodem této kfivky,
a kdy? tato k¥ivka m4 ze v8ech kiivek této vlastnosti nejmensi délku.

Nagim prvym tkolem bude zarudit existenci geodetiky mezi dvéma body
alespoti v n&kterych dilezitych piipadech. Hlavnim cilem tohoto &lanku je
. dukaz této véty: ‘

V&ta 4. Budif U metricky prostor, jehof katdd uzaviend omezend Cdst je kom-
paktni (na pf. uzaviend Cdst n-dimensiondlntho kartézského prostoru). Lze-li
dva rizné body a, b e U spojit kiivkou konelné délky, pak existuje v U geodetika
mezi body a, b.

Dikaz této véty vyzaduje zavedeni fady pojmi a odvozeni nékolika po-
mocnych vét.

Definice 5. Mé&jme metricky prostor P a kladné &islo ¢. Potom e-Fetézcem
spojujicim body a, beP nazyvéme kaidou konednou posloupnost bodi
{%, %1, Ty, ..., T}, sphiiujici tyto podminky:

a) z;ePproi=0,1,2,...,n, A

b) |#i-y #| S epros=0,1,2,...,n,

o) Z,=a, 25 =1>.
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Véta 5. BudiZ P souvisly metricky prostor a necht je dino & > 0. Pak kaZdé
dva body a, b € P lze spojit jistym e-Fetézcem.

Dukaz: Budiz R souhrn bodi z P, které lze s bodem a spojit e-fetézcem.
Pak plati:

a) R je mnoZina oteviend v P, nebot je-li z ¢ P, je O(z, &) C R (O(x, ¢) je
kulové okoli bodu z o poloméru &),

b) R je mnoZina uzaviena v P, nebot je-li {x,} posloupnost bodu z R, kon-
vergujici k bodu z, potom existuje piirozené ¢islo n, tak, Ze je |v,, 2| < e,
tedy je z ¢ R.

Mnozina R je neprazdna (je a € R), oteviend i uzaviend v P, tedy nutné
R = P, nebot P je prostor souvisly.

Definice 6. Je-li N = {x,, ,, %, ..., #,} libovolnd konedna posloupnost
bodi ze souvislého metrického prostoru P, polozme |[N| = > |2;_,,z;|. Infimum

i=1
viech ¢isel [N|, kde N probiha viechny e-fetézce spojujici body @, b € P na-
zveme g-vzddlenosti bodi a, b a budeme ji znatit p,(a, b).
Tedy ¢.(a, b) = inf |N|.
N

Poznamka 3. Je oviem .
e.(a, b) = |a, b. (3)

Véta 6. p, predstavuje v P jistou metriku.

Dikaz: a) Vidy je g,(a,b) = 0 a g,(a,b) = 0 tehdy a jen tehdy, je-li
a = b. (Plyne z (3) a z definice g,(a, b).)

b) Plati g(a, b) = p.(b, a). (ZFejmé.)

¢) Pro kazdou trojici bodu a, b, ¢ ¢ P plati nerovnost g,(a, b) < o,(a, c) +
+ e.(c, b). (Budizn > 0a N, = (@, 2y, 2y, ..., Tn} (reSP. Ny = {Yo, Y1, Y2r -+ > Ym})

e-fetézec spojujici body a, ¢ (resp. ¢, b) tak, Ze |N,| < o,(a,c) + —727— (resp.

|Ns| < o.(c, b) + %). Potom N = {a, #15 .. o5 s G1s Yas 505 Yo} je e-fetézec

spojujici body a, b a plati [N| = |N,| + |N,|. Je tedy g,(a,b) < |[N|<
< e.(a, ¢) + g.(c, b) + 7. Tato nerovnost plati pro vSechna z, tedy skuteéns
je 0.(a,b) = o.(a, ©) + e.(c, b).)

Je tedy g, metrikou v P.

Poznémka 4. Je zfejmé, Ze pro 0 < e, < ¢, plati g, (a, b) = o, (a, b).

Pti libovolnych a, b € P existuje tedy vlastni nebo nevlastni lim g,(a, b); tuto
&0+

limitu oznaéime g(a, b). Je tedy 0 < lim p,(a, b) = g(a, b) < + .
&0+

Umluva 2. Predpoklidejme a% do konce tohoto pojednani, Ze prostor P m4
tyto vlastnosti:
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a) P je souvisly metricky prostor, ktery je kompaktni (tedy P je kon-
tinuum); .

b) propevné a, b ¢ P je g,(a, b) omezenou funkei prom&nné ¢ neboli (a, b) <
< + oo proa,hp e P.

Mizeme tedy vyslovit tuto definici:
Definice 7. Nechf jsou dény dva body a, b € P. Potom limitu lim ¢ (a, b) =

e—0 +
= p(a, b) nazveme vlastni vzddlenosti bodi a, b.

Poznamka 5. Je o(a, b) = |a, b| (viz pozndmku 3).

Vita 7. Viastni vzddlenost o pfedstavuje v P metriku.

Diukaz: a) Vidy je o(a, b) > 0 a g(a, b) = 0 tehdy a jen tehdy, je-lia = b.
(Je o.(a,b) = 0, tedy podle pozndmky 4 a definice g(a, b) je také o(a, b) =
> 0 aje-lia + b, potom je g(a, b) = g.(a, b) > 0.)

b) Plati o(a, b) = (b, a). (Ztejmé.)

¢) Pro kazdou trojici bodd a, b, ¢ ¢ P plati nerovnost o(a, b) < o(a, c) +
+ o(c, b). (Tuto nerovnost dostaneme okamZité prechodem k limité pro
& — 0+ v nerovnosti g,(a, b) < p,.(a, ¢) + e.(c, b) (viz vétu 6).)

Je tedy p metrikou v P.

Poznimka 6. Metrika g(a, b) nemusi byt ekvivalentni s metrikou |, b]. Na,
piikladé lze ukézat, Ze funkce o(a, b) na prostoru P nemusi byt omezena; téz
se muize stét, Ze prostor P s metrikou p je sice omezeny, ale pres to neni kom-
paktni.

Viéta 8. Budif o(a,b) =8> 0, 8, > 0, 8,> 0, 8, + 8, = 8. Pak existuje
¢ € P tak, %e platt o(a, c) = 8, o(c, b) = 8,.

Diikaz: Existenci bodu ¢ dokézeme tak, Ze tento bod sestrojime.

Budi% tedy n pfirozené &islo vyhovujici vztahu —;— < 8,. Polozme n = % a
zvolme & > 0 tak, aby platilo ¢ < na s — 7 < g.(@,b). Je g.(a,b) < e(a, b) <
< 8 + 7, tedy existuje e-fetézec N = {¥o, Y1, Y2, -+ -» Ym} spojujici body a, b tak,

e plati s — n < |N| < s + 7. Je tedy |Nl>8—71;>s—sz=s,. Rozdélme

nyni N na dva fetézce N = {yo, Y1, -+ Y} NP = {U> Yrs1o -+ Y} Plati
tedy rovnmice |N| = |[N¥| 4 |[N¥|. S rostoucim indexem k neklesd |N{|
a je [NW| =0<s, pro k=0, [N¥| = |N| > s, pro k = m. Existuje tedy
prvni index k tak, Ze je |N{¥|=>s,. Je tedy |[N{| <s, a protoZe je
s 9] < & Jo INP| < INED| & < 8 + & < 8, + 1, tedy jo 8 < [NF| <
<8 +7n Dile je [NP|=|N|—|NP|<s+n—8=38+17 Oznatme
bod y; znakem z, (konstrukce bodu y; zévisi na pivodnd zvoleném n). Je pak
Qq(a" Zp) g 0+(a, Za) é | NP é 8 + Q,,(x,,, b) é 0¢(®n, b) é N é 8+,
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t. j. gl(a z,) < 8 —|— —, gl(x,,, b) < s, + — . Vyberme nyni z posloupnosti

{z,.} posloupnost {xn} (tedy jen; = 1), ktera ma tyto vlastnosti:
a) existuje c e P tak, Ze je lim Zn, = ¢ (tomuto pozadavku lze vyhovét,

1—

nebof predpokldddme, Ze prostor P je kompaktni),

1
b) plati |zn, ¢| < B
. 1
Potom je 91 (a, c) g l(a Tn) + @_1_ (xﬂv c) é Qj;(a’ xﬁt) . ’l,_é 8 +

+ —|— 8 + —.. Podobné dostaneme nerovnost g,(c, b) < 8, + ? Pie-

chodem k limité pro ¢ —~oo0 obdrzime pak nerovnosti g(a, ¢) < s, o(c, b)) <
< s,
Kdyby vsak na piiklad platilo ¢(a, ¢) < s,, bylo by s = g(a, b) < o(a, ¢) +
+ o(c, b) < s, + 8, = s, coZ je spor. Je tedy p(a, ¢) = s;, o(c, b) = s,.
Poznamka 7. Véta 8 plati ziejmé i pro s; = 0 nebo s, = 0.

Véta 9. Necht jsou ddny dva rizné body a, b e P; jejich vlastnt vzddlenost
e(a, b) oznalme pismenem s. Budi% ddle M spobetnd édst intervalu <0, ), obsahu-
jict body 0, s. Pak existuje zobrazent ¢ mnoZiny M do P takové, Ze plats:

a) @(0) = a, g(s) = b,

b) je-li z, y « M, potom je o(p(), ¢(y)) = & — y|.

Dikaz: Srovnejme M v posloupnost M = {a,, a,, ..., @y, ...}, kde a, = 0,
a, = 8, a predpoklidejme, Ze jiz méme definovdno zobrazeni ¢ mnoZiny
M, = {a,, a,, ...,a,} (n = 1) do P tak, Ze plati:

a) @(0) = p(a,) = a, ¢(s) = ¢(a,) = b,

b) Q((P(a,'), ’p(alc)) = lai - akl pro 0 §: i < k g n.

(Pro n = 1 stadi ziejmé volit ¢(a,) = a, ¢(a,) = b.)

Nyni je tfeba definovat ¢(a,,,). To provedeme takto:

Budiz « ten z bodt # mnoZiny M,, pro ktery je rozdil a,,, — « > 0 nejmensi
(body =, pro které je a,,, — < 0 v M existuji, na pf. x = a,). Podobn& budiz.
p ten z bodd x mnoZiny M,, pro ktery je rozdil x — a,,, = 0 nejmensi (x —
— @4y = 0 na pi. pro z = a,). Polozme nyni ve vété 8 a = p(x), b = @(f),
8 =0pyy — x>0, =08 —a,,, >0, tedy s =p — «. Polozme daile
@(@s1,) = ¢, kde ¢ je bod prostoru P, o jehoZ existenci hovoii véta 8.

Nyni zbyvé dokézat, Ze plati o(p(@ny1), (@) = |@nsy — @] Pro k=0, 1,
2,...,n (pro k = n + 1 tato rovnice zfejmé plati).

Z véty 8 plyne, Ze plati o(p(%), @(@n11)) = @nys — &, 0(@(An1s); 9(B)) = B —
— Opyy- .

Ptedpoklddejme nejprve, ze je a, < a,.,. Je tedy o(p(a;), ¢(B)) = B — ax
(Ge B e M,) a e(p(a), p(x)) = & — @, (je e M,). Déle je o(p(a); @(@ns1)) =
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_S-_’ Q(‘p(a’k)’ (P(“)) + Q(‘P(o‘)s ‘P(a'n+1)) = (x - a’k) + (an+1 - 0‘) = Qpyy — O. KdY'
by bylo o(p(a:), (@n41)) < @ns1 — &, bylo by o(9(ar), 9(B)) = e(p(@), P(@n.1)) +
+ Q(‘P(a’n+1)’ ‘P(ﬂ)) < (an+1 - alc) + (ﬂ - an+1) = ﬂ — Oy, CcoZ je spor, tedy je
o(p(ar), @(Fni1)) = Cnyy — U

Podobné provedeme ditkaz pro a, = @, ;.

Vé&ta 10. Necht jsou ddny dva body a, b « P a necht je o(a, b) = s > 0. Pak exis-
tuje zobrazent @ intervalu <0, 8y do P takové, e plati o(p(x), ¢(y)) = |x — y|
pro z, y € {0, 8>. ‘

Toto zobrazent wréuje k¥ivku, kterd md za parametr oblouk (tedy jeji délka je s)
a tato k¥ivka je geodetikou mezi body a, b.

Dikaz: Budiz M husté spoetnd mnozina v intervalu <0, s>, kterd obsahuje
body 0, s. Podle v&ty 9 existuje zobrazeni y mnoZiny M do prostoru P takové,
Ze plati:

a) y(0) =a, y(s) = b,

b) je-liz, y ¢ M, potom je o(y(x); v(y)) = & — y|.

Budi% z € 0, ). Zvolme libovolnou posloupnost {x;} bodd z M takovou,
%e plati x; — 2z (takové posloupnost existuje, nebot mnozina M je podle pred-
pokladu hust4). Pak posloupnost {y(z;)} je konvergentni (je totiz |y (), p(x,)| <
< o(p(x;), w(x)) = |v; — x|, tedy je posloupnost {y(z,)} cauchyovska;
prostor P je viak kompaktni, a tedy tplny). Je-li {y;} jind posloupnost bodi
mnoziny M, kters rovnéz konverguje k bodu z, plati pro nilim y(x;) = lim y(y,)

£—>0 i—m

(ze vztahu lim |x; — y;| = 0 plyne totiZ — viz pozndmku 5 — lim |p(z;), p(y:)| =

i—0 i—00

= 0). Polozme ¢(z) = lim y(z;), kde {x;} je libovolnd posloupnost bodi

i—00

mnoziny M, kterd mé limitu z. Ziejmé pro z ¢ M je ¢(z) = y(2) (jednou z po-
sloupnosti {z;} Zddanych vlastnosti je posloupnost, pro kterou stile z; = z).
Vezméme nyni kladné &islo ¢ a dva body u, v € <0, s). Zvolme dile z, y e M
tak, aby platilo [u — z| < ¢, v —y| < & a |p(u), p@)| < & @), @) = ¢
(Ize volit = %idanych vlastnosti, nebot kdyz z; —u, potom y(z;) - p(u)
apodobnd pro y). Potom plati g,(p(w), ¢(v)) = e.(p(%), ¥()) + e.(p(), v(¥)) +
+ 0.p®), p) < & + o(p(@), p(¥) +e=2¢ + [z —y| = 2e + |z —u| +

tlu—o+o—y <2 +e+ ju—v|+e=|u—2v|+4e Pro e >0+
dostavéme tedy o(p(z), ¢(v)) < |u — v|. Kdyby v tomto vztahu platilo
znaménko nerovnosti, bylo by (pfedpoklédejme 0 < u < v < 8) s = o(%(0),
¥(8)) = o(@(0), ¢(8)) = o(@(0), ¢(u)) + elp(x), e(v)) + olp(v), p(s)) < v+
+ (v —u) + (8 —v) = s, co% je spor. Je tedy g(p(u), ¢(v)) = |u — v] pro
kazdou dvojici bodd z, y z intervalu <0, s) a tim je zobrazeni které ma po-
zadovanou vlastnost, sestrojeno.

Protoze je |p(x), ()| < o(p(z), p(y)) (viz (3) a definici o(a, b)), je tim spise
lo(@), 9(¥)| < |z — y| (pro z, y € <0, &)); odtud plyne ihned, Ze zobrazeni ¢ je
spojité (je dokonce stejnomérné spojité). Protoze, podle véty 7, je ¢ metrika,
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o e

je pro x +y také o) + @(y) (kdyby totiz bylo ¢(z) = ¢(y), bylo by
o(p(z), (y)) = 0, tedy x — y = 0, a tedy x = y), tedy zobrazeni ¢ je prosté.
Z toho vyplyvé, Ze zobrazeni ¢ neni v z4dném intervalu konstantni. Podle
definice 1 uréuje tedy vskutku zobrazeni ¢ kiivku.

Nyni mame dokézat, Ze kiivka ¢ mé za parametr oblouk. Budiz tedy u =
=2 <2 <...<z, = v néjaké délenl intervalu (u, v> kde 0 < u <v < s,

Je Z|<p(2, 1) z)|< Z@((P(Z, 1)s ‘P(zz)~2(zt_zi )=v—u.

Délka L(u v) krlvky Qv mtervalu <u v) je supremem (‘Slsel S(D) pro vsechna
mozna déleni D. Je tedy L(u, v) < v — u.

Naproti tomu budiz & > 0 a zvolme déleni D intervalu (u, v) tak, aby bylo
lp(2:-1), @(2:)] = & (to lze vzhledem k stejnomérné spojitosti zobrazeni g).
Potom je N = {p(2)), p(21), .., p(24)} e-Tetdzec, a je S(D) = |N| < o,(p(w), p(v)).
Je tedy L(u,v) = o,(p(u), ¢(v)). Limitnim pfechodem pro & — 0+ dosta-
vame L(u, v) = o(p(u), ¢p(v)) = v — u.

Je tedy L(u, v) = v — u.

Zbyva dokdzat, Ze ¢ je geodetikou mezi body a, b. Bud tedy u spojité zobra-
zeni intervalu <0, s) do prostoru P, které v zddném intervalu neni konstantni
a které spliiuje vztahy y(0) = a, y(s) = b. Budiz ¢ > O a zvolme déleni D =
= {to, t1, ..., t,} intervalu <0, s> tak jemné, Ze je |p(t;_,), p(t;)| < & (to lze vzhle-
dem k stejnomérné spojitosti zobrazeni y). Pro délku L krlvky y plati potom
L, = 8(D) = o.(a, b) pro kazdé ¢ > 0, tedy je L, > g(a, b).

Pro kiivku ¢ mame viak L, = s = g(a, b).

Nyni jiz miZeme provést dukaz v&ty 4: Spojme body a, b prostoru U

krlvkou koneéné délky, kterd je definovand v intervalu (x, >, a necht je
% B) = K, ¢(x) = a, ¢(f) = b.

Budlz @ souhrn téch bodi prostoru U, které lze spojit s bodem a k¥ivkou,
jejiz délka je nejvyde rovna &islu K. LeZi tedy obraz kiivky ¢ v mnozing .
ProtoZe obraz kiivky, jakoZto spojity obraz intervalu, je mnozina souvisl4,
je mnozina ¢ souvisléd. Je to také mnozina omezend, protoze pro kazdé x ¢ Q
plati podle poznémky 2 nerovnost |a, x| < K. Uzévér Q mnoziny @ je tedy
mnozina uzaviend a omezend, tedy podle pedpokladu véty 4 je @ mnozina
kompaktni a jakoZto uzavér souvislé mnoziny je to opét mnozina souvisl.

PoloZme P = @. Dokézeme, %e prostor P spliiuje predpoklady, vyslovené
v umluvé 2. Dokézali jsme jiz, Ze prostor P je kompaktni a souvisly a ze je tedy
splnén bod a) této imluvy. Zvolme nyni w ¢ P a &slo ¢ > 0. V prostoru Q
existuje bod « tak, Ze je |z, u| < ¢, a dile existuje v ném kiivka o koncovych
bodech a, z a délce nejvyse rovné K. Jako v dikaze predeslé véty zjistime, Ze
plati o (a,x) < K a tedy o,(a, u) < K + e. Odtud plyne ihned, Ze pro libo-
volné dva body u, v prostoru P plati o,(u, v) < o,(u, a) + o,(a, v) < 2K + 2
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a tedy o(u, v) < 2K < + oo . Tim je dokazsno, Ze plati téZ bod b) tmluvy
2. Podle véty 10 existuje tedy v prostoru P geodetika mezi body @, b. Tato
ktivka je oviem geodetikoumezi body a, b i v prostoru U; jeji délka je totiz
nejvyse rovna K a kazda kratii kiivka, spojujici body a, b v prostrou U, leZela
by tedy celé v prostoru Q.

~ (Zéroveti je vidét, Ze P = @; pro libovolné ¢ € P je totiz g(a,t) =< K, takie
podle véty 10 existuje kiivka o délee nejvyse rovné K, spojujici bod a s bodem .
To viak znamend, Ze t € @.)

Pesome

. IIOHATUE U CYIMECTBOBAHUE TEOJIE3NYECKON
B METPUYECKHUX IPOCTPAHCTBAX

Bepa Konenxasn (Véra Kopeckd), ITpara.
(Iocrynuao B peaaxmio 15/I11 1955 T.)

ComepsxanmeM CTaThU ABJIACTCA [OKA3aTeIbCTBO cJemyIoLeil TeopPeME:
IIycms U — mempuueckoe npocmparcmeo, Kanc0as 3aMEHYMAs 02PAHUNEHHAR
wacmy Komopozo xomnaxmua. Toeda npu ycaosuu, 4mo Ose pasiutHble MOUKU
a, be U moncro coedurumov Kpueol KoHeuHoU OAUHbL, 6 U cywecmsyem zeode3u-
weckas mexwcdy moukamu a, b.

Jloka3aTeabCTBO TOH TEOPeMBl ONMPAETCA HA JeMMYy, KOTOpas obecre-
WHBAeT CYIIECTBOBAHHE IeOe3WuecKoil B CBAHOM KOMIAKTHOM MeTPAYECKOM
mpocTpascTBe P, ;ys mOOHX JABYX [OYeK a, b xoroporo ¢ysrmua g (a, b) =

n

= inf > |y, x| (tme z; € P, wy = @, % = b, [£,_y, @ < ¢) ABuAETCA OrpaA-
i=1

AmyeHHON PyHKmuei mepemennoro & > 0.
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Résumé

LA NOTION ET L’EXISTENCE DE LIGNE GEODESIQUE DANS LES
ESPACES METRIQUES

VERA KOPECKA, Praha.
(Reg¢u le 15 mars 1955.)

Le contenu de l'article précédent est la démonstration du théoréme
suivant:

Soit U Uespace métrique dont chaque sous-espace fermé, borné, est compact:
alors, si U'on peut joindre deux points distincts a, b € U par une ligne d’une lon-
gueur finie, il existe dans U une ligne géodésique entre les points a, b.

La démonstration de ce théoréme est fondée sur le lemme qui garantie
Pexistence d’une ligne géodésique dans un espace métrique, connexe et com-
pact P, dans lequel pour chaques deux de ses points a, b est g.(a, b) =

n
=inf) o, 2| (o0 2, eP, ¥g=a, x,=0b, |v,_,, 2| < &) une fonction
i=1

bornée d’une variable ¢ > 0.
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Casopis pro péstovini matematiky, ro¢. 81 (1556)

0 MONOTONNICH SPOJITYCH FUNKCICH, JEJICHZ GRAF MA
MAXIMALN{ DELKU

JIRI BECVAR, Liberec.
(Doglo dne 21. dubna 1955.) DT: 517.51

- (lanek se zabyvé existenci neklesajicich resp. rostoucich spojitych
funkei v uzavieném intervalu, jejich¥ graf mé maximélni moZnou délku.
Mimo to je ukézéno, %e délku grafu spojité funkce lze definovat pomoci
délek vepsanych polygoni na zéklad$ konvergence bod po bodu. Po-
drobngjimu studiu vlastnosti spojitych funkei, jejich graf mé maxi-
maélni délku, bude vénovéna prace M. NEKVINDY.

1. Graf funkee g, spojité a neklesajici v uzavieném intervalu {a, b, a < b,
mé podle bé#né definice kone¢nou délku d, pro kterou ztejmé plati

VB =) + (@) — ¢@) < d < (b — a) + (p(b) — @(a)). (L)

Jsou-li déna ¢isla a, b, @', b, a < b, a’ < b, je otdzkou, zda vidy existuje
v uzavieném intervalu (a,b> rostouci spojitd funkce @, pro kterou plati
p(a) = @', p(b) = b’ a jejiz graf md pravé maximalni moZnou délku, t. j. rov-
nou &slu (b — a) + (b° — a’). Tento problém podle sdéleni doc. Fr. NoZi6kyY
formuloval akademik E. Cecr. UkéZeme v dalsim, Ze takové funkce existuji
a e tvori hustou mnozinu v prostoru spojitych neklesajicich funkei y, defino-
vanych v intervalu (a, b) a spliiujicich podminky y(a) = a’, p(b) = b'. Je ziej-
mé, %e to stadi dokazat pro pifpad ¢ = a’ = 0,b =b" = L.

2. Necht J je uzavieny interval <{a, by, @ < b, a necht C znadi metricky
prostor realnych funkei, spojitych v J. Metrika v C je jako obvykle defino-
véna vztahem

o(P1; @2) = Iilix lp1(2) — @a(@)] -

Budi# déle L mno¥ina téch funkei 1 € C, jejich grafem je lomens tira, skla-
dajici se z kone#ného pottu tsedek. Je-li 4 ¢ L, budeme tikat, Ze bod roviny
o soufadnicich z, A(z), kde x ¢ J, je Ghlovym bodem funkce 4, méni-li tam graf
funkce A smérnici. Mezi tihlové body funkce A budeme potitat i body [a, A(a)],
[b, A(b)]. Dva rizné ahlové body 4, B funkce 1 nazveme sousedni, neexistuje-li

1
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jiny jeji dhlovy bod, jehoZz z-ové soufadnice by leZela ostfe mezi z-ovymi
soutadnicemi bodu 4, B.

Kazdé funkei ¢ e C ptitadme mnozinu L, C L, kterd se skladéd praveé z téch
funkei A € L, jez spliiuji tuto podminku: jestlize bod [, A(2)] je tihlovym bodem
funkce A, potom plati A(x) = ¢(x).

Grafy funkei z L, jsou tedy tvofeny lomenymi darami, vepsanymi grafu
funkece ¢.

Kazdé funkei A e L pFitadme &islo d(4), definované ve smyslu elementdrni
geometrie jako délka lomené &ry, kterd je grafem funkce 1. Tim je na mnoZind
L definovén nezdporny funkcionél, ktery znacme d.

Délka grafu libovolné funkce @ € C se b&iné definuje bud jako supremum
tisel d(4) pro viechna AeL, nebo jako limita ¢isel d(4,), utvofenych pro
n&jakou posloupnost funket 1, € L,, kterd spliiuje podminku, Ze norma déleni
(t. j. maximum z rozdild z-ovych soufadnic dvou sousednich ,,délicich* bodua
funkce 1,) konverguje k nule. UkdZeme v tomto odstavei, Ze pfi tomto druhém
zptsobu definice délky stadi predpoklddat, Ze posloupnost funkei 4, e L,
konverguje k ¢ v intervalu J bod po bodu.

Dokazme nejprve toto lemma:

Lemma 2.1. Necht ¢ € C a necht {A,} je posloupnost funket z L, takovd, Ze pro
ka#dé x e J platt A,(x) — p(x). Pak posloupnost funket. i, konverguje k ¢
v tntervalu J stejnomérné.

Dikaz: Predpoklidejme naopak, Ze konvergence neni stejnomérnd. Pak
existuje ¢islo &€ > 0 a rostouci nekonetn4 posloupnost indext k takovd, Ze ke
kazdému k existuje bod y; € J takovy, Ze plati

[e(y) — @(ya)| > . (2.1)
Posloupnost {y;} ma v J alesponi jeden hromadny bod y. Z posloupnosti {y;}
lze pak ziejmé vybrat ryze monotonni posloupnost {y,} takovou, Ze y, -y
a %e nadto bud pro viechna [ plati 4,(y;) < ¢(y;) — & nebo pro viechna I plati
A(y) > ¢(y;) + e. Posloupnost {y;} je nekoneénd a pro viechny indexy I
plati y, = y. Pfedpoklddejme dale, Ze {y,} je rostouci a Ze pro viechna ! plati

L) < ely) —e. (2.2)
Zbylé t¥i mozné pripady se vytidi podobnd. Je pak y = a a ze spojitosti funkce

@ plyne, Ze existuje § takové, e 0 < 6 < y — a a Ze pro viechna z ¢ (y — 9, )
plati

l9(z) — o(9)| < 5 - (2.3)

ProtoZe ¢ je v J omezend, existuje kladné &islo K > 1 takové, Ze pro vSechna
red je

7(z) — p)] <o (2.9
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Koneéns jezto y, — y zleva, existuje [, takové, Ze pro vSechna [ > [, je

0

Z (2.2), (2.3), (2:5) pro v8echna I > [, plyne

My < oly) — %5 . (2.6)

Dokazme nyni, Ze pro kaZdy index I > [, je

W) < o) — 5 - (2.7)

Uvazme libovolné I > l,. Pak z (2.2) plyne, Zze bod Y, = [y;, 4,(y;)] neni
dhlovym bodem funkce 4,. Necht U = X'X" je tisetka grafu funkece 1,, pro-
chézejici- bodem Y, pti dem% X' = [2', A,(2")], X" = [2", A4,(x")] jsou sousedni
thlové body funkece 4,. Je pak

M) = @), L@)=e@), <y <z". (2.8)

Oznalme jedt& U, mnoZinu 2-ovych soufadnic bodi tsedky U. Rozeznivejme
dva ptipady:

A. Usetka U nemé kladnou smérnici. Pak pro viechna z € (y,, y), spliiujici

podminku z € U,, plati vzhledem k (2.6) vztah A,(x) < ¢(y) — = . Odtud
uzitim (2.3) plyne, Ze pro tato z plati 1,(x) < ¢(x) — % Vzhledem k (2.8) je
tedy nutné z” > y; plati tedy A,(x) < ¢(y) — 235 i pro z = y a tedy tim spis

plati (2.7).

B. Usetka U m4 kladnou smérnici s. Dokazme, Ze pak nutné s < ‘%f . Pied-

poklédejme totiZz naopak, Ze plati s > %56 . Pak pro viechna z < y,, spliiujici

podminku z ¢ U,, dostévéme A4(z) — y:) + sz — y) < Alwn) + 5 (@)

a odtud dle (2.6)

M) < o) — 2+ 5 @ — 1) (2.9)

Rozezndvejme nyni dva logicky mozné pfipady:

a)y—o<z<y,. Jepakx—y,<0atedyz(29)plyne}.(x)<tp(y)

— 2_5 ( (y) _) - 3 a odtud dle (2.3)

(@) < 9(@) — 5 < 9(@).
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b) x < y — 6. Upravme (2.9) takto:
eK 20 eK
) <o) + 5 (~ ) + g e - w

Dle (2.5) odtud plyne
K K K
M) < o) + 35 Wi —9) + 35 @—9) =) + 35 @ —9).

Odtud a z nerovnosti z < y — 6 dostdvame
K eK
@) < o) + 55 0 — 8 —y) = 9y) — 5
coZ vzhledem k (2.4) dava opét 4,(x) < ().
Dokézali jsme tedy v obou ptipadech a), b), Ze pro v8echna z < y,;, 2 € Uy,
plati 1,(x) < ¢(2). Specia’mlné tedy i pro z = z’. To je vSak ve sporu s (2.8).

Tedy nemtZe byt s > coZ jsme chtéli ukazat. Necht tedy s < 3K Pro

36’ 0

viechna z € (¥, ¥), « € U,, plati pak

K
M) = M) + (@ — ) < Alys) + 35 (@ — ). (2.10)
Jezto dle (2.5)je x — y, < %, plyne z (2.10) 4,(x) < Ai(y;) + %, coz dle (2.6)

dava A,(x) < ¢(y) — . Odtud vzhledem k (2.3) dostavame 4,(x) < ¢(x) pro
viechna nase z. Vzhledem k (2.8) musi tedy byt " > y, tedy nerovnost 4;(x) <
< ¢(y) — % plati i pro x = y. Tim dostdvame opét (2.7).

Uhrnem jsme tedy pro vSech nekoneén$ mnoho vybranych indext I > I, do-
kazali platnost vztahu (2.7). Tento vysledek je v8ak ve sporu s pfedpokladem
véty, podle néhoz 4,(y) — ¢(y). Tedy konvergence funkei 4, k ¢ je v J stejno-
mérna.l)

Nyni jiz miZeme dokazat tuto vétu:

Vé&ta 2.1. Necht jsou splnény pfedpoklady lemmatu 2.1. Oznaéme 8(p) supremum
vdech Cisel d(2) pro vdechna A € L,. Potom poslowpnost &isel d(A,) md limitu a ta 7e
rovna Cislu s(p).

Dtukaz: Zvolme libovolné &islo 8’ < s(p). Pak existuje funkee 4 € L, takova,
ze d(A) > &'. Jeji ihlové body budte U,, U,, ..., U,, jejich z-ové soufadnice
Ty, Xy, - .., Z,. Budiz déle 1’ libovolnd funkce z L,. Utvoime z 4, A’ novou
funkei 4 e L takovou, %e a) kazdy thlovy bod funkei 4, A’ lezi na grafu funkce 1,

1) Lemma 2.1 Ize dokézat té% takto: D4 se dokézat %e viechny funkce z L, jsou ste]né sponté
a odtud u% jak znémo stejnomérné konvergence posloupnosti {4,} plyne. )
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b) kazdy thlovy bod funkce A je tihlovym bodem alespot jedné z funkei
A, A'. Funkce 7 je tim jednozna¥ng urdena a je pak ziejmé A e L,. Dile plati

d(A) =d@i), dA)=d@)>s". (2.11)

Funkce 1 vznikne z A’ ,,pfidénim‘ bodda U,, Uy, ..., U,. Nékolikerym uzitim
trojihelnikové nerovnosti v roviné dostévame odtud :

d2) < d(¥) + 2 2 A(@:) — ()| = d(A') + 25 lp(@:) — A(z)] . (2.12)

=0 i-0
Odtud dale plyne
d(2) — d(¥) = 2(r + 1) o(p, 4') . (2.13)

Volme nyni za A’ postupné funkce 4, z nasi posloupnosti. Dle lemmatu 2.1 plati
o(p, A,) — 0. Odtud, z (2.13) a z (2.11) plyne, Ze pro dost velka »n bude d(4,) >
> &'. Tim je véta dokdzana a tim zdroveii i naSe tvrzeni o moznosti definovat
délku shora zminénym zpiisobem.

Doka¥me v tomto odstavei je§té lemma, kterého uzijeme v daliim od-
stavei:

Lemma 2.2. Funkciondl d je na mnoZiné C zdola polospojity.

Dikaz: Necht ¢ je libovolna funkce z C a necht d’ < d(¢) je libovolné &islo.
Méme dokézat, %e pak plati d(y) > d’ pro kazdou funkeci y e C takovou, Ze
o(p, ) je dost malé. Zvolme funkce A L,, A" ¢ L, ptitom necht 1 spliuje
podminku d(A) > d’. Funkce 4 necht méa thlové body U, ..., U, s xz-ovymi
soufadnicemi %, ..., z,. Utvofme novou funkei 1 ¢ L, kterd je jednoznaéné
urdena tim, Ze a) kazdy thlovy bod funkce 4 lei na jejim grafu, b) kazdy thlo-
vy bod funkce 1’, ktery nemé spole¢nou z-ovou soufadnici se Zddnym thlo-
vym bodem funkce 4, lezi na jejim grafu, ¢) kazdy jeji ihlovy bod je tihlovym
bodem alespoti jedné z funkei 4, A’. Podobné jako v dikazu véty 2.1 dostdvame
pak

¥ < d() < d() < dE) + 23 |a(e) — Xe)| =
= d(¥) + 2 3 o) — ¥(e)] < dE) + 20 + 1) olg, ) <

S d(y) + 2(r + 1) [e(e, v) + ey, X)] -

Odtud je vid&t, Ze bude-li o(p, y) dost malé, bude d(y) > d’, nebot k danému
v miZeme volit 2’ tak, aby o(yp, ') bylo libovolné malé. Tim je lemma do-
kézéno. |

3. V tomto odstavei se vratme k problému formulovanému v odst. 1. Necht
symboly C, L, L, maji tyZ vyznam jako diive, omezme se vSak nyni aZ do konce
na. piipad J = <0, 1>. Necht dile C’ znaé¢i mnoZinu téch funkei ¢ € C, pro
nd% @(0) = 0, (1) = 1. M budiZ mnoZina téch funkei z C’, které jsou neklesa-
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jici, a konedné M* mnoZina rostoucich funkei z C’. Ve viech pfipadech jde
o metrické prostory.

V souhlase s (1.1) plati pro kazdou ¢ e M
V2 < d(e) < 2. (3.1)

Definujme nyni: D je mnoZina viech ¢ ¢ M takovych, Ze d(p) = 2, D* je mno-
%ina vSech ¢ ¢ M* takovych %e d(p) = 2. V tomto odstavci ukdZeme, jak lze
uzit Baireovy véty k dikazu tvrzeni, Ze D je hustd v M, coZ je tvrzeni ponskud
slabsi nez to, které je vysloveno v odst. 1. K tomu uvedme nékolik pozndmek.
Ptedevim prostor C’ je ziejmé tplny. Déle: prostory M, M* nejsou kompaktni
a prostor M* neni ani Gplny. Naproti tomu snadno dokéZeme toto lemma:

Lemma 3.1. Prostor M je 4iplny.

Dtikaz: Vzhledem k tplnosti prostoru C’ stadi dokéazat, Ze M je uzaviend
mnozina v C’. M&jme tedy posloupnost funkei ¢, ¢ M, které ve smyslu metriky
v C’ konverguji k funkei ¢ € C'. Je-li z;, z, € J, x; < ,, pak pro vSechna n je

Pa(®1) < @a(2,). Protofe n(2;) > @), @a(@:) > @(@a), jo i @(x;) < p(xy).
Tedy ¢ € M a M je tedy uzaviena v C, c. b. d.

Nyni miZeme ptistoupit k dikazu naseho tvrzeni:

Véta 3.1. Mnotina D je hustd v M.

Dukaz: Definujme mnoziny 4, C M takto: 4, je mnoZina vSech funkei
@ € M takovych, ze

n=1;2 ...

'3l -

Ziejm& pro kazdé n plati 4, C A,.q, Ap F+ Apsq. Jeito funkciondl d je dle
lemmatu 2.2 na M polospojitjr zdola, jsou jak zndmo vSechny mnoZiny 4,

uzaviené v M. Definujme 4 = z A,. Dokazme, ze 4, jsou iidké v M a tedy

%e mnoZina A4 je prvni kategone v M. ProtoZe ka#da A, je uzavien, staéi do-
kézat, %e pro ka¥dé n je mnozina M—A4, hustd v M. JeZto vSak zfejmé mno-
Zina M n L je hustd v M, stadi k tomu dokdzat, ze (M n L) — A, je hustd
v A,. Necht tedy ge A, a necht ¢ > 0 je dané &islo. Pak existuje funkce
1 e L, takova, %e o(4, @) < }e. Funkce 2 je neklesajici. Necht « resp. § je mi-
mmalnl resp. maximédlni hodnota sm&rnic tsedek, které tvori graf funkce A.
Cisla «, f jsou koneéns a plati 0 < « < . Sestrojme funkei e L n M, jejiz
graf se skladéd ze dvou tsetek, jejichz spoledny bod mé z-ovou soufadnici
¢ € (0, 1), pfi ¢em% a) v intervalu <0, ¢> smérnice grafu funkce 1 je o', 0 < o' <
< «, b) v intervalu {c, 1) smé&rnice grafu funkce 4 je g’ > B, ¢) d(1) > 1 — %
Rozdélme nyni ka¥dou tsedku grafu funkce 1 na m stejnych dili. Kazdou
takovou &astetnou tsetku (pokud neni vodorovnd, kdy ji ponechime) na-

177



hradme dvéma tsetkami, vychédzejicimi z jejich koncovych boda, z nichz
jedna mé smérnici &', druhd #'; jejich délku volme tak, aby vznikl graf néjaké
funkce z L n M. Je vidét, Ze pfi dost velkém m dostaneme graf jisté funkce
X €L n M, pro kterou plati o(A’, 1) < 3¢, d(1’) = d(4). Odtud plyne 1’ € (L n
NnM)— 4, a dile
e, 9) S oA, @) + oA, 4) < e+ e =c.

Tim jsme dokézali, e (M n L) — 4, je mnozina, husté4 v 4,. Tedy 4 je prvni

kategorie v M. Avdak M je dle lemmatu 3.1 tplny prostor. Tedy dle Baireovy

véty mnoZina M — A je hustd v M. AvSak zfejmé M — 4 = D. Tim je véta
dokéazana.

Jezto M = @, plyne z véty 3.1 specidlné existence funkei z M, jejichz graf
mé délku 2.

4, DokaZme nyni v plném rozsahu tvrzeni, uvedené v odst. 1. V naSem
dikazu bude zdroveni zahrnuta konstrukce rostouci spojité funkece z C’, jejiz
graf mé délku 2. Tuto konstrukei lze snadno doplnit tak, aby byla efektivni.

Véta 4.1. MnoZina D* je hustd v M.

Dtkaz: Budiz ¢ e M, ¢ > 0. Snadno se dokaZe, Ze pak existuje funkce
A€ L, n M* takové, Ze p(4, ¢) < 4e. Funkce A je rostouci, jejim grafem je stou-
pajici lomend dara. Rozd&lme nyni kazdou Gsedku grafu funkce 4 na m stejnych
dila. Kazdou takovou &asteénou usedku 4B (4 je levy, B pravy jeji koncovy
bod) nahradme dvéma tsetkami AC, BC se spoleénym koncem C, a to tak,
#e AC je rovnobdiné s osou z, BC s osou y. Uhrnem dostaneme lomenou ¢aru
A* (kterd oviem neni grafem #4dné funkce), pro jejiz kaidy bod [z, y] plati
y < A(z). Pii dosti velkém m dosdhneme toho, Ze nadto pro kazdy bod [z, y]
&ary A* plati A(x) — y < 4¢. Uvazme nyni libovolnou vodorovnou tseéku dary
A*. Necht jeji konce jsou body [a,a’], [b,a'],0 < a <b < 1, e = A(a) a necht
na ni zprava navazuje tsetka rovnob&zind s osou y s koncovymi body [b, a'],
[6,0], " = A(b) > a’. V intervalu <a,b) nyni zkonstruujeme funkeci v,
kterd tam bude rostouc, jejiz graf tam bude mit délku (b — a) 4 (8" — a’),
pro kterou bude platit

_ y(a) = a', pb) = b’ (4.1)
a ktera bude pro kazdé z e {a, b) vyhovovat vztahiim
p@) < M), Ax) — ple) < de. (4.2)

. Oznatme 6 = (b — a) + (' — a’). Body [a, a’], [b, b'] a pulici bod tsetky,
kterou tyto dva body uréuji, nazveme délicimi body fadu 0. (Dva délici body
nazveme sousedni v podobném smyslu, jako jsme to délali dfive u ahlovych
bodii.) Usedka [a, a’]{b, b’] je v intervalu <a, b) grafem funkce, kterou oznaé-
ine vy, KaZdou tsetku, kterd je urdena dvéma sousednimi délicimi body
A, B t4du 0, nahradme dv®ma tsetkami se spoleénym koncem C, které vy-
chézeji z bodl A resp. B, pfi ¢emZ bod C je takovy, Ze jeho z-ové soufadnice
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le#i ostie mezi x-ovymi soufadnicemi bodit 4, B, podobné i y-ové soufadnice
lezi ostfe mezi y-ovymi soufadnicemi bodi 4, B a bod C lezi pod grafem
funkce y,. Nadto jesté volme bod C tak, aby thrnna délka takto zkonstruované
lomené ¢ary byla vétsi nez 8(1 — }). Tato lomend &éra je grafem v (a,d)
rostouci spojité funkce, kterou oznaéme u,. Délicimi body ¥a4du 1 nazveme
délici body ¥4du 0 a dale body, které puli asedky, tvoiici graf funkce y,. Pro
ka#dé dva sousedni délici body ¥4du 1 provedme konstrukei zcela analogickou
jako v pFedchozim piFipads, a to tak, aby Ghrnnd délka lomené &ary, kterou

tak pro interval {a, b) dostaneme, byla vétsi nez 6(1 — l). Tato cara je v <a,

22
by grafem funkce, kterou oznadme y, Déle definujeme délici body rddu 2,
konstruujeme funkei y;, jejiz graf ma délku vétsi nezd|1 — él-a) atd. Obecné

graf funkce v, necht méa délku vétsi nez o (1 — él,_‘) (zfejmé vzdy ma délku < d).

Uhrnem dostaneme v {a, b) posloupnost rostoucich funkei y,, jejichz grafy jsou
lomené &4ry. Oznaéme D mnozinu dé&licich boda vsech fadd, D, resp. D,
mnozinu x-ovych resp. y-ovych soufadnic bodid z D. Ziejmé D, je hustd
v {a, by, D, v {a’,b"). Pro kazdé z € {a, b) je zfejm& posloupnost &isel y,(x)
nerostouci a zdola omezend &islem A(x) — &/2. Definujme tedy funkei y v {a, b)
vztahem

y(x) = lim p,() . (4.3)

Nn—-0

Poznamenejme, ze je-li [z, y] délici bod Fadu », pak lezi na grafu kazdé funkce
Ym 8 m > n. Déale ziejmé kazdy bod [z, y] € D leii na grafu funkce vy, t. j.
grafy funkei y, jsou polygony, vepsané grafu funkce .

Dokazme, Ze y je v {a, b) rostouci. Necht z;, < z,, z,, z, € {a, b). Pak existuje
délici bod [z, y] € D takovy, ze z;, < x < z,. Necht [z, y] je fadun (a tedy i viech
vy&§ich). Pak y = y,(x) a jeZto p, je rostouci, je y,(,) < w.(%) = ¥ < ya(x,).
Je viak y = y(z) a jeito posloupnost {y,(z,)} je nerostouci, méme dle (4.3)
Y(@,) < pu(z;) < yo(@) = w(x). S druhé strany pro kazdé m > n je y(x) =
= Pu(®) < Yu(®,), tedy v limitd i p(x) < y(z,). Uhrnem tedy w(z,) < y(x,),
jak jsme chtéli dokéazat.

Vztahy (4.1), (4.2) jsou z konstrukce zfejmé. Snadno je vidét, Ze pilenim
asedek v nadi konstrukei jsme doséhli toho, Ze (4.3) plati v (a, b) stejnomérng;
tedy v je v {a, b) spojitd. MiZeme tedy psét v, ¢ L, pro kazdé n. Podle véty
2.1 tedy d(; 35 (¥a) = d (g 5 (), Oznadime-li symbolem d, ,, délku grafu pii-
slugné funkce v intervalu <{a, b). Aviak d, 4, (v,) — 9, tedy dg 55 (p) = 0 =
=0b—a)+ (b —a')= (b —a)+ (Ab) — Aa)). Tim jsme v {a, by zkon-
struovali funkei y Zaddanych vlastnosti. To provedeme v kazdém intervalu
{x, ), ktery je tvofen z-ovymi soufadnicemi vodorovnych tisedek grafu &ary
A*, a to tak, aby platily vztahy, odpovidajici vztahtm (4.1), (4.2), a aby
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v {«, ) graf ptisluiné funkce y mél délku (8 — &) + (A(8) — A(«)). Viechny
tyto funkce y tvofi dohromady v <0, 1) funkei y, kterd je rostouci a spojita.
Je pak

d()=dw,v () = 2 [(f — o) + (Ap) — ()] = 2,
nebof zfejm& D (8 — &) =1, > (A(B) — A(x)) = 1. Dale plati o(x, ) < e
a vzhledem k o(4, ¢) < 3¢ je o(y, ¢) < &. Tedy D* je hustd v M, jak jsme chtéli
dokazat.

PeswowMme

O MOHOTOHHBIX HEIIPEPBIBHBIX OYVHHRIUAX,
IF'PAO®UK KOTOPHIX MMEET MAHKCUMAJIBHYIO OJIMHY

1. BEUBAPK (Jiti Bedvat), JIuGepeun.
(ITocTynnao B pexaxuuio 21/IV 1955.)

Ilenbio cTaThm sABIsAETCS JOKA3aTEIBCTBO CIEAYOIIUX JIBYX TeOpeM:
1. ITycmv C — mnpocTpancTBO (YHKIWI, HeNpepHBHHX B cerMente J =
={a, by, a < b, ¢ merpukoil o(p;, p,) = max |py(x) — gu(2)|, @1, @, € C.
Ted

ITycmv @ € C u nycmov {A,} ecmv nocaedosameavrocmv Pynryuii us C, epagdu-
KAMU KOMOPLIL S8AAIOMCE AOMAHHbE, 6nucanHvle epaguky @ynkyuu ¢. Ecaw
A(x) — @(x) das kancdozo x € J, mo A, — ¢ paswomeprno ¢ J u d(4,) - d(p),
20e d osnauaem Oauny epagura coomsemcmgyowels Fyrnkyun.

2. ITycmv M ecmv npocmpatncmeo écex meybuisarwur gyrnkyuii ¢ € C, komo-
puie ydosaemgopsiom ycaosuio g(a) = a’, ¢(b) = b’, a’ < b’. IIycms D* (D)
ecmbv MHOMCECMBO 6cex PynKyuill @ € M, Komopuie eospacmarm (meybuisarom)
u 0as komopux d(p) = (b — a) + (b’ — a’). Toeda mmoxmcecmeo D* (mem
6osee u D) asasemcs naommusim 6 M.

JloxasaTebCTBO MPOBOAUTCA NYTEM HEIOCPeICTBEHHOM KOHCTPYKIHUM; JJIA
cayuas MEOKecTBa D faerca TaxKe [0Kas3aTeJbCTBO, OCHOBaHHOe Ha TeopeMe
Bapa.
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Résumé

SUR LES FONCTIONS MONOTONES CONTINUES
DONT LES REPRESENTATIONS GRAPHIQUES POSSEDENT
UNE LONGUEUR MAXIMALE

JIRI BECVAR, Liberec.
(Recu le 21 avril 1955.)

Le but de l'article précédent est la démonstration de deux théorémes sui-
vants: '

1. Soit C Pespace de toutes les fonctions continues, définies dans Uintervalle
fermé J = {a, by, a < b, muni de la métrique o(p,, p,) = max |p,(x) — @,(x)|,

Ted

@1, @2 € C. Soit @ € C et soit {4,} une suite de fonctions de C dont les représentations
graphiques sont des polygonmes inscrits & la représentation graphique de ¢. Soit
An(®) — @(x) pour chaque x € J. Alors A, — ¢ uniformément dans J et d(A,) —
—d(p), d désignant la longuer de la représentation graphique de la fonction
respective. :

2. Soit M Uespace de toutes les fonctions ¢ € C non-décroissantes qui satisfont
la condition p(a) = a’, p(b) = b, a’ < b’. Soit D¥(D) U'ensemble de toutes les
fonctions @ € M croissantes (non-décroissantes ) qui satisfont & la condition d(p) =
= (b —a) + (b’ — a'). Alors Uensemble D* (et, & plus forte raison, I'ensemble
D) est dense dans M.

La démonstration est basée sur une construction directe; pour le cas de D
encore une autre démonstration est donnée, usant le théoréme de Baire.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 81 (1956)

GEOMETRIE SIMPLEXU V E,
(tfeti ¢ast)

MIROSLAYV FIEDLER, Praha.
(Doslo dne 21. dubna 1955.) DT:513.821.2

V této zavdretné treti Easti prace*) se studuji vlastnosti nékterych
speciélnich druht simplexi, jako pravouhlych simplext uréitého typu,
ortocentrickych simplext & t. zv. simplexiti s hlavnim bodem.

8. Speciélni simplexy. PovaZujeme-li podobné trojihelniky za ekvivalentni,
z4visi obecny trojuhelnik na dvou parametrech. Obdobn& obecny simplex
n+1

2
vzristé asi jako tverec dimense. To vede k tomu, Ze se nékteré vlastnosti troj-
thelnika ve vyssich dimensich ztriceji: tak v obecném simplexu neexistuje pro
n > 2 prisetik vydek a pod. V tomto odstavei uvedeme vlastnosti nékterych
specidlnich druhti simplext (jez obvykle zavisi na n parametrech), které maji
néjakou zobecnénou vlastnost trojihelnika. Je to (kromé& rovnostranného
simplexu a pravotihlého simplexu uréitého druhu) jednak ortocentricky simplex,
v ném? existuje prisedik vysek; dile simplex se zobecnénym Gergonneovym bo-
dem, simplex s Torricelliho bodem, simplex se dvéma prise¢iky viech Apollo-
niovych sfér (s isodynamickymi body) a j. Je zajimavé, Ze tyto simplexy lze
zahrnout do spolené vétii t¥idy simplexii a studovat nékteré jejich vlastnosti
spoleéné.

(v tomto smyslu) zavisi na ( ) — 1 parametrech, takZe pocet parametri

Vé&ta 31. Pro ka%dé pfirozené n existuje v B, rovnostranny simplex, totiz simplex,
jehoZ vdechny hrany jsou si rovny.

Dikaz. Oznadme ¢ spoleénou velikost v8ech hran, takZe ¢ > 0. Podle véty 4
stadi dokdzat, Ze pro &isla e;;, 4,5 = 1,2,...,n + 1, e; = ¢* pro t%7,e;,=0,
je spln&na implikace: kdykoliv pro redlnou nenulovou soustavu éisel ,, ..., ¥,y

*) Prvni 84st prace byla publikovéna v tomto Sasopise 79 (1954), 270—297, druhé
rovnd% v tomto dasopise 80 (1955), 462—476.
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+1 n+1 n4l n+l nil .

je D2, =0, pak > e, xa; <O0. Aviak > ejxx; = XD ;) — ¢ D x; < 0pro
i= 1 i,j=1 . t=1 i=1

1 2,= =

n+l

Sz=0a (z) + (0).

Poznédmka. Rovnostranny simplex je zfejmé jediny simplex v £, jehoz gru-
pa automorfismi je isomorfni celé permutaéni grupé (n 4+ 1)-ho stupné. Podle
véty 20 ma tento simplex jediny (vlastni) vyznaény bod, totiz tézisté. Dalsi
charakteristickd vlastnost rovnostranného simplexu je, Ze opsany Steineriv
elipsoid je (» — 1)-kouli. To plyne ihned z (7,2) pro m = 0 a (7,1). Lze bez
obtizi ukazat, Ze provedeme-li na eukleidovsky prostor, v némz je ddn pevny
obecny simplex, takovou afinni transformaci, Ze Steineriv opsany elipsoid
tohoto simplexu piejde v (n — 1)-kouli (takova afinni transformace vidy exis-
tuje), pak vrcholy ptvodniho simplexu pfejdou ve vrcholy rovnostranného
simplexu. Lze také ukazat, Ze Steinertiv opsany elipsoid je jedind kvadrika
opsana simplexu, kterd ma tuto vlastnost.

Obratime se ted ke studiu pravoihlého simplexu uréitého typu. Vidsli jsme
(odst. 4, véta 12), Ze existuji v £, simplexy, které maji pravé » ostrych vnitinich
uhla a v8echny ostatni vnitini dhly pravé (takové simplexy jsme nazvali pravo-
#hlé). Nejdilezitéjsi jsou dva typy pravoudhlych simplext: prvni typ mé cha-
rakteristickou vlastnost, Ze vSechny (n — 1)-rozmérné stény, které prochdzeji
jednim pevnym vrcholem, jsou po dvou navzijem kolmé. Takovy simplex je
zéroveti ortocentricky a budeme se jim zabyvat pozdéji.

Druhy, zajimavéjsi typ, ktery ted budeme studovat, je charakterisovan tim,
Ze jeho vrcholy (a tedy také stény) lze odislovat tak, Ze pravé vnitini dhly
®12) P2ss P3ss -+ s Pn,ns1 jSOU 08tré, zatim co vSechny ostatni vnitfni dhly jsou
pravé. :

Vé&ta 32. Nuind a postadujict podminka, aby simplex v E , o &tvercich délek hran
€0, =1,2,...,n 4 1, byl pravoihly druhého typu, je: existuji navzdjem
rdznd redlnd ¢isla') c,, ¢y, ..., Coyq tak, Ze

€ij = lci - Cil . (8,1)

Dukaz. Pfednd plati, jak se lze snadno presvédéit vynasobenim, %e soudin
AB (pro navzijem rizn4 &isla cy, ..., ¢,,,) matic

0, 1, 1, 1, , 1

L, 0, Cp — €, C3—Cp s Cnyp — O
AdA=|1¢—c¢, O, C3 — Cq, s Cns1 — G2 »

1, ¢ —¢;, ¢3—c, O, » Cny1 — Cs

l’ cn+1 61, cn+1 - Cz, cn+1 - Ca, ) 0

n+1

1) Je moZno jestd pozadovat na pt. = ¢; = 0.
i-1
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cn+1, 1: 0) 0’ O, ’ Oa 01 07 —1 |
_1’ _CIB’ 012’ 0, 0’ ’ 0, 0, 0: 0
0, C,,, Oy, C,, 0, , 0, 0, 0, 0
B = O,.- O’ 023, 033’ 034: ’ 0’ Or 0} 0 )
O, 0: Oy 0: O) ’ 0: Cn—l n 07"” Cn n+1
= li 0; O, 0: O: ’ O: O: On n+1y Cn n+1
Cruq =
kde C;; = ro i % j, C,, = st A e ror=2,...,n, je
“ Ci — ¢y F ! 'r‘r (C,. - cr—l)(cr+l - cr) P :
roven
AB = —2I,,,,
kde I,,, je jednotkovd matice ¥adu » + 2. Dale si v§imnéme, Ze jsou-li ¢,,
Cy ..., Cpyp NAVzZajem ruznd redlnd disla, pak existuje v E, simplex s e;; =

= |c, — ¢;|. Mzeme totiZ pfedpokladat, ze ¢, < ¢, < ... < ¢, (znamend to
jen predislovani vrcholi). Potom body v eukleidovském prostoru E, realnych
n-tic s obvyklou metrikou

0, = 0, 0,... 0),
02 = (1/02 — €y O, ey 0) )
03 = (VCZ — Cy, Vca — Cyy vy O) . (8:2)

......................................

Oniy= (ch — 0 Vca — Cgy +ens Vc,,ﬂ — Cy)

jsou linedrné nezavislé, a ptitom pro ¢ < j je

[0(0:, 0)F = e = (Jo; — e, + .o + (Jeiry —c)2 =,

Necht nyni je dan simplex v E, tak, Ze (je jiz piedislovan) pravé vnitini
ahly @14, @ags «+o» P, ny1 jSOU 0stré a vSechny ostatni vnitini ﬁhly pravé. Podle
véty 6 a rovnic (4 2) 1ze pomoci vnitinich hld ¢,; najit &isla g;; tak, %e pro pii-
sludna g;; daného simplexu, nalezend z rovnic (2,15), plati

gz,‘;i =09, »J=12,..,n+1, 0%0, gil> 0.
Vzhledem k (4,2) jsou z é&isel g;;, ¢+ < j, jen &isla g1y, go3s - --» Gonss ThzZNA od
nuly, a to vesmé&s (g1, > 0) zdporna. Zvolme ted libovolné realné &islo ¢, a defi-
nujme &isla c,, ..., ¢y, VZtahy

C [ a C C 1 [ Cc 1
g — 01— — > g — Cg = =5 000y Opyyg =0y — —3 .
12 923 Tnne1

Jak jsme ukazali, existuje v £, simplex, jehoZ étverce délek hrane;; = ¢;; =
= ¢; — ¢; pro ¢ < j. Matice 4 je pak matici |[,,]| tohoto simplexu s ¢y, = 0,
€y = 1. To znamend, Ze matice B je aZ na nenulovy faktor matici ||g,| z (2,15).
Avak &sla g,, jsou, jak plyne ze zavedeni &isel c; a z toho, %e jsou splnény

n+1

i podminky (podle 2,15d) z gi; = 0, Gmérné &islim g;; (7;s = og;,), t. j. vnitini
i-1
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thly simplexu ¢;; jsou rovnéZ ¢,;. Potom simplex e,; = |¢; — ¢,|, kde ¢; = et ¢,

€12
prot=1,2,...,n + 1, je shodny podle véty 8 se simplexem e,;, nebot &, =
= €1, Pij = P;; Pro 4, j = 1, 2, ..., n + 1 (simplexy é,; a ¢;; maji stejné vnitini

uahly), t. j. (disla ¢; jsou opét navzdjem riznd)
€ij = |Ei - 6:‘] .

Ze obracens simplex e,; = |c; — ¢,| je pravoiihly druhého typu, plyne ihned
vhodnym preéislovanim na tvar e,; = ¢; — ¢; pro ¢ < j a z tvaru matice B,
odpovidajici matici g,, tohoto simplexu (a% na nenulovy faktor).

V&ta 33. KaZdd m-rozmérnd sténa pravoihlého simplexu druhého typu, 1 <
<m < n — 1, je opét pravouhlym simplexem druhého typu v pFislusném E,,.

Dikaz. Plyne ihned z véty 32, nebot kazdé sténg odpovidé podmnozina M,
indexii 1, 2, ..., n + 1, a pro pfisludny simplex z E,, tedy plati

€5 = lci _C;'] ’ i,ijlﬁ

" ¢;, t € My, jsou opét navzijem riznd redlns &isla, t. j. podle véty 32 je sténa opét
pravoihlym simplexem druhého typu.

Specidlné kazdd dvojdimensionalni sténa je pravouhly trojihelnik. Je zaji-
mavé, ze plati i obracens:

Vé&ta 34. KaZdy simplex v E,, jehof kadd dvojdimensiondlni sténa je pravo-
uhly trojihelnik, je pravoihly druhého typu.

Ditkaz. Necht tedy simplex > s vrcholy 0,, 0,, ..., 0, ., ma vlastnost, ze
vSechny jeho dvojdimensionélni st&ny jsou pravodhlé trojahelniky. Viimngme
si pfedns: je-li 0,0, jedna z mnoZiny nejdelsich hran simplexu 2, je to pfepona
ve v8ech trojubelnicich 0,0,0, pro k # 3, 4, t. j. (n — 1)-koule, utvofens nad
0,0, jako nad primérem, je opsans (n — 1)-koule simplexu >. To znamen4, Ze
takovd nejdelsi hrana je jen jedna (jinak by alespoii dvé rézné hrany mély
spoleény stfed a étyti vreholy simplexu by lezely v roving).

Dokézeme ted: jsou-li 0,, 0, 0,, O, Ctyti rzné vrcholy a plati-li, Ze 0,0,
je nejdelsf ze Sesti hran, spojujicich tyto vrcholy, pak neni mo#né, aby thel
<% 00,0, byl pravy. Predpoklddejme totiz naopak, ze < 0,0,0, = }x. Jsou
dvé moZnosti:

a) X 0,0,0; = }; aviak stfed S kulové plochy opsané étyrsténu 0,0,0,0,
je podle pfedchoziho ve stfedu hrany 0,0;. Stied 8, kruznice opsané troj-
tihelniku 0,0,0, je ve st¥edu strany 0,0,, rovnéz stfed 8, kruZnice opsané troj-
thelniku 0,0,0, je ve stfedu strany 0,0,. Nyni 88, je pfimka kolma k roviné
0,0.0, a rovné% k roving 0,0,0,. Ob¥ tyto roviny maji spoleény bod O, a jsou
tedy totozné. To je spor, nebot viechny &ty¥i vrcholy nelezi v roviné.

b) Jeden z @hla < 0,0,0,, X 0,0,0; je pravy. ProtoZe oba piipady se lisi
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jen vymé&nou indextt  a !, mézeme predpoklddat, ze < 0,0,0; = 4. Pak plati
pro tverce délek hran podle Pythagorovy véty

ex + € = €5, €a + ey = €&y,

e+ €n = €, €t ey =ejp.

-

Avsak odtud je
e + €u + e = € + e = e,
a soudasné
e+ en + ey = e+ €y = 2e5 + €, t.j. exp=0.
Z tohoto sporu uz plyne, Ze < 0,00, * }x.
Piejdeme ted k vlastnimu dikazu véty 34. Necht 0,0, je nejdelsi hrana.
Zvolme libovolng redlné &islo ¢, a polozme prokazdék =1,2,...,n + 1
Ce = C; + € - (8,3)
Doké¥eme, Ze plati (8,1) a Ze &isla ¢, jsou navzijem rtzné. Kdyby predns
¢ = ¢, prok =+ I, pak nutnd j =+ k, j * ! (0,0, je jediné nejdelsf hrana) a podle
pfedchoziho je < 0,0,0, # 4=, t. j. pravé jedna z hran 0,0,, 0,0, je pieponou
v pravothlém trojthelniku 0,0,0,, t. j. e; + e, ve sporu s ¢, = ¢;. Z (8,3)
plyne
e"k = ck s 6,~ = |Ck S Cil s (8,43:)
pondvadz je e;; = e; + e, pro vSechna k, je rovnéz '

. e =0 — Cp = |¢; — Ci| - (8,4b)
Jsou-li k, I, ¢, j vesm&s navzajem rizné, pak podle piedchoziho je < 00,0, +
4: %ﬂ, t. j. plalti bud eik + ekl = e” nebO e“ + ekl = eik' V Prvnim pf‘ipadé je
€ = €, — C; — € + ¢; = ¢, — ¢, v druhém je e;; = ¢, — ¢;, tedy vidy

e = |cx — ¢l - (8,4c)
Rovnice (8,4a), (8,4b) a (8,4c) davaji celkem (8,1) a véta je dokdzana.
Véta 35. Pravothly simplex druhého typu v E, md jesté tyto viastnosti:
1. Stfed opsané (n — 1)-koule leZi ve stFedu nejdeli hrany, kterd je jedind.
2. Existuje v E, kvddr, mezi jehoZ vrcholy jsou obsaZeny vdechny vrcholy tohoto
simplexu.
Dikaz. Prvni ¢4st jsme dokézali v dikazu véty 34. Druh4 ¢ast plyne takto:

Z rovnic (8,2) je zfejmé, ze body O, ..., O, jsou obsaZeny v mnoziné vrcholi
kvédru (vyjadtenych v Ey)

V(’?l» Nas o=0» 771:) = (nlvcz — €y 7]21/03 — Cgy ey 77nvcn+1 - cn) )

kde 5; = 0 nebo 1. Protoe kazdy takovy pravoihly simplex lze po pfipad-
ném predislovani umistit jako v (8,2), je tim v&ta 35 dokédzéna.

Ptejdeme ted ke studiu t. zv. ortocentrickych simplexi v £, t. j. simplexi,
pro které existuje prisetik vySek (kolmic s vrcholu na prot&jsi (» — 1)-roz-
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mérnou sténu). Uvedeme nejprve nékteré znamé vysledky o ortocentrickych
simplexech:2)

A) Simplex v E, o vrcholech O;, ¢ =1, ...,n + 1, [o(0;, O;)]* = e, je orto-
centricky tehdy a jen tehdy, existuji-li redlna &isla =, ..., 7,., tak, Ze pro
t % j je e;; = m; + m;, pti demZ nejvyse {'edno z Gisel 7; je nekladné; je-li jedno

n4

z nich zdporné, jsou ostatni kladnd a > == 0.
t=1J

B) Priise¢ik vySek pro nulovy ortocentricky simplex 3) splyv4 s vrcholem O,
pro m; = 0. Prisedik vyfek nenulového ortocentrického simplexu je v bary-

centrickych soufadnicich bod O = (—l— 3 1 = ) -

b b
Ty Tty T+

C) Vrcholy a priiseéik vySek nenulového ortocentrického simplexu tvo¥
v B, t. zv. ortocentrickou soustavu n + 2 bod#, kterd mé tyto vlastnosti:

a) kazdych m, 2 <m < n + 1, z bod této soustavy tvoif ortocentricky
simplex (o m — 1 dimensich), ktery ma za prisedik vySek bod, ktery lezi
i v linedrnim prostoru, vytvofeném zbylymi (n — m + 2)-ma body (specidlnd
kazdychn 4 1 bodi této soustavy tvori ortocentricky simplex, ktery ma zbyly
bod za prisedik vysek);

b) &tverce vzdjemnych vzdilenosti t&chto bodd O,,...,0,,, a 0,,,=0
splituji vztahy (¢ + )

n+2

1 3 5
e"!:ﬂi"*“nj, z—=0, @,721,...,7&‘{—2.

k=17

D) Prisetik vydek, t&zisté a stfed opsané (n — 1)-koule le#f v p¥imce
(zobecnéné Eulerove pfimce, viz Enciclopedia [4], str. 186).

E) Existuje n.— 1 zobecnsnych Feuerbachovych (n — 1)-kouli*) K,...,
K.,_, (opsanou (n — 1)-kouli lze povaZovat za nultou K,), téchto vlastnosti:

1. K,, prochézi t&%i8ti a prisediky vyiek ve viech m-rozmdrnych st&nsch
daného simplexu;

2. K, patii témuz svazku (n — 1)-kouli vytvorenému opsanou (n — 1)-
kouli a poldrni (n — 1)-sférou, kter4 existuje pravé jen v ortocentrickém sim-
plexu;

21;) lgtzlepi'. E. Egervdry: On orthocentric simplexes, Acta Math. Szeged; IX (1940), str.

%) Budeme zde uZivat tohoto oznadeni: jsou-li viechna &isla n;kladng, ¢ = 1,...,n + 1,
budeme ortocentricky simplex nazyvat kladny; je-li pro n¥které k =, = 0, nazveme
ortocentricky simplex nulovy. Je-li kone¥n$ pro jedno k 7, < 0, nazveme ortocentricky

n+1 .
simplex zédporny (v tom pripadg je jesté = ;tl— < 0). Simplexykladné a zéporné nazveme
. i=17;
-souhrnné nenulové. Nulové ortocentrické simpfexy jsou pravoihlé ve smyslu nadf definice
(prvniho typu). -
4) Jejich rovnice v bar. soutadnicich jsou

n4+l n+l

nil
Kp=—2m+1) Zaa* +22 a0, T a; =0,
im1 i=1  i=1
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3. sttedy viech K, (a viech (n — 1)-kouli svazku 2) lezi v Eulerové
pfimce.

Tyto zndmé vysledky doplnime jesté ve vétach 36 a 37, v nichZ se zobeciiuji
znamé vlastnosti pfisluinych dtvara. v roving.

Nejprve nazveme rovnoosou n-hyperbolow v E, takovou racionalni normélni
kfivku n-tého stupné v E,, kterd mé n asymptotickych smérit po dvou na-
vzéjem kolmych. Dale dvé takové rovnoosé n-hyperboly budeme na okamzik
nazyvat nezdvislé, jestlize obd n-tice jejich asymptotickych sméri jsou nezd-
vislé, t. j. plati-li: v Zddném k-rozmérném (nevlastnim) linedrnim prostoru,
k=0,1,...,n — 2, urdeném k + 1 z asymptotickych sméri jedné urcité
z obou n-hyperbol (nezlezi na tom, které), nelezi vic nez £ asymptotickych
sm&ru druhé.5)

Véta 36. JestliZe existuji dvé mezdvislé rovnoosé m-hyperboly, prochdzejici
(n + 2)-ma réznygmi body v E,, pak soustava téchto n + 2 bodi v E, je ortocen -
trickd. Ka¥dd raciondlnt algebraickd kfivka n-tého stupné, prochdzejici (n + 2)-ma
body ortocentrické soustavy v E,, je rovnoosd n-hyperbola.

Dikaz. DokdZeme nejprve tuto pomocnou vétu:

Jsou-li v projektivnim (n — 1)-rozmérném prostoru P,_, dvé soustavy po n
linedrné mezdvisljch bodech mezdvislé (ve smyslu uvedeném pred chvili), existuje
nejvyde jedna reguldrni kvadrika v P,_,, kterd md obé tyto soustavy za poldrni.

Dikaz pomocné véty. Zvolme body jedné soustavy za vrcholy soustavy
prO]ektlvmch souradmc 0,, 0,, ..., 0,.V druhé soustavé necht jsou pak body

(yl’ 3/2: . ’yn); 1= 1 2
Predpoklade]me Ze exxstup dvé ruzné regularni kvadrlky, které maji obs
soustavy za polarni. Jejich rovnice jsou

kde a,, b; jsou nenulové ¢&isla, a pfitom hodnost matice

Z" je 2. Z podminky,
z

%e i druh4 soustava je polarni vzhledem k a i b, plyne, Ze existuji nenulové ¢isla
gy, Oy, ..., G, tak, Ze pror = 1, 2, ..., n je identicky

n
r r ’

Z ayx; = o, Z by, (8,5)

i=1 i=1
Gili .

T
(a; — o) y; =0 (8,5")
pros,r=1,...,n.
5) To je na pt. splnéno, Jesbhie jeden z a.sympbotlckych sméra jedné n-hyperboly ne-

le#i v ié.dném (n — 2)-rozm&rné n linedrnim prostoru, uréeném vidy n — 1 asymptotxc
kymi sméry druhé.
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Definujme ted mezi indexy 1, ..., tuto ekvivalenci: i ~ j, jestlize a;b; —
== a,'b‘ = O.

Kdyby v8echny indexy 1, ..., n byly v té%e t¥idé vzhledem k této ekviva-
lenci, pak by matice Z‘ méla hodnost mensi ne% 2, coz je spor.

Odtud plyne, Ze oznadime-li M, t¥idu indext, ekvivalentnich s indexem 1,
pak mnoZina M, zbylych indext je neprdzdna. Necht s je podet prvka M, tedy
1< s < n— 1, pak podet prvka M, jen — s.

Jelinyni Y, = (g;k) jeden z bodu Y, pak nenulové soutadnice g;,, maji indexy
bud vesmés z M,, nebo vesm&s z M,: kdyby totiz pro i ¢ M,, j ¢ M, platilo
g;,- + 0, 3;, #+ 0, pak by z (8,5") plynulo

a; = Grbi s A= O',b_.,- ’
t.j. 1~ j, coz je spor s definici M, a M,. A

Ozna¢me p, resp. p, poet bodi Y,, pro které nenulové souiadnice jsou z M,
resp. M,. Je p, + p, = n; z linedrni nezavislosti bod& Y, plyne, e p, < s,
Py < n — s. To v8ak znamend, %e p, = s, p, = n — s. Leii tedy v linedrnim
prostoru dimense s — 1, vytvofeném body O, pro ¢ e M,, s bodi ¥,, ve sporu
s nezavislosti obou soustav.

Nyni ptejdeme k diikazu vlastni véty. Pfedpokladejme, %e existuji dvé neza-
vislé rovnoosé n-hyperboly, prochézejici (n + 2)-ma body v E,. Vyberme
z nich libovolnych n 4 1 bodi Oy, 0,, ..., 0,,,; ty jsou nutné linedrné neza-
vislé (kdyby leZely v nadroving, pak by rovnooss n-hyperbola méla s touto nad-
rovinou alespoti #» + 1 bodi spoleénych a leZela by celd v této nadroving).
Necht zbyly bod mé v barycentrickych soufadnicich vzhledem k simplexu
s témito n + 1 vrcholy soufadnice ¥ = (y,, ys, ..., ¥n,1); ze stejnych divodi
jako dfive je y; + 0, ¢ =1,...,n + 1. Oznatme opdt e, Stverce vzdalenosti -
bodi 0,0,.

Snadno se zjisti, e ka%da redlnd racionilni normalni k¥ivka n-tého stupné,
prochézejici body O, ..., 0,,,, ¥, mé tvar

Y Y2 Yn+a ;

z, = = =_<tr1 6 8,6

1 t tl PR t t2 ’ s Ln ¢ tn+1 ’ ) ( )

kde ¢, 85, ..., t,,, jsou navzijem riznd redlns &isla. Maji tedy obé rovnoosé

n-hyperboly tento tvar (druhd s ¢isly#;, &, ..., £, ). Ponévadz jsou podle pred-
pokladu nezévislé, jsou ob& n-tice jejich asymptotickych smért nezévislé a
existuje podle pfedchozi pomocné véty v nevlastni nadroving jediné reguldrnf
kvadrika, k niZ jsou ob& n-tice polarni. Jedna takové kvadrika je imagindrni

n+1
prisecnice opsané (n — 1)-koule > e;xx; = 0 s nevlastni nadrovinou D2,=0.
i,i=1 )

®) Na obvykly parametrgjcky tvar se tyto rovnice prevedou vynésobenim pravych stran
soudinem (¢ —¢,) ... (£ — ty,q). )
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n+l

UkéZeme ted’ Ze i prise¢nice kvadriky a = Z a;xx; =0, a;; =0 proi=j,

17=

1 . . : ¥
ay =yl + g—pno t % 4, s nevlastni nadrovinou mé tu vlastnost. Je totiz
i i

prvni n-hyperbola tvaru (8,6); oznadme Z,, r =1, ..., n, jeji nevlastni body.

Jdsou to body Z, = (;1, ey ;,,H), kde 2,- = a Ty, ..., Tn jsou kofeny

T, — I
rovnice

Y: -
25 =" Lo

Plati v8ak pro r + s

n4l o n+l (] 1 Y:iY; —
Z BisPi2s = Z (i + -y—,) (T —t) (T — ;)

£,j=1 £,i=1
i#7
n+l i n+l
i0= 1(Tr_ti)(7—'tl (Tr_'t (Ts_t)
n+1 y n+1 1 n41 n+1 1

]

9 n+1l Y; n+1 Y; .
Ty — Tr[,z::1 T, — b N ,‘21 Ts—ti] =0
vzhledem k (8,7); ptitom 7, + 7,, protoze ptisluiné asymptotické sméry jsou

ortogonalni podle pfedpokladu. Jsou tedy body Z, a Z, sdruzené vzhledem ke
kvadrice a.

—.z_: t,—tzr‘,—t_}-z er,—t-—

Odtud plyne, %e kvadrika a je (n — 1)-koule, a protoZe prochézi vrcholy
. 0y, ..., 0,,,, je to opsand (n — 1)-koule. Je protopro g + 0as + j

ﬁ—@(1+;) | (8,8)

t.4
eﬁ:n,-—l—ﬂj Ppro i*j.

Simplex O, ..., 0,,, je tedy ortocentricky a bod ¥ = (ni) je jeho prisedikem

vy#ek. ProtoZe tento ortocentricky simplex neni nulovy, je dand soustava
n + 2 bodi ortocentricks.

Je-li obricend soustava n -+ 2 bodd ortocentrickd, pak volbou = + 1
z téchto bodi za vrcholy zékladniho simplexu O, ..., O, , dosiéhneme, %e plati
(8,8), kde ¥ = (y,) je zbyly bod. JiZ jsme zjistili, e pro kaZzdou reilnou racio-
nélnf normélni k¥ivku n-tého stupnd, prochdzejici body Oy, Oy, ..., 0pyy, ¥,
platf vzhledem k (8,6), Ze jeji nevlastni body jsou po dvou sdruzeny vzhledem
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n+1
ke kvadrice > e;zz; =0, t. j. vzhledem k opsané (n — 1)-kouli. To v8ak zna-
671
mena, %e kazda takova kfivka je rovnoosou n-hyperbolou.
Véta 37. Necht v nenulovém ortocentrickém simplexu v E, praseéik vijdek mne-
leZi v Zddné z nadrovin soumérnosti hran. Potom existuje (prdvé jedna) rovnoosd
n-hyperbola, kterd prochdzt vdems vrcholy, praseéikem vysek a t&istém.

Jeji asymptotické sméry splyvaji se sméry os Steinerovych elipsoidi (ty jsou
jednoznaéné stanoveny); je Apolloniovou kfivkow priseiku vydek vzhledem ke
Steinerovu opsanému elipsoidu?) a obsahuje paty vdech normdl spusténgjch s pri-
sebiku vydek simplexw na libovolnou kvadriku ze Steinerova systému kvadrik (viz
pozn. za vétou 24).

Diikaz. Necht v tomto simplexu je e;; = n; + @, © + j. To, Ze prisedik
vySek nelezi v Z4dné z nadrovin soumérnosti hran, znamené, ze

TT; =|= TT; prO 7: # j (8,9)

arovndz mw; £ 0,1 =1,...,n + 1, t.j. 0O = (—1—)

TT;

Raciondlni kiivka K n-tého stupné tvaru (+ = 1,...,n 4+ 1)

r — 1
i_t_ni

, (8,10)

skutetné mé (po transformaci parametru) tvar (8,6); je to tedy podle v&ty 36
rovnoosa n-hyperbola, ktera ziejmé prochézi t&zistém (pro ¢ - o0).

Dokézeme ted, Ze K je Apolloniovou kiivkou prisediku vysek vzhledem ke
kazdé kvadrice ze Steinerova systému. Odtud jiz budou zfejmé ostatni vlast-
nosti ve vété uvedens.

Piedné &isla
n4l n+1 1
§00=zniz;—(n_l)29
i=1 i=-17%

_ n—1 =711
Joi = - —

7 P T
P (8,11)
g . 1 "i 1 1
it 7 jglnj 7, )
_ 1 ’ .
Gis = — = (= * 9)

jsou, jak se snadno zjisti dosazenim do vztaht (2,15), imérnd (se spoleénym
nenulovym koeficientem) &islim g¢,;, piislusnym k e,; = ; + x; pro @ + j.

") Apolloniova kiivka bodu P k regulérni kvadrice je mnoZina bodd takovych, %e
pfimka x, prochézejici bodem X a kolmé k polérni nadrovind bodu X, obsahuje bod P.
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BudiZ pro pevmé m > — 1 -
n+1 n+1l

(m+1) > af —(fo)* =0 (8,12)
i=1 i=1

kvadrika ze Steinerova systému. Predpoklddejme, Ze n&jaky bod ¥ = (y,, ...,
Yn+;) M4 vlastnost bodu Apolloniovy kfivky prisediku vySek vzhledem k (8,12).

n+l n+l n+l
Potom (m + 1) > 2y, — > #; > y; = 0 je rovnice polarni nadroviny bodu ¥
' f=1 =1 ¢=1
n+1
dle (8,12); pro smér Z = (zy, ..., 2n4;) k ni kolmy je z; = > g,[(m + 1)y, —
i=1
n+l

— 2 Y], ¢ili po dosazeni z (8,11) a po tipravé je (aZ na nenulovy faktor)
k=1

&"*1_1_ . l"“&

z,= .
TT; = 175:' 7Ty .-=17ti

Podle predpokladu je z; = ay; + ,3 ) seteme-li tyto rovnice, dostaneme

n4+1 n4l

o 21 v+ p 'Zl —;— = 0; existuje tedy ¢islo p tak, Ze

n+11 n4+1l
=02 — f=—02 Y-
l=1ng
Celkem je
yjﬂ+ll——1n~1yt— nLll_ n+l
n:,z W s 0Y; .Z e zy“
1

t. j. a% na faktor y, — . Polosime-li jests ¢ = - (a pipoustime-l

1 — om;
i hodnotu ¢t = o), dostaneme skute&ns, ze bod ¥ lezi na K. Ze obracens$ kazdy
bod z K mé uvedenou vlastnost, zjisti se obrdcenim postupu nebo pfimo vy-
poétem.

Poznamka. Ktivka z véty 37 je zobecnénim t. zv. Kiepertovy hyperboly
trojuhelnika (viz Enciclopedia [4], str. 207).

Véta 38. Simplex je kladné ortocentricky tehdy a jen tehdy, existuje-li takovy
jeho vnitini bod P, Ze pro kaZdy samodruéngj bod S (pokud je riznij od P) reciproké
transformace®) vzhledem k simplexu, v nif si odpovidaji té%isté T a bod P, plati,
Ze pFimka P8 je kolmd k harmonické poldFe’®) bodu S vzhledem k simplexu. Bod
P je pak priseCikem vydek.

8) Pro Y % O; Ze O vyhovuje, je evidentni.

%) Reciproks transformace vzhledem k simplexu mé v barycentrickych soutadnicich

tvar z;” = -2‘—., kde ¢; jsou nenulové realns &isla.
i
1°) Harmonické poldra bodu ¥ = (y, ..., y,,ﬂ), ¥; ¥ 0pro¢ =1,...,n 4+ 1, vzhledem

k zékladnfmu simplexu je nadrovina o rovnici E y—’ =0.
i=1Y%
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Dikaz. Nejprve dokaZeme tuto pomocnou vétu:

Simplex v E,,, n > 1, je ortocentricky tehdy a jen tehdy, existuji-li &isla c,, ...,
Cn4y tak, Ze pro &isla g,; z (2,15) je hodnost matice

€15 9125 J13s -+ J1m41 l
M = 9215 Cq) 923>  ---GJant1
In+1,15 Insr,20 Int1,3 -+ Cnia ‘

rovna jedné. Priseltk vysek md pak barycentrické soufadnice dmérné libovolnému
nenulovému Fadkw této matice.

Dukaz. Je-li simplex ortocentricky, véta plati vzhledem ke vztahtim (8,11).
Je-li obracens pro ¢isla ¢; hodnost matice M rovna jedné, pak bod, jehoZ bary-
centrické souiadnice jsou tmé&rné libovolnému nenulovému fadku matice M,
je vlastni (jinak by ¢; = g,; amatice ||g;;|| by méla hodnost 1) a kolmice, spusténé
na (n — 1)-rozmérné stény simplexu, prochdzeji vidy prisluSnym protéjsim
vrcholem; tento bod je tedy praseéikem vySek a simplex je ortocentricky.

Budiz nyni dédn kladné ortocentricky simplex, e; = z; + @; pro i * j,
1
7; > 0. Potom pro pruseéik vysek je P = (;) , ptisludné reciproka transfor-

mace

Kazdy samodruzny bod této transformace je tvaru S = (V ) kde ¢; = 4+ 1.
n

Necht § #+ P; mame dokazat, Ze pfimka PS je kolma k nadroviné (ktera je pak
vlastni)

n+l

Z E,;.’ItiV;i == 0.
1=1

Podle (8,11) je tato podminka ekvivalentni s tim, Ze matice

ni+l 1
z 9::571/75: s ——n—; ’ 7?. =
. ("21 1 1 1#+1 ] 1 1
i1 8.‘1/7?;' e SJVTTJ , & 7_'6: Lo

mé hodnost 2. To viak z¥ejm¥ plati.

Necht obricend je P = (p,) bod, ktery mé pozadovanou vlastnost; miZeme
tedy pfedpoklidat, %e viechna p, > 0.
_ D

I. Necht P + T. Potom ka#dy samodruiny bod S transformace z; ,

xi
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= (& Vp,), g; = 4 1, je rizny od P. Podle pfedpokladu ma pro kazdou sou-

stavu €1y €95 +++y Epyq Cisel 1 a — 1 matice
n+1
- ; gU— ’ /Tu Y2
1 ezvp:r
hodnost dvé.
a) Budiz n > 2 a1, j, k navzdjem rizné indexy z 1, 2, ...,n + 1. Pak plati,
oznadime-li > * sditdni pres indexy I = 1,2, ...,n + 1, rizné od %, j a k:

* gu_ + Gii + 9ij + Gik

; 0. — 2 e"VE: P:
h al/p sl &lp el
x_Jit + 9 + 95 Tir oVor B
— — T ) y P | = 0. 8,13
zz SL.I/Pz E.'VP,- .9_,’.'l/pJ ekl/ JV ' j ( )

x Jr + Iri + Gri + e sV
== = — — Pr> P
ZL 8zVPz Gini eil/p! Erl Pr kV * i

Odtud vhodnymi zdménami &, — — ¢, a séitdnim resp. odéitanim piislusnych
vyrazl plyne, Ze pro vSechny trojice 4, 5, [, ¢ + j + I * 1, je

Fir, Ps
giv, Pj

Podle pomocné véty je dany simplex ortocentricky s prasesikem vysek P; je
tedy kladné ortocentricky.

=0.

b) Pron = 2 plyne z (8,13) (pro prézdny soudet >*) platnost rovnic
Ju _ Go2 + 923 — J1a

=1,
Y4 y 23 Ps
gls—g12 +g__22_gai=0, (8,14)
y 21 D2 Ps
Ju | 12 —Ya3 | Yss
—= 4+ 222 =0
Y4 S 2 + Ps

Snadno se piesvédéime vzhledem k (2,15d), Ze této soustavé pro %— vyhovuji

1

1 .. s
e Py = g—, pritom ¢&isla g,,, ¢13, 925 jsOu nutnd rtzni
12

od nuly (kdyby g,, = 0, pak z (2,15d) a (8,14) by gi3 = a3 = — g11 = — gas,
P; = P, & z posledni z rovnice (8,14) g;3 = 0, coZ je spor) a matice soustavy
(8,14) mé hodnost 2. To viak podle pomocné véty znamens, %e P je prusedik
vySek; trojihelnik 0,0,0; je tedy kladné ortocentricky.

II. ProP = T se obdobn)'?m postupem jako v a) zjisti, Ze 7' je pruseéik vysek
(simplex je rovnostranny) a véta 38 rovnéz plati.

disla p; = El— » P =

Z uvedené pomocné vty a rovnic (4,2) ihned plyne v&ta:
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Véta 39. Simplex v E,, s vnitinims whly ¢,; je ortocentricky tehdy a jen tehdy,

existuji-li redlnd &sla ¢y, cy, . .., Cnyq, 2 nichE nejvyde jedno je rovno nule, tak, Ze
COS Qg; = CL; Pro ¢ + 5.

Dokéazeme ted dve véty o jinych druzich simplexi:

Véta 40. Nutnd a postalujict podminka, aby v simplexu splyvaly dva z téchio
bodw: t85ists, stfed vepsané (n — 1)-koule a Lemoiniw bod, je, aby simplex byl
rovnosténny, t. j., aby (n — 1)-dimensiondlni obsahy vdech jeho (n — 1)-rozmér-
najch stén byly stejné. Potom splyjvaji vsechny t¥i z uvedengch bodi.

Dikaz. Dva z uvedenych boda (podle véty 30) splyvaji pravé tehdy, je-li
g11 = G323 = +++ = Jns1ns1- Podle (3,11) je &tverec (n — 1)-dimensiondlniho
obsahu stény protéjsi k O, roven

gtl
odtud snadno plyne véta vzhledem k (4,3).11)

Vé&ta #1. Nuind a postabujici podminka, aby v simplexu splyvalo téZisté se
stredem opsané (n — 1)-koule, je: soulet ctverci délek hram, jdoucich do jednoho
vrcholu, je pro vdechny vrcholy stejnyj.

Dikaz plyne ihned odtud, Ze &tverec vzdalenosti t8Zisté od vrcholu O, je
podle (2,9) roven

92(T9 01) =

1 n+1 1 n+l
s Pl eV I

Poznédmka. Lze ukdzat, Ze pro » = 3 jsou simplexy tohoto typu jediné
simplexy (&tyrstény), které maji jediny vlastni vyznaény bod.

Pro n > 3 rovné% existuji nerovnostranné simplexy, které maji jediny vy-
znatny bod. To vyplyva z této véty:

Véta 42. Pro kaZdé n > 2 existuje n-rozmérny simplex, kteryj neni rovnostranny
a ktery md jedinyg vyznaény bod.

Dukaz. Podle véty 4 existuje simplex X se étverci délek hran e; = 2 —

2n(t — 9 n4l
— Co8 %_12 pro ¢ £ j,¢,j=1,...,n +1, e; =0, nebot z e,xX; =
t,5=1
n+1 2 n4+l n+1 . . .
2m 2m) . 2m . 2m
= 2 2 — _ —_— : =
(2: ) Zx "Zzl(cos’n i n+1+sm +lsm +1)x,x,

n+1 2 n+1 n+1 2 n+1l 27":
(3] Er [ S (e <

pro 21 z; = 0, (z) + (0). Tento simplex nenf rovnostranny. ProtoZe linedrni

11) Plyne to ostatnd ze zndmyrch v&t z elementérni geometrie v E,,, %e t&%i§t& dli t&Znice
ve stejném pomé&ru, e n-dimensionélni obsah simplexu je a¥ na faktor l roven soudinu

(n — 1)-dimensionélniho obsahu stény a délky piislusné vysky a z véty, ia splynou-li dva
z uvedenych bodu, splynou viechny t¥i (z véty 30).
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transformace prostoru, kterd pfevadi vrcholy simplexu O, v 0,, 0, v O,, ...,

041 Vv Oy, zachovévé délky viech hran simplexu, je to isometrie a v grupé

automorfismi simplexu X lze kazdy vrchol O; prevést v kazdy jiny. M4 tedy

grupa automorfismi tohoto simplexu jediny systém transitivity. Podle véty 20
(z druhé ¥4sti) mé X jediny vyznadny bod (t8%i§ts), coZ jsme mali dokazat.

Nez ptejdeme k dalsim typiim simplexd, dokéeme tuto pomocnou vétu.

Vé&ta 43. Nuind a postalujici podminka, aby existoval v E,, n > 1, simplex,
jehof Ctverce délek hram e,; vyhovuji (kromé e,; = 0) pro i + j vetahiom (x, B, ¢t;
redind)

e; = ot + t?) + 2Bt;, (8,15)
je, aby jednak
‘ x+B>0, (8,16)
jednak, aby nastala jedna z téchto eventualit:

A) provdechna i =1,...,m + 1jet; + 0 a plati

n+l 1 2 n+1 1
ﬁ(Zl ?) + (x — np) Zlﬁ >0; ) (8,17)
B) prdvé pro jeden index k je t, = 0, a pFitom
x> (n—1)4. (8,18)

Dikaz. Podle obecné véty 4 je podminka existence simplexu ekvivalentni
8 tim, Ze pro kazdou nenulovou soustavu (redlnych) ¢isel z,, ..., #,,, takovou,
e >x; = 0,1%) plati e, z2; < 0. Aviak po snadném vypodtu
i i :

D6ty = 20 Ztix,. ‘Ex,. + 25(‘§tix,)2 — 2(x + B) ;tfw? ' (8,19)
4,7
staci tedy vySettit, kdy pro >z; = 0 je

f=BCta) — (x+ B) Jtia < 0. ' (8,20)

Kdyby ptedné o + g < 0, pak by pro kazdé nenulové spoleéné feSeni rovnic
Dx; =0, Ytax; = 0 bylo f > 0. Odtud plyne nutnost (8,16).
i i

Necht tedy plati (8,16), necht viechna ¢; + 0 a necht neplati (8,17). Potom
pro
| D
a0 dat 2%

12) Vzhledem k (8,16) je podle Schwarzovy nerovnosti tato podminka splndna auto-

n+1
maticky pro « > nf (anebo pro s =nfa X tl % 0).
- 4

13) Ve viech souttech v tomto dikazu se u indext 4, j s&itd od 1 don + 1.
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je
Z.’l}‘ == O,

aviak

ﬂ[ +D§%—(Z:{)T (a+ﬂ[(n+1)(?_1?. _
-3 58] = oo nza- (e |l -

+(a—nﬁ>§—t§]zo

nebof prvni zavorka je podle Schwarzovy nerovnosti nezapornd a druhd podle
predpokladu o (8,17) nekladnd. Ptisluiny simplex tedy v tomto pfipadé ne-
existuje.

Necht opét plati (8,16) a necht pro alespoti jedno k je t, = 0. Je-liprol + k
také ¢, = 0, je e;; = 0 a simplex neexistuje. Necht tedy vsechna. ostatni ¢; jsou
nenulova; pfedpokladejme, Ze neplati (8,18). Potom pro

S T TS

iizk b
a pritom ptislusné
f=p—(x+p)n=nln—1)f—a] 20.
Tim jsme ukézali, Ze uvedend podminka ve v&t& je nutna.

Predpokladejme ted, Ze plati podle A) nerovnosti (8,16) a (8,17). Necht
Z3, ..., Tnyy je néjakd nenulova soustava, pro kterou in = 0. DokéZeme, Ze

f < 0. RozliSujme tyto piipady:

1. B < 0; podle (8,16) a (8,20) je zFejmé f < 0;

2. > 0, x > nf; potom f = B(Sta,)? — (x + B) ztfxf < Bt —
— 4+ 1). 38 < 0, ’ ' ’

3. >0, x =nf; pak f= ﬂ[(Ztiay:,.)2 (n +1) thz“‘] < 0; piitom vSak

nemuZe nastat rovnost: pak by totiz pro A + 0 bylo z, = ti Z
vede ke sporu s (8,17); ‘

.““| —

coZ

4. f > 0, x < nf; je opét Zti + 0 vzhledem k (8,17). Plati tedy postupnd
6]

197



f= ﬁ(‘ztiwd)z — (« + B) ;t?a’f = ,,% {(nﬂ - oc)(;tix‘-)z —

~(x 4 Dln + )3 et — (St =
_ nﬂ‘_a {_oc-{—ﬂ(z 1)2 ) [se )z o
- (-l st = 3] +
m+ysyt PTG [+ v

i Y

(n + 1)(2 -] Y
1 1\?
- = (?j = t_) E (tx; — tixj)z} <0
it&f ' ! t‘zé’i

podle Schwarzovy nerovnosti.
Zbyvé dokazat, %e je-li splngno B), t. j. £, = 0,¢, + O prol + k, a (8,18), ze
Pro (z;) * (0), >2; = 0 je f < 0. Rozli¥ujme dva pipady:
1. B < 0; pak podle (8,16) a (8,20) je zfejm& f < 0;
2. B> 0; potom
=8 Z ta) — (x + ﬂ)z tix; <

i;k i#k
<Pt —n3tai]1< 0.
i;k i;k

Tim je véta 43 Gplnd dokizina.

Uvedme ted n&kolik v&t o urditych typech simplexii; o dimensi E, v nich
predpokladejme, ze n > 1.

V&ta 44. Nuind a postatujici podminka, aby v simplexu o vrcholech Oy, O,, ..
041 v B, existoval viastni bod P + O, pro i =1, 2, ...,n + 1, takovy, % uhly
(neorientovanych) pFimek PO;, PO; pro i + j jsou si vesmés navzdjem rovny,'3)
je, aby platilo (8,15) prox = nfat, + 0.

%) Bod P je pak zfejms zobecndnym Torricelliho bodem trojuhelnika (viz Enciclo-
pedia [4], str. 193).
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Dikaz. Necht pfednd v simplexu O, ..., 0,,, existuje bod P uvedenych
vlastnosti. Toznamen4, %e existuje v &, rovnostranny simplex O,, 0,, ..., 0,
ohrang délky ¢ > 0 s tézi§tém P tak, Ze vrcholy daného simplexu O, leZi na p¥im-
kéch PO,. Jsou-li (v barycentrickych soufadnicich vzhledem k simplexu
0,y ..,0,,1)0;body ) O; = (1), 24 = 1 —t; + (n + 1) t;04, t; + 0 vzhledem
k P # O,, pak ¢tverce vzdalenosti bodu O;, O; jsou'®) pro s + j

2 2 2> 2 2. 42
e — ¢ | — k#1 + k#l _ Kkl —
) 2(24)  Ze2A 2(24)
. k k 4 k
= W»c—l—-_lﬁ [—(n 4124 (n + 1)(1— )2 +2(n + ) t(1—£) +(n + 128 +

+2n + 12— 2(n + 1)1 — )(1 — &) — 2(n + 1) £(1 — 1) —
—2(n + 1)1 —t) — (0 + 1) + (0 + 1)(1 — &) + 2(n + 1) ;.
c2
¢ 22 = (2 482 n
Ut (DR = gt [l - 8) + 28],
t. j. skute¢né tvaru (8,15) pro « = nf, t, + 0.

Jestlize obracend v simplexu plati (8,15) pro « = nf a t; = 0, pak se vy-
podtem z (2,9) a (8,19) pro & = nf zjisti, Ze pro vlastni bod P = (tl) v bary-
centrickych soufadnicich®) jep? (0,, P) = «t;. Z kosinové véty pro trojihelnik
0;, 0;, P,1 < j, ihned plyne, Ze kosinus thlu p¥imek PO;, PO, je roven % , a tedy
stejny pro v8echny dvojice %, §, ¢ + 7.

Véta 45. Nutnd a postatujict podminka, aby dotykové body P,, P,, ..., Py,
(n — 1)-koule, vepsané'’) simplexw s wrcholy O,,0,, ...,0,,,, v pFislusnych

" sténdch w; mély vlastnost, Ze pFimky P,0; prochdzeji tymZ bodem Q, je, aby platilo
(8,15) proa = (m — 1) B at; + 0.

Dikaz. Necht piedn® v simplexu existuje bod @ uvedené vlastnosti. Pro-
toze dotykové body vepsané (n — 1)-koule lezi vidy v jediné (n — 1)-rozmérné
sténé, nelezi bod @ = (¢;) v Zaddné sténg, ¢; + 0 pro ¢ = 1,...,n + 1. Dile
existuje jedina (regularni) kvadrika, dotykajici se stén w; v pram&tech P; bodu
@ z 0;, o rovnici

z;\? x; 2__ .
35 - (33 =0 » o2

PondvadzZ je to pravé vepsand (n — 1)-koule podle pfedpokladu, mé (8,21)
také rovnici (podle (5,1))

4) Vhodnou volbou ¢; toho lze vidy doséhnout.

185) 'V téchto vzorcich se sditd pro k&, od 1 don + 1.

16) Bod P je vlastni podle poznamky 12) na str. 24.

17) V 8ir8im slova smyslu, ptesndji vepsané nebo ptipsané.

18) To je projektivng ekvivalentni véta s vétou 24 pro n — 1. Bod Q je zobecndnym Ger-
gonneovym bodem (viz Enciclopedia [4], str. 190).
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aoze“x‘x, = 2232‘206,-3?,' = 0 5 0‘0 4: O 3
1,7 1 i

srovnénim vyplyvd o, = — 7"2%’21; pro ¢ * j
i

.
-

1 1 2
— 2x06;;, = (n — 1) | + = ,
o = { )(q? q%) * g

t. j. plati (8,15) prox = (n — 1) a ¢, = L] :

i

s 1. :
Obracend se snadno zjisti, Ze pro x = (n — 1) fat, = o je (8,21) rovnice

vepsané (n — 1)-koule a Ze bod @ = (tl) ma uvedenou vlastnost.

Véta 46. Nutnd a postabujict podminka, aby v simplexu v E, existovala
(n — 1)-koule, dotykajici se vdech jeho (i prodloufengjch) hram, je, aby platilo
(8,15) prooc = fat; + 0.

Potom existuje bod R, ktery leZi ve vdech nadrovindch, spojujicich dotykovy bod
v nékteré hrané s (n — 2)-dimensiondini sténou, protéjsi k této hrané?)

Dikaz. Necht pfednd existuje (n — 1)-koule, jak o ni mluvi véta. Jeji
rovnice budiz podle véty 5

(xoze”xixj E 22:6,-20(,-3:,- =0 y Xy + 0.
€, i i

Ponévadi se pro ¢ + j podle piedpokladu dotyka hrany 0,0;, je diskriminant

rovnice

_ — o @l + (orgls; — s — ;) TE; — T = 0

roven nule,
(oglis — o0y — ;)2 = doxyox;

Odtud plyne, Ze viechna nenulova «, jsou téhoZ znameni; necht o; > 0. Pak

xoei; = o + o5 + el = (Jo; + &), (8,22)
g5=¢6; = F 1.
Ukézeme, Ze plati pros + j + k + 4
EiEakir = 1. (8,23)

Kdyby totiz ¢;;646o = — 1, pak by prox; = Oprol * 4,4, k,z; +; + 2, = 0
platilo pi'ednénillx, = 0, jednak po tipravé

;';ewxpxq = €;TX; + ey + ety = — xx; — o;x; —

’ — &y + 28:‘51/0‘_:1/5‘_53’:'3’1 = 2311cvg‘—il/&;xixk -+

+ 2511:1/;11/;1:9’1‘”1: = = (efkvo‘—ixi + sikl/o‘—lxi + Eﬁvo‘_kxk)z >

- 19) Tento bod R je tedy jinjm zobecndnim Gergonneova bodu trojihelnika.
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cof nabyva pro néktera nenulové z;, z;, z;, x; + 2; + x;, = 0, hodnoty nula ve
sporu s vétou 4.

Oznaéme nyni ¢, = ]/071 a definujme pro ¢ > 1 ¢, = el,-VoTi. Potom plati
podle (8,22) .
xgey; = (£, + ¢,)* pro s > 1;
jsou-lid,j> 1,47 + 7, pak

xgli; = (&1dbi + €55818,)2 = (¢ + ¢,)?
podle (8,23). Plati tedy
ey =t + t; + 2t ¢;,
t. j. skutednd (8,15) pro « = f. Kdyby nékteré ¢, = 0, pak podle vity 43 by
platilo (8,18), tedy « > (n — 1) «, co% je sporsn > 1. -
Snadno se zjisti, Ze potom bod R = (tl) mj vlastnost uvedenou ve véts.
Obracens, plati-li (8,15) prox = B at, + 0, je, jak plyne z (8,19),
250a? — (St = 0

rovnice (n — 1)-koule, kters se dotyka hran v primétech bodu R = (tl) Z pro-
t8j81 (n — 2)-rozmérné stény. Tim je véta 46 dokizana.

Vé&ta 47. Nutnd a postalujici podminka, aby pro simplex v E,, mélo in*—1)n
(n — 1)-sfér Ki; = K5, @ +j + k + i, které budeme nazgvat Apolloniovymsi
(n — 1)-sférami simplexu®), spoleény viastni bod,?) je, aby pro & = 0 platilo
(8,15) a t; + 0.

Dikaz. Necht pfedng se viechny K, protinaji ve (vlastnim) bod$ D — (AR
Ze vztahu v pozndmcee®) plyne, Ze K% m4 rovnici

n+1

el z €pq%pTq — 226;;,37,,2270] -
p,q=1 P 4
n+1
- ea‘k[ Z €pelplq — 226;,32,,2270] =0. (8:23)
D=1 D a v
Oznadime-li ¢; &isla
n+1
t; = Z emdvdq - zzefﬁdﬂzda ’
P,a=1 ? [

nejsou vSechna rovna nule, nebot pak by D =0,,D = 0,,...,D = 0,., (je
t
AD,0) = — 1%,
(D, 0) a‘)z)

202,

’°)_Kf, _ie (n — 1)-sféra, kters obsahuje pravé ty body X e E,, pro které X0, : m =
= 0,0, : 0,0;.

1) Takovy bod je zobecndnim isodynamického centra trojihelnika (viz Enciclo-
pedia [4], str. 194).
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Budiz tedy ¢, + 0 anechf! + k; proindex4,¢ # | & k + 4, ktery vzhledem
k n > 1 existuje, plati podle (8,23), které bod D vyhovuje, e;t, = e;t;, takze
it; & Oprol # k.Z (8,23) pak plyne, Ze éisla te% jsou pro ¢ % k vesmés navzi-

ik
jem stejna, Ze tedy
e” == Qtitj g (8,24)
plati tudiZ skuteéns (8,15) a ¢; + 0.
Jestlize obracené jsou splnény vztahy (8,24), pak se snadno zjisti, Ze bod

_{c 1 S - . 1 1\*
D = (?'- + t_‘i‘)’ kde ¢ je kofenem rovnice n(n + 1) ¢ + 2cnzg + (Z E) —

1 V] b et ; ' 1 1\# :
_ZE = 0 (jeji diskriminant je n| (n + 1)2??- —_ Zt_, > 0 a tedy c exis-

tuje), vyhovuje vSem rovnicim (8,23) a mé tedy vlastnost vyslovenou ve vété.

Nez uvedeme dalsi vétu, poddme dvé definice. Nazveme pravidelnou (n + 1)-
hvézdou mnoZinu 7» 4 1 navzijem rdznych orientovanych piimek v E,,
prochézejicich jednim bodem (stfedem hvézdy) a svirajicich navzijem tyz
thel.22) Déle nazveme newiplnou n-hvézdou mnozinu n navzijem raznych orien-
tovanych piimek v E,, prochizejicich jednim bodem, neleZicich v nadroving
a svirajicich navzajem tyZ thel.

Vé&ta 48. Nuind a postatujici podminka, aby k danému simplexu v E,, existo-
vala v B, ,, obsahujicim E,, neiplnd (n + 1)-hvézda tak, Ze vrcholy tohoto sim-
plexu jsou praseCiky pFimek této (n + 1)-hvézdy s E,, je, aby platilo (8,15) pro
a>nf at; +0.

Dtkaz. Predpoklddejme nejprve, Ze existuje v E,,; netplnd (n + 1)-
hvézda uvedenych vlastnosti. Potom existuje simplex v E,., s vrcholy Oj,
0;, ..., 0, ., tak, %e p¥Himky (n + 1)-hvézdy jsou piimky O, ,,0; proi < n + 2
a %e pro n&jakd &sla «, f plati (proi,j <mn 42, i =+ j)

92(0;’ O:s+2) = ’ 92(0:" 0;) = 2(& ++ ﬂ) . (8’25)
ProtoZe vrcholy O; daného simplexu jsou rizné od O, ,, a lezi na ptimkach
0,0, (tak lze body O; odislovat), existuji ¢isla ¢,, i = 1,...,n + 1, tak, Ze
v barycentrickych soufadnicich vzhledem k simplexu 0, ..., 0. ., je

0, =(1,0,...,0,¢,— 1),
0, =(0,1,...,0,¢,— 1),

0pni1=(0,0,...,1, Pnt1 — 1) ;

2%) Je to na pf. mnoZina orientovanych pfimek T'0;, kde O, jsou vrcholy a T t&%i§t8
rovnostranného simplexu v E,. JestliZe obracend zvolime na ptimkéch pravidelné (n 4 1)-
hvézdy se stiedem T' body O; ve stejné (orientované) vzdalenosti od 7', dostaneme rovno-
stranny simplex Oy, ..., Oy, 8 t&Zi§tém 7. Ze vzorcu (3,2) pro thel orientovanych piimek

- 1

se zjisti, Ze tihel ¢ dvou z téchto pfimek je u¥ jednoznadng urden a ¥e cos ¢ = — ==
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Cisla @, jsou nenulovi, nebot 0, jsou vlastni body E,, a tedy i E,,,. Pro étverce
vzdalenosti bodt Oy, O; pro ¢ + 7, t. j. pro e,;, plati podle (2,9) vzhledem k

n+l n+1 2 n+1
P ] (P R EE

t=1

_%p—1) |, 2E+B) B — 1) +ap— 1) (g —1) _

€;j = :
’ 203 Pip; 2%
(1 1 28
=al|l— + =] + .
(fp':-‘ * <P?) P:i9;

- ~ 1 .
Je tedy vztah (8,15) splnén pro o = «a, = f, ¢, = o + 0. Ze je a > np,
i

plyne z existence simplexu O;, ..., 0, ,,;: pro 2, = 1,1 =1,...,n + 1, By ==
n+2

= — (n + 1) je > , = 0, takie podle (2,9)
p=1

n+2

2, €, = 2(x + B)l(n + 1) — (n + 1)] — 2&(n + 1)* =
=2(n + 1)nf — %) <O0.

Necht obracené plati (8,15) pro « > nf a ¢, + 0. Podle véty 43 existuje
v E,,, simplex 0,, 0, ..., 0,,, tak, %e plati (8,15) proi,j =1,2,...,n + 2,
polozime-li ¢, ,, = 0 (je totiZ splnéna nerovnost (8,18) i nerovnost (8,16), kters
je splnéna vzhledem k existenci simplexu O, ..., 0, ,). Podle kosinové véty je
kosinus thlu g¢;; orientovanych pfimek 0,.,0; a 0, ,0; prot %74,%,5=1,...,
n + 1 (pfitom orientace je provedena souhlasné se smérem O,.,, O; nebo

opatnd podle toho, je-li ¢ > 0 nebo ¢, < 0), roven cosg,; = — g (je
(n + 1) & > n(x + ) > 0, t. j. « > 0), nezévisi tedy na dvojici 7, j a existuje
neuplnéd (n 4 1)-hvézda poZadované vlastnosti.

Poznédmka. Snadno se zjisti, Ze osa netiplné hvézdy??) protind E, v bod¥

B = (?1_) v barycentrickych soufadnicich vzhledem k O,, ..., O, ,. Nadrovina

bodem O, ,, k této ose kolm4, protina E, v nadroviné (v E,) o rovnici

n+1

Sta,=0. (8,26)
i=1

Nazveme nyni pravidelnou (n + 2)-soustavou v E, mnozinu n -+ 2 vlastnich
bodi v K, takovych, e v E,,,, obsahujicim %,,, existuje pravidelnd (n + 2)-
hvézda se stfedem mimo E, tak, %e body (n + 2)-soustavy jsou pruseéiky
piimek této hvézdy s E,.

%) Je to orientovani piimka spoleénym présesikem, svirajici se vSem i pfimkami
hvézdy tyZ uhel. Osa existuje pravs jedna (mtZe byt rtzné orientovéna).
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V&ta 49. Nutnd a postadujici podminka, aby soustava n + 2 bodw O, O,, ...,

0,41 v E, byla pravidelnd, je, aby existovala nenulovd &isla ty, ¢, ..., t,,, tak, Ze
n+l 1
. ) = 0 - (8,27)
r=0""7
a e
*(0,, 0,) = (n + 1)(t7 + 83) + 2t,4, . (8,28)

Dukaz. Necht pfedné soustava n + 2 vlastnich bodid O,, ..., 0,., v E, je
pravidelnd. Pak v néjakém E, . ,, obsahujicim £, existuje bod O, ., (nikoliv
v E,) tak, Ze (podle pozn.??) na str. 202) pro thly y,; orientovanych (v (n + 2)-
hvézdg) ptimek O,,. ,0,, 0, ,0, je cos y,, = — 7-2—_1(_—1 . Oznaéime-li orientované
vzdalenosti bodit 0,,,0, &sly ¢,[/n + 1, plati podle kosinové véty skutecéné
(8,28).

n+l

Kdyby > tl + 0, pak by podle poznamky 1%) na str. 196 existoval v £,

r=0""7

simplex O, ..., 0,., ve sporu (vzhledem k jednoznagnosti atvaru O,, ..., 0,41
aZ na isometrii) s tim, Ze body O,, ..., 0,,, jsou linedrné zavislé a maji stejné
vzdélenosti. Odtud plyne (8,27).

Nechf .obracené pro n + 2 bodi v E, plati (8,27) a (8,28). Podle véty 48
existuje v E,,,, obsahujicim E,, simplex O, O,;...,0,,, tak, 7e vhodns

. Lze

- 2 v’ ’ L4 y ’ ]'
orientované primky O, ,,0; sviraji navzajem thel ¢, cos ¢ = — 1
tedy osu této netiplné (n + 1)-hvézdy orientovat tak, Ze pfipojenim této osy
vznikne v E, ., pravidelnd (n + 2)‘hvézda. Véta bude dokdzana, ukizeme-li,

%e prisedik OF osy s E,, ktery mé podle poznamky na str. 203 barycentrické sou-
fadnice (vzhledem k O,, ..., 0,,,) O% = ( 11 1 )  eplévit s O,, Snadno

bty
se viak zjisti, Ze ¢tverce vzdilenosti bodu OF od O, jsou vzhledem k (8,27)
rovny

(o DE + ) + ibara s
takZe jsou stejné jako pro bod O,. Podle pomocné véty ve vété 2 tedy body O,
a Oy splyvaji.
Vzhledem k poznamece %) na str. 196 odtud ihned plyne véta:

-Véta 50. Nutnd a postabujict podminka, aby vrcholy simplexu O, ..., 0, .,
v B, bylo moZno doplnit dal¥im bodem O, v pravidelnou (n + 2)-soustavu, je, aby

pro simplex platilo (8,15) proa = (n + 1) Bat, % 0, ztl + 0. Bod 0, md pak
3

barycentrické soufadnice O, = (tl) -
) i
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Pro tplnost vyslovime zfejmou vétu, vyplyvajici z vét o ortocéntriok)’rch
simplexech:

V&ta 51. Nuind a postadujici podminka, aby simplex O, ..., O, v E, byl
kladné ortocentricky, je, aby platilo (8,16) prof = 0a t, + 0.

Véta 44 az 51 ukazuji, e fadu typd simplexii lze zahrnout do irsi tidy
simplexi tvaru (8,15) s £; + 0. Z jednotlivych v&t je patrno, %e v nich hraje roli
bod (tl) (tak i ve vété 51 je bod (tl) totoZny s nékterym z bodd S ve v&ts 38).
Viechny uvedené typy zachytime touto definici, v ni% predpokladéme n > 1.

Bod H simplexu (vlastni nebo nevlastni) se nazyvé hlavnim bodem simplexu
(a ptisludny simplex simplexem s hlavnim bodem), jestlize je bud H + T (T je
t€2ist& simplexu) a plati

a) H neleZi na zddné (n — 1)-rozmérné sténd simplexu;

b),kvadratickd polira @ bodu H vzhledem k simplexu je rotadni kolem osy
HS, kde S je stfed @ (je S + H a ptimka HS je vlastni®t)), ancbo H = T a
simplex je rovnostranny.25)

Véta 52. Necht > je simplex s hlavnim bodem H + T. Ve svazku kvadrik wrée-
ném kvadratickou poldrou Q bodu H vzhledem k > a dvojndsobnou linedrni poldrou
bodu H dle 3 existuje pravé jedna (n — 1)-sféra.28)

Dikaz. Ze v uvedeném svazku kvadrik existuje nejvyse jedna (n — 1)-
sféra, plyne odtud, Ze podle pozndmky na piedchozi strané je linearni polara
bodu H vlastni nadrovina, a tedy jeji étverec nemize pattit do svazku (n — 1)-
sfér. Ze existuje alespoi jedna (n — 1)-sféra, vzhledem k n > 1 vyplyvd
takto: kaZdd kvadrika uvedeného svazku kvadrik je rotacni kolem osy
HS, kde S je stted kvadratické polary, nebot i linedrni polira bodu H
mé tuto vlastnost. ProtoZe viak v roving plati, ze k regularni kuZelosedce a
vlastni pfimce, kolmé k ose této kuZelosetky, existuje alespoti jedna 1-sféra
(redlnd, bodova nebo forméIng redlnd kruznice) ve svazku urdéeném touto kuge-
losetkou a dvojnasobnou p¥imkou, plati i nage véta.

Definice. Je-li X simplex s hlavnim bodem H + T, pak (n — 1)-sféru z véty

52 budeme nazyvat hlavnt (n — 1)-sférou, poléarni nadrovinu bodu H vzhledem
k simplexu (¢ili vzhledem k této hlavni (n — 1)-sféte) hlavni nadrovinou sim-

\2
*#) Kdyby S = H, pak by pro H = (h;) v barycentrickych soutadnicich Q = ( z ;:—') —
. iy
3 _

—Z35 0 byla poléra bodu H dle Q o rovnici)lgi = 0 nevlastni nadrovina a H = T.
% i . N
Je-li bod H nevlastn, pak stted kvadriky Q je bod S = (h;?) a je tedy vlastni.

*) Vyludujeme tedy ptipad, kdy H = 7, kvadratické poléra je rotadni, ale simplex
neni rovnostranny.

26) V 8irSim slova smyslu, t. j. redlna, bodové nebo formdlnsd realns.
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plexu, osu rotace kvadratické poliry bodu H hlavni osou. Déle nazveme hlavni
bod hlavnim bodem typu p, plati-li, Ze dvojpomér

. (P’ Qy LZ, K) = — U, (8,29)

kde L je linearni polara bodu H dle simplexu, @ kvadratické polara, P polarni
kvadrika dle simplexu??) ve svazku uréeném @ a L? a K hlavni (n — 1)-sféra.
Je-li pro simplex s hlavnim bodem H = T (t. j. simplex je rovnostranny), pak
typem ux oznadime libovolné éislo 4 + — 1.28) Dale hlavni (»n — 1)-sféru K
k bodu H a typu u definujeme vztahem (8,29).
. Poznamka. Slovo ,,hlavni* v definicich mé ten smysl, Ze Gtvar patii k pii-
sluinému hlavnimu bodu. Nebudeme se zde zabyvat otdzkou, zda simplex mtze
mit ndkolik hlavnich bod# (to se ostatnd méze stat). Je-li v8ak dan hlavni bod,
potom vSechny ostatni hlavni dtvary i typ uZ jsou jednoznaéné stanoveny
(kromé& ptipadu H = T).

Véta 53. Nerovnostranny simplex v E, md hlavni bod typu u tehdy a jen tehdy,
existuji-li redlnd &isla ty, ..., ¢, 1, %, 8 (t; # 0 prot =1,...,n 4+ 1) tak, %e pro
Ctverce délek hran simplexu plati (1 + 7)

ey = (] + 83) 4 2Bt4,, (8,15")

kde
=% » 8.30
r=3 ) | (8.30)

Dikaz. Necht pfedné v simplexu existuje hlavni bod H = (k;) (v bary-
centrickych soufadnicich) typu x. Potom v (8,29) je (k; + 0)

_ N < _ z,\* x3_
L=25=0 P=2p=0, Q=(.Zh—.-)“,-h?‘°’
tedy =P + Q.
Kvadrika K = aP — @ = 0 m4 dvojpomér

(P,Q,I*, K)= — 2| (8,31)

‘Col| R

takZe podle (8,29) pro % = u plati, Ze

I A NEUVR
K= +ﬁ)2,ﬁ—ﬂ(zﬁ) =0
i 1Y i 1Y
je rovnici regulérni (n — 1)-sféry. Podle véty 14 a pozndmky II za vétou 15 m4d
tedy K tvar

—————————— b ’ -
) Je-li opst H = (b)), pak P = £ (:_‘) —o.
[ i
) Pfipoustime i 4 = 0.

) Této rovnici v Sirfim smyslu vyhovuji § = 0, 4 = .
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xolexx) — 2D wx; Do, = 0 &ili  (xy % 0)
i

— 2 1 - 2 x3 B Z; ;
(exx) = 0‘—0 2“.‘3’{ in -+ Z (x + ﬂ),z»l_z,f - ;0" (Zh—.) "4
Odtud (e; = 0) 2x; = — — , tak¥e

%’
x (1 1 28 1
o= i ) — 2

Pologtmedl] B, = &, — & =g, — £ _ B, pak skute&nd plati (8,15’)i (8,30).
t; 2x, 2x, :

Necht obracené plati (8,15’). Potom .
(exz) = 20582, 5 7, 4 2Bt — 2o + p)SEE,
takze podle véty 14 je
K= (x + p) Jtia; — Bt = 0 (8,32)

rovnice (n — 1)-sféry. To znamend, Ze kazdd kvadrika svazku oK + tL% = 0,
kde L =2t x, = 0, je bud (n — 1)-sféra, je-li L nevlastni nadrovina, anebo
rotacni s osou rotace r prochazejici stiedem (n — 1)-sféry K a kolmou k L, je-li
L vlastni nadrovina. V prvnim pfipad® je simplex rovnostranny s hlavnim

bodem T, ktery je kazdého typu u + — 1. V druhém piipadé je bod H =(tl)

bud sttedem K pro & = nf (a pak oviem H leZi na r), nebo pro « + nf polara
bodu H dle K je L, coz opét znamend, ze H lezi na r. Je tedy bod H hlavnim
bodem simplexu, a to typu x podle (8,30) a (8,31) pro h; = tl ’
Z této véty ihned plyne véta:
Vé&ta 54. Viastnost simplexu mit hlavni bod typu u je dédiénd, ¢. §., md-li simplex
v B,, n > 2, hlavni bod typu u, pak ka*dd jeho m-rozmérnd sténa, 1 < m < n,
md hlavnt bod typu p (dokonce takovy hlavni bod, ktery vznikne promitnutim
hlavniho bodu simplexu do této st&ny z protéjsiho vreholového prostoru).

V&ta 55. Necht m je pfirozené &islo, m < n — 1. Pro kaZdy simplex s hlavnim
bodem typu m existuje (n — 1)-koule, dotykajici se viech m-rozmérnyjch stén sim-
plexw. PFitom linedrni prostory, spojujict dotykovy bod v takové sténé®) s protéjsim
vrcholovym prostorem, prochdzej jednim bodem. Tato vlastnost je charakteristickd
pro simplexy s hlavnim bodem typu m, m =1, ..., n — 1.

Dukaz. Necht H = (}) je hlavni bod typu m. Z véty 53 plyne, Ze (8,32) pro
o« = mf je rovnice (n — 1)-sféry

%) Tento bod je pro m > 1 hlavnim bodem (typu m) v té stén¥ a je tedy Torricelliho
bodem tétoe stény (viz té% pozn. 13)).
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(m + I)Ztm = (Zh’%‘)ﬂ =0. (8,32')

Ostatni plyne Gplng analogicky jako v dikazu f'éty 24.

V&ta 56. Nech? > je simplex v E,, n > 2, s hlavnim bodem H typu p s osou
rotace r. Pak existuje kladné ortocentricky simplex > o, jehof dilataci®') ve sméru

08y ¢ vznikne simplex > . _
Dukaz. Oznatme P, ¢ = 1, 2, ..., n + 1, paty kolmic spusténych s vrchola
O, simplexu > na r. Je-li koeficient dilatace & > 0, pak dilataci dostaneme ze >
opdt simplex Y * s vreholy Of, ..., Oy, pro jeho# &tverce délek hran e}; plati
‘podle Pythagorovy véty
e; = ey — 0Py, P;) + k2P, P))
¢ili
e:; = €4 + (k2 - 1) Qz(Pi’ P:) . (8:33)
Jestlize hlavni bod H splyvé s téZistém simplexu 7', je simplex rovnostranny
a takovy simplex >, existuje pro k = 1. Necht tedy déle H + 7. Potom bod

M= (l) je rizny od H a je stfedem kvadriky P z (8,29). Lezi tedy M rovnéz
na ose 7. Bod P, najdeme jako priseéik piimky HM s nadrovinou th —

— & Zx,- = 0, ktera prochéazi bodem O, kolmo k HM. Je-li P, = p,) plati

P on4+1l 1gl 1l Lol
=t i3gla3e-23%)
takze
1 1\? 1 1)?
Z;"i-'—'(”"‘l)zﬁ—(zi‘)=Z(T_T)=V>O
T i Y3 i Vi 1,J z 3

vzhledem k H + T. Ctverec vzdalenosti Py, P, je tedy podle (2,9) roven

k l k ! W
Py, Py) = ——Ee.;(zz; — zz;l: ZI;C; —212; =—2—Vz(tk_tl)2’
m m m m

kde
11
W=Zeiizizjs i='t_z_a’_
4,3 i Y

1

e-v-l,,_,

-.nl =

%

Je-li e;; ddno vztahem (8,15), pak po snadném vypoétu

(e22) = — 2V [ﬁ(z ti)z + =3 zlz] ,

3) Dilataci ve sm&ru r s koeficientem k& > 0 rozumime transformaci v E,,, kters zacho-
vavé viechny body néjaké nadroviny », kolmé k r, zatim co ostatnim vlastnim bodum X,
X non € », piifazuje body X' tak, Ze X’ leZi jednak na ptimce bodem X, rovnobézné s r, jed-
nak v Jtrémée poloprostoru dle » Jako X, aviak vzdélenost bodu X’ od » je k-néasobek vzdale-
nosti X od ».
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takze celkem

0Py, Py) = c(ty — &.)*, (8,34)
kde
2
pE4) +e—m3g
c= 1" : 1 . (8,35)
w+ 03z —(37)
Je tedy
ef = [ + c(k* — V)]t + 85) + 2[8 — c(k* — )] tt;, (8,36)
t. i
ey = o*(t; + ) ++ 2B*t¢; . (8,15%)

Protoze ¢ > 0 podle (8,17)ac> — f8 (neboﬁ z (8,35) c + B = f__yt_ﬂz;zf> 0) s

lze najit & > 0 tak, aby f* = 0. Tim je v&ta 56 dokézana. Zaroveii je dokdzana
véta:

Véta 57. Dilataci simplexu s hlavnim bodem riznym od téZi8té ve smérw hlavni
osy se dostane opét simplex s hlavnim bodem, ktery mi stejné barycentrické sou-
Fadnice jako hlavni bod piwodniho simplexw, ale pFipadné jiny typ. Kaidy sim-
plex s hlavnim bodem lze utvofit dilatact z kladné ortocentrického simplexu ve
sméru jeho hlavni osy, prochdzejict praselikem vijSek a nékterym z bodu S z véty 24.

Z véty 56 a 57 plynou dva disledky:

V&ta 58. Je-li > simplex s hlavnim bodem, riznym od téZisté, pak vechny
vysky simplexu protinaji hlavni osu.

Dikaz. Vznikne-li totiz > dilataci z kladn& ortocentrického simplexu Soeve
sméru hlavni osy, pak vysky ortocentrického simplexu prochédzeji bodem na
hlavni ose (nebot hlavni osa je &poleénd viem takto vzniklym simplextm).
Dilataci viak kaZdé vyska zistane v roving, uréené hlavni osou a piisluSnym
vrcholem, takZe viechny vysky protinaji hlavni osu.

Véta 59. Stred opsané (n — 1)-koule simplexw s hlavnim bodem H + T leZi
v (kaZdé) roviné, kterd obsahuje hlavnt osu simplexu a téZisté simplexu.

Dikaz. PongvadZ opsanid (n — 1)-koule simplexu s hlavnim bodem patii
siti (ptipadné degenerované), kters obsahuje kvadriky P, @ a kvadriku, kterd
odpovidd (n — 1)-kouli opsané ortocentrickému simplexu >,, jehoZ dilataci
dany simplex vznikne, lezi stied této (n — 1)-koule v roving (pfip. piimce)
stted v8ech kvadrik uvedené sité. Tato rovina obsahuje osu rotace, kde lezi
stted @ a P, a také t8%ist$ simplexu: st¥ed (n — 1)-koule opsané >, lei totiZ
na spojnici praseciku vysek Zo a t8Zisté Zo: pti dilataci viak t&Zisté zistane na
piimce rovnobézné s hlavni osou. Tim je véta dokézana.

Podédme ted tuto definici, kterou se zobectiuje pojem thlu (orientovanych)
(n — 1)-kouli:
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Necht K, K, jsou orientované regularni (n — 1)-sféry®?) o &tvercich polo-
méril e, e, (v Sirdim slova smyslu, t. j. piipoustime i e, zaporna), které jsou
téhoz druhu, t. j. e,e, > 0. Nazveme charakteristikou té dvojice &islo

] KK, Ky) =22 "4 —
281821/3192
kde e, je ttverec vzdalenosti obou stredi, &; = £ 1 je znaménko orientace K;
& ¢ = sign e, = sign ¢, je 41 pro K, reslné, —1 pro K, formalng reslné.

Pomocné v&ta. Ve sférickych barycentrickych soufadnicich z odst. 5 je (p¥i
oznaceni jako v tomto odst.) pro K, = («,, ay, ..., Oni1)s g = (Boy B1s 13 Bnsa)
a znaménka orientact &, = e, sign g, &5 = &, sign fo (%ofo + 0), g9 = + 1

€, (8,36)

K, K,) = L_ﬂﬁ_), 8,37)
- o ) = P (
kde 1 = sign (gxx) = sign (gpp).

Diukaz. Pomoci vzorei (5,4) a (2,15) se zjisti, Ze (xof, + 0)

_ 1 T(gxx) (9xB) | (g9BB)

o= =g [ -2 SR+ ) &3

a=—gd a= — i T tedy ()B9)> 0, 1= — esignd a
K, K,) — — "(gxP) sign x, sign B,
S [

takZe pro ¢, = ¢, sign o, &, = ¢, sign B, (coZ pro g, = 4 1 zachycuje ob& moz-
nosti spole¢né orientace) plati (8,37).

Poznémka. Maji-li K,, K, spoleény bod, pak jejich charakteristika je kosi-
nus thlu obou (orientovanych) (n — 1)-kouli.

V&ta 60. Necht K,, K, jsou orientované reguldrni (n — 1)-sféry téhoZ druhu
v B, a necht K je reguldrni (n — 1)-sféra. Oznadime-li KT resp. Ky orientované
(n — 1)-sféry, veniklé inversi®®) K, resp. K, vehledem ke K , pak jestlize Ky ¢ K¥
jsou opét reguldrni (n — 1)-sféry, jsow obé tého¥ drubu a charakteristiky obou
dvojic K, K, a K}, Ky jsou si rovny:

2Ky, Ky) = y(KY, K7) . (8,39)
Diikaz. Bez dikazu uvedeme, %e jeli Ky = (g, &gy evy Opyy), K = (wo,
1 -0 Opya), Pak K* = (a7, 0, .., 00,1), kde of = (— 1)"*{(gow)«, —
— 2(9aw) w,]. Z tohoto faktu plyne ihned, Ze (9x*a*) = (gww)2(gan), (ga*p*) =
= (goww)*(gxp) atd., takZe zfejms§ obs (n — 1)-sféry KY, K3 jsou téhoz druhu
((gxx)(gBB) > 0) a podle (8,37) plati (8,39). _
%) To jsou, struénd feteno, (1 — 1)-sféry opattfené znaménkem -+ nebo —.

#3) Inverse vzhledem k regulérnf (n — 1)-sféfe o &tverci poloméru e (v §ir§im smyslu)
a sttedu S je pifbuznost, kterd bodu X + S pfifazuje bod X" tak, %e X i X’ le¥i v pfimce
bodem S a orientované vzdalenosti SX, SX’ vyhovuji vztahu GX . SX’ =e.
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Zavedeme jesté tento pojem:

Soustava m -~ 1 orientovanych reguldrnich (n — 1)-sfér K, Ky, ..., Kyyy
v E, vesmds tého¥ druhu senazyvé pravidelnd (n + 1)-soustava (n — 1)-sfér,
jestlize charakteristiky

x(KiiK:i) =c* —1

proi £75,4,j=1,....,n + L Cislo u = %se nazyvé typem té soustavy (pfi-
poustime i typ oo).

Plati ted véta:

Véta 61. Jsou-li stfedy (n — 1)-sfér pravidelné (n + 1)-soustavy typu u v E,
linedrné nezdvislé, pak simplex s témito vrcholy je simplex s hlavnim bodem typu u.
Obrdcens ke katdému simplexw s hlavnim bodem typu p, p + 0, existuje pravidelnd
(n + 1)-soustava (n — 1)-sfér typu u se stiedy ve vrcholech simplexu.

Dikaz. Predpoklade]me predné, Ze je ddna prav1delna, (n + 1)-soustava
(n — 1)-sfér K; = (oco, ocl, os ;c,,ﬂ) i=1,...,n+ 1, takZe oco * 0, n(gococ) >0
pro pevné n = £ 1,

1K, K)=—, (8,40)

a pritom stfedy O, (n — 1)-sfér K, jsou linedrnd nezavislé. Podle (8,38) tedy
s pouzitim (8,37) plati

P M[(gm) L o Verbgsd) | (gf;f‘;‘)]z

2 1t ] 2
& NG oXo *o

= (2 + £2) + 2pt4;
pro

1 1 Vn gzxoc)

a=—m—, p=- 24y’ b s
0

Je tedy u = %, t; + 0, a podle vty 52 je simplex O, ..., 0, simplex s hlav-
nim bodem typu u; pfitom x + 0.

Jestlize obricend jsou body O0,,0,, ..., O, vrcholy mmplexu s hlavnim
bodem typu u + 0, pak plati (8,15) a ¢; + 0. Oznadme e; = of; a definujme
orientované (n — 1)-sféry K, vidy stfedem O;, ¢tvercem poloméru (v 8ir8im

smyslu) e; a znamenim &; = sign ¢;. Potom cha.raktenstlka dvojice K;, K; je
podle (8,36) (je « + 0)

2ﬁt t,e ﬂ _ ﬂ _
HE KD = g e e T

nebot K, je redlné pro« > 0, imagindrni prox < 0.Je tedy Ky, ..., K,., pravi-
delné (n + 1)-soustava (n — 1)-sfér typu x, vyhovujici vété.
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Jak snadno plyne z véty 60, dostaneme z pravidelné (n 4 1)-soustavy
(n — 1)-sfér typu u inversi dle regularni (n — 1)-sféry (za predpokladu, Ze
Z4dnd transformovand (n — 1)-sféra nebude planarni) opét pravidelnou
(n +- 1)-sousfavu typu x. Ponévad jedna takové pravidelns soustava typu u
se dostane, zvolime-li za sttedy (n — 1)-sfér vrcholy rovnostranného simplexu
a jejich poloméry stejné (vhodn¥ volené), méme tim mognost pomoci véty 61
studovat rizné simplexy s hlavnim bodem jednoho typu u, obdobng jako véta
57 davé moznost studovat simplexy raznych typh, aviak s hlavnimi body
o stejnych barycentrickych soutadnicich.

Pozndmka. Jako doplngk k v&ts 61 lze bez obtizi ukézat, Ze vrcholy sim-
plexu s hlavnim bodem typu 0 vzniknou inversi z vrcholii rovnostranného
simplexu.

Vé&ta.62. Necht 3 je simplex v E,, s hlavnim bodem H typu p % n a necht stfed
havni (n — 1)-sféry K nelei na 4idné sténé simplexw. Pak poldrni nadroviny
vrcholi simplexu . vzhledem ke K tvofs (n — 1)-rozmérné stény simplexu >*,
ktery md ty% hlawvnt bod H typu

(tedy u* + n) a touZ hlavni (n — 1)-sféru K.

Pozndmka. Protoze stejnym postupem dostaneme ze > * opét >, nazveme
takové simplexy sdruZené.

Dikaz véty 62. Je pro H — (tl) 5l = %

K = (x + ) St} — pSta) = 0,
stfed K je bod S = (s,), . 1
sk=(a—nﬂ)%+52%, (8,41)
nebot jeho polara dle K je >z, = 0.
Polérni nadrovina bodu O, je
o= (x + B) tyx, — B Dtx; = 0.

ProtoZe u + n, je K reguldrni a w, line4rng nezavislé. Podle predpokladu nelezi
S na #4dné sténé >, takze pély téchto stén jsou vesmés vlastni body a tvoii tedy
vrcholy simplexu 3 *. Vyjidfime barycentrické souradnice 2 v >* pomoct
barycentrickych soufadnic v >. Je pro g; + 0

Qkx:_ = (x + B) hxr — B thxs s
a ptitom >} = A >,. Odtud vzhledem k (8,41) g5, — ¢ + 0,
A Ty = sl(x + B) bty — B ?:tixi) » (8,42)
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Bod H mé v novych soufadnicich tvar H = (s;); jeho kvadratickd poléra dle

2*je
=) _ (E’f.)z _
(23 -3 -
V ptvodnich soufadnicich je jeji rovnice podle (8,42) tvaru
MZba) + o 2w =0,
k

je to tedy rotadni kvadrika a H je hlavni bod > *. Je-li jeho typ u*, a* = u*p*,
pak

s *\2 %
(o +ﬂ*>2(‘”—k) —p* (Zx—) =0
E \Sk % Sk
je (n — 1)-sféra. To vSak nastane, jak se snadno zjisti dosazenim z (8,42), pro
a*:(n—l)ﬁ—(x, ﬂ*=ﬂr
kdy dostdvdme pravé K. Je tedy u* =n — u — 1, t. j. plati (8,40) a véta je
dokazéna (u + — 1, takZe u* + n).

Z této véty plynou disledky pro simplexy rtznych druhti z vét 45—51, které
jiz nebudeme formulovat. Zavérem dokazeme tuto vétu:

Véta 63. Je-li hlavnt bod H simplexu O, ..., 0,., v E, viastni, pak ma tuto
vlastnost: Oznaéme Q,,1 = 1, ..., n + 1, prasediky (vlastni nebo nevlastni) linedr-
ni poldry L bodu H dle simplexu s pFimkami HO,. Potom existuje na kolmici
2z H k L vlastni bod R (neexistuje-li kolmice, pak R = H), z néhoZ se body Q; pro-
mitaji pravidelnow (n + 1)-hvézdou (jsou-li tedy vdechny Q; vlastni, tvoFi Q;
pravidelnow (n + 1)-soustavu v L).

Dikaz. Je-li H=T, véta plati pro R = H. Je-li H + T, pak nejprve
ukiZeme, Ze v soustavé simplext, které vzniknou dilataci daného simplexu '
ve sméru osy, existuje simplex typu »: znamend to dokazat, Ze v (8,36) existuje
k tak, Ze o« + c(k* — 1) = n(f + c(k* — 1)), kde ¢ je definovano v (8,35) a

H = (tl) . Uvedené rovnice viak skuteén& plati pro
o34
1\ 1
(v +D|B\2 o) +(x—nh) 25

(prava strana je vzhledem k (8,16), (8,17) a Zti #+ 0 skutednd kladnd).
i

ke =

Poznéamka. Lze bez obtiZi ukizat, %e uvedens vlastnost je charakteristicka
pro vlastni hlavni bod.

Simplexy s hlavnim bodem maji fadu dalich vlastnosti, a to jednak pro-
specialisované u resp. ¢;, jednak v ramci vlastnosti soustav » + 2 bodt v £,
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z nichZ kazdych n + 1 tvofi simplex s hlavnim bodem (tyto soustavy existuji
pro kazdé u, — 1 < u < »). Studium tdchto soustav viak presahuje rdmec
geometrie simplexu.

9. Zav&r. Pato préce byla pojata trochu ife, aby byl ziskdn material, o ktery
se miZe zajemce o studium geometrie simplext opiit. Z neteSenych problémi
zde stoji za zminku zobecnéni Brocardovych dtvart pro simplex. Rovnés kvali-
tativni strdnka geometrie simplexu (t. j. studium nejen rovnosti, ale i nerov-
nosti) zasluhuje pozornosti.
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Pezome
FEOMETPUA CUMIIJIEKCA B E,, I11

MUPOCJIAB ®UIJIEP (Miroslav Fiedler), ITpara.
(Mocrynnio B pegakuuio 21/IV 1955 r.)

B aToii Tperneit, 3aBepmaromeil gacti paGoTH, mepBag 4acTh KOTOpO# Opliia
omybiuKoBaHa B HacroAmeM Kypraue 79 (1954), 270—297, a BTOpast 4acTh
TaK;Ke B HacToAeM KkypHaie 80 (1955), 462—476, aBrop ncciegyer cnenmass-
HBIe BHB CHMIIJIEKCOB. '

ITpesne Bcero paccmMaTpEBaeTcA NPAMOYTOIBHEI N-CHMILIEKC oIpefeseH-
HOro THOA, (7 — 1)-MepHBIE IPAHM KOTOPOrO MOKHO 3aHYMEPOBATH HOMEePAMH
1,2,...,n + 1 TaK, 9TO Kak pa3 BHYTPEHHHE YTJHI @12 (MEIKIY TpamaMA
11 2), @y, Paa, - -+, Pansy ABIAIOTCA OCTPHIMH, BCE e OCTAIBHHIE BHYTPEHHU®
YTl MKy 3TMMM TDAHAMHA — NpPAMELe. ’

B reopeme 32 moxasuiBaetcs, 9T0 Heo6LoOUMbLM U DOCTRATNOUHBIM ycaosuem 048
mM020, 4MOGHL N-CUMNAEKC OblA NPAMOY20NbHBLM CUMNAEKCOM IMO20 MUNA, K6ATLM-
€A Cyuecmeosanie OmAUNKLEL Opye om pyea wuced ¢y, cs, ..., C, +1 Maxuz, wmo
keadpamu Oaun pebep e;; ydoeaemeoOPAIOM COOMHOUECHUAM

es=lc;—c] G+56,j=1,2...,n+1).
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OtTciofia HeImOCPeJCTBEHHO cJiefyeT (Teopema 33), uTO Kaxcdas m-MepHAR
epans (1 < m < n — 1) agasemcs 6 6010 0ueped NPAMOY2ONbHLLM CUMNIEKCOM
amoz0 muna. B "yacTHOCTH KasK[gaA AByMepHaA rpaHp OymaeT mpAMOYTOJbLHBIM
tpeyrompunkoM. CropaBeiuBo, ofHako, u ofpaTHoe ypBepfenue (teopema
34): m-cumnaerc, kaxcdas 06yMepHAR 2PAHb KOMOPOZO ABAKEMCA NPAMOY204b-
HulM MPeYeoNbHUKOM, npedcmasasem co6oli nPaMOYeoLbHbLIL CUMNAEKC PACCMaAm-
pusaemozo muna.

B TeopeMe 35 MOKAa3EIBAaIOTCA ellle IBa cBOMCTBA IPAMOYT'OJIBHOI'O -CHMIIJIEKCA
9TOr0 THUIA:

1. I[enmp onucawnozo (n — 1)-wapa aexcum ¢ yewmpe eJUHCMEEHHO20 Ca-
M020 daunkozo pebpa,

2. ¢ E,, colepucawem smom mn-CUMNIEKC, CYujecmsyem npIMoYysoibHblil
napaaescnuned, cpedu 6epuLUH KOMOPO2O 6CIMPEUANMCH 6CC 6EPULUHbL N-CUM~
naekca.

B pampreiimmx Teopemax 36—39 mccieAyIOTCH HEKOTOpHe CBOWCTBA OPTO-
LEHTPHYECKAX CHMIUIEKCOB M OPTONEHTPHYECKHX cHcTeM 7 + 2 Touek B K,
(t. e. m + 1 BepmMH OPTOIEHTPHYECKOIO N-CHMIUIEKCA M TOYKH IlepecevyeHus
€ro BBICOT).

[Ipesxae Bcero s CKATOCTH H3JI0KEHAS BBOAUTCSH IOHATHE PASHOCMOPOHHel
n-zunep6osl, KaK PANMOHANLHOI anrefpamdeckoil KpuBoi n-it cremenn B E,,
uMeouleil 7 B3aMMHO TNEPIeHJMKYJIAPHBX ACHMIOTOTHYECKHX HanpaBJIeHHH.
IBe Takue n-runep6oisl B £, Ha3bIBAIOTCA IJIA KP&a TKOCTH HE3ABUCUMBLMU, €CIIH
ofe cHCTeMBl MX 7 ACHMITOTHYECKHAX HAUPABJICHHH He3a6UCUMbl B CIIEAYIOLIeM
CMBICIe: HU B OJHOM k-MepHOM (HecoOCTBEHHOM) JHMHEHHOM NPOCTPAHCTBE
(0L k< n— 1), onpefenennom k 4 1 acuMOTOTHYECKAME HANPaBIeHAAMH
OfHOI n-THnep6OoIB, He JIeKHT 60NbIIe YeM Kk acMMNTOTHYeCKAX HAaNpaBJeHHH
JPYTOMH.

Ecau menepy (teopema 36) cucmema n + 2 mouer ¢ E, obaadaem men c6oii-
cmeom, umo cywecmeyiom 06e He3a8UCUMbE DABHOCTMOPOHHUE MN-2unepboawt,
npoxodawue o0be uepe3 6ce MOYKU CUCMEMbl, MO IMA CUCTNEMA SBAIEMCR OPMO-
yenmpuueckoil. Bcakas payuomaivhas anzebpaudeckas Kpueas m-i CMeneHu,
npoxodswas uepes n + 2 mouku opmoyenmpuveckoii cucmemst 6 E,, s8asemcs
PAasHOCMOPOHHel n-2unep 60401.

JlokasaTeasCTBO TeOpeMBl OCHOBHLIBAETCA HA BCIOMOTaTeJbHOUM Teopeme,
yTBepKAAOWeH, 4TO0 Oas O6yxr Hesasucumux (B YKABAHHOM BHINIE CMEICIIE)
cucmem, COCOAWUL U3 N AUHEUHO He3ABUCUMBLE MOYeK KaxcOas, 8 npOeKMUusHOM.
(n — 1)-meprom npocmpancmee cywecmsyem He 6oaee 00KOT peeyaspHol unep-
K6aAOPUKU, NO OMHOUEHUIO K KOMOPOil 0be cucmembl A6ALIOMCSL ABTMONOAAPHIMU.

Hainee (teopema 37), 048 0pmoyeHmpunecko20 n-CUMNAEKCA, MOYKA nepeceve-
HUS 6bICOM. KOMOPO20 He JAexncum HU 6 00HOU U3 2unepnaockocmell cummempuu
pebep, cywecmsyem mourno 00HA PAGHOCMOPOHHAS M-2unepboaa, NpoxrodWaAL
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4epes 6epeuHbl U Yepe3 Yewmp maxcecmu. Ima pasHocMOPOHHISL n-eunepboaa,
ABnALWAsAcA 0606mennem na3pecTHoR runep6onsr Kunepra ans rpeyronsanka,
umeem AcUMNMOMuUYeCKue HANDABACHUR, MONCIECMEEHHbE C HANDPASACHUAMU
oceli 2unepaaiuncoudos Ilmeinepa (9TH OCH . OUpESENAIOTCH OJHOBHAYHO)
U codepycum OCHOBAHUA 6CET HOPMAAEI, ONYWEHHHIT U3 MOUKU NePeCcedenusn
6bICOM CUMNAEKCA HA NPOU3BOALHYID DPe2YAAPHYI0 UNEPKeAdpPUKY U3 wmeline-
Po6CKOlL cucmemyl eunepkéadpuk (9TO CBA3KA THIEPKBAAPHK, CONepKaIIas
onmcaHHHi runepaanunconp Illteiimepa m ABOitHYI0 HecoGCTBEHHYIO THIep-
IIOCKOCTE).

' B caenyomeit Teopeme 38 copMyampoBaHO OXHO XapaKTepHOEe CBOMCTBO
OPTONEHTPHIECKAX CHMIJIEKCOB, MIJIA KOTODHX TOYKA IIEPECeYeHHS BHICOT
AIBNIAETCSA BHYTPEHHEH TOYKOH (T. HA3. NOLONUMEALHO OPMOYEHMPUUECKUT
cumnaercos). Cumniekc A64%emMCA NONOHCUMEALHO OPMOYEHMPUNECKUM M020a
U moavko mozda, ecaul cywjecmeyem maxas eHympewnan ezo mouka P, wmo das
Kancdol camoconpancennot mouku S (nockoavky owa omauuna om P) mozo
63aUMHO-06pamHo20 npeobpasosanus no omHoweruio k cumnaercy (T. e. Ipe-

C:
o0pasoBaHnsa, HMMeOIEr0 B GapHIEHTPHYECKHX KOOPAWHATAX BHJ T; — —-

Ty
RIA [eUCTBHTENBHHX ¢; = 0), npu komopom yewmp maxcecmu u mouxa P
coomsemcmeytom Opye Opyey, cnpasedauso ymeepucdenue, wmo npamas PS
nepneHOUKYAAPHA K 2P MOHUYECKOT NOAAPE MOUKU S 0MHOCUMEAbHO CUMNIEKCA.

P 6ydem moz0a moukoii nepecevenus evicom cumn.aerca.

Hpyroit rapaxmepnoii 0COGEHHOCTHI0 OPTONEHTPUYECKUX 7-CHMIIICKCOB
(reopema 39) ABiAeTCA TO, YTO 04R GHYMPEHHUL Y208 ¢y (n — 1)-MepHbir
epanell cywecmeyom Oelicmeumenbrble YUCLA C; MAK, YMO

CoS @ =cic; Oan © =£7.

B Teopeme 40 mokasaHo, 9T0 ZapakmepHyiM CEOUCMEOM M. HA3. PAGHOZPAHHUL
N-CUMNAEECO8, Y KOMOpur 00bembl 6cex (n — 1)-meprulx epameil odunakosw,
Aeasemcsa mo, wmo cognadarom Oée (a TOrma W BCe TPH) U3 caedylowur mpex
Mouex: yeHmp maxcecmu, yewmp enucannozo (n — 1)-wapa u mouka Jlemyara.
Has mozo, wmobu 6 m-cumnierce yeHmp maxcecmu cognadas ¢ yewmpom onu-
cannozo (n — 1)-wapa, Heobxodumo u docmamouro, umobu cymma K6adpamos
Oaun pebep, 6LT0OAYUL U3 00HOU GepuLUHbL, 6bLIa DA% 6CeX BePULUH 00HA U ma
ace (Teopema 41).

B reopeme 42 moxazaHo, 4To0 042 4106020 N > 2 cywpecmeyom HePaASHOCMOPOH-
HUe M-CUMNAEKCH C 00HOU .eOuHCmEeHHOU 3amevamenbHol moukoil (LeHTPOM
THKECTH).

B manpmeiimmx TeopeMax mcciiefyeTcs APYroi Kiacc CHMIIEKCOB, 8 HMEHHO
TeX, MJIA KOTOPHX CYIIeCTBYIOT AeMCTBHTEJbHEE YHCIA o, [ U HEHYJIEeBHe
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AeMCTBUTEIIbHEIE 9ACIHA £y, ..., Iy, TAK, YTO KBAJPATH AJIHH peGep e,; N-CHM-
IIJIEKCA MOKHO BEIPDA3HTh B BHJIe

e = a(t; + ) + 26, %], *)

B aToT Kilacc CHMIUIEKCOB MOKHO IpPH CIENHAILIOM BHOOpE OTHONIEHHSA
o« : f BRIIOYMTH DPAJ THIOB CHMIJIOKCOB, MMEIOIIMX ONPEEeeHHOe IIPOCTOe
CBOWCTBO, IOJIydalolieecs MyTeM 0Go6menna KaKoro-mb0 cBofCTBA TPeyroib-
HHUKA.

Urak (Teopema 44) das mozo, umobu 048 m-cumnaerca c sepwunamu O, ...,

.» Ony cywyecmeosasa mouka P 4= O, mak, umo sce yeavt Mexncdy (Heopuew-
muposannumu) npamomu PO;, PO; das ¢ =+ j pasnet mexncdy coboii (maxum
obpasom P asasemca o0606wennoti moukoii Toppuueanu 6 mpeyzoavHUuKe), He-
06xodumo u docmamouro, wmobs. cumnierc Goa muna (*) daa o = np.

Has mozo, umoby. (teopema 45) mouku kacawus Py, ..., P,., (n — 1)-wapa,
6nucanHo20 (8 6oee WUPOKOM CMbiCAE C106a) 8 M-cUMNAEKC ¢ eepuunamu Oy, . ..,

vy On sy (P azcam ¢ epanu, npomusosencaweii 0,), 06aadasu mem céoiicmsom,
umo npamvie O;P; npoxodam uepes 00ny umy me mouky Q, neo6xodumo u docma-
MOUHO, ¥mober n-cumnaerc 6ein muna (*) das x = (n — 1) f. Toura Q seasemcs
makum obpaszom 060‘6u;emwﬁ moukoii MHepeonna 6 mpeyeoavrure.

B reopeme 46, manee, moxasaHo, 4To Heo6xodumoe u docmamouroe ycaosue 0aa
moeo, umobe 0as m-cumnaekca cywecmeosan (n — 1)-wap, kacawowuiics ecex
€20 (ecyl HYMKHO, IPOJIOJIKEHHEIX) pebep, umeem 6ud: n-cuMnAeke NPUHAdIeHcUm
muny (*) das o« = B. Toeda cywecmeyem mouka R (npyroe o6obiente xeproxu-
HOBOH TOYKH TPEYTONBHAKA), KOMOPAR JAeHUM 60 6CEX 2UNEPNAOCKOCMAT,
coedunsiouur mourku kacanus (n — 1)-wapa & karom-aubo pebpe c (n — 2)-
MEPHOU epanbio, npomusosexcaweii smomy pe6py.

B yrasammeni iace MOMHO BKIIOUHTH M U300UHAMUNECKUE CUMNACKCH, TS
KOTOPHIX CyNIECTBYIOT ABA (MM OJWH) M30JWHAMHYECKAX NEHTPA, B KOTOPHIX
nepecexalorces Bee (n — 1)-mapst K5, k 4 ¢ 4§ =+ k, comepmamue Toukm X,
TUIS KOTOPBIX

X0; : X0; = 0,0, : 0,0,
rpe Oy ..y Opiqg — BeDIIMHE CHMILJIEKCA.

H3s00unamuneckue cumnaercs (teopema 47) — smo me cumnierce, muna (*);
das Komopwx x = 0.

K cnmnnexcam tuma (*) mommo ormect: emre ApyrHe THOH CIeNHAaJIbHEIX
CHMIVIEKCOB, HAID. , MOJIO}KUTEILHO OPTOIEHTPUYECKHe CHMIUIeKCH AuA f = 0
H T. I

B reopeme 53 nana reomerpmyeckas XapaKTepHCTHKA 7-CHMITIGKCOB yKasaH-
Horo rtuna. Ilpempme Bcero BBOmMTCA MOHATHE 2.a6HOl MOYKU M-CHMITIEKca:
amo (HOCKOIBKY TaKas ToYKa cymecTByer) mouka H, Komopas ne aexcum Hu
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6 00HOUi 2PAHU CuMNIEKCA U UAU He Cosnadaem c YeHmpom maxcecmu, u mozoa
€20 K6adpamuunas NOAAPa OMHOCUMENLHO CUMNAEKCA 6ASEMCR K6aOpukoll epa-
werus ¢ ocvlo, npoxodsweii wepes H, uau cosnadaem c yewmpom maxcecmu,
u mozda cumnsekc paswocmoporHul. B mepBoM ciydae cOOTBETCTBeHHAA OCh
BpAIEHHA HA3EKIBAGTCH 2.4A6HOI 0CbI0 M-CAMIJIEKca, a (eIMHCTBeHHEH) (n — 1)-
map, BXOAAIMIA B CBA3KY, ONpefeJIeHHYI0 KBaJpaTHIHOM NOIApOi Toukn H ot-
HOCHTeJIbHO CHMIIJIEKCA W JBOWHOM JMHEeHHON monApod Toukn A OTHOCHTENIBHO
CHMIIeKca, HasnBaeTcA 24aswblm (n — 1)-wapom. Ecim eme BBecTH 4YmCIO 4
(mun rnaBHOH TOYKH) IPH HOMOIIM OIpe/ieJIeHHOrO [IBOMHOrO OTHOMEHHH
B YKa3aHHOH CBA3Ke KBaJpUK, TO MOKHO yTBePKAATh, YTO m-cuMNiekc 6ydem
euda (*) moeda u moavko moeda, ecau aMo N-CUMNAEKC C 2AA6HOU MouKol (muna
= alp). ~

U3 Bupaxkenus (*) ciepayer, 4To 6ce 2paHu N-CUMNAEKCA C 2AAEHOU MOYKOL
Muna u 6AAI0MCS 8 C60l0 0¥epedd CUMNAEKCAMU C 2AABHOL MOYKOl muna u (Teo-
pema 54).

Ecau dan n-cumnaerc ¢ eaasHol moukoi muna p, ede p — yeaoe, 0 < u <
< n — 1, mo (teopema 55) cywecmeyem (n — 1)-wap (rnasubi (n — 1)-map),
Kacaiowulics 6cexr u-MEPHHIL 2paHell N-CUMNAEKCA, NPUYeM 6ce AUHeliHble npo-
cmpancmea, kKaxncdoe U3 KOMOPHL COeOUHAemM MOYKY KACAHUA 8 MaKol 2paHu
¢ npomusgoaencaujeis. (n — u — 1)-meproii epanvio, npoxodam uepe3 00wy u my
ace mouky (TAIABHYIO TOUKY). Imo ceoiicmeo XapakmepHo 048 M-CUMNAEKCOS
¢ 2aasnoli moukoii muna p, p =1, ..., n — 1.

B panpuefimux TeopeMax HMOKAa3aHO, 9TO 6CAKUL N-CUMNAEKC C 2AA8HOU MOY-
Kol 603HUKaem U3 HeKOMOP020 NOLONCUMEALHO ODMOYEHMPULECKO20 T -CUMNACKECE
nymem pacmamcenus 6 onpedeseHHom Hanpasienuu (teopema 56). Orciopa
JIerKo ciiepyer (teopeMa 58), 9TO M-CUMNAEKC ¢ 2AABHOIL mouKoli obaadaem mem
(He XapaKTepHHEIM) C60LCM60M, Ym0 6ce 6blCOMbl nepecekaiom O00HY nNpAMYIO
(rmaBHYIO OCB).

Jpyroe cBONCTBO 7-CHMIIEKCA ¢ IJIABHOH TOYKOM, ABJIAIOIINECHA Tapakmep-
HblM, COCTOUT B TOM, 4YTO 044 cumnaerca cywecmeyem cucmema n + 1 opuenmu-
posannuixr (n — l)-wapos (npukem yenwmp kKaxnc0020 U3 HUX sexcum € 00HOU
uz eepwun), nepecekalowuzci nod odnum u mem xe (0606ujeHHBIM) YeaoM
(reopema 61). C srum cBAsaH BTOpOH cmoco6 00pa3oBaHHA N-CHMIIEKCOB
¢ ruapHo#t Toukoi: Ecau nocmpoumv eokpye ecexr eeputum pasHOCMOPOHHe2o
n-cumnaerca (n — 1)-waps odunarossix paduycos (IeHCTBUTENHHEX HIIA YHUCTO
MHHEMHIX) U ecau npeobpasosamv amy cucmemy m + 1 (n — 1)-wapos npu
nomowu kaxoii-1u6o wiaposoii ureepcuw, mo yenmput npeobpasosarnusr (n — 1)-
Wapos, ecau OHU He AEeHCAM 8 SUNEePNAOCKOCIUL, 006Da3ylom 6ePULLHbL N-CUMNIEKCA
¢ 24a6HOl Mmoukoii. Imum crocobom MOncHO ob6paszosamdv KaxncOuvlii N-CUMNIEKC
¢ 2/a8HOT MouKOu.

B teopeme 62 moxazano, 4To ecau yewmp 2aasnozo (n — 1)-wapa K n-cum-
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naekca Z C 2AA6HOU MOYKOW MUNA 1 == n He Aencum Hu 6 09Ol 2panu, mo no-
AAPHBIE 2UNEPNAOCKOCINY 6ePULUH > 06Pasyiom onsmoy n-cumniekc >* cmoii e
Camol 2AABHOU MOUKOU, C MeM KHee CaMbim 2Aa8HBIM (n — 1)-wapos, odnako
muna p* =mn — pu — 1 (u 3gecy u* == n).

Summary
GEOMETRY OF THE SIMPLEX IN E, (3" part)

MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Received April 21, 1955.)

This is the third and final part of the paper, the first part of which was pub-
lished in Cas. pro pést. mat. 79 (1954), 297 —320, the second in the same jour-
nal 80 (1955), 462—476. In the present part special types of simplexes in
Euclidean spaces are studied.

First, a special type of rectangular n-simplexes is treated, the (n — 1)-dimen-
sional faces of which may be numerated in such a way that exactly the interior
angles @, , (of the faces 1 a 2), g, @y, ..., ®n,n+1 aTe acute, all remaining interior
angles right. )

In the theorem 32 is shown that the necessary and sufficient condition for an
n-simplex to be rectangular of the type mentioned is that real numbers c,, ¢, ...,
Cni1 (different from each other) ewist so that the lengths d;; of the edges of the sim-
plex satisfy the relations

di = |e; — ¢y (C+4,6,7=12..,n+1).

It follows (theorem 33) that every m-dimensional face (1 <m < n — 1) of
such an n-simplex is a rectangular m-simplex of this type. Especially, every two-
dimensional face of such an n-simplex is a rectangular triangle. Conversely, an
n-simplex, each two-dimensional face of which is rectangular, is rectangular of the
type mentioned (theorem 34). In the theorem 35 the following properties of such
a rectangular n-simplex are proved:

(i) the centre of the circumscribed hypersphere is in the middle of the (unique)
longest edge,

(ii) in the B, considered there exists a rectangular parallelepiped the vertices of
which include all vertices of the simplex.

In the further theorems 36—39 some properties of the orthocentric n-simplex
and orthocentric sets of n + 2 points in B, (i. e. » 4+ 1 vertices and the ortho-
centre) are studied.

First, the idea of an orthogonal n-hyperbola is established as such a rational
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algebraic curve of degree n in E,, the n asymptotic directions of which are
mutually rectangular. For the sake of brevity two of such n-hyperbolae in £,
are called independent if there is no k-dimensional (0 < k& <n — 1) linear
improper subspace of E, spanned by k£ + 1 asymptotic directions of one
n-hyperbola containing more than k asymptotic directions of the other (i. e. if
the asymptotic n-tuples of the both n-hyperbolae are independent).

Let a set of n + 2 points in K, be of that kind that there exist two independent
orthogonal n-hyperbolae both passing through all the points of the set. Then the set
is orthocentric. Conversely, every rational algebraic curve of degree m passing
throughn + 2 points of an orthocentric set in B, is an orthogonal n-hyperbola (the-
orem 36). The proof of this theorem is based upon this lemma: if in the projective
(n — 1)-space S,_, two independent (in the preceding sense) sets of n points are
given then there exists at most one regular hyperquadric with respect to which
both n-tuples are autopolar.

For an orthocentric n-simplex, the orthocentre of whichnot lying in any hyperplane
of symmetry of an edge, there exists (theorem 37) exactly one orthogonal n-hyperbola
passing through all the vertices and the centre of gravity of the n-simplex. This
n-hyperbola being a generalized Kiepert’s hyperbola of the triangle, has the
following properties: _

(i) the asymptotic directions of it are the axes-directions (uniquely determined)
of Steiner hyperellipsoids,

(ii) it contains the feet of all normals from the orthocentre to any regular hyper-
quadric of the Steiner system (i. e. the pencil of hyperquadrics including the
Steiner’s circumscribed hyperellipsoid and the double improper hyperplane).

In the next theorem 38 a characteristic property of those orthocentric sim-
plexes is formulated, the orthocentre of which is an interior point of the simplex
(so called positively orthocentric simplexes). An n-simplex is positively ortho-
centric if and only if there exists such an interior point P (the orthocentre) that for
every selfadjoint point S (as far as S + P) of the reciprocal transform with respect

to the simplez (i. e. a transform of the type z; = ;—‘ for ¢; + 0 real where z; and

, are the barycentric homogeneous coordinates), for which the centre of gravity
and the point P correspond each other, holds that the line PS8 is orthogonal to the
harmonic polar of S with respect to the simplex.

Another characteristic property of an orthocentric n-simplex (theorem 39) is
that there exist real numbers c,, Cs, ..., Cnyq, Such that (p,; being interior angles)

cos @;; = c,c; for @ % 7.

Theorem 40 shows that a characteristic property of equifacial simplexes (with
all the (n — 1)-dimensional faces of the same volume) ¢s that two'(and then
three) of the three points coincide: the centre of gravity, the centre of the inscribed
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hypersphere and the Lemoine point of the simplex (i. e. the point with the pro-
perty the sum of the squares of the distances between this point and the (n — 1)-
dimensional faces is minimum).

A necessary and sufficient condition (theorem 41) for an n-simplex with the
vertices Oy, ..., O, that its centre of gravity and the centre of the circumscribed
hypersphere coincide is that for i =1,...,n + 1

n+1l
> 0,0% = const .
i=1

Theorem 42 shows that for every n > 2 there exist not equilateral n-simplexes
with a unique distinguished point.

In the further theorems other types of n-simplexes are treated. For these
n-&nlnplexes there exist real numbers «,B,¢ + 0,...,¢,,, + 0, such that
(J/e; is the length of the edge 0,0;)

ey = o(t; +£5) + 2Btt;, i +7. (*)

This class (*) of n-simplexes includes for special « : # some types of simplexes
with certain generalized properties of the triangle.

Let X be an n-simplex in E, with vertices O,, ..., 0, ,. A necessary and suffi-
cient condition for the existence of such a point P + O, in E, that the angles of the
(not oriented) lines PO;, PO, [i + §] be all equal is that X be of the type (*) with
« = nf [theorem 44; P is then the generalized point of Torricelli].

Let P,, ..., Py, be the points in which a hypersphere inscribed (in the wider
sense) in X touches the faces w,, ..., w,,, (v, opposite to 0,). The lines O,P; pass
through a point Q if and only if X'is of the type (*) for x = (n — 1) f [theorem 45;
Q is a generalized point of Gergonne].

Further, a hypersphere touching all the lines 0,0, (i + §) exists if and only if X
is of the type (*) for x = B [theorem 46]. Then a point R exists [another general-
ization of the point of Gergonne] such that all hyperplanes joining the point of

contact in the line 0,0; with the (n — 2)-dimensional face opposite to 0,0;, pass
through R.

If for X all the hyperspheres K%, (k + i + § + k) containing the points X such
that

Xai : *To—j = 6;:0_:' : @:’
intersect (in two or one points called isodynamic centres) then X is of the type (*)

with « = 0. Conversely, an n-simplex of the type (*) with « = 0 is isodynamic,
i. e. the hyperspheres intersect in isodynamic centres (theorem 47).

The class (*) includes some more types of special simplexes, for example the
positively orthocentric simplexes etc.
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In the theorem 53 a geometrical characteristic of these simplexes is given. At
first, the principal point of an n-simplex X (n = 2) is defined (as far as it exists):
it 18 a point H not lying in any (n — 1)-dimensional face of X, of the mamner that
either H + T (T being the centre of gravity of X) and the quadratic polar Q of H
with respect to X is a hyperquadric of revolution with its axis passing through H, or
H =T and X is equilateral. In the first case the axis mentioned is called the
principal axis of X, the (unique) hypersphere in the pencil of hyperquadrics
determined by @ and the double linear polar of H with respect to X' the principal
hypersphere of X. (A definition of the principal hypersphere in the second case is
also added.) The principal point H is of the type u if a certain crossratio in
the pencil mentioned is — u. For such n-simplexes with a principal point the
following theorem 53 holds:

An n-simplex X 13 of the type (*) if and only if X is an n-simplex with a princi-
pal point (of the type u = %) .

From (*) it follows immediately that all faces of an n-simplex with a principal
point of the type u are also simplexes with a principal point of the type p (theorem
54).

Let 2’ be an n-simplex with a principal point of the type u. If uisan integer,
0 <u<n—1, then (theorem 55) there exists a hypersphere (the principal
hypersphere) touching all the u-dimensional faces of X. Besides, all the linear
spaces joining the point of contact in such a u-dimensional face with the opposite
(n — u — 1)-dimensional face of X, pass through a common point (the principal
point). This property is characteristic for the n-simplexes with a principal point of
the types u, u = 1,...,m — 1.

Further it is shown that every n-simplex with a principal point may be obtained
from some positively orthocentric simplex by a dilatation in a certain direction
(theorem 57). It follows (theorem 58) that all the altitudes of an n-simplex with
a principal point intersect a line (the principal axis). This last property is not yet
characteristic. C

Another characteristic property of an n-simplex with a principal point is the
following: there exists a set of n + 1 oriented hyperspheres in B, with the centres in
the vertices O, intersecting each another under equal (generalised) angles. From
this, another way of constructing the simplexes with a principal point follows:

Let X" be an equilateral n-simplex in E, and let 81, ..., S, , , be hyperspheres with
centres in the vertices of X' and with equal radii (real or purely imaginary). By
every hyperspherical inversion the S, are transformed in the hyperspheres S,, the
centres of which (if not in a hyperplane) are vertices of an n-simplex X with a prin-
cipal point.. Every n-simplex with a principal point may be constructed this way.

Finally, in the theorem 62 it is shown that a kind of duality in the class of
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n-simplexes with a principal point of the type u + n may be defined. Let X be
an n-simplex with a principal point H of the type u + n. If the centre of the prin-
cipal hypersphere S is not lying in any (n — 1)-dimensional face of X, the polar
hyperplanes of the vertices of X' with respectto S are faces of another n-simplex L*
with the same principal point H, with the same principal hypersphere S, but of the
type uy* =n — pu — 1.
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éasopll pro p&stovini matematiky, ro¥. 81 (1956)

POZNAMKA O LIMITNIM PRECHODU DIFERENCNICH ROVNIC
V ROVNICE DIFERENCIALNT

JIRI CERMAK, Brno.
(Doslo dne 15. kvétna 1955.)

" Jako pfiklad na pouZiti jedné metody feSenf homogennich linearnich
systému diferenciélnich a diferenénich rovnic s konstantnimi koeficien-
ty zaloZené na jistych pojmech maticového poétu, které zavedl EDUARD
WEYR, je v tomto &lanku ukézéno, e fundamentélni soustava reSeni
linedrniho systému diferenénich rovnic s konstantnimi koeficienty

n
Auy(z) = Z a;;ui(x), 1 =12, ...,m
w i=1

za uréitych piedpokladii piejde v limit§ pro w — 0 ve fundamentslni
soustavu FeSeni systému diferencidlnich rovnic

du "

i .

—_— = a;;uiz), =12, ...,n.
1 j; ) J()

1. Tato poznidmka souvisi tzce s nedivno uvefejnénym éldnkem prof.
O. BorOVkY [1] a mym é&lankem [2], kde jsem metodou pouzitou prof. Bo-
riavkou v [1] odvodil explicitni vzorce pro obecné fefeni homogenniho linedr-
niho systému diferenénich rovnic s konstantnimi koeficienty. Vzhledem
k 1delu néasledujicich tvah pouziji t&chto vzorch v pondkud pozméndném
tvaru. :

Systém diferencidlnich rovnic miZeme za jistych predpokladi pokladati
za limitni pfipad vhodného systému rovnic diferenénich. Naskyté se otdzka,
zda pfi limitnim p¥echodu, ktery prevede systém diferenénich rovnic v systém
rovnic diferencidlnich, také feSeni systému diferenénich rovnic prejdou v Feseni
odpovidajiciho systému diferencidlnich rovnic. Zde se budu zabyvati velmi
speciélnim p¥ipadem, totiz Ze systémy, jeZ pFichdzeji v ivahu, jsou homogenni
lineérni s konstantnimi koeficienty. Protoze methoda, jiZ je pouzito v [1] a [2],
dévé explicitni vzorce pro feSeni takovych systémi, nedini porovnani reSeni
obtizi. Podobny problém pro prechod linedrni diferen¢ni rovnice n-tého ¥adu
8 konstantnimi koeficienty v diferenciélni rovnici stejného typu podrobn
studoval A. WALTHER v [3]. ProtoZe diferenéni rovnici n-tého ¥adu lze prevésti
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na systém n rovnic, je éast jeho vysledki, kters se tykd homogenni rovnice,
obsazena ve vysledcich tohoto ¢lanku.

Otéazky tohoto druhu, které jsou v numerickém podétu zndmy pod nézvem
metoda siti, jsou pfedmétem stalého zajmu a podrobného studia a jak znamo
[4], vysledky dosaZené v tomto sméru jsou mnohem obecné&jsi nez vysledek
této pozndmky, ktera se tyka pouze velmi specialniho systému rovnic. Nicméné
tato poznamka mize byti uzitetna z toho divodu, Ze vySetfovani je zde pro-
vedeno za predpokladu, Ze jak prom&nn4 z tak rozpéti w nabyvaji komplexnich
hodnot, zatim co pii vySetfovanich, kterd jsou zaméfena k numerickym vy-
poétim, proménna i rozpéti jsou omezeny na redlny obor.

2. UvaZujme o systému diferenénich rovnic

M) = 3oy uts), Aue) = WETD MWD gy )

v maticové notacil) du(z) = A u(z), kde z je proménnd v mnoziné komplexnich

» :
&isel, rozpéti w komplexni &islo a 4 je konstantni étvercova matice n-tého fadu,
jejiz prvky a,; jsou komplexni &isla.

Pfejdeme-li k limité pro w — 0, pfejde systém (1) v homogenni linedrni
systém diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty

du

¢ i A u(x). (2)
Predpoklidejme, Ze feSeni systému (1) je tvaru

u(z) = A yx), (3)

kde 1 je dosud neurcené ¢islo a y(x) vektor, jehoZ slozky jsou vhodnymi funk-
cemi neodvisle promé&nné z.

Pouzijeme-li vztahi
1
Aly(@) #] = y(2) 42 + 2= edy(@), AR = — 2=(2» — 1),

snadno zjistime, Ze y(x) musi byti feSenim rovnice

1 Ao — 1
ym=ﬁp— - 4ﬂm. )
Polozme ‘
Avo—1
—— = *. (5)
Potom rovnice (4) bude
1
. ﬂy(x) = o 71 [4 — 2*E] y(z) . (6)

1) Tuénymi pismeny budeme oznatovati vektory v n-rozmérném vektorovém prostoru
a budeme je identifikovati s jednosloupcovymi maticemi o n prveich (slozkéch vektoru).
Matice budeme znadit velkymi pismeny. E je jednotkové matice.
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3. Nyni nechf a je jeden z charakteristickych kofent matice 4 o nasobnosti
«. Ke kofenu a existuje o; + a5 + ... + &, = x linedrng nezavislych vektort,
které tvofi t. zv. normélni soustavu vektor piislugnou k charakteristickému
kofenu a. Ozna&ime je

PP F
P UIRERPIC PO P IPAS PIRRRPN - P (7)
Qris ooy Orays G ity oo Qroa, 15 Qra, 11y oeey Gy -

%1y Kgy oeny B (Xy 2 06y 2 ... 2 &,) jsou Weyrova charakteristicks &isla pFislus-

na ke kotenu a. Vektory (7) splituji tyto vatahy:

GurisPrO1 < p <7 — 1

(4 —al)a, ~ 0 pro u=r

}v: 1,2 .0y By s (8)

Poloz nie déale

1
as’ = (a—le—) aﬁ,, 1 é u é Y, y= ]., 2, ey 0(1._/‘+1 . (9)

Vektory (9) jsou ziejms nezavislé a spliiuji vzatahy podobné vztahtim (8):

+1,v =

1 (A—aE')a#V:aﬂ pro 1S u<r—1

aw + 1 0 pro =t

Déle pro né plati lima» =a,,, 1 < pu<r,v=1,2, ...
w—0

}v =1,2,..,0_,,,. (10)

’ (xf-—/t +1°

4. S pomoci vztaht (10), (5) a (3) plyne, jak jsem ukézal v [2], toto tvrzeni:
Vektory

x

UMY = (1 + aw);{a‘“" + % asrtly | x(_sz_w_)q;ﬁ&v -+
2 —w)...(x—7r—u—1w) }
a™ 11
$on = (11)
pro ;
p=1,2.,r—1; v=1,2 .., 0_,, (11)
a

z
u = (1+aw)®a” pro p=r;v=12, ...«

tvoft o linedrné mezdvislych Fedent systému (1).

1

Takto kaZdému charakteristickému kotenu matice A odpovid4 mnozina ne-
zévislych feSeni systému' (1), kterd se skldd4 prave z tolika FeSeni, kolik &ini
nasobnost pFisluiného charakteristického kotene.

Oznaéime-li a, b, ..., f viechny navzéjem rizné charakteristické kofeny ma-
tice 4 a jejich ndsobnosti «,p, ..., p, dostaneme podle uvedeného tvrzeni
celkem & 4 B + ... + ¢ = n Feleni, které tvoH, jak je také v [2] ukézéno,
fundamentélni soustavu fefeni systému (1).
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5. Vidime nyni, %e pravé nalezenou fundamentélni soustavu feeni systému
(1) tvofi vektory, jejichz slozky jsou pfi pevném z mnohoznaéné funkce pro-
ménné w. Tyto funkce maji jednoduchy charakter. Koneéné body rozvétveni
— % y ey — % Vedeme-li v w-roving fezy od bodi roz-
vétveni do bodu oo, na pf. ve sméru radiusvektor spojujicich poéatek s body
rozvétveni, a volime-li nyni v takto fezy opatfené roviné za logaritmy veliéin
1 +aw,1 4+ bw, ...,1 + fo, hlavni hodnoty Log (1 + aw), Log (1 + dw),
Log (1 + fw), které pro w — 0 jsou rovny nule, potom miZeme provésti limitni
piechod w — 0. Pfi tomto pfechodu pfejde systém (1) v systém diferencidlnich
rovnic (2) a vektory nalezené fundamentalni soustavy FeSeni systému (1) pie-
jdou ve vektory,?) z nichZ vypiSeme pouze skupinu odpovidajici kofenu a:

. , 1
jsou v &islech — R

x x? A
u, = e {aﬂv + 1 a1, + ol a,.s, + ... +

m arv} ’ (12)

12 psrr=1,2 . 0u% 4.

Tyto vektory tvofi podle [1] fundamentélni soustavu feSeni systému dife-
rencialnich rovnic (2).

Ukazali jsme tedy, Ze nami nalezena fundamentalni soustava FeSeni systému
diferen¢nich rovnic (1) piejde za piedpokladi uvedenych v tomto odstavei pii
limitnim pfechodu,ktery pirevede systém (1) v odpovidajici systém diferencial-
nich rovnic (2), ve fundamentélni soustavu fefeni systému (2) ve tvaru, ktery
odvodil prof. Boruvka v [1].
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Pesome

3AMETHA O TIPEJEJIBHOM TIEPEXOJE PA3HOCTHBIX
YPABHEHUN B NUO®OEPEHIMAJIbHBIE

NUPKU YEPMAK (Jiti Cermék), Bpno.
(ITocrynuao B pegakmmio 15/V 1955 r.)

Pacemorpum onnoponnyio munefinyio cuctemy pasHocTREIX YpaBHeHHii ¢ mo-
croannEME KosPdunuentamu (1). B cratbe mokasamo, uro mpu onpefeIeHHBIX
YCJIOBHAX QYHIAMeHTAJbHAS CHCTEMA pemeHMi BTOH CHCTeMSI nepeijiler IpH
npefeabHOM nepexosie w — 0 B QyHIaMEHTAIBHYIO CHCTEMY PelleHMil CHCTeMEL
nuddepeHNUATBEHEX YPABHEHHI ¢ ITOCTOAHHBIME roappunuentamu (2), B Ko-
TOpylo mepeiifer cucrema (1) mpm w — 0. B srom pesymbrarte cofeparcsa
pesynbrars A. Banbrepa [3], kacaomuecs nofo6HOro poga mpoGieMs OTHOCH-
TeJLHO O{HOPOMHOrO JIMHEMHOr0 PasHOCTHOTO yPAaBHEHHA N-TO MOPANKA ¢ IIO-
CTOSAHHBIMA KO3(pPHIHeHTaMHU.

Zusammenfassung

BEMERKUNG ZUM GRENZUBERGANGE VON DIFFERENZEN-
GLEICHUNGEN IN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

JIRI CERMAK, Brno.\
(Eingelangt 15. V. 1955.)

Es sei vorgelegt das homogene lineare System von Differenzengleichungen
mit konstanten Koeffizienten (1). In der Arbeit ist gezeigt, dass unter gewissen
Voraussetzungen das Fundamentalsystem der Losungen von (1) bei dem
Grenziibergange w — 0 in das Fundamentalsystem der Losungen des Systems
von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (2) iibergeht, in
welches sich (1) fiir w — 0 verwandelt. In diesem Resultat sind ahnliche Resul-
tate des Herrn A. Walther [3] iiber die homogene lineare Differenzengleichung
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten enthalten.
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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 81 (1956)

POZNAMKA K NUMERICKEMU RESENI ROVNIC

ALFONS HYSKA, Olomouc. *
(Doslo dne 6. dervence 1955.) DT : 512.34, 518.6

Pii numerickém feSeni rovnic jako pfi v8ech ptibliZnych vypo&tech
je kroms urceni vysledku stejnd dilezité udat neptesnost vysledku. Ale
o tom se v tomto ptipadé zpravidla vabec nemluvi, stejné jako p¥i ji-
nych ptibliznych vypoétech. Tak3 v poslednim pojednani o numerickém
feSeni rovnic (viz [5]) uvadi FrR. BRANDLER zajimavé ptiklizné metody
pro numerické FeSeni rovnic tfetiho stupng, ale neuvadi, jak uréit ne-
presnost vysledku. A ukazuje také na jednom konkretnim piiklads, Ze
nemé valny prakticky vyznam uréovat aritmeticky pramér vysledki,
ziskanych metodou regula falsi a metodou Newtonovou: UvéZime-li
podstatnou riiznost obou metod, nemtZeme ani nic jiného oSekavat.

A piece jiZ prof. M. LERCH pojednal o nepiesnosti pfi numerickém
vypoétu kofenti rovnic a také v knize ,,Teorie a prakse numerického
pocitani‘ prof. V. LAsky a V. HRUSKY jsou tvahy o této nepiesnosti.

V tomto prispévku chei se touto nepiesnosti zabyvat podrobnéji a
opravit jednu poznémku z citované knihy.

VySettovani nepresnosti pfi numerickém vypoétu kofenti nds povede
také k tomu, jak muZeme v praxi metody vypoétu kofent zptesnit.

A. Obecné lGvahy. Vysetfujme rovnici
f@) =0 (1)
a uditime o funkei f(z) tyto predpoklady:
1. f(x) ma v jistém okoli hledaného kotene z, derivace az do n-tého ¥adu
véetné (n > 1);
2. v tomto okoli hledaného kofene z, je viude
f@) +0; (2)
z toho plyne, Ze f(x) je aspoii v tomto okoli funkce prosté a proto také schopna
inverse. ,
3. Zndme jiz ptibliznou hodnotu z, hledaného kotene, kterd oviem lezi
v uvedeném okoli spravné hodnoty ,.
Je snadno patrno, Ze tyto pfedpoklady jsou zpravidla splnény a neomezuji
nijak feSeni problému.
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V uvazovaném okoli bodu z, tedy plati

y=[fx) <= x=g(@), (3)
. Yo = f(x) = 0, (3a)
Y1=[=x) <= 2 =g(y). (3b)

4. Utifime kone&né posledni predpoklad, e je mo#no inversni funkei a(y)
rozvinout v Taylorovu fadu podle mocnin y — y,:

z=g(y) = g(y,) + (g—;) ¥y —v) + ((%%) v _2!3"12% voe

g\ (¥ —y)?
(dy"‘l)l' monr T (4)
Pti uréovéni kotene dosadime sem y, = 0; podle (3a) a (3b) pak dostaneme

_ dg A
o= (ay) o (o) 5+
o (4" yi!
— n—1

+(—1) (dyﬂ-l)l' ] o e (4a)

Pro numericky vypodet potiebujeme jestd znat derivace inversni funkce
9(y). Ty uréime snadno podle zékladnich pravidel diferencislniho podtu (ptitom
budeme pouzivat obvyklého oznadeni ¢arek k oznadeni derivace podle nezavisle
proménné z):

dg_ 1 _ 1 _1
dy df  f)  y’
X

& _ _y1_'_ v

dyz ylg ® yl yl ’

dag ylllyl — 3y”2

WSy ®)
d4g _ ylvylz _ 10y”’y”y' + 15?/”3
D dy; - y17 ’

dg Y'Y — 15y™y"y'? — 10y"%'2 + 105y"y" 2%’ — 105y"

d_ys = - Yo , atd.

V praxi s témito &leny vystadime. PouZijeme-li je¥ts indexu 1 k vyznadeni,
ze se jednd o hodnoty funkce resp. jejich derivaci v bodé z — z;, pak misto
rozvoje (4a) muZeme psat po jednoduché Gpravs

" 2 Mot "o
- ) 1) o] i

AR A vl \yi 3!
— (%) () ey — rouyiy + sy ®)
ol \w?l - 4!
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po pfipadé i s méné ¢leny, kdyz se ndm nejednd o velikou pfesnost vysledku,.
na pf.

: v, (¥) 4
x(]:ml—a (F’)l.ﬂ.
Prvni dva ¢leny vyrazu na pravé strané uruji vysledek podle metody
Newtonovy a tfeti ¢len uddva zhruba nepiesnost tohoto vysledku.

V uvedeném é&lanku Fesi Fr. Brandler rovnici
2 —-3rxr+1=0

a vychdzi z piiblizné hodnoty z, = 0,35; k dané funkeci sestavme nejprve
tabulku jejich derivaci:

y=2*—3r+4+1, y' =32—-3, ¢y =6x, y" =6;

v8echny vyssi derivace jsou identicky rovny nule. Pro hodnotu z, = 0,35
dostaneme odtud:

y, = —0,007125, y;= —2,6325, y/=-+210, y’'=+6.
K’ uréeni nejvétsi mozné nepfesnosti uréime absolutni maximum absolutni

hodnoty vyrazu % jako funkce proménné y. Tento vyraz je viak praveé opaény

2
k vyrazu % (viz (5)) a jeho derivace pcdle proménné y je tedy také opadna.
k dalsi derivaci z té soustavy

d y” . dsg . ylﬂyl _ 3y”2 . 18 .

soles) =~ =T = e >

v okoli bodu 2, nebof y; < 0. Funkce yl,a tedy v tom okoli stoupé; pro y = y,

je to viak &islo zdporné,
¥ 4210 _
s~ (—2632p =

hledanou absolutné maximélni hodnotu absolutni hodnoty tohoto vyrazu
tedy dostaneme, kdy% zvolime za y hodnotu nejmensi; ale (y' < 0 = y klesd).
nejmensi hodnotu veli¢iny y dostaneme, kdy# za proménnou z volime hodnotu
nejvétsi. Pro polovinu $itky intervalu dostdvdme

Y| _ 0,007 125
Y| 2,6325

nejmensi hodnotu veli¢iny y dostaneme pii volbé x = 0,353

(7

= 0,003,

6.0,363 .
me  27(1—0,353)3 — 0.1169;
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neptesnost pfi vypodtu Newtonovou metodou je

0,007 1252

|A2] < 0,1169. ——

= 0,053 .

Budeme tedy druhy ¢&len % poditat na 6 desetinnych mist:
1
2y, = 0,35 — 0,002 706 = 0,347 294 ,
ptesndjsf hodnota kotene je 0,347 296 4
a skuteénd nepiesnost 0,000 0024 < 0,0%3.

Podle tpravy, kterou jsme provedli v rozvoji (6), pozndme podle autorii
,»Teorie a prakse numerického poéitdni snadno, %e tato rada konverguje
patrné tim rychleji, ¢im je mensi absolutni hodnota podilu (viz [3], str. 286)

Y1
— [ dl 7
Iqll ?/12 ( )
Tento tsudek neni naprosto opravnén; jednak koeficienty
Y Yy — 3yt yly — 10y ylyl + 15y)8
2’ 3! ’ 4!

mohou svou velikosti vliv &initele ¢* zcela porusit, jak hned ukéZeme,
Jjednak nenf vyraz v ditateli a jmenovateli stejného stupns.

V daném ptipads je |g,| = 0,007 125 : 2,63252 —— 0,001 028, tedy ¢islo pomérné
velmi malé. Poufijeme-li k vypodtu piesnjsi hodnoty kofene &tyt élent,
uréime opét nejprve maximélni nepiesnost. Uvahou obdobnou predeslé do-
staneme

[Az| < 0,00 120 ;
budeme tedy poditat kazdy &len pro jistotu na 12 desetinnych mist:

z, = 0,35 — 0,002 706 552 707
-+ 0,000 002 921 823 — 0,000 000 013 840

0,350 002 921 823 — 0,002 706 566 547.,

T,y = 0,347 296 355 276
spravnéji je
x = 0,347 296 355 333 ,
skuteénd nepfesnost tedy je 0,057 < 0,0°120.
Pottebujeme-li znét kofen , je§té presnsji, uréime kofeny rozvoje
‘ f@ — 2,5)

‘pomoci Hornerova schematu. Pritom zpravidla cely vypotet rozdélime na
nékolik kroku, v daném piipadé na t¥i:
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=z — 0,35,
v =u 40,0027, (8)
w = v + 0,000 003 644 7 .

Jiz p¥i druhém kroku dostaneme vhodnou rovnici (levou stranu p¥islugné rov-
nice budeme oznadovat piislusnym velkym pismenem):

V =1®+ 1,041 9 v2 — 2,628 148 13 v — 0,059 615 183 . (8a)

Ptitom budeme v daldim vychézet od p¥iblizné hodnoty kofene v, = 0 (pro
pivodni rovnici to tedy znadi, Ze vychdzime od p¥iblizné hodnoty z, = 0,347 3).
Je tedy

Vi=—009615183, V;= —263814813, V= -+ 20838,
Vi =6.
Ptislusny podil je
g, = VL;, = 0,0°9 615 183 : 2,638 148 132 —— 0,051 382 . (9)
1

JiZ pii pouziti prvnich t¥ &lentt dostaneme
|Av| = |Az| < 0,01635 .
Potitejme proto kazdy jednotlivy ¢len na 18 desetinnych mist:
Zo== 0,347 3
—0,000 003 644 671 385 454
0,347 296 355 328 614 546

0,000 000 000 005 246 185 (10)
Zy= 0,347 296 355 333 860 731 ,
spravnéji je x= 0,347 296 355 333 860 697 ,

nepfesnost je tedy 0,01834 < 0,01935.
Ukazme jeits, jak velikost podilu lg;| miZe klamat: ReSme rovnici 2% 1
+ 28022 4 22 — 3 = 0 a volme za vychozi bod z, = 1:
Y2=280, 1y, =565, y,=2566, vy =6,

0 — 280
Ul = 5352

tedy opét ¢islo pom&rng malé. Ve skuteénosti dostaneme tento rozvoj:

= 0,03 877,

Ty=1
—0,495 6
—0,123 0
—0,060 9
—0,037 6
0,282 9,
kdeZto spravna hodnota je kolem 0,099 98.
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B. PFibliZné Fe¥eni kvadratické rovnice. U kvadratické funkce je

12+9(@) = 0 | (11)
pro kazdé ptirozené k a pro viechny hodnoty proménné .
Pak je
g ¥ dlg n 3.y"? d4g 15y"3
v DR v Sl e R vy e I

dy y dy Y dy Y (12)
dbg | 105y™ dbg _ 945y"
dys yv o dyt T T Ty

Taylorova fada pro vypodet kofene tedy zni
_ ?/1) 1 (?/1) (ylyl) (?/1) (3/1?/'1,)2
=12, — || — 5. o — o —
o ( 2 "\yi) \wp? il \y?

bR - o
yi) \y® 8 \yi/ \ 9:® 16 " \y;/ \ y:®

Tato fada konverguje patrné tim rychleji, ¢im je mensi absolutni hodnota
podilu

Y11
ot
tento vyrok je jiz aspoii ¢4steéné opodstatnén. Koeficienty

1 1 5 7 21
2’ 2’ 8’ 8 167"

H (13a)

lgs| =

jsou ¢&isla, jejichZ podil je shora ohranicen ¢islem 2, a g, je v ¢itdteli i jmeno-
vateli stejného stupné.

C. Vyjime&né pFipady. V nékterych vyjimeénych piipadech, kdyz je na p¥.
kotfen blizko nékterému jednoduchému racionalnimu é&islu, maZeme postu-
povat jedtd jinak. Funkei f(z) nahradime jinou funkei u = g(z), kterd necht
mé tyto vlastnosti:

1. mé tyz kofen x,;

2. mé nékteré vysii derivace, na p¥. uj, u; (po piip. obé) rovny nule;

3. fada pro vypodlet kofene pomoci funkce g(x) konverguje rychleji nez po-
moci funkce pavodni.

Druhé a tfeti podminka maji ten vyznam, Ze v fadé (6) nékteré ¢leny vy-
mizi a pfi rychlejii konvergenci stadi i k presnéjsimu urdeni hledaného kofene
nékolik mélo prvnich é&lend.

Prvni podmince vyhovuje na pt. i funkce
w@)=a.y, (14)
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kde a je konstanta; pfitom podil

Wy
g, = w_’f

ktery uddvaji autofi ,,Teorie a prakse numerického poditani‘ jako charakte-
risticky k uréeni rychlosti konvergence uvazované fady, by byl pti a > 1
mensi nez pivodni podil (6a); je totiz

w=a.y => uw®=gq, y® (14a)
a odtud

w1y
wi eyt
Bylo by v8ak omylem se domnivat, #e nova ¥ada pro funkei w konverguje
rychleji nez fada pivodni; podle (14a) se nasobi kazds derivace funkee Y
tislem a. VSimnéme si pfitom, e jednotlivé 8leny fady (6) maji vyrazy v dita-
teli i jmenovateli homogenni vzhledem k proménnym y,, ¥1, ¥y ..., a to v Sita-
teli i jmenovateli vidy stejného stupnd. Je proto vhodnéjsi studovat vidy
podil

Uy . U

q2 - l,u/lf.z !
Vhodnou funkei, kters pti vhodném &sle k& vyhovuje na$im podminkim, je

' __ Y
pro kterou dostdvame
' y " y'ly + k) — 2y
U = Ic . U = k .
22 3 2
(y + k) (y + k) (150)
"’ — k . ?/'”(?/ + k)z — 6?/”?/’(.'7 + k) + 6yl3 .

(y + k)

Omezime-li se pro okam#ik na pifpad algebraické rovnice 3. stupng, je

y***" = 0 pro kazdé piirozené k a pro v8echny hodnoty proménné z. Pak

je
uv — 1. —8YY (Y + k) — 6y"(y + k) + 36y"y'(y + k) — 24y
(y + k)
Konstantu k& pak uréime tak, aby bylo u; = 0; vy&§i derivace v ¥ad¥ (6) se

nim tim znaéng zjednodusi a kromé& toho jeden clen fady vymizi. Piisluiné
ky je déno vztahem

. (15b)

2972
Y+ k= "L, (15¢)
Y
Pfi této volb& oznadme novou funkei
U 3 y N U . = 0 . 16
Y+ ko ! o
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Pro kofen z, tak dostdvime rozvoj
u, , U0,)U¢ UTUS
D=0 g T 3ge a0

(16a)

Kdybychom mohli zanedbat vliv koeficient

Uy, oy, ..., (17)
mohli bychom soudit, Ze fada (16a) — poéinaje tietim &lenem — konverguje
patrnd tim rychleji, ¢im je v absolutni hodnoté mensi podil
U,
Ui |’
Ale koeficienty (17) ¢&ini tento Gsudek ilusornim.

Této metody miZeme s tspéchem pouzit tehdy, kdy% se hledany koien
nalézé blizko vrcholu, kdy ostatni metody selhivaji. Uvazme na p¥. rovnici
z® + 2802 + 22 — 3 = 0, kterou jsme jiz v prvni &asti Fedili. Jeji kladny
kofen je blizko nuly a jeden vrchol grafického zndzornéni levé strany je také
blizko nuly, totiZz v bodé — 0,0037.

Vypi$me nejprve hodnotu levé strany dané rovnice a jejich derivaci v bods
£, =0y, =—3, y; =2, y; = 560, y; = 6; v bodé z, = 1 je y, = 280.

Metodou regula falsi bychom dostali pro koten p¥ibliznou hodnotu + 0,0106,
metodou Newtonovou pak hodnotu jisté nespravnou + 1,5 (protoze koven lezi
mezi 0 a 1). Také naSe fada (6) v tomto piipads selhdva: ¢, = — 2, ale skuteéné
prvni &leny fady jsou

75| =

3 —9.35 + 7 .235197....

Ani vypoget pomoci bodu x, = 1 nevede rychle k cili, jak jsme jiz d¥ive ukazali.
Pro nasi substituéni funkei dostaneme nejprve z rovnice (15¢)

ky—3=+5, k=74,
U,=—210, U;=140211
& odtud ptiblizné
sl = 17,
tedy &islo dosti malé. Kromé& toho urdime dale:
Uy = — 6.36.199.211.702, UY — 8.12.211.211. 19 599 .

Pomoci téchto hodnot dostaneme
o= 0,0071 + 0,0901 — 0,0070 = 0,0902,
také jests &islo dost vzdélené spravné hodnoty 0,099 98, ale ze viech ostat-
nich vysledki nejblizi.
UvaZme koneéné substituéni funkei ve tvaru
v=y*, k>0, (18)
v =Fk.y 1.y, vV=Fkk—1)y 2.y 4+ k.y1y";  (19)
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odtud podil

w”  ky®(k — 1)y'2 g 1 1 i
Odtud vidime, Ze se tato funkce sama nehodi k zjednoduseni numerického
vypodtu. Ostatnd je to patrno i z toho, %e kiivka (18) se pfi &> 1 dotyké
v bodé z = =, osy , pfi k£ < 1 pak rovnob&zky s osou y.

Presto viak mtZeme uvedené funkce pfi vypodtu kofene pouzit. Volme dv&
mald & (na pf. 2 a 3) a z funkef

y, v=9*, w=g¢ (21)
sestavme linedrni kombinaci
V=a.y+b.v+c.w. (22)
Derivace této funkce budeme potitat jako stejné linedrni kombinace
V) = ay® 4 bo® + cw® . (22a)

Konstanty a, b, ¢ pak volme tak, aby dvé derivace funkce V, totiz V" a V",
byly rovny nule.
Misto fady (5) pak dostaneme fadu
v, V¥ Vs VI Vs

l — —
VT s (23)

U funkce V viak zpravidla &isla VY, VY a dalgi derivace v uvafovaném bods
jsou ¢&isla pomérné velikd. Neni proto téelné poditat dalsi ¢leny fady (23);
v jejim ,,podilu‘ vystupuje vyraz

To = &y —

v
— 7
ale to je vlastnd prvni opravny &len té fady. Jeji konvergence zavisi na tom,
jak blizko k hledanému kofenu jsme se ji# hodnotou x, pribliZili.

Veelku miizeme Fici, Ze vyhodou fady (23) je to, Ze po prvnim &lenu dva
¢leny fady pivodni vymizi — v tomto ptipadé je tedy uréovdni kotene me-
todou Newtonovou mnohem piesndjsi ne# uréovéni kotene pomoci funkce
pivodni. Nevyhodou je ovem nutnost sestavit si tabulku derivaci jednotlivych
funkei y2 a 33 a vysledné linedrni kombinace (22).

Sestavme nejprve obecné vzorce pro derivace funkei y2 a y3.

(24)

v =92, w = ya ,
'U’ = 2yy, s % w’ o 3y2y' 5
v =2yt 4 29y", w' = 6yy'? + 3y%y”,

V' =6y .y + 2. y", w” = 6y’s + 18y .y . y" + 3yy”,

vV =6y 4 8y .y 4 2.y, W = 36y 18yy" + 24yy’ " + 3y,

v = 20y"y" + 10y .y + 2y . 47, w' = 90y’ . y"2 + 60y"%y" + 60yy"y”
+ 30yy’ . ¥ + 3y%" .

237



UkaZme pouziti této metody p¥i feseni rovnice »
a® 4 22 4 93x — 97 = 0.
Jetedy y = 2% + 222 4 93z — 97, ' = 32 + 4w 4 93,
Yy =6z +4, y' =6;
viechny dalsi derivace dané funkce jsou identicky rovny nule.
Jeden koten této rovnice je blizko éislu 1:
=1, y41=-——1, y1 =100, gy =10, 4 =6.

Podle poslednich vzorct si nyni snadno sestavime tuto tabulku:

%, =1 funkce y funkce y2? funkce ¥
hodnota funkece ........... —1 +1 —1
hodnota 1. derivace ....... +100 —200 4300
hodnota 2. derivace ....... 10 +19 980 —59 970
hodnota 3. derivace ....... 6 5988 5982 018
hodnota 4. derivace ....... 0 5400 3 583 800
hodnota 5. derivace ....... 0 1200 4 496 400
nésobime a-krét b-krat c-krat

Nésobme hodnoty druhych a tfetich derivaci po ¥ads &isly a, b, c. Podminka
(22a) pak zni
10a + 19 98056 — 59 970c = 0/.3
6a + 59886 + 5982 018c = 0/.(—5)

30 0006 — 30 090 000c = 0 ;

ji vyhovuji na pf. disla ¢ = 1, 5 = 1 003, a k tomu je z prvni dané rovnice
a = 1997 997.

Sestavme si nyni tabulku hodnot funkce a jejich derivaci pro tuto linedrni
kombinaci V,:
V, =1998999, V;=—199999000, V=V, =0,
Vi =19000000, Vy= 5700000.
Odtud jiZ snadno dostaneme pro vypodet kofene tyto &leny:

T == 1,009 995 044 975 225
-+ 0,000 000 000 018 713
-+ 0,000 000 000 000 024

o, = 1,009 995 044 993 962 .
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D. O aritmetickém priuméru. Promluvme si nakonec o uréovéni aritmetického
priméru. Pfitom budeme piedpokladat, Ze se derivace dané funkce v okoli
kofene méni pomérné maélo. Nejvétsim zménam je podrobena funkce sama.
Zvolme takové dva body, jejichz funkéni hodnoty jsou aspoii ptiblizné pravé
opatné, t. j.

Y1+ y.=0.
Pak liché ¢leny fady (6), poéinaje tfetim, t. j. ¢leny
_ % %
R R

jsou piiblizné shodné s odpovidajicimi ¢leny v obdobném rozvoji pro y,; naproti
tomu sudé éleny, t. j. éleny
Y i3t oy
Y yt s

jsou ptiblizné opaéné nez ¢leny v druhém rozvoji. Chceme-li uréovat presnéjsi
hodnotu kofene pomoci aritmetického priuméru, seéteme v obou rozvojich pro
x, resp. z, lichy podet dlent — pii souétu sudého poétu ¢lentt dostaneme bud
v obou rozvojich hodnotu mensi nebo v obou hodnotu vét&i. Ale ani pak mnoho
neziskame, protoze piedpoklad o tom, Ze se derivace v okoli kofene skoro
neméni, neni splnén na mnoho desetinnych mist. Tak v rovnici

22 —3x+1=0
vyslo nam nejprve
@, == 0,35 — 0,002 7 .

Volme si proto za zaklad tyto dvé hodnoty:
@, = 0,35 —2.0,0027 = 0,344 6, z, — 0,35 .

K nim sestavime tabulku hodnot funkce a derivaci:

;| 0,344 6 0,35

Y 0,007 120 960 536 —0,007 125
yi —2,643 752 52 . —2,6325
v +2,067 6 +2,10

Y " 6 6

Odtud pak jiZ zndmym zptisobem uréime
Zy; = 0,347 296 341 911, =z,, = 0,347 296 369 116
a jejich aritmeticky préimér
Z, = 0,347 296 355 513 .

Dostali jsme tak jen o 2 cifry spravné vice. P¥imy vypolet dalsiho &lenu fady
dé celkem ménd prace nez metoda aritmetického priméru.
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Poznémka. Zbyvé jedté promluvit o tom, jak lze metodu rozvoje kotene
spojit s metodou, kterou udal prof. K. PETr pro vypotet kotenii algebraickych
rovnic. O tom pojedndm jindy.

-
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&asopis pro p&stovaini matematiky, rot. 81 (1956)

JESTE O KVADRATICKYCH POLYNOMECH NABYVAJICICH MNOHA
PRVOCISELNYCH HODNOT

JAN MARIK, Praha a STEFAN SCHWARZ, Bratislava.
(Doglo dne 14. zati 1955.) DT : 512.31

V &lanku je ukézéno, jak autofi priSli na nespravnost tvrzeni, Ze
polynom a? —x + 72491 nabyvé prvodiselnych hodnot pro z =
=1,2,...,11000 (viz [3], str. 168).

V ¢lanku [6] je citovdna véta (totiz v&ta 3 z [5]), podle niZ polynom 2* —
— 2 + p nabyva prvodiselnych hodnot pro z =1, 2, ..., p — 1, jakmile na-
byva prvodiselnych hodnot pro viechna pfirozend z, pro néz je 2 — zx <

< p—;—l . Je-li tento pfedpoklad splnén, je é&islo p oviem také prvodislem.

Y7 owr

Snadno se zjisti, Ze mezi takovd p patii &isla 2, 3, 5, 11, 17, 41. Déle je v [6]
uvedeno: ,,Lze-li véfit tabulkdm, je takovym Eislem té% 72491.. . a Stend¥ je od-
kézén napraci [3]. Aniz vSak tabulky kontrolujeme, méiZeme zjistit, Ze zde neni
cosi v pofadku. Véta 3 v [5] totiZ plyne z véty 2 téZe prace; véta 2 pak fika toto:
Bud p ptirozené Cislo; bud C okruh (raciondlnich) celijch isel. Necht éislo s vyho-
vuje rovnici s — 8 + p = 0. Potom v okruhu C[s]1) plati véta o jednoznacném
rozkladu v prvoéinitele, pravé kdyZ polynom a® — x + p nabyvd hodnot rovnyjch
jedné mebo néjakému prvotislu pro vechna pfirozend x, splitujict vatah a? — xz <

p—1
Oy
S 3

V takovém piipads je tedy kvadratické t&leso R(]/d), kde R je t&leso racio-
nalnich &isel a kde d = 1 — 4p, jednoduché (viz [7], kap. IV a VIII). Cisla
1,2,3, 5, 11, 17, 41 vedou ke kvadratickym télestim R(]/d), kde d = — 3, — 7,
— 11, — 19, — 43, — 67, — 163; mimo to je zndmo, 7e té% télesa R(}/— 1),
R(]/— 2) jsou jednoduchi. Kdyby téz éislo 72491 mélo uvedenou vlastnost,
bylo by také téleso R(]/— 289963) jednoduché. AvSak otédzka nalezeni vSech
jednoduchych imagindrnich kvadratickych téles tvoii stary problém, ktery je
¢asteéné — i kdyZz dosud ne tplng — rozieSen. Je totiZ zndmo, Ze mimo uve-

1) C[s] vznikne ,,okruhovou‘‘ adjunkei ¥isla 8 k okruhu C; C[s] je tedy mnoZina viech
a + bs, kde a, be C.
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denych 9 téles (prod = — 1, — 2, — 3, — 7, — 11, — 19, — 43, — 67, — 163)
miiZe existovat nejvys jedno takové téleso (viz [7], str. 194). (To zatim jests
nedavé spor.) Déle je viak dokdzano (viz [2]2)): Existuje-li jednoduché kvadra-
tické t&leso R(}/d), kde d < — 163,%) pak je d < — 15. 105 to je ovSem spor.
{Podle [4] neni R(}/d) jednoduché dokonce pro zadné d, kde — 5.10° < d <
< — 163.)

Snadno se zjisti, Ze chyba je v dlanku [3]. Hua totiz piSe (na str. 168), ze
polynom 2? — z 4 72491 nabyvs prvodiselnych hodnot pro z=o0,1, ...,
11000, a odvolavé se piitom na préci [1]. V této praci je vBak pouze zjistovano,
kolik prvodisel je mezi &isly £(0), ..., f(r), kde f(x) = a® + x + 72491¢) a kde
r je postupné 1000, 2000, ..., 11000. Na p¥. podle [1] mezi &isly £(0), ..., /(5000)
je 2441 prvodisel, mezi &isly f£(0), ..., f(11000) je 4923 prvodisel. Cisla f(0), ...,
f(10999) nejsou tedy vesmés prvodisly, jak chybné cituje Hua. Dokonce ani
¢islo f(0) = 72491 samo neni prvodislem; zfejmé je 72491 soudinem &isel 71

1021.

Koneéng snad stoji za zminku, %e Huovo n¢  tidvné tvrzeni je uvedeno téz
v [8], str. 25, pt. IT.
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%) V praci [2] je té% dokAzéna véta 2 z &lénku [5].
®) Rozumf se oviem: d celé bez &tvercovych dsliteld.

‘) Je oviem jedno, vySetiujeme-li polynom f(z) nebo polynom ? — z 4 72491, protoze
flx—1) = a® — 2 4 72491.
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PeswowMme

EIME O KBAJIPATHBIX MHOI'OYWJIEHAX, IPUHUMAIOIMNUX
MHOI'O 3HAYEHUI1I B MPOCTBIX YUCIAX
SIH MAPUK (Jan Maiik), ITpara, u IITE®AH MBAPI] (Stefan Schwarz)', Bpartuncnasa.

(locrymumno B pemakmuio 14. IX. 1955 r.)

B crathe moxasamo, KaK aBTOPHl PAaCKpPBHUIM OIMNOOYHOCTH YTBEPHKACHNA,
4TO 3HAYCHHSAMH MHOTOUWIeHA X2 — x 4 72491 gnaz = 1, 2, ..., 11000 sBas-
1oTcA mpocthie ynesa (cM. [3], cTp. 168). '

Zusammenfassung

NOCH EINMAL UBER QUADRATISCHE POLYNOME, DIE VIELE
PRIMZAHLWERTE ANNEHMEN

JAN MARIK, Praha u. STEFAN SCHWARZ, Bratislava.
(Eingelangt 14. IX. 1955.)

In [3], Seite 168, wird behauptet, dass simtliche Zahlen 2* — z 4 72491, wo
x=1,2,..., 11000, Primzahlen sind. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt,
dass aus einigen bekannten zahlentheoretischen Sitzen die Unrichtigkeit die-
ser Behauptung folgt.
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&asopis pro pEstovini matematiky, ro¥. 81 (1956)

NEKTERE VETY Z THEORIE PARABOLICKYCH PRIMKOVYCH
KONGRUENCT

LADISLAV KOUBEK, Praha.
(Doslo dne 20. ¥{jna 1955.) DT : 518.716

Na popud akademika E. CecHA jsem studoval nékterd typy parabolickych
ptimkovych kongruenci v n-rozmérném projektivnim prostoru. Jde o kongruen-
ce tvofené tetnami asymptotickych kiivek (fokélni) plochy. Vezmeme-li tyto
asymptotiky za u-kfivky, je parabolickéd kongruence definovéna parcialni rov-
nief

Zuy = a(u, v) 2, + b(u, v) z, 4 c(u,v), b + 0,
kde pro jednoduchost 1ze predpokladat analytické koeficienty.

V préci Proektivnaja differencialnaja geometrija sootvetstvij medu dvumja
prostranstvami VI. (Cechosl. mat. journ. 1952, str. 297) definoval ak. E. Cech
k dané parabolické kongruenci konjugovanou sit a naopak. K této definici jsem
pfipojil definici harmonické sité:

Je-li kaZdd pFimka parabolické kongruence (xx,) v tetné roviné plochy (y)
@ jsou-li u-kiivky na plode (y) asymptotické (parametrické sif na plose (y) volena
tak, aby si odpovidala p¥imka kongruence a bod plochy, jeho# tednd rovina je
s nf incidentni), fekneme, %e kongruence () je harmonickd se siti (y) a naopak.

O vztahu harmonickych a konjugovanych sitf resp. kongruenci jsem dokézal
véty:

1. Nuind a postadujici podminka, aby kongruence (yy,) byla harmonickd se
siti (x) je, aby fokdlni sit (y) byla konjugovina s kongruenci (xx.,).

2. Dvé sité (y) a (2) konjugované s jednou kongruenci (xx,) jsow harmonické
8 druhou kongruenci (ss,). '

3. Dvé kongruence harmonické s jednou siti jsou konjugovdny s druhou siti.

4. Dvé sité harmonické s jednou kongruenci jsou konjugoviny s druhou kon-
gruenct.

5. Jsou-li kongruence (yy,) a (zz,) konjugovdny s jednou siti, jsou harmonické
8 druhouw sitt.
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6. Existuje-li kongruence (yy,) harmonickd se sitt (x) a konjugovand se siti (s),
existuje jednoparametrickd soustava kongruenci harmonickych s (x) a konjugova-
nych s (8).

Viechny tyto véty jsou limitnim p¥ipadem znamych v&t hyperbolického pii-
padu, ale lze je dokazat pfimo, bez limitniho pfechodu.

(Podrobné zpracovani thematu bylo rozmnoZeno a lze si je vyZddat v matematické
komisi CSAV.)
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N éasopis pro p&stovini matematiky, ro&. 81 (1956)

RUZNE

RESENI ALGEBRAICKYCH ROVNIC POTENCGNIMI RADAMI

Pan dr Orarar Kobpi, Valadské Mezitiéi, upozortiuje redakei na tuto
- methodu feSeni algebraické rovnice f(z) = 0:

Budf = f, + f,, kde f,, f, jsou op&t polynomy; bud ¢, takové éislo, Ze f,(cy) =
=0, fi(¢)) + 0. (Tomu lze v netrividlnich p¥ipadech vyhovét na pf. takto:
Je-li f(z) = z a, 2%, uréime takové dva rtzné indexy 1, j, aby bylo a,a; + 0,

k=0

polozime f,(z) = a;x’ + a,2' a za ¢, zvolime néjaky nenulovy kofen rovnice
fi(x) = 0.) Utvotme nyni funkei g(z, u) = f,(x) + u f,(x). Protoze g(cy, 0) =

= f,(co) = 0, % (¢, 0) = f1(co) + 0, miiZeme pokladat x za funkei prom&nné «,

definovanou v jistém okoli bodu » = 0 vztahem g(z, u) = 0, a psat x = z(u) =
= €y + ¢, u + c,u? + ... Koeficienty c; pro ¢ > 0 lze poditat rekurentnd (vzdy

pomoci lineérni rovnice) ze vztahu g(x, u) = 0. JestliZe potom rada Z c,ut ma
i=0
polomé&r konvergence véti nez 1, plati g(x(x), u) = 0 té% pro u = 1, tak¥e &islo
z=2z(1) = Zc,- vyhovuje vztahu f(x) = f,(x) + 1. fy(x) = g(x, 1) = 0. Dost4-
i-0

vame tak kofen rovnice f(x) = 0.
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Casopis pro pé&stovani matematiky, ro&. 81 (1956)

ULOHY A PROBLEMY

Navazujeme na hlidku uloh a problémii, zapodatou v Casopise pro
péstovani matematiky v ro6. 79 (1954). Prosime &tendie, aby FeSeni
tloh a problémii jakoZ i dotazy na literaturu, kterd se k jednotlivym
problémim vztahuje, zasilali op8t redakei, nebo aby navézali styk
ptimo s autory uverejnénych uloh.

Déle Zdddme nase Etendie, aby nam hojng zasflali tlohy a problémy
vhodné pro tuto hlidku.

Redakce.

1. Dokazte bez pouziti theorie Lebesgueova integralu tuto vétu:

Budte f, g koneéné funkce v intervalu (0, 1); funkce g necht je spojitd, funkce:
f necht md primitivni funkei a necht je nezdporna. Potom funkce f . ¢ m4 primi-
tivni funkei. :

Poznamka. Z vét o Lebesgueovs integralu plyne naSe tvrzeni ihned takto:
Pro kazdé x e (0, 1) existuje Lebesguetav integral [f(t)g(t) d¢t = H(z) a plati
i

(jak se snadno zjisti) H'(z) = f(x) g(x).
s Jan Ma#ik, Praha.

2. Dokazte elementarnimi prostiedky, Ze plati tato véta:
Necht funkce f mé (vlastni) Riemanniv integral v intervalu {c, d). Necht
funkce ¢ mé spojitou derivaci v intervalu (a, b) a necht ¢ < @(¢) < d pro kazdé
b

teda,b). Potom existuje Riemanniv integrdl [f(p(t)) ¢'(f)d¢é a rovnd se

9(b)

[ fz) da.

¥(a)

Poznémka. Dikaz lze provést dosti jednoduse pomoci n&kterych ne zcela.
trividlnich vét z theorie redlnych funke.

Jan Martk, Praha.

3. Rozhodnéte, zda plati tato véta:

Budte ¢!, H oteviené konvexni mnoZiny v obytejném trojrozmérném
(event. n-rozmérném) prostoru. Mnozina H bud omezens a necht H c G.
Necht funkce f mé omezené spojité (resp. omezené) derivace prvniho ¥4du na.
mnozing G — H. Potom je funkce f stejnomérné spojits (na G — H).
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vy

Poznémka. Z nazoru se zd4 byt jasné, %e funkei f 1ze spojit& rozsitit na hra-
nici mnoziny H; odtud by stejnomé&rna spojitost snadno vyplynula.

Jan Ma#ik, Praha.

4. Necht F je distribuéni funkce (t. j- neklesajici zprava spojitd funkce na
(— ©, 4+ ©), F(— ©) = 0, F(+ o) = 1), necht

JrdF(x) =0, [a2dF(z)=1.
Definujme posloupnost distribuénich funkei F,F,... takto:

’ x
F,=F a F, (V‘E) — f Foy(w —2)dF, ,(z) .

Polozme
: &n= sup |F,(z)— D(2)|,
) .

Ze( -0, + 00

kde

x

1 -
Q5(x)=———_—fe 2 de.
. V2n

Je zndmo z podtu pravddpodobnosti, ze &, = 0 a pro nékterd specidlni F jsou
zndmy i bliz¥f odhady é&fsel ¢, (viz FELLER: On the Normal Approximations to the
Binomial Distribution, Annals of Mathematical Statistics, vol. 16 (1945), pp.
319—329). ProtoZe pro mnohé dilezité funkce F jsou tabeloviny funkce 7,
(a je tedy mo#né urdit e,) pro ndkters n, bylo by zajimavé blize studovat po-
vahu konvergence ¢, k nule; zejména ukézat, za jakych predpokladii ¢, >
> > .

Pozndmka. Analytickou formulaci lze nahradit pravdépodobnostni for-
mulaci takto. Budiz &, &,, ... posloupnost nezévislych nahodnych proménnych
se stejnou distribuci danou distribudni funkef{ ¥. Necht

i=1

1 n
n— 3= 5 .
’7— V’n z i
necht @, je distribuéni funkce ndhodné proménné 7,, necht
0= sup |G,(x) — D(z)!,
Ze( -0, + o)

Opét 8, — 0 a je uZitedné blize zkoumat povahu této konvergence a zejména
zjistit predpoklady, za nich# 4§, \ 0. Poznamenejme, %e ob& formulace
nejsou ekvivalentni a #e druh4 verse je zobecnénim prvni. ¢, je totiz vy-
brané posloupnost z 4,,, &, = 01 &3 = 0y, &3 = by, &4 = by, ...; zd4 se, %o z po-
gatku by bylo lehdi studovat pouze posloupnost e,.

Nejsou mi zndmy %4dné podminky pro monotonii posloupnosti e, resp. 8,
a dokonce mi nejsou zndmy ani ptiklady na spln&ni resp. nesplnéni pozadavku
monotonie. '

: Vdclav Fabian, Praha.
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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 81 (1956)

REFERATY

Referat o prednaskich prof. WrLapysLawa ORrrIczE, konanych v matematické obei
praZské dne 10. 10. 1955 a dne 17. 10. 1955.

PrednéSejici podal piehled o dosavadnich vysledeich o Saksovych prostorech (viz
W. OrL1cz, Linear Operations in Saks’ spaces I, Studia Mathematica 11 (1950), &ast II,
Studia Math. 15 (1955)). Zabyval se problémem struktury Saksovych prostori, vyjadre-
nim linedrnich funkcionala (J. MuseLIAK-W. OrrIcz, Linear functionals on the space of
functions continuous in an open interval, Studia Math, 16), otdzkami spojitosti linedrnich
operaci a posloupnostmi linedrnich operaci. Koneén& uvedl aplikace této theorie m. j. na
theorii s¢itatelnosti (kromé& vyse uvedenych praci viz téZ A. ALExiEwIcz-W. ORLICZ, On
summability of double sequences, Annales Polonici Math. 2 (1955) a na theorii orthogo-
nélnich fad (W. OrLicz, On the convergence of functionals..., Studia Math. 13 (1953),
W. Orwicz, Sur la Convergence uniforme des developpements orthogonaux, Colloquium
Mathematicum 1 (1948)).

Wladyslaw Orlicz, Poznaii.

O ENDOMORFISMECH ABELOVYCH GRUP

(Referat o prednéSce VriasTiMirA DrABA, pfednesené v matematické obei pra¥ské dne
14. listopadu 1955.) :

Obsahem pfednésky bylo studium struktury okruhu endomorfismi libovolné Abelovy
grupy G pomoci struktury okruhu endomorfismii dplnych grup a aplikace ziskanych vy-
sledkt na theorii obecnych okruhi.

Prednésejici v uvodu piipomnél nskteré definice z theorie grup:*)

Grupu, jejiz kaZdy prvek mé nekonedny (resp. koneény) ¥4d, nazveme aperiodickou
(resp. periodickou); je-li ¥4d ka%dého prvku mocninou tého% prvocisla p, mluvime o p-pri-
mdrnt grupd. Rekneme, Ze grupa G* je vplnd, jestlife rovnice n .« = g, n pFirozené &islo,
g « G*, ma vidy v G* fefeni. Ke ka¥dé grup& @ existuje uplné grupa G*, je¥ obsahuje G;
Pfi tom mezi vemi takovymi Gplnymi grupami existuje miniméaln{ Gplné grupa G a% na
isomorfismus, ktery je roz§ifenim identického automorfismu grupy @, jednoznadn® urdené;
nazveme ji uplnym uzdvérem grupy G.

Vedle pojmu oby&ejné lineérni z4vislosti & pomoci n¥ho odvozeného pojmu hodnosti
grupy G (oznadeno symbolem hod (@)) zavedl piredndSejici pojem zobecndné hodnosti
grupy @ (oznadeno Z-hod (@)) a ukézal prednosti této definice:

Mnozinu nenulovijch proks & = (g,)acas 9o € @, nazveme linedrné Z-nezdvislou, jestlize
2 ka%dé relace

kyga, + koG, + oo + K09y, = 0, Ky celd &sla, g, € G,

plyne kgo, =0 (: =1,2,...,,n).
*) Grupou rozumf se vZdy aditivnd psanéd Abelova grupa.
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Je-li G, nenulovd p-primdrni grupa, potom mohutnost maximdlniho linedrné Z-ne-
2dvislého systému v G(yy (kterd je vtomto piipadé invariantem grupy) nazveme zobecnénou
hodnosti p-primérni grupy G(,); je-li Gy = 0, definujme Z-hod (G(p)) = 0. Oznadime-li
P periodickou &dst libovolné grupy G a je-li P = ZP(,,, jejt direkint rozklad na. p-pri-

P

mdrnd komponenty, nazveme zobecnénowu hodnosti grupy @ soudet

Z-hod (@) = hod (@) + D Z-hod (Pg).
»

Zobrazeni x grupy G do grupy H, je# zachovavé operaci, nazyvidme homomorfismem
grupy G do H. Vechny homomorfismy grupy G do H tvoii pii zndémé definici séitdni
Abelovu grupu &(@, H). Je-li ¢ homomorfismus grupy H do F, mii¥eme ve zndmém smyslu
mluvit o soudinu homomorfismu %. Je-li @ = H = F, mluvime o endomorfismu grupy G;
méme tedy definovéno séiténi a nédsobeni endomorfism a p#i takto definovanych opera-
cfch tvoif viechny endomorfismy grupy @ okruh R(G) s jednotkou.

K tomu, aby pfednégejici popsal vztah mezi okruhem endomorfismi grupy G a okruhy
endomorfismi tplnych grup, zavedl jesté definici pFimo (resp. homomorfné) indukovaného.
endomorfismu a pFimého (resp. homomorfniho) rozétrent endomorfismus:

Je-li H podgrupou G a & endomorfismem grupy @, fekneme, %e & indukuje pFimo (resp..
homomor{né) endomorfismus ¢’ grupy H (resp. e* grupy G/H), jestlize parcidini zobrazent
grupy H uréené zobrazenim & (resp. zobrazent t¥id grupy G mod H urdené zobrazenim &) je
endomorfismem & v H (resp. e* v G/H).

V obdobném smyslu definujeme piimé (resp. homomorfnf) rozsiteni endomorfismu &
podgrupy H C G (resp. ¢* grupy G/H) na grupu G.

V okruhu endomorfismi R(@) nejprve prednéSejici upozornil na ti¥i mnoiny endo-
morfismi, uréenych grupou @ a ndjakou jejf podgrupou H c G:

(I) na podokruh R(G; H) C R(Q) téch endomorfismii ¢, pro né# je He C H,

(IT) na oboustranny ideal M(G, H) Cc R(Q; H) téch endomorfismi &, pro ndz plati
He =0 a

(III) na oboustranny idedl N(G, H) C R(G; H) viech endornorfismt &, pro kterd je
GeCc H.

Pomoci nich urédil zékladni vztahy mezi okruhem endomorfismu grupy @, okruhem
endomorfismi jeji podgrupy H C @ a faktorové grupy G/H. Jeliko? kazdé grupa G je
isomorfni faktorové grup® ndjaké volné grupy U, G =~ U/N, obdrZime snadno vysledek

R(@) = R(U; N)/NU, N) .

Konstrukef tplné grupy G°, G° D G D @, potom ziskéme obdobny vztah mezi okruhy
endomorfismii grup @ a G°
R(G) == R(G°, @)/M@G*, G) .

PrednéSejfcf naznadil je§t§ dukaz ndkterych vlastnosti Gplného uzévdru G grupy G,

potiebnych k dal$im tivahdm:
(I) je-lig * 0, g ¢ G, potom existuje ptirozené &islo n, e ny + 0, ng ¢ G;
(IT) je-li @ aperiodické (resp. periodicka), je @ aperiodicks (resp. periodicks);
(III) hod (@) = hod (G);
(IV) Z-hod (@) = Z-hod (@);

(V) joli G = DG, je G = D0,
xed aed
Pomoof t8chto vlastnosti odvodil v&tu a ukézal na ptikladech nemo#nost jejiho zostteni:

Véta, Okruh endomorfismi R(Q) grupy G je isomorfni faktorovému okruhu podokruhu.
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vdech endomorfismi e* diplného obalu G, pronéz je Ge C G, podle idedlu téch endomorfismd &*,
pro které platt Gex = 0:

R(Q) >~ R(G; @)/M@G, Q) .
Je-li specidiné G aperiodickd, potom M(G, G) = (0).

Tim se objevila souvislost okruhu ®(@) s okruhy endomorfismii tplnych grup a nutnost
studia téchto okruhi. JelikoZ kaZdé tplné grupa A je direktnim sou$tem aditivnich grup
racionalnich &isel R a Priiferovych grup G(p®) typu p® vzhledem k riiznym prvodislim P,
je obecny tvar grupy 4

4 = Z By + Z GoPP) + oo + Z G B2 - oy 1)
. 0=<ag)<7(0) 0<apy<t(y) 0<a(u)<7(n)
P; < Py < ... viechna prvodisla.
Je tedy tdelné nejprve obecné studovat okruh endomorfismt direktniho soudtu grup

G= 2 G,.

0<a<t

Popis okruhu endomorfismit tohoto direktnfho souétu podal prednéiejici vétou, kters je
zobecnénim véty Kiskiny. Zatim co KiSKINA se omezovala pii studiu okruhu endomor-
fismt direktniho souétu grup na koneény direktni soudet, zobecnil prednsgejici jeji vy-
sledek zavedenim nového pojmu zobecndného priniku na nekonedny direktni soudet.

Zobecnénym printkem systému (K,)zeq podgrup K, c G v grupé @

NK,=D

xed
nazveme podgrupu D C G, kterd se sklddd z téch prokd, které a® na koneény podet indext
o lezt ve vdech podgrupdch K,. Zmindné véta potom zni:

Véta. Budiz G = Z @, . Oznaéme O, mno¥inu véech Stvercovyjch matic (%4 5) typu z, kde x,p

0<a<t
je homomorfismus grupy G, do grupy Gy (pro o = B se zFejmé jednd o endomorfismus grupy
G,), pFi dems pro pevné o (0 < o < ) splivuji jadra K, 5 C G, homomorfismd », g vztah
n K, s =G, (2)
0<p<t
Potom tato mnoZina s maticovym séitdnim a ndsobenim tvort okruh a je

RA) =~ O, .

V dal¥im vySettil prednafejici je§té grupy homomorfismi grupy R do R, G(p®) do
G(@®) (p =¢,p * q) a R do G(p™) a uvedl isomorfni representaci téchto grup pomoci
grup raciondlnich a p-adickych é&isel. P¥i tom odvodil pro tato &isla podminky, plynouef
ze vztahu (2); vysledek mo¥no pak formulovat vétou:

Vé&ta. Budi A vplnd grupa tvaru (1). Potom jejt okruh endomorfismi R(A) je isomorfni
okruhu O, Ctwercovych matic A = (aqp) typu v = 7o) + T1) + ... + Tn) + ..., kde

pro 0 < o < 1), 0 < B < 7() je ayp raciondint éislo,

Pro 0 < & < 7(q), T3y < B < Tw (0 =1,2,...) je ass p;-adické &islo,

Pro Ty <& < Ty Ty <P <7Tuy (0=1,2,...) je ayy celé pyadické slo a os-
tatnt a,, = 0, 8 obyéejnym maticovym séitdnim a ndsobenim.

Pri tom pro. pevné «, 0 < &« < T(o) J& mezi a,p pouze koneény podet nenulovych racio-
ndlnich &isel, konedny polet necelyjch p;-adickych sel (¢ =1, 2, ...)apro 1_;y < B <7y
(¢ =1, 2, ... pevnd) jakoz i pro pevné o > T(9) Majt viechna p;-adickd &isla a% na koneény
polet ve zndmé representacs pomoct nekoneénych posloupnostt pro libovolné piFirozend
¢islo my pronich my slozek nulovyjch.
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Odtud oviem snadno vyplyvé tvar matic okruhu D,, je-li specielnd grupa A aperiodicks,
(resp. periodicks).

V zévéru ptednéfejici ukdzal u¥iti popsanych vysledki v theorii obecnych okruhti.
Vyu#il zndmého Dorrohova vnoteni okruhu 3%t bez jednotky do okruhu R* s jednotkou,
pti dem¥ ukézgl, Ye mezi hodnosti n aditivni grupy okruhu R a hodnosti n* aditivni
grupy okruhu R* platf v ptipads, Ze hodnost 11 je nekonedna, rovnost n* = n, v ptipads, Ze
je konedna, vztah n* = n + 1. Uvddomime-li si jest8, Ze kaZdy okruh s jednotkou je
isomorfnf podokruhu okruhu endomorfismi n&jaké grupy, na pf. své aditivni grupy,
dostévdme fadu vysledkt; uvedme aspori nejdiileZit&;jsi:

Vé&ta. Okruh endomorfismi R(G) grupy @ je isomorfnt faktorovému okruhu vhodného pod.-
okruhu okruhu matic O,, popsaného predchozi vétou. Je-li @ aperiodickd, pak je R(G) (ve
smyslu isomorfismu) podokruhem O,

RGA)cD,.

KaZdy okruh endomorfismt mt¥e byt tedy ziskan tvorenim podokruht a faktorovych
okruhii ze znémych okruhti matic 9,. Do jaké miry lze toto tvrzenf obratit — t. j. otézka,
které jsou to podokruhy &i faktorové okruhy, jeZ jsou okruhy endomorfismi — je zatim
otevienym problémem.

Diile?itost popsaného okruhu O, je jestd patrngjsi z nésledujici v&ty:

V&ta. BudiZ R libovolny okruh. Potom ve smyslu isomorfismu plati: Bud je R podokruhem
D,, nebo existuje podokruh O, C O, a oboustranny idedl M C D, Ze je

Rc O M.

Je-li aditivni grupa daného okruhu R aperiodickd hodnosti n, potom ve smyslu isomorfismu
plati

RC O,

kde ©,+ je okruh matic (a, p) typu T, jejichZ proky jsou raciondini &isla, pri dems Ppro pevné o«
je jen konelny pobet a5 + 0 a mohutnost ordindlniho &tsla v je rovna n (resp. n + 1), je-li
n nekoneéné (resp. koneénd). Md-li tedy okruh R aperiodickou aditivni grupu koneéné hod-
nosti n, je ve smyslu isomorfismu podokruhem okruhu Stvercovyjch (n + 1)-Fadych matic,
a je-li pfi tom R okruhem s jednctkou, dokonce podokruhem okruhu n-fadych matic nad téle-
sem raciondlnich éisel.

Viastimil Dlab, Praha.

O ASYMPTOTICKYCH VLASTNOSTECH INTEGRALU OBYSEJNYCH
DIFERENCIALNICH ROVNIC :

(Referét o pfednésce prof. K. V. ATkINsoNA piednesend v matematické obei praZské dne
12. prosince 1955.)

Asymptotické theorie diferencidlnich rovnic stojf mezi kvalitativnf theorii diferencial-
nich rovnic a mezi integra¥nimi metodami, které hledaji pfesné feSeni. M§jme rovnici

d:
Ey =f(y’ t):’ Yy = (ylr ---:yn) ’ f = (fl:--'rfu) . (l)

V asymptotické theorii diferehcié.lnich rovnic dokazujeme vztahy typu
y(t) = z(t) + o(1),
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nebo
y(t) = 2(t) + o(ll@®)) ,

kde y(¢) je libovolné (resp. dané) feSeni rovnice (1) a funkce 2(¢) zpravidla vyhovuje jiné
rovnici

dz
—CE = 9(2, t) ’ (2)

a tak v asymptotické theorii porovnévéme vlastnosti integralti rovnic (1) a (2).
Nejjednodusii je ,,theorie poruch*‘ pro rovnici
y=0. 3)
Rovnici (3) srovndvame s rovniei

y=Ady, 4 ={a1) 4)
a klademe otédzku: Jaké podminky musi spliiovat matice A, aby kaZdy integrdal y(t) + O
rovnice (4) mél koneénou limitu y(oo) £ 0 prot — oo?

[ee}
Snadno lze dokézat, Ze postadujici podminka je f |4l dt < 0o, kde ||4] = z|a,,k(t)| .
. ik

Jinou cestu k odpovédi na poloZenou otédzku nabiz{ tato ivaha: Plati-li A(t,) A(,) =
= A(ty) A(t,) pro libovolns &fsla ¢, t,, potom rovnice (4) mé integral
¢
y(t) = y(0) . exp { [A(u) du} )
0

o]
Existuje-li nevlastni integral [A(u)du = B(t) a plati-li A(t) B(t) = B(t) A(¢), potom
t
rovnice (4) mé obecny integrél
y(t) = exp {B(t)}.c,

kde vektor ¢ je integra¥ni konstanta; zfejm8 pak existuje y(c0) = c. Limita y(o0) existuje
také tehdy, nahradime-li pfedpoklad, ¥e matice A(t) a B(t) jsou komutativni, pfedpo-
kladem, %e matice 4(¢) a B(t) jsou asymptoticky komutativni, t. j., e plati

JIIA() B(t) — B(¢t) A(t)|| dt < oo .

Odtud snadno pfejdeme k jinému p¥ipadu: Necht konstantni matice 4, mé pouze
imagindrni charakteristickd &isla, navzéjem rtiznd. Porovnévejme rovnice

y=A4y, (5)
gy=A+4)y, 4=A@. (8)
Substituci z = exp {— At} . y rovnice (5) a (6) pfejdou v rovnice
=0, (M
2 =exp{— Ag}.A.exp{Ajg}.z. (8)

Dospivéme k vysledku: Integrdly rovnice (5) a (6) jsou st asymptoticky rovny, je-ls splnéna
jedna ze t¥t podminek

1. [ll4]|dt < o0, (9)
1) exp {C} znamen& matici I + % C + 21'0” + ...

‘
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2. f]]exp {— A4t} A(t) exp {At}||dt < o, (10)
3. integrdl f:axp {— Agu} A(u) exp {A,u} du = D(t) (11)
¢

konverguje a matice exp {— At} A(t) exp {A4ot} a D(2) jsou asymptoticky komutativni.

Obratme se k oscilatorickym rovnicim 2. ¥4du. Pro integraly rovnice

§+Q+9@)y =0, g@t)—>o0, (12)
t—> ©

(zde n = 1, y je redlné &islo), platf asymptoticky vzorec

. t .
y=Acos(fV1+g(u)du—{—B)+o(1), (13)
0
je-li spln¥na jedna z t&chto t¥f podminek:
Lo}
1. [lg(d)| dt < o, : , (14)
2. konverguji integraly

ﬁ](t) de, I,(¢) = ﬁ)(u) cos 2udu, I4(t) = ﬁ](u) sin 2u du , (15)
¢ é

Jla@| L @] de,  [lg()] |I,(0)] d¢,
3. funkce g(t) mé derivaci g(z), f;’[(t)[ dt < 0.’ (16)
Dosah podminky (15) si ujasnime, poloZime-li

cos kt 1
t) = ” > —, k0, 2.
g(t) - L *0, &+

Podminka (15) je spln¥na a pro integraly dif. rovnice

dostdvdme asymptoticky vzorec
y =Acos(t + C)+ o(l).
Je-li vak o = }, podminka (15) splngna nenf a pro integraly diferencidlnf rovnice

.«;+(1+“°;'“)y=o. k40, £1, +2 (a7)

plati asymptoticky vzorec
y =Acos(t+ }(k2—4)"1logt + B) + o(1). (18)

Pti odvozen formule (18) Ize pouZit Floquetovy theorie pro lineérni rovnice s periodickymi
koeficienty. Jestli¥e v rovnici (17) nechdme ,,zamrznout** faktor, ktery se pomalu méni,

dostaneme rovnici ,
cos kt
:,‘l‘+(1_|_ )y::O. . (19)

I
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Integraly rovnice (19) maji ,,primdrnou frekvenci‘‘. Necht N(z, T') je potet nulovych bodu
(libovoln¥ zvoleného) integrélu rovnice (19) na intervalu 0 < ¢ < z. Limita

n Nz, T)
m— = o(T)

T—r0 x

existuje a asymptotické frekvence w(T') pro rovnici (19) uZijeme jako okamZité frekvence
pro rovnici (17). Odvodime formuli

. t
y(t) = A cos ({w(T) dT + B) + o(1)

a tak dosp&jeme ke vzorci (18).

Vysledky platné pro line4rnf rovnice majf analogie pro quasilineérnf rovnice. Viimn8me
8i rovnice

:’7+y(1+t7)= . (20)

Je-li « > 0, integraly rovnice (20) jsou omezené (pro t — ). Je-li dokonce « > 1,
potom pro integraly rovnice (20) plati asymptoticky vzorec

y = A cos (t + B) + o(1)
@
3(t
{coZ plyne snadno z toho, Ze I—y—(—)l dt < oo pro ka¥dy integral). Je-li viak 0 <& < 1,
P pm
1

potom nelineérni &len mé podstatny vliv. Obdobnd jako v pfipad® rovnice (17) rovnici
{20) porovnédme s rovnici :

; y
y’+y(1+(T)a) =0. : (2D

Rovnice (21) mé vesmé&s periodické fedeni, periody tSchto fefeni vSak z4visf na amplitu-
d8.2) Také pro rovnici (20) 1ze dokézat formuli -

¢
y = A cos (fo(T) dT + B) 4 o(1),
kde w(7T') je frekvence integralu rovnice (21); je vSak tieba urdit z4vislost frekvence na
amplitud¥. TéZe methody lze uZit ke studiu znaéné Sirsi t¥{dy rovnie.
Zévrem se prof. Atkinson zminil o dosud nefeSené otézce, kterd spotiva ve studiu
souvislosti integralii ,,podstatnd‘‘ nelineérnich rovnic, na pf. rovnic
j+y*=0,
5
g+y+ %— =0.

Vysledky, které ptednesl, ddvaji nové a vyznamné poznatky o asymptotickém chovani
integralai diferencilnich rovnic a maji zvlaStni cenu v tom, %e zavaddji ndzorné fysikélni
pojmy jako frekvence, amplituda, akee, kinetické a potencidlni energie a ukazuji uZited-
nost t¥chto pojmil pro Sirokou tfidu rovnic.

Jaroslav Kurzweil, Praha.

s v .
%) Pro ka¥dy integral rovnice (21) plati (¥)* + y* + i%; = C*. Kladnou konstantu C
nazyvame amplitudou pfisluiného integrélu.
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KONGRUENCE W

(Referat o ptednésce akademika EpUuarDA CECHA konané dne 9. ledna 1956 v matematické
obci pra¥ské.)

Pojem kongruenci W vznikl pii studiu t. zv. Weingartenovych ploch, pro né% Gaussova
resp. stfedni k¥ivost je vazéna relaci y(K, H) = 0; tyto plochy jsou charakterisovany tim,
%e (obecn§) jejich normély jsou teénami dvou ploch a korespondence mezi tdmito plochami
je asymptotické. Kongruencf pfimek L budeme nynf rozumsti libovolny dvouparametrovy
systém piimek; omezime se pti tom na ty kongruence, je jsou vytvoreny spoleénymi
tednami dvou (. zv. fokélnich) ploch. Kongruenci L je urdena jists korespondence mezi
fokélnimi plochami; odpovidaji-li si v nf asymptotlcké ktivky obou ploch, mluvime o kon-
gruenci W.

Akad. E. Cecu vybudoval rozséhlou theorii korespondenci mezi kongruencemi pfimek
v projektivnim trojdimensionélnim prostoru; viz préce Transformation développables des
congruences des droites, Déformation projective des congruences W a dalii, je% vSechny budou
uvefejndny v mezinirodnim &asopise.

Dalefitou partif theorie kongruencf pfimek je studium korespondenci mezi dvéma kon-
gruencemi pifmek a zv145t§ projektivni deformace druhého #4du, ji% je mo¥no rozloZiti na
fadu jednodus$ich korespondenci. Pomoci t&chto tivah byla zobecn$na Cartanova exis-
tenénf v&ta o kongruencich R, coZ jsou kongruence (nutng W), jejich# fokalni plochy pi‘l-
poustéji netnvuilni projektivni deformace druhého fadu:

du.\2
Budte dény dve& diferenciélni rovnice (d—ul = fy(u, v), © = 1, 2; pak existuji (a zévisi
Ug

na Sesti funkeich jedné proménné) kongruence piimek, pro ns u; = const jsou rozvinu-
telné plochy a na ¢-té fokalni plofe jsou asymptotiky uréeny uvedenou. i-tou rovnici. Pro
kongruence R je toti% mo¥no voliti f;(u, v) = (— 1)¢.

Zajimavé je otézka po ,,poétu‘‘ kongruenci, je% jsou v projektivni deformaci s danou
kongruenc{. Ke ka?dé kongruenci piimek L v S, existuje v S¥, dudlnim k S,, kongruence L
vytvofend svazky rovin s osami v piimkach kongruence L; je to t. zv. dualisace kon-
gruence L. Dualisace je projektivni deformaci prav$ tehdy, je-li L kongruenci W. Je mo¥no
zavésti tFidu kongruenci W s t. zv. asymptotickou dualisaci, je% nebudu geometricky po-
pisovati; nyni se uké¥e: ka¥d4 kongruence W piipous$ti maximélnd oo® projektivnich
deformacf, jeZ nejsou v linedrnim komplexu a nemaji asymptotickou dualisaci, ka¥dé
kongruence s asymptotickou dualisaci pfipousti projektivni deformace (opst s asympto-
tickou dualisaci) z4vislé na jedné funkei jedné prom&nné; jedna z téchto projektivnich
deformaci leZf v linedrnim komplexu.

Dalsf prace budou obsahovati prohloubeni dosaZenych vysledkt a theorii kongruenci W,

pripoustéjicich grupy projektivnich deformaci v sebe.
Alois Svec, Praha.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 81 (1956)

RECENSE

J. L. Doob: Stochastic processes. John Wiley & Sons, New York 1953, stran 654.

Doobova kniha ,,Stochastic processes‘ je nejobséhlejsi z dosud napsanych knih o sto-
chastickych procesech. Starsi knihy o stochastickych procesech se zabyvaly vidy jen
specielnimi procesy, pfeva#nd Markovovymi, a i nov&jsi knihy maji uZsi vybsér. Aby bylo
mo¥no popsat celkové zamdteni knihy, bude nejlépe promluvit struéng o pojmu stochas-
tického procesu.

Existuji v podstat$ dvé definice stochastického procesu. Prvni z nich, pfipisované zpra-
vidla SLuTzrEMU, definuje stochasticky proces jako systém distribuénich funkef spliujf-
cich jisté zndmé podminky. Specielnd na pf. u Markovovych procesi je takovy systém
definovan pravdépodobnostmi pfechodu a poéiteénim rozloZenim. Podle druhé definice,
pochézejici v podstat$ od KoLMocoRrova, je stochasticky proces definovan jako pravds-
podobnostni pole se systémem ndhodnych prom&nnych. Ob& definice jsou ovSem ekvi-
valentni v tom smyslu, ¥e systém ndhodnych proménnych definuje systém distribuénich
funkef, které spliiuji zmin¥né podminky a naopak ke kaZdému systému distribuénich
funkei sphiiujicich tyto podminky lze podle zndmé Kolmogorovovy vty sestrojit alespor
jedno pravd$podobnostni pole s néhodnymi prom¥nnymi, které maji pfedepsand rozloZeni.
Podstatné je ovSem to, %e ka¥d4 z obou definic vyvolava zpravidla jinou thematiku. Tak
prvni definice vede k tomu, ¥e se pracuje pouze s danymi distribuénimi funkcemi a vy-
hradnd analytickymi prostfedky se vySetfuji metody vypoétu pravd8podobnosti rtz-
nych jevd, jejich asymptotické vlastnosti a pod. Naproti tomu drubé definice, i kdy%
pravé uvedend problémy nijak nevyluduje, zahrnuje jiz v sob$ mnoho dalsich problémd,
tykajicich se struktury pravddpodobnostniho pole a ndhodnych proménnych, méritel-
nosti ndkterych daleZitych jevii, konvergence a spojitosti vyb&rovych funkei (definice
vybdrové funkce je uvedena déle) a pod. Problémim tohoto druhu nelze ov8em uptit jejich
duleZitost. Je jistd vhodné znat, zda na pf. uréitému jevu, jehoZ pravddpodobnost nés za-
jimé, odpovidé alespori pfi ndkteré konkretni representaci stochastického procesu méti-
telnd mnoZina, t. j. zda pravddpodobnost jevu lze viibec néjakym rozumnym zpfisobem
definovat. AvSak &tenat, kterého zajimaji predeviim aplikace stochastickych procesu,
tedy hlavnd jejich analyticky aparat, bude Doobovou knihou asi pondkud zklamén.
Autor u¥ivé toti¥ duslednd druhé definice a v souhlase s tim jsou v knize problémy, tyka-
jici se struktury pravd$podobnostniho pole vySetfovany velmi dikladng, zZpravidla do
v&t&f hloubky a obecndji ne% v dosavadni &asopisecké literatufe, zatim co z analytickych
problémi jsou uvedeny jen nejdiileZitdjsi. Cely charakter knihy vynikne snad nejlépe
z nésledujiciho struéného obsahu. .

Kapitola I obsahuje krom8 zékladnich pojmu teorie pravd$podobnosti, jako pravd‘é-
podobnostni pole, ndhodné promd&nné, distribuéni funkce a rtzné druhy konvergence,
také pojednéni o podmin¥nych pravdSpodobnostech a charakteristickych funkeich.
Odstavec o podmindnych stfednich hodnotéch a pravddpodobnostech je dosud nejipIngj-
#{m pojednanim o této d4sti teorie pravdspodobnosti. Podmin&né sttedni hodnota se de-
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finuje vzhledem k ndkterému o-t8lesu § obsaZenému v zikladnim o-t8lese pravdspodob-
nostniho pole. Pfesndji feeno, jestliZe y je ndhodnd prom&nna s konesnou st¥edni hod-
notou, pak podmindné sttedni hodnota ndhodné proménné y vzhledem k o-télesu §, zna-
denéd symbolem E(y|§), je F-médfitelnd funkce, vyhovujici pro viechna A ¢ § vztahu
JE(y | §) dP = [y dP. Tato definice je ekvivalentni, jak lze snadno zjistit, s piivodni defi-
4

nici Kolmogorovou, t. j. definici podmin&né stfedni hodnoty vzhledem k m&titelné trans-
formaci. Podmingné stfedni hodnota vzhledem k systému néhodnych proménnych je pak
definovéna jako podmin¥na stfedni hodnota vzhledem k minimélnimu o-t8lesu, podle
n&hoZ jsou vSechny néhodné prom&nné daného systému matitelné. Kroms znamych vét,
obsaZenych ji% v Kolmogorovové knize »»Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung*,
jsou zde dokézény dve vdty o t. zv. podminénych pravdépodobnostnich rozloZenich, t. je
o podmin&nych pravdépodobnostech, které jsou skoro jist& pravddpodobnostnimi mirami.
Prvni z nich zhruba fikd, %e na borelovskych mnoZindch n-rozmérného Euklidova pro-
storu vZdy existuje ke kaZdému podmiiiujicimu o-t8lesu podmingné pravddpodobnostni roz-
loZenf. Druhou z t8chto vt jest mo¥no povaZovat za spravnou versi jedné (nespravné)
véty, uvefejndné autorem v TAMS 44 (1938). Je snad vhodné upozornit zde na to, ¥e pojem
podmin&ného pravdSpodobnostniho rozlofenf v &ir§im smyslu, definovaného rovné#
v tomto odstavci, nijak nesouvisi 8 pojmem podmin&né st¥edni hodnoty v Sir§im smyslu,
ktery je definovén v kap. II, § 3. Odstavec o charakteristickych funkeich obsahuje krom&
zndmé véty o inversi také n&kolik novych nerovnosti.

V kapitole II je predevdim definovén pojem stochastického procesu. Stochasticky
proces je definovén jako zédkladni prostor 2 (jehoZ body jsou déle znadeny w) se o-télesem
&8 (takovym, Ze 2 ¢ §) a pravddpodobnostni mirou P na § a se systémem nahodnych pro-
ménnych z,;, kde parametr ¢ probih4 ndkterou podmnozinu reslnych &isel 7'. Nshodné pro-
ménné z, definuji jedinou funkei dvou proménnych z(t, w). Pro kazdé pevné w je z(t, w)
pouze funkei proménné ¢ a kaZdou takovou funkei nazyvé autor vybsrovou funkef, analo-
gicky k terminologii matematické statistiky. P¥i bd%né representaci stochastického pro-
cesu v prostoru viech realnych funkef na 7' jest ovSem systém viech vyb&rovych funkei
totoZny se zdkladnim prostorem. Spojitosti t&chto vybérovych funkei, po pt. charakteru
nespojitosti a limitnim vlastnostem, je v knize vénovéna velké pozornost.

Dalsi odstavec je vénovén definici separabilnfho a méfitelného stochastického procesu.
Stochasticky proces nazyvé autor separabilnim, jestliZe existuje posloupnost parametri
t;e T' a nulovd mnoZina A tak, %e pro kaZdou uzavienou linedrni mno¥inu 4 a kazdy
otevieny interval I se mnoZiny {z,(w) e A,te IT} a {x,(w) e 4, t; ¢ IT} li% pouze o pod-
mnoZinu mno¥iny A. ProtoZe bez ujmy obecnosti lze pfedpoklédat, e podmnoZiny nulo-
vych mnoZin jsou métitelns, jsou v separabilnim procesu mno%iny tvaru {z,(w) e 4, t € IT}
méfitelné. Jak zndmo, b&’né representace stochastického procesu v prostoru redlnych
funkei v pfipad® nespotetného 7' tuto vlastnost nemd. Separabilni procesy maji jestd dalsi
duleZité vlastnosti, jako je méFitelnost suprema a infima mafitelnych funkei a pod. Nej-
duleZit8jsi pak je vdta 2.4, kterd ¥{ké, %e ka¥dy stochasticky proces lze vhodnou zménou
néhodnych proménnych x; uéinit separabilnim se zachovénim viech konetndrozmérnych
rozloZeni. Stochasticky proces nazyvé autor métitelnym, jestlite funkce z(t, ®) je jako
funkce dvou proménnych méfitelnd. M&Fitelnost podle ¢ se bere vzhledem k lebesgueov-
skym mnoZindm. Vyznam ‘méfitelnosti je v tom, %e pro mé&Fitelny stochasticky proces je
mozno definovat integrél vyb&rové funkce. Opst, plati véta, e ka%dy stochasticky proces,
jehoZ vybsrové funkee jsou pro skoro vechna ¢ spojité podle pravddpodoknosti, 1ze udinit
méfitelnym a separabilnim se zachovénim viech koneéndrozmérnych rozloZeni. Je zndmo,
Ze v souvislosti s vySetfovanim spojitosti a mdFitelnosti vybsrovych funkei, se nktekf
autofi a pfedevdim autor recensované knihy snaZili obejit tyto problémy representaci
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stochastického procesu v prostoru vSech spojitych, po pf. méfitelnych funkef. V recenso-
vané knize autor od t&chto metod upousti a pouzivé vyhradnd zminénych dvou vét.

Nyni promluvime o jednotlivych typech stochastickych procest, které jsou
v knize probirdny.

Gaussiw proces (Kap. II, § 3). Stochasticky proces se nazyvé Gaussiv, jestliZe vSechna
prislusné konednérozmdrné rozloZeni jsou normaélni (Gaussova). Tomuto procesu nenf vé-
novéna zvladtni kapitola a jsou zde pouze dokézany véty, tykajici se toho, Ze ke kazdému
stochastickému procesu s koneénymi variancemi a kovariancemi existuje Gaussiv proces
se stejnymi druhymi momenty.

Pomoci Gaussovych procesii je zde definovan pojem ,,vlastnosti v §ir§im smyslu®, kte-
rého se dale velmi dasto pouZivé, a proto se o n¥m té% zminime. Ptedpoklddejme, Ze ndjaky
stochasticky proces mé vlastnost V, kterou lze vyjadFit pomoci varianci a kovarianci.
Tuto vlastnost ize pak pro pfislusny Gaussiv proces vyjédfit zpravidla zptsobem, ktery
prenesen na piivodni proces vyslovuje ndjakou pfisnéjsi podminku V. Pak vlastnost V je
vlastnost v §ir§im smyslu p¥isluiné k vlastnosti V’. Na piiklad orthogonalita je nezévislost
v 8irSim smyslu.

Procesy 8 nezdvislymi ndhodnymi proménngms (Kap. II, § 4 a Kap. III). Casovy para-
metr ¢ probihé zde pouze ptirozend &isla, takZe se jedné o posloupnosti nezévislych ndhod-
nych promdnnych. V § 1 je dokézén nula-jednotkovy zékon a Borel-Cantelliho lemma.
Dal¥i odstavec obsahuje v8ty o konvergenci fad nezévislych nahodnych promé&nnych.
Kroms obvykle vySetiovanych vztahi mezi konvergenci téchto fad a konvergenci pfislus-
nych fad pramdra a varianci je vySetfovan také vztah ke konvergenci souéint charakte-
ristickych funkef. Dalsi odstavec obsahuje rizné druhy zdkona velkych é&isel, a to pro
viechny t¥i mo¥nosti, t. j. slaby, podle st¥edu a silny. § 4 obsahuje centralni limitni véty.
Tento paragraf pojednévé sice o neomezend délitelnych rozloZenich (jsou dokonce defi-
novéna obecndji a je dokézéno, e tato zdénliv® obecnsdjsi definice je ekvivalentni s obvyk-
lou), centralnf limitni v8ty zde uvedens se viak zabyvaji jen ptipadem, Ze limitn{ rozloZeni
jo normalni.

Procesy s nekorelovanymi ndhodnymi proménnygmi (Kap. II, § 5, Kap. IV). I zde se pra-
cuje pouze s posloupnostmi ndhodnych prom¥nnych, Jedné se v podstats o teorii ortho-
gonélnich funkei v L, prostorech, je viak zajimavé si uvédomit, jaky maji jednotlivé
pojmy této teorie pravd$podobnostni vyznam. Tak na pt. nejlepsi aproximace dané na-
hodné prom#nné (podle st¥edu) vzhledem k danému orthogondlnimu systému nséhodnych
promsnnych, t. j. soudet podle sttedu piisluiné Fourrierovy fady, lze poklddat za podmi-
ndnou stfedni hodnotu v Sirim smyslu této ndhodné proménné vzhledem k danému
systému orthogonélnich ndhodnych proménnych.

Dalsf dva odstavce obsahuji analogie n8kterych v&t z kap. III; piisluné tvrzeni se pak
tykaji bud pouze konvergence podle stfedu nebo jsou pfedpoklady v&t ptisnsjsi. V posled-
nim odstavei je pojednino o martingalovych procesech v §irSim smyslu. Tento proces je
zaiazen do kap. IV proto, %e jej lze také charakterisovat jako stochasticky proces, v ndmZ
pro kazdou posloupnost #; <3 <... <?f,  jest ndhodnéd proménna =z,  — @, ortho-
gondlnf k z,; pro j < n. Jsou opét odvozeny analogie ndkterych vt kap. VII, vesmss viak
8 konvergenci podle stfedu.

Markovovy procesy (Kap. I1, § 6, Kap. V, Kap. VI). V kap. II, § 6 je Markoviv proces
definovén jako stochasticky proces takovy, Ze pro kaZdou posloupnost ¢; <3 < ... <ftn
z T a kaZdé redlné A plati P{z, (0) < 4 I Ty een @y, } = P{zy,(0) <A | z;,_,} s pravds-
podobnosti 1. Podminéné pravd$podobnosti jsou mindny obecns, ne nutn¥ jako podming-
né pravdspodobnostni rozloZeni. Z piede§lého vztahu plynouci rovnice Chapman-Kolmo-
gorovova mé pak tvar P(z,(w) ¢ 4 | z,) = B{P{(xy(w) ¢ 4 |z,}|,} s pravdépodobnosti 1.
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V kap. V, § 5 je vBak definovédn homogenni Markoviiv proces s diskretnim ¢asem (t. j. T
je mno#ina vlech ptirozenych &isel) pro libovolnou abstraktni mnofinu stavid, a to jako
mira na obvyklém minimélnim o-t8lese v kartézském sousinu prostori X pomoci pravdg-
podobnostnich pFechodd p(£, 4). Mo¥nost konstrukce takové pravdépodobnostni miry
Plyne z v&ty, kterou dokézal C. T. Ionescu Tulcea (Atti Accad. Naz. Lincei Rend. (8) 7
(1949)) a kterd je také uvedena v recensované knize v dodatku na str. 613—615. Takto
definovany Markoviv proces odpovida t. zv. definitnimu procesu ve zndmém Kolmo-
gorovové &lanku ,,Uber die analytischen Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung*®
(Math. Ann. 104 (1931)), kde se viak mo¥nost konstrukee pravdépodobnostni miry ne-
vygettuje. Upozortiujeme, %e pro bezprostredni aplikaci zmindné vty je predpoklad
diskretnfho parametru ¢ podstatny. V obecném pfipadd neni jasné, zda lze bez daliich
predpokladii o mnoZing stav pravd$podobnostni miru konstruovas.

Markovitv proces s diskretnim $asem a konedn$ mnoha stavy je probran v kap. V, § 4.
Je uvedena obvykls klasifikace stavii a jsou dokézany ergodické véty. Maticové metody
nenf pouZito. V § 5 jsou pak tyto vysledky pfeneseny na obecny homogenni Markoviv
proces s diskretnim &asem, oviem za jistych dodateénych predpokladii. Jedns se vesmds
o zobecn&ni DoEBLINOVYCH vysledki. V dalsich dvou odstaveich jepak pojednéno o zdkonu
velkych &isel a o centralni limitni v&td pro posledn$ uvedeny typ Markovova procesu.
Poslednf paragraf pojednévé o Markovovych procesech v Sir§im smyslu. Jsou definovény
obdobnd, v definici je oby&ejné podmindné stfedni hodnota nahrazena podminénou
stfedni hodnotou v ¥ir§im smyslu.

Markovovym procesim (tém&f vyhradn$ homogennim) se spojitym &éasem, t. j. pro
T =<0, ®), jest v8novéna kap.VI.V §1 je probran pfipad koneéného podtu stavi. Autor
pfedpoklédé pouze spojitost pravddpodobnosti prechodu, derivovatelnost jiz dokazuje.
Kroms ergodické véty, kters je zde jednodussi, nebot neexistuji cyklické skupiny, je tento
odstavec v&novén charakteru nespojitosti vybrovych funkei. Obdobné problémy jsou
studovény v § 2 pro ptipad spojitého systému stavi. Autor se zde omezuje na representaci
stochastického procesu v prostoru viech reslnych funkef, tak¥e bez ijmy obecnosti miize
pfedpoklédat, e podmingné pravdépodobnosti jsou podminsns pravdépodobnostni roz-
loZeni. Posledni odstavec je vénovéan difusnimu procesu.

Martingalové procesy (Kap. II, § 7, Kap. VII). Stochasticky proces se nazyvé martin-
galovym procesem, jestlize mé vSechny st¥edni hodnoty kone¢né a jestliZe pro libovolnou
posloupnost ¢; <ty < ... <tp ., T, = E{z,,, . | Zy,y «e5 Z4,) 8 pravddpodobnosti 1. Jestlize
v pfedeSlém vztahu plati misto rovnosti pouze nerovnost <, nazyvé se proces semi-
martingalovym. Neexistuje Z4dny &esky termin pro tyto procesy a ndzev uZity v této
recensi neni asi nejvhodn¥jsf. Semi-martingalovy proces je v knize definovén po prvé
a plati pro néj vSechna hlavni tvrzeni jako pro procesy martingalove. Procesy martin-
galové byly jiZ studovény difve rtznymi autory. Jednim z davodd, proé¢ byla témto pro-
cesiim vénovéna pozornost, je to, Ze jsou modelem néhodné hry, kters je v jistém smyslu
»spravedliva®“. Maji viak duleZitsj§i aplikace jak v teorii stochastickych procest, tak
iv teorii miry a integrélu i jinde. Hlavnim vysledkem jsou v&ty o konvergenci vyb&rovych
funkef, které platf jak pro diskretni p¥ipad tak i pro spojity; zde ovSem za pfedpokladu
separability stochastického procesu. Pro diskretnf parametr jsou v knize uvedeny aplikace
této v&ty na konvergenci fady nezévislych ndhodnych proménnych, zékon velkych &isel,
dikaz Jessenovy véty o konvergenci posloupnosti integrali v nekoneéném kartézském
soudinu, o konvergenci podflu dvou mdr k Radon-Nikodymovs derivaci a déle aplikace na
n8které problémy matematické statistiky.

Procesy 8 nezdvislyms pﬂn’wtky (Kap. II, § 9, Kap. VIII). Tyto procesy jsou charakteri-
sovény tim, %e pro kaXdou posloupnost ¢, < ... < #, jsou ndhodné proménné z, — x,,
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«ou @y, — Z;, , nezévislé. Autor se déle zabyvé jen spojitym ptipadem, nebot diskretni
proces tohoto typu pfedstavuji souéty nezévislych proménnych, které jsou dikladnd pro-
brény v kap. III, Autor studuje nejdiive Wienertiv proces (nazyvé jej procesem Brownova
pohybu) a dokazuje, %e skoro vSechny vyb&rové funkce tohoto procesu jsou spojité.
V § 7 je naopak dokézéno, Ze Wieneriiv proces- je touto vlastnosti mezi procesy s neza-
vislymi prirtistky v podstat$ charakterisovan. V dalsich odstaveich je studovan Poissontv
proces a déle obecny proces s nezavislymi piirastky, a to opdt spojitost vybérovych funkei.
Diile¥itou tilohu pti tom mé t. zv. centrovéani procesu, t. j. odeéteni vhodné funkee f(¢) od
néhodnych promdnnych . Posledni ¢4st kapitoly je vénovéna vlastnostem charakteri-
stickych funkei t&chto procesi, které musi zfejms spliiovat zndmou podminku pro neko-
neén§ délitelna rozloZeni.

Procesy s nekorelovanymi nebo orthogondinimi prirustky (Kap. II, § 10, Kap. IX). Tyto
procesy jsou podle autorovy terminologie procesy s nezdvislymi ptiristky v Sir§im smyslu.
Prevé¥né Sést této kapitoly je vénovana pojmu stochastického integralu. V § 2 je defino-
vén stochasticky integrél f @(t) dy(t), kde y(t) jsou néhodné prom&nné, tvofici stochasticky
proces s orthogonalnimi pfirtstky. Takovy integral je opét ndhodnou prom&nnou. V § 5 je
definice zobecndna na ptipad, %e @ jest také funkei w, za dodateénéhé predpokladu, Ze y(¢)

t

tvofi také martingalovy proces. Ndhodné proménné x(t) = [P(s, w) dy(s) pak tvori také
a

martingalovy proces a je dokdzéno, e za jistych pfedpokladi 1ze naopak martingalovy
proces representovat stochastickym integrélem, a to tak, %e y(t) tvofi Wienertiv proces.

Staciondrnt stochastické procesy. (Kap. IT, § 8, Kap. X, Kap. XI). Striktng stacionérni
stochasticky proces je definovén jako proces, jeho¥ vS8echny koneéndrozmérné distribuéni
funkce jsou invariantni vaéi éasovému posunuti. Stochasticky proces s konednymi dru-
hymi momenty, jehoZ kovarianéni funkce mezi x, a =, ; je nezévisld na s, nazyvé autor
staciondrnim v $ir§im smyslu. Kapitola X je vénovéna diskretnim staciondrnim procestim.
U striktnd staciondrniho procesu se studuje vztah k bodovym a mnoZinovym transforma-
cim, zachovévajicim miru. Striktnd staciondrni proces lze toti% definovat pomoci jedné
néhodné prom¥&nné a cyklické grupy vytvofené transformaci o-t8lesa nahodnych jevi na
sebe, pfi éem¥ tato transformace je v podstatd isomorfismem vzhledem ke komplementiim
a spodetnym sjednocenim a zachovavé miru. Stacionarita v SirSim smyslu je pak definové-
na také jako obvykle metodou Hilbertovych prostoru. Tato kapitola obsahuje fadu duleZi-
tych vysledkt. Jako nejduleZit8jsi je moZno jmenovat zobecn&ni Birkhoff-Chinéinovy vty
o konvergenci skoro jist® aritmetickych pram&ri ke stfedni hodnoté podmindné o-t8lesem
invariantnich podmno#in, jejim# pfimym dusledkem je za pfedpokladu metrické transiti-
vity obvykl4 Birkhoff-Chindinova vé&ta, déle zdkon velkych &isel pro stacionirni stochas-
tické procesy v SirSim smyslu, déle v8ty o vlastnostech korela&nich funkef a spektralnich
funkei s diikazem Bochner-Chindinovy v&ty, statistické odhady jednotlivych bodu kore-
laénfch a spektralnich funkei s pouZitim piislu¥nych zékonti velkych &isel a v8ty o spektral-
nim rozkladu. Obsahem kap. XTI je zhruba toté% pro ptipad spojitého parametru. I celkové
uspofadéni je stejné aZ na ndkteré podrobnosti tykajici se integrace vyb&rovych funkei.

V poslednf kapitole XII pojednavé autor o predikei ve stochastickych procesech sta-
cionarnich v Sir§im smyslu. Jak je obvyklé, omezuje se na linedrni predikei, kterd mini-
malisuje st¥edni kvadratickou chybu. Zasadn$ se rozlidujf ptipady diskretniho a spojitého
parametru. Na konci kapitoly je pak struéné zminka o mnohonésobné predikei v koneénd-
rozmérnych stochastickych procesech staciondrnich v Sir§im smyslu.

Na koneci knihy jsou ptipojeny dva dodatky. Prvn{ z nich — Supplement — obsahuje
ndkteré vdty z teorie miry & integralu, kterych se v knize pouzivé. Cetba tohoto dodatku
pfed studiem knihy je velmi vhodné k pochopeni autorovy symboliky. Druhy dodatek —
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Appendix — obsahuje pozndmky k jednotlivym kapitolam, v&t§inou odkazy na pavodni
literaturu.

Kniha je pséna srozumitelndji neZ vétsina autorovych praci, hlavng pokud se tyké for-
mulace definic a v&t. Pfesto v8ak studium knihy nenf lehké. Neni to zptsobeno tim, Ze by
kniha vyZadovala velkych predb&Znych znalosti — &tendt vystali se znalosti zédklada
teorie miry a infegré,lu v abstraktnich prostorech — nybrZz tim, Ze dukazy jsou misty
velmi zhuSt&ny a ovéfovani jednotlivych kroku je velmi pracné. To oviem nemuZe nijak
sniZit vyznam této knihy, kterd je vlastnd prvni monografii o matematické teorii stochas-
tickych procesi, zaloZené duslednd na Kolmogorovove definici. Jeji vliv se ji% ostatnd
v literatufe projevuje.

Miloslav JiFina a Antonin Spadek, Praha.

N.I .‘Achijezer: Teorie aproximaci. Z rustiny pfeloZil Dr Otto Vejvoda. Vyslo v Naklada-
telstvi Ceskoslovenské akademie véd, Praha, 1955, 344 stran, 10 obrazkd, cena bro¥.
Ké&s 21,— (misto puvodnich Kés 70,—).

Prekladem Achijezerovy knihy o theorii aproximace je v nasi literatute poprvé zastou-
pena tato duleZitd v&tev matematické analysy, zajimavé a bohatd vnitini krdsou i uZi-
tedné pro aplikace. Tato theorie je od svého vzniku spjata se jmény ruskych a sovdtskych
udenct, jejichZ piinos je nejvyznamnéjsi co do podétu i hodnoty vysledkt. Monografii
a udebnic o theorii aproximace neni dosud ve svétové literatufe mnoho a vysledky
z této oblasti matematiky jsou uloZeny hlavn® v Sasopiseckych pojednanich.

Achijezerova kniha je zaméfena k obecnym otézkdm theorie aproximace v reilném
oboru. Rozsdhly materiél je rozdélen do Sesti kapitol a z4véretné Sasti knihy, obsahujict
dopliiky a ulohy.

Prvni kapitola, pojednévajicf o problémech aproximace v linedrnim normovaném
prostoru, tvoif obecny podklad theorie. Formuluje se v ni zdkladni dloha theorie aproxi-
mace, zavadi se pojem metrického prostoru a linedrniho normovaného prostoru, jsou tu
uvedeny piiklady a bliZe vySetfen Hilbertiv prostor (orthonormované soustavy, proces
orthogonalisace), prostor v8ech spojitych funkei na daném intervalu a prostory L?. Doka-
zuje se véta o aproximaci prvku linedrniho normovaného prostoru pomoci linedrnich
kombinaci danych linedrnd nezévislych prvka tohoto prostoru a uvedena postadujict
podminka pro jednoznaénost (ostie normované prostory), déle véta o aproximaci prvku
Hilbertova prostoru pomoci prvka jeho podprostoru, Weierstrassovy véty a jejich zobec-
néni na L?, Miintzova véta a Rieszova véta o linedrnim funkciondlu v uplném Hilbertové
prostoru.

Ve druhé kapitole jsou vyloZeny klasické CebySevovy vysledky z theorie aproximace
a jejich zobecnéni; v souvislosti 8 tim jsou vySetfeny nékteré dalsi problémy a zejména je
uvedena Haarova a Markovova véta.

Treti kapitola obsahuje struény vyklad theorie Fourierovych fad, nastin Planchere-
lovy theorie, diikaz véty Watsonovy, Fejérovy a Young-Hardyovy; ddle se studuje pojem
Fourierovy transformace a konvoluce dvou funkef, defiriuje se St8klovova funkce a stanovi
se jeji vyjadieni trigonometrickym integralem, dokazuje se véta o nékolikandsobnd mono-
tonnich funkeich a v&ta o sdruZenych funkeich.

Ctvrté kapitola je vdnovéana studiu n¥kterych extrémnich vlastnosti celistvych
transcendentnich funkef exponencidlnfho typu. Dokazuje se Wiener-Paleyova véta
a zobecndni BernStejnovy nerovnosti. Déle jsou uvedeny nékteré vlastnosti t. zv. Levita-
novych polynomu, dukaz Fejér-Rieszovy véty a kriterium vyjadiitelnosti spojité funkce
ve tvaru Fourier-Stieltjesova integralu; tyto odstavce jsou vétSinou zpracovany podle
M. G. KREINA.
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Jadrem paté kapitoly jsou dikazy zndmych Jacksonovych vét o harmonické apro-
ximaci diferencovatelnych funkei a k nim obracenych Bernstejnovych vét spolu s dikazem
Bernstejnovy véty o harmonické aproximaci analytickych funkei. Jacksonovy vty jsou
vhodnd zasazeny do rdmce obecn8jsich uvah a doplnény Fejérovou methodou konstrukce
aproximujicich funkei; obrécené véty jsou zobecnény na prostor L?.

V Sesté kapitole je dokazana Wienerova véta o aproximaci a jsou uvedeny nékteré
jeji aplikace.
V posledni &asti knihy je shrnuto 35 piikladu, rozdélenych do péti odstaveu, tvoiicich

myslenkové celky. Jde zpravidla o FeSeni konkretnich problému, které dopliiuji predché.-
zejici obecné uvahy.

Z4véreéné poznamky obsahuji hlavng literdrni udaje. Kniha je opatfena piehledem
zkratek a oznadeni a rejstiikem.

Vyklad je jasny a uceleny, avSak velmi struény. Véty jsou uvéddény v co nejobecn&jsi
formulaci a s diikazy co mo%né nejjednodusiimi a nejkratS§imi; p¥ipravné poznatky jsou
vyloZeny jen v rozsahu nezbytném pro dalSi pouZiti. Autor systematicky &inf literdrni
odkazy & upozoriiuje na zobecnéni a novéjsi vysledky, z nichZ mnohé jsou zde kni¥n8 zpra-
covany poprvé. Ke studiu knihy stadéi solidni védomosti ze zékladi analysy. Kniha vSak
neni ivodem do theorie aproximace a sotva by bylo moZno ji doporudit iplnému zagé.-
tednikovi. Jeji velké prednosti oceni &tenaf, ktery jiZz zné zédklady této theorie, na priklad
z velmi piistupné a zdafilé Natansonovy udéebnice konstruktivni theorie funkef, a miZe
si z Achijezerovy knihy své védomosti znamenité prohloubit a rozsirit.

Cesky preklad je peélivy; to dokazuje i skutetnost, ¥e v nSm byly odstrandny n&které
drobné nedostatky originalu. Piekladatel byl éasto postaven pied problémy rédzu termino-
logického a jazykového, s nimi% se odpovédné vyrovnal. Je tfeba pii této piileZitosti
ukézat na nejednotnost a &etné jazykové kazy nasSi matematické mluvy. Bylo by zésluzné,
kdyby matematikové vénovali pozornost témto otdzkam a ve spolupréci s jazykovymi
odborniky prikroéili k jejich feSeni. — Tiskovych chyb je v knize mélo a &tenér si je snadno
sam opravi.

O kvalitach Achijezerovy knihy sv8déi mimo jiné i to, Ze byla neddvno preloZena do
némdéiny. Jeji éesky pieklad znamené obohaceni nasi matematické literatury.

Ladislav Kosmdk, Praha.

I. P. Natanson: S&€itani nekoneéné& malych veliéin. Z ruského origindlu pieloZil ing.
Milan Ullrich. Vydalo SNTL, Praha, 1955, 72 stran, 26 obrazk, cena Kés 3,16.

Ve sbirce Populérni pfednaS$ky o matematice, o ni%Z jsme referovali v lotiském
roéniku Casopisu, 80 (1955), str. 246, vySel jako jedenacty svazek preklad knifky
,,GyMMupoBanue Ge3KOHEYHO MAJBIX BeaW4MH'‘ z pera leningradského matematika I. P.
NaransoNa, zndmého u nés hlavnd svymi udebnicemi theorie funkei reédlné proménné.
a konstruktivni theorie funkei. Ukolem kniZky je sezndmit tendie s pojmem limity soustu
mnoha malych s$itanct a pFibliZit mu tak zékladni myS8lenku integralniho podtu. V Sesti
kapitolkdch pod4vé autor FeSeni vhodnych geometrickych a fysikélnich tdloh (vypodet.
tlaku kapaliny na svislou sténu, prace potfebné k vyéerpani kapaliny z nédob, uréeni
objemu t&les, kvadratura paraboly, elipsy a sinusoidy, vypodet efektivniho proudu);

n

v prvni kapitolé dokazuje pro pozd&jsi udely potiebné vzorce pro z k™ ptim =1, 2, 3 a za-
k=1

védi sumaéni znak. Na konci kniZky je uvedeno 16 tloh jako cvideni.
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'Vyklad je pHistupny a zajimavy (kniZka vznikla z autorovych ptednagek pro Zaky deva-
tych a desatych tiid); jeho snad jedinym kazem je, Ze autor nerozliSuje v oznadeni pti-
bliZné soudty od jejich limity. I kdy¥ tato skutednost nemusi vést k omylu, nebot ¢tendt ze
souvislosti pochopi, o8 jde, je to zbyteéné neduslednost.

K Seskému pfekladu napsal akademik E. Cecm pfedmluvu, v ni% knifku vystiZnd
zhodnotil. .
Ladislav Kosmdk, Praha.

A. I. Markudevi¢: Komplexni &isla a konformni zobrazeni. Z rutiny pieloZil ing. Milan
Ullrich. Vydalo SNTL, Praha, 1955, 76 stran, 45 obrézkit, cena Kés 2,75. Predmluvu
k deskému vydani napsal doc. Jan Vysin.

Podkladem pro tuto kniZku, kterd vychazi jako 12. svazek Populérnich prednések
.0 matematice, byla autorova prednéska pro zéky devétych a desatych tiid sttednich skol.
Knika obsahuje geometricky vyklad aritmetiky komplexnich &isel a vlastnosti n8kterych
jednoduchych funkei komplexni prom&nné jako transformact v roving; poudi viak dtendie
také o ndkterych aplikacich theorie funkci komplexni proménné, zejména v kartografii
& pii konstrukei kiidla letadla. V odstaveich, v nichZ se pojednava o konformnim zobra-
zeni, bylo oviem nutno se zfici piesnych dikazi a spokojit se jejich nédzornym néznakem.

Kni¥ka miZe byt velmi uZiteéné predevidim pro zéky stiednich Skol. Pfirozens a srozu-
mitelnd je seznémi s komplexnimi &isly (o nichZ majf ve v&tZing pfipadi asi znaéné ne-
urditou a formélni predstavu) a piesvddéi je o praktickém vyznamu theorie funkef kom-
plexni prom¥nné; neni viak pochyby o tom, Ze i jejich uditelé se z ni dovédi leccos nového.

Ladislav Kosmdk, Praha.

I. R. Safarevié: O Fe¥eni rovnic vy¥Sich stupiia (Sturmova metoda). Z ruského originalu
prelozil ing. Milan Ullrich, pfedmluvu k &eskému vydani napsal doc. dr Karel Hruda.
Vydalo SNTL jako 13. svazek Populérnich pfednések o matematice, Praha, 1955, 36
stran, 10 obrazki, cena Kés 1,20.

Znémé Sturmova véta o poStu kofent algebraické rovnice (s reédlnymi koeficienty)
v daném intervalu je nejen zajimavé, ale i prakticky duleZité, nebot zéroveti umoZiiuje pti-
bliZzny vypodet kotenti. Safarevidova kni¥etka je vénovéana dikazu této véty. Ze Styt kapi-
tolek, na nd% je rozdslena, maji prvni t¥i pfipravny charakter: V prvni se stanovi meze ko-
¥enu algebraické rovnice, druhé pojednévé o spoleénych kofenech mnohoélent a vice-
nasobnych kofenech, ve tfeti se studuje pojem charakteristiky dvojice mnohoélenti.
{tvrté S4st obsahuje vlastni dikaz Sturmovy véty a piiklady na jeji pouZiti.

Knif¥ka je veelku napséna velmi své¥e a srozumitelns, najdeme v ni viak n8kolik nedo-
patieni. NejzévaZnj§im z nich je mezera v dikazu Sturmovy véty, zptisoben4 zamléenim
predpokladu, ¥e krajnf body intervalu, v némZ vySetfujeme dany polynom, nejsou kotfeny
mnohotlent tvoticich Sturmiv Fetézec tohoto polynomu. Krom& toho najdeme v kniZce
n&kolik mist formulovanych s hlediska zatiteénika ponskud nejasnd.

U &ténéfe se predpoklidaji jen nejzakladngjsi matematické vddomosti. Plny uZitek
prinese kni¥ka ¥4kum, ktefi ji budou &ist pod vedenim zkuSeného uditele.

Ladislav Kosmdk, Praha.
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Casopis pro pé&stovini matematiky, ro&. 81 (1956)

ZPRAVY

NAVSTEVY HOSTU Z CIZINY

V listopadu a v prosinci minulého roku dlel v Praze prof. K. V. ATKINSON z Nigerie,
ktery je zném svymi pracemi v theorii {-funkef, ve funkciondlni analyse a v theorii oby-
gejnych diferencidlnich rovnic. Za svého pobytu v Praze prof. Atkinson se setkal s mnoha
deskoslovenskymi matematiky, n8kolikrat navstivil Matematicky ustav USAYV a ptrednasel
v ‘matematické obeci prazské o asymptotickych vlastnostech integrala dif. rovnic. (Viz

referat na str. 252.) J. K 7 Prah
. Kurzweil, Praha.

ZPRAVA O POBYTU DR VLASTIMILA PTAKA V POLSKU

Ve dnech 29. ¥ijna a¥ 12. prosince 1955 navitivil Polsko dr. ViastiMin Prik, védecky
pracovnik Matematického ustavu Ceskoslovenské akademie vdd. Byl vyslan Ceskoslo-
venskou akademii v8d, aby se seznamils praci polské8koly funkcionélni analysy is otéz-
kami aplikaci modernich matematickych metod v dileZitych problémech klasické analysy
i ptibliZnych metod.

Dr Vlastimil Ptak prednesl ve Varsav®, Vroclavi, Poznani a Toruni cellkem pét pred-
néfek z teorie topologickych linedrnich prostort, zejména z tdch obort, které souvisi
8 problematikou v Polsku studovanou. Na schtizkdch s prednimi v8deckymi pracovniky
ziskal velmi cenné poznatky. Na tdchto schiizkéch byla diskutovéna problematika
z obecné analysy a navazéna spolupréce. Ziskané vysledky budou publikovény.

Vlastimil Ptdk, Praha.

PREDNASKY A DISKUSE V MATEMATICKE OBCI PRAZSKE

9. 1. 1956: Eduard Cech, Kongruence W (viz referat na str. 256).
16. 1. 1956: Antonin Spacek, Zndhodndné analysa.
25. 1. 1956: Josef Machek, O hrubych chybéch pozorovéani.
13. 2. 1956: Otto Vejvoda, O stabilité integralt diferencialnich rovnic v komplexnim oboru.

Redakce.
CINNOST BRNENSKEHO ODBORU JCMF
Brodnsky odbor JCMF pokradoval ve st. roce 1955/56 ve své &innosti predndskami a
diskusemi. )

Konaly se tyto pfednasky:
20. 10. 1955: W. Orlicz, O ndkterych aplikacich Saksovych prostoru.
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24. 11. 1966: R. Piska, K stému vyrodi narozeni profesora Miloslava Peliska.

V rémeci ,,Diskusf o novych pracich brnénskych matematiki‘ byly pfedneseny tyto
referéty:
7. 10. 19565: M. Zldmal, O diferenciélni rovnici ¥’ 4+ y = (y").
21. 10. 1955: S. Santavd, N8které aplikace theorie dispersi na systém dvou diferenciélnich
linedrnich rovnic prvého fadu;
M. Sekanina, O jednom zeslabeni Cauchyho konvergenéniho kriteria.
4.11.1955: J. Kopfiva, O jednom problému z theorie &fsel.

11.11. 1955: M. Rdb, Vlastnosti integrali linedrnich diferencidlnich rovnic 3. fadu.
k

18. 11. 1955: K. Culik: O celodiselnych a nezdpornych feSenich rovnice Zr‘ =n.
i=1

25. 11. 1955: M. Novotny, O aditivng ireducibilnich prveich a aditivnich basich ve svazu.
2. 12. 1955: J. Cermdk, Ptechod diferenénich rovnic v diferencidlni.
9. 12.1955: F. Sik, Soudty jednodusie uspofddanych grup.
16. 12. 19565: J. Skrdsek, PouZiti Floquetovy methody na zobecndnou Eulerovu diferen-
cidlni rovniei.
K. Svoboda, Brno.

OBHAJOBY DISERTACNICH PRACI KANDIDATU MATEMATICKYCH
VED

[

Pii Matematickém tstavu CSAV obhajovali dne 26. dubna 1956 diserta¥ni préce tito
kandidéti matematickych véd:

Dr Vdclav Vilhelm préci ,,Kfivky v prostorech Minkovského*,

ing. Frantidek Svoboda préci ,,U%Zit{ neurdité dvouhodnotové funkee na synthesu jedno-
taktnich hradlovych obvodu*’,
Alois Svec préci ,,N8které problémy projektivni deformace kongruenci ptimek a jejich
fokalnich ploch‘‘.
Redakce.

UPOZORNENI CTENARUM

V &asopise Vysokd $kola, 111, 1955, ses. 12, str. 345—352 uvetejnil s. akademik STEFAN
Scrwarz &lének ,,0 katedrdch matematiky na vysokych Skoldch v SSSRY, v ném¥ ze-
vrubnd seznamuje étenéte se zkuSenostmi organisaéni, pedagogické a védecké prace mate-
matickych kateder na raznych typech vysokych 8kol v Sovétském svazu. Tyto zkuSenosti
jsou vysledkem dvoumsésiénfho pobytu akademika Schwarze (v listopadu & prosinci 1954)
v SSSR u prileZitosti zéjezdu nafich vysokoskolskych uditeli do Sovétského svazu. Mezi
udastniky byli t¥i Seskoslovens$ti matematici: rektor Karlovy university s. M. KaTtkrov,
doc. dr. A. Korzie a autor ¢lanku.

V é&lénku informuje autor nadi matematickou obec pfedeviim o matematickych kated-
rach na universitédch, na vysokych Skolach technického sméru a na pedagogickych insti-
tutech v Moskvs a Leningrads. -

Pro zévaZnost informaci obsa¥enych ve zminéném é&lénku otiskujeme toto upozornéni
&teniium, aby jim &ldnek ve Vysoké Skole neunikl.
Redakce.
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