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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd UstFednl ustav matematicky
SVAZEK 77 « PRAHA, 31. 1. 1953 » &[SLO 4

REFERATY A CLANKY

O JISTYCH MATICICH A ROVNICI PRO PARAMETRY
SINGULARNICH BODU RACIONALNI KRIVKY
MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Dokongéeni.) 512.8381:513,61

Céast III.

V této dasti se budeme zabyvat rovinnymi raciondlnimi kfivkami
(vyludujeme jiz pfimku). Budeme tedy pfedpoklidat, Ze k¥ivka C je
ddna vyjddfenim (11), totiz

T = a(n)(tl.’ tz)’ Ty = b(n)(tlr t2): L3 = c(n)(tla tz): (11')
kde nejvétsi spoleény délitel {a(,(?), b)), cm(t)> =1 a kde matice
AP gy By wvvy By :
(BiM) = (bo, byy s b,,) _ (20)
o Cos Cis: =ines Gy .

mé hodnost » = 3.

Pritom koeficienty a;, b;, ¢; jsou opét ze zdkladniho télesa K charakteris-
‘tiky nula. o

Pak matice M,(x) z véty 5 je &tvercovd, soustava nadploch, o ni
se mluvi v této véts, obsahuje jedinou kfivku (dokédZeme totiz, Ze f neni
identicky nula)
AW, 21,
BM™, x,I,

0;”1"): xaln
Pro kfivku f = 0 plati véta:
Véta 10. Kady bod y = (y,, ¥, Ys) md vzhledem ke kfivce (21) touZ
ndsobnost*) jako ke kfivce (11') v definict z édsti I1. Je-li.k Liirothovo &tslo

f= —0. (21)

*) V definici obvyklé z algebraické geometrie.
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pro kfivku (11°), je identicky

[y, Ty, 25) = [g(2y, 25, 25) %,
kde g je ireducibilnt forma. Je tedy kfivka (21) k-nisobnd ireducibilni
kfivka.
Nez tuto vétu dokdZeme, uvedeme pomocné véty, kterych budeme
uzivat i pozdéji.

8

1 2
Pomocnd véta 1. Necht pen,), P(n,), - - - P(ng) j© s forem, po dvou ne-
8

soudélnych, pro které je £ n,, = n > 0. Jsou-li Pﬁ"") matice p¥islusné for-
k=1

k
mam Py, je determinant

23 s

[PP ... P],,
13 s

A= |[PP...Pla,| & 0.
sgsnawLTLs
[PP... Ply,

Dikaz. Predpoklidejme naopak, %e za podminek véty je 4 = 0.

Pak existuje, obdobne jako v pomocné vété I. 84sti (str. 245), s forem
1 2

T(n,—1) T(ny—1)s - - r(,.,_.l) (pro ta i, pro néz je n,—= 0, forma r odpada)
v iy, i, tak, Ze je identicky
12 s 123 ] 12 s—1s

p...p+prp...p+...4+pp...p r=0,
"y 1 s
a pfitom alespoii jedna z forem r,...,r nenf nulovd (je totiz » > 0).
1 .

Nechf na p¥.  neni identicky rovna nule (takze n, > 0). Ponévad lze

psét
12 8 123 ] 2 s—13s

rp ..p+p(rp...p+... +p...p r)=0,

1 12 ]
déli forma p soudin rp ... p. Vzhledem k nesoudélnosti p, p prot = j deli

tedy forma p stupné n, formu r stupné n, — 1, coz nenf mozné, nebot r je
nenulové. Tento spor dokazuje pomocnou vétu 1.

8
*) Pifeme na pt. [PP P],.x misto podrobného P("')P("’_L o P,(:jz W cns Bgs
vysledné.ma.tmemﬂ.tedy n, Fadku a E nk = n sloupcii. Nékdy budeme v obdobnych
pﬂpa.daoh vynechévat i hranaté zévorky a index n,, bude-li zfejmé, kolik fédku
matice mé. Podet sloupeu je pak o soudet stuprit forem, jejich% matice se v soudinu

vyskytujf, vétai nez potet Fadki, Pro tyto soudiny pak v jistém smyslu plati komu-
tativni zdkon, jak plyne z rovnic (3). Toho budeme pozd&ji ¢asto uzivat.

322



Pomocnd véta 2. Jsou-li a(n), b(n) formy stupné » a ¢,y nenulové forma
stupné m v t,, ¢, a plati-li (ag,)(t), b)), cam)(t)> = 1, existuji v K &isla

«, f tak, Ze
<‘.xa(n)(t) =+ ﬂb(n)(t)s c(m)(t)> =1. (22)

Dikaz. Necht v nékterém nadtélese K; nad K se ¢ (t) rozpadd
v linedrni faktory (budeme piedpoklddat, Ze m > 1, protoze pro m = 0
je piipad trividlni). -

Nechf tedy (uy, v), k =1, 2, ..., p, jsou véechny nenulové navzdjem
linedrné nezdvislé dvojice v K; takové, Ze cumy(uz, ) = 0. Je tedy
p < m. Protoze K je nekonetné téleso (je charakteristiky nula), existuje
dvojice (x, B) tak, Ze («, f) == (bt V&), — @)t %)) Prok =1,...,p
(je (b(n)(,uk) Yi)y — a(n)(ouk, 'Vk)) =+ (O» O)s nebot <a'(n)’ b(n); c(m)> = 1)

Cisla &, B uz maji vlastnost, ze plati (22): kdyby totiz n&jaks forma
kladného stupné d, délila soudasné aa(,) + Bb,) a cm), platilo by to
i pro nékterou z forem i, — t,, takie by bylo aaq)(um, v) +
+ B by (pxs i) = 0, (%, B) = [bea)(Uks Vi)s — @m)(tgs ¥1)], cOZ je spor.

Pomocnd véta 3. Necht F(t,,t,) je nenulovd forma a z = (z,, 2,, 23)
s-nésobny bod kiivky (11’), s = 0. Pak existuji trojice ¥isel (o, &, 0t3)
a (By, Ba, Bs) tak, Ze

&y, 21, A1)
X9y 2y, bip(t)
X3; 23, c(n)(t)

/31’ 21 a’(n)(t)

:32’ 29 b(n)(t)
.33’ 23, C(”)(t)

kde formy «(,, - 4), B(n-s) jsou nesoudélné, Z4dné z nich nem4 vicendsobné
faktory a obé jsou také nesoudélné s F(¢,, ,).

= U(t) - K(n-5(t),

= u(s)(t) . ,B(n—a)(t)’

Dikaz. Vyjdeme ze dvou pomocnych tvrzeni:

Pomocné tvrzent 1. Jsou-li &(m), B(m) nesoudélné formy m- teho stupné
v ty, t,, kde m > 1, pak forma

ox of
o’ oty
ox 9p
oy’ oty
nen{ identicky rovna nule.
ProtoZe m > 1, existuje v néjakém nadtdlese K, nad K nenulové

dvojice y;,y, tak, %e x(m)(¥;, ¥;) = 0. Je ‘tedy Bm) (¥, ¥2) + 0, nebot
podle ptedpokladu jsou o(my & B(m) nesoudélné.

323



Lze psét om(ty, t) = (bys — ta1)* Yom-ny(tir 1), kde k>0 a
Yim-1(%1, ¥3) + 0. Odtud

ox op Ym-1 9
E’ 'a_t; k(s — t9)* Yoy m-p + (t1ys — tayy)* _Y(a'”t_lk_’ a—tﬂ;
ox op o Wm-n B |
’372’ ‘372‘ — k(tyy, —tyy, )1 YYm-1) + (Y2 — by )¥ —y%:z—k', 5%
= (Y — bty )F~1 . A, kde 4 =
—» 0
kysyam-r + 6y — toy,) iaz’(ngk), 3_2
N Yemry B |
— kyyym-n + (tye — toyy) 7(6+2k, 5?;
Kdyby byl determinant
ox 9f
ot,’ ot
ox 0f
ot,” oty

identicky roven nule, byl by i determinant A(t,,¢,) identicky roven

nule. Aviak
PB
o |za),

Ay, ¥2) = kyom-u(%1, Y2) o8 =
- 2],
= mk Ym—1)(Y1> ¥2)Bem(¥y> ¥2) * 0, takZe ani prvni determinant nenf
identicky roven nule.

Pomocné tvrzent 2. Jsou-li p(,), g(n), » > 0, linedrné nezdvislé formy
n-tého stupné v ¢,, t,, pak determinant

op oq| .
ot,’ ot, x
op o
; oty ot
nen{ identicky roven nule.
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Necht totiz <p(n)’ q(n)> = d(s)’ Ifgn) = d(s) « X(n-3) 9n) = d(:) . ﬂ'(n-a) .
Je tedy (X(n-p fen-iy = 1, n > 8 (jinak by formy B, d byly linedr-
nd z4vislé). Odtud

op oq od o, od
> ot oty at, > +6t,d a_t1’3+ & o,
|op oq|  |od ou op , ad|
at, ot, aty *+a, oty ﬁ T, ot, 4, at,
0 0 1
o @8 od
_dy ot,’ ot ot B
n—s o ifz od
oty oty oty
(n - '3) K(n—s)s (n_ s) ﬁ(n-—s): - (n - 8) d(a)
ox op ad
. dy |9 ot oty B
n—s |ox o ad
oty oty ot,
: od od
0, 0, —(m—38)dyy—1t; ——1t, —
(s) 1 ot 2 at,

o o

. ot,’ ot,

_"n___s (8 o 3ﬂ .

- ey e

Z pomocného tvrzeni 1 pak ihned plyne, Ze skuteéné D neniidenticky
nula.

Nyni jiZ miZeme dokdzat pomocnou vétu 3. Je alespori jedno
z 8isel 2,, 2,, 23 Tlizné od nuly, necht z; = 0. Lze psit p(n) = 238(n)— 210(n) =
= UO(n—e)s D0 = 28D(w) — 20(n) = UB(n-9 (B(n-9) Pin-5) = 1; ne-
bof nejvétsi spoledny délitel determinant@i p(,), Gy, 2100 — 2e@(m) j©

) a podle pfed-

: 1
roven {P(), 4n)) \i€ 210w — 290 = = (219(m) — 22P(w)
3

pokladu s-tého stupné, (p,), @) = ). Formy p(,), ¢, jsou linedrnd
nezévislé, nebof jinak by i a,), by, ¢,y byly linedrné zévislé a hodnost
matice (20) by nebyla t¥i. Podle pomocného tvrzeni 2 nenf tedy forma
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9P 94w
P ot, ’ ot

P

oty oty
_ identicky rovna nule.

ProtoZe (%, Pin-y = 1, j& i (Gin-s) Bin-sp D . F> = 1. Soudin
D . F(t,, t,) neniidenticky roven nule, existuje tedy podle pomocné véty 2
dvojice &isel g,, o, tak, Ze

<Qla(n-s) -t Qzﬂ—(n—s)’ D. F> =L (23)

Forma 9,x(,—,) + 0.8(n-s nenf identicky rovna nule, nebof D mé stupen
alespoii dvé (je totiz n > 2, nebot jinak by matice (20) mé&la hodnost
men3f nez tfi). Podle pomocné véty 2 existuje opét dvojice &isel 0y, 0y
tak, ze

<.0'13(n<s) - azﬂ(n—s)’ (Qla(n—s) + 92/3(11—3)) DF> =1 (24)
Oznadme K(n—35) = Qla(n—s) <t Qzﬂ(n-s)’ ﬂ(n—s) = 0'1&(»—3) +02ﬂ(n—s)' Je
tedy pro o; = — g5, &y = 04, %3 = 0, Pr=—0yFr=10,,0=0

X15 215 Qp) Bis 21, A(p)

&gs 295 bin) | = WX(n-5), | Bas 225 biw) | = Ue)Bln—9)-

X35 235 C(n) Bss 23, Cm) ’

Pfedné z (24) plyne, Ze Bin-2o» Xn-5)p = 1,2 (23) a (24), ze {Kn—s)
F)> = {Bin-5, F) = 1. Zbyvé jen dokizat, %e x,_, ani Bin-s nemaji
vicendsobné faktory. Kdyby viak existoval vicendsobny faktor K(n—g)s
existovala by v n&jakém nadélese K, nad K nenulova dvojice y,, y, tak,

Ze
30(("_,)] [a‘x(n—s)]
—_— = 0, - 1= 0,
[ o, 1y oty " 1y

a tedy pro (p,, 05) = (0, 0) je jednak
aa(n—s)] [3[§(,,—,)]
Hin-9 e gll 0,
= [ oty u+ e 27

3_07«—,)] [35(1.-,)]
el [ ati V+ Qz atﬂ v

jednak ag,—,)(y) = 0.

Il

0,
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Odtud plyne, Ze

a?x—(n—s) ag('n—s)
at, 1, L oy 1y

6&(n -3) a.B_(n--s)
aty, 1) L oty 1y

Je tedy D(;;) = 0, jak vyplyvé z identity, dokdzané v dikazu pomoc-
ného tvrzeni 2:

dx o
n oty oty
uz
(O] — a=| *
n—28 ox op
at, ot,
To viak je spor s (23), %e (X(n—5), DF) = 1. Obdobnd se dokéze, %e ani
Bn-s nemé vicendsobné faktory.

Nyni jiz piejdeme k dikazu véty 10. Budiz y = (y;, ¥,, ¥5) bod
néasobnosti s, s > 0, pro kfivku C ve vyjddfeni (11’), takZe nejvétsi
spoledny dehtel determinant@i druhého stupné matice

Y1, Uw)(?)
(?h: b<,.>(t)) (13)
Yss Cm(t)
je s-tého stupné; budiz to u,)(¢). Forma u) neni identicky rovna nule,

nebot pak by matice (20) méla mensf hodnost ne# t¥i.
Cisla ,, ¥,, y; nejsou soudasnd rovna nule; necht na pf. y; = 0.
Oznatme

D:

l_i(,,)(t) = Y3 a&m)(t) — Y1 cw)(t),
bin(t) = Y3 bim)(t) — Ya cu()-
Obdobné jako dfive se zjisti, Ze
A (E) = u)(t) - Kn- (),
b(t) = we)(®) - Bin-9(2),

<0‘(n—a)’ ﬂ(n—a)> =1.
Je oviem rovnéZ {u,, ¢, = 1, nebot
1= <a'm bm cn> == <a'(n)’ b(n)v c(n)> =
= {U()X(n-5)> W) B(n—s) Cm)-

Abychom dokézali, Ze nédsobnost bodu y Pra khvku (pf-ipa.dné iden-
ticky rovnou nule) -

kde
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Am xlIn
Bm len
Om xaIn

= =0

je rovna s, stadi dokdzat, %e ndsobnost soutadnicového bodu 0, vzhle-
_ dem ke khvce (s touz vyhradou)

Am EIIn
Bm :zzln =
C,, z,I,

f=

]e rovna s; phtom 4, a B jsou matice p¥sludné formém a, a b(,,),
Ty = Yoy — Y15, Ty = Yoy — Y7y, Ty = x5 Je totiz

A,ys, 2yl Ay — Cuyy, (Y5, — y1%5) I, -
¥3"f = | Boys, Zoysl, | = | Byy;— nY2 (YsTa— Yot3) I, | = f
n xBI n n xal n

a uvedenou reguldrni linedrni transformaci, p¥i ni% se ndsobnost zacho-
vévé, prejde bod y v bod O,.

Oznadme 4, B, U matice, pfsludné formam o, ), Bn—4)» U). Je tedy
_ |4u, 71,
{=|BU, z,I,
C, z,I,
Existuje déle forma [, _(f), nesoudéln4 s Ug):
_ - <l(n—a): Uy = 1.
Oznagime-li p¥fsluinou matici Z, platf pro matice identicky
- L,C,, Z,L,

0, 0, L =
Im 0, OG iU, :EII" A Uzn -8 xII
0, I, 0 BU, @l ) = |Bv,... 7,1, |=
0, q’ Un—a C, xal" U”_QC", st,,_s
LC Z,L, 1,0, 0 .
AT w=ss &I, 0, 4, =z, L,C,, 5L,
= ‘B_nUZn—u 57811: = 0’ Fm 5721-71 = :
On-aUn—a’ 5301:— 0’ On—u E:SUn-s ’ "
Je tedy i pro determinanty
L, _ Lo ‘i—m z, I,
= N By &L -
Uned| 1= |0, || B B
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Aviak (e, o) = 1, gl e = 1, tak¥e resultanty téchto
dvojic jsou riizné od nuly (na pf. podle pomocné véty 1). Je tedy pro
x=+0 :

- fjm 5IIn
f=x|B, &I, | (25)
' Oﬂ-sv 57‘36771—3|

Nésobnost bodu O, pro f je rovna rozdilu'st}lpné n' formy f a ¥sla ¢/,
pro které je Z nejvyssi mocnina Z;, kterd se ve formé f(z,, Z,, Z3) S ne-
nulovym koeficientem vyskytuje. P¥itom pro f = 0 neni nésobnost bodu
0, definovéna. Z rovnosti (25) plyne, %e je-li f nenulové forma, je jeji
stupel n” = n (z rozvoje determinantu Laplaceovou vétou podle posled-
nich » sloupcil) a 7 < n— s (z rozvoje Laplaceovou vétou podle posled-

nich n— s ¥4dkd). Dokézeme, %e souhrn v(Z,, %,) dlend ve forms f,

u nich? je 3 v (n—s)-té mocning, je nenulové forma, tak¥e bod O, je sku-
tedné prdvé s-ndsobny. Z rozvoje determinantu v (25) podle poslednich
n — s ¥adkh je zfejmé, Ze forma v, (%,, Z,) je rovna

| 4w 7,
% | B,, &I,
0, U,_,

Existuje opét forma m)(t,, t,), nesoudélnd 8 a(,—,) i fo—y). Oznadi-
me-li pfislu§nou matici M, plati identicky pro matice

M,..0 .0 | _ M4, zM,.,
B, 0, 0 Ays Tl BA, z,B,
0, M, 0 B, %, | =|MB,  zZM,,|=
—B, 4, 0 0, U,-, 0, Z,A,—zB,|
01 0’ In—a 0; Uy‘.—,
I,_,,0, 0, O. M FH,,
0, I, 0, 0 == T
. BA, z,B,
=% O L. O _||uB zu
0, 0, 0, ,A,—z,B, " ’ 12 noe
0, 0, 0, Up-s e

4,, z,I, MAY,_,| - = _=

Mn'-s -Mn—-s =" fl [= = ] EA, = :tlle

B= ‘Z‘ n) szn = [BA__lc |
8 8 0, Uﬂ—, [-MB]ﬂ—a n—s
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Podle pomocné véty 1 jsou &iselné determinanty v této rovnosti rizné od

nuly, nebot (x-y), M) = Bin-) M) = {Kin-2), Ptn-s) = 1. Je
tedy pro u =£ 0 identicky

7y, — 7B,
. X Un*s

" Protoze {&(n—s), Bin-s)» ey = 1 & ugy == 0, existuji podle pomocné véty 2
¢isla &', B, ne obé rovna nule (" = f’ = 0 miiZe nastat jen pro s = 0;
pak viak i kaZd4d nenulovd dvojice «, f vyhovuje) tak, Ze {(&'x(,-, +
+/3’l8(u—a)’ Uy = 1. Je tedy :

v(s)(_ .B,’ 0") =u

v(s)(:il) 52) =u

«'4, +p'B,

U
nebot vpravo je resultant forem o«'c(,—s) + B'B(n-s)s %) Tedy () neni
nulové forma, bod y je prévé s-ndsobnym bodem f. Protoze kazdy bod y

mé néjakou ndsobnost < n—1, je tim dokdzéno také, Ze f(x,, x,, x,)
neni nulovéd forma.

Necht nyn{k je Liirothovo &slo vyjédieni (11’) k¥ivky O, takize podle
Liirothovy véty*) existuji nesoudélné formy pe)(t;, t,), ¢ (ts, t;) & formy
E('_l)(t_l’ t—z)s 5(;)(21» t-z)’ c(;a-)(t_l’ t—z) tak, Ze
A (t1; t) = Gy (PG (t); 900 (1)),
bim(ty, t2) = by (P (), qw(?)), (26)
ity ta) = Ca(Pw(t), 4w (?))-

Pritom je opst {ag(ty, ta), b (ts, &), Oyt ) = 1, matice

+0,

n—s

4\ (aya, ... 5
B, | =\t by, ..., b5
C, Cos Ciy ---5 Cn

m4 opét hodnost t¥i a jen = kn, n > 1.
Podle véty 9, rovnice (17), plati, ze

4,, =1, (B 0, O Az, x5
B,, I, | =0, R 0 By, x07|x . I, .(52’ OR), 17)
C,, 1, 0, o E?|\G S
kde ;
[Psﬁ-—l]k
B [If’ﬁ—zQ]k
[@™ 1],

_*) Pro k =1 stadi oviem polotit Pa) = b 91) = to GG = A(p) bay = b(ny
Cm) = 0(").
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jsou reguldrni matice a M X . I, pro M = (m;;) je matice

my Ly, Myply, ..., my I
Mx.I,— My Iy, Moply, .., Mygd .

Mp Dy, Mpply, ..., mp I

PonévadZz vhodnou permutaci ¥ddki a sloupct prejde matice M x . I,
v matici

M,0, ...,0
0, M, ..,0
0,”0, ’M,

a ponévadZ pro &tvercovou matici M jsou obé permutace stejné, dosts-
véme, Ze je-li matice M Stvercové, plati pro determinanty |M X . I,| =
= [ M.

Ptejdeme-li tedy v (17’) k determinantim, dostévdme, oznadime-li

Az, 17
lfﬁ, 2l | = g(m) (1 X, X3),
C;l_y Z3I;
Ze pro o =+ 0 je identicky
f(n)(xh Ty, &3) = olg@my (2, Ty, 23)*.

Zbyvé tedy jen dokizat, Ze gem(Z,, 2,, ¥5) je ireducibilni polynom.

Forma g je pro k¥ivku C,
&, = a@(t), @y = bm(t), 23 = o@(t) (117)

tvofena stejné jako f(,) pro C. Liirothovo &islo pro C ve vyjédieni (117)
je v8ak jiz rovno jedné.

Stadéi tedy dokdzat: je-li pro C' ve vyjddieni (11’) Liirothovo &slo
k=1, je f(, ireducibilni.

Je-li viak k = 1, existuje podle véty 8 nenulov4 forma v(t,, t,), kters
mé tuto vlastnost:

Jsou-li gy, y,, 2y, 2, dvé dvojice &isel z libovolného nadtélesa K, nad K
a plati-li, Ze hodnost matice

a’(n)(ylr ?Iz); a(n)(zl, 22)
b(n)(yh Ya)s b(n)(zl’ 2,)
c(n)(yls, ?/2): c(ﬂ)(zl! za)

je mensi neZ dvé a v(y,, y,) + 0, pak

Y1, Y2
2y, 29

=0.
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Existuje déle bod y = (y,, ¥,, ¥3), ktery m4 vzhledem k ' ndsobnost
nula: podle pomocné véty 2 (c,)(t) &= 0, {a(y), ben)s c(,,)> = 1) existuji
totiz v K &sla «, B, kters ne]sou obé rovna nule, tak, Ze {(xa(,) + Bb(m),
¢w) = 1. Bod (8, —«, 0) mé pak ndsobnost nula, jak se snadno zjisti.
Podle pomocné véty 3 pak emstu]i k tomuto bodu y a k uvedené forms
v(ty, t,) &isla «,, &y, 3, Ne vesmés rovns nule, tak, Ze forma

%15 Y15 a(n)(t)
0‘2} Y2 b(n)(t)
X3, Y3, Cm)(t)
je nenulové, nem4 vicendsobné faktory a je nesoudélns s formou v(t, t,).
Predpoklidejme ted, Ze existuje netrividln{ rozklad formy f,:

fom (21, 2, 235) = Jm) (1, Ta, T3) By —m) (@1, Ty, ), (28)

() (t, B3) = (27)

kde
0<m<m.

Je fim)(@n)(t), bin)(t), c(n)(t)) = 0 identicky. To plyne na p¥. odtud, Ze

Am a(n)(t) In T 0
(B,., () I,.) == (0)
Cw c(1'4)(t) In " 0

podle (3), kde
ts-1

{ i— 2,

T, =
_ (ot
pro s > 1, takZe sloupce determinantu

Am a(n)(t) In
Bm b(n)(t) lﬂ
Om C(ﬂ)(t) I,.

jsou linedrné zdvislé.
- Z(28) tedy plyne, %e alespoti jedna z forem v ¢,, ¢,
I @ (®), b (2); ew(?))s An-m) @ (E), Da(8); Ca (£))
je identicky rovna nule. Necht je to prvni z té&chto forem.
V néjakém na.dtélese K, nad K existuje rozklad formy o‘(,,)(tl, tz)
z (27) v linedrni faktory yztl—- yltz, 1=1,2,..., n. Ponévadi x(,) nemé

vicendsobné faktory, je pro i + j
it

Y1, Y2
i i =0

Y1, yé
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t 4
PonévadZ () je s v(t;, ;) nesoudélnd, je v(y;, y,) + 0. Z uvedené vlast-
nosti formy v(t,, ¢,) pak plyne, Ze pro ¢« = j mé matice

i i i J
) (Y1> Ya), a(m(yjn Y»)
% 2 27
b (Y1 Y2)s bim(Y1s ¥2)
i 1 P

c(n)(yl’ yz)’ c(,,)(yl, yz)
hodnost dvé.

i i i i

Body p = (aw)(¥), bw)(¥), cw(¥)), t = 1,2, ..., n, jsou tedy navzi-
jem rtzné, lezi na pfimce
X1 Y1 T
Koy Yo5 T

X3, Y3, T3

l(l)(xh Ty, Ty) = =0

i na kfivee gm)(2y, 75, v3) = 0. Protoze m << m, obsahuje forma gum)
formu [, jako faktor:

Im) (@, X, T3) = l(1)(-"71, Xy, X3) 9:,._1(371’ %y, X3). (29)
Dokézeme, Ze je
g(m)(xl’ Ty, xa) = Y[l(l)(xl: o) z3)]™, (30)
coZ jiz povede ke sporu.

Pro m = 1 plati (30) z (29). Je v8ak Uy)(a(n)> O(n)> Cw) = %m)(t) * O,
takZe pro m > 1 plyne z (29), Ze g{,,_1,(@m)> O(n)s ¢() = 0. Jako difve se
pak dokéze, Ze g(,,_,, obsahuje I, jako faktor. Opakovdnim postupu
dospéjeme k (30).

Je y % 0, nebot f,) neni nulové forma. Potom vSak ani g(,)(a),
ba)s Cm)) = Y[%(w)(¢)]™ neniidenticky rovno nule,-coZ je spor s pfedpokla-
dem. Dikaz véty 10 je tedy tplny.

Z véty 10 vyplyva, ze kiivku C, danou vyjddfenim (11’), a kiivku
z (21) o rovnici f(,) = 0 lze povaZovat za totoZné.

Dalsim disledkem (je to jiZ disledek Liirothovy véty) je, Ze se staéi
omezit na k¥ivky C, které pro vyjadieni (11’) maji Liirothovo &islo £ = 1.
To také udinime, takZe v daldim stéle predpokldddme, %e k¥ivka C' mé
alespoii jeden bod ndsobnosti jedna.

Po této umluvs si vEimneme podrobnéji formy v(?,, £,). Matice

An—l: d(,‘)(t) In—l
Bn-—l’ b(n)(t) In-l
Cn—l’ C(”)(t) In—l
g(ln—ﬁ)

Pty ) = (16")
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z véty 8, kde p{"® = (09,01, -, @n—2), je opét Etvercovi. Podle véty 8 je
tedy forma v(t, ¢,), kterd je nenulovd, definovdna identitou

Ot ) - Oty ta) = |ualty, ta); (31)
_ kde g(,-5)(?) je forma s maticf o?~#, kterd je libovolna nenulové.

N4sobime-li v determinantu (31) posledni ¥ddek libovolnou nenu- .
lovou formou wy,) a rozvineme-li jej podle poslednich »—1 sloupci,
dostaneme, Ze stupen n, formy v(t,, ¢,) je

n=nn—1)—n—2)—n = (n—1)(n —2). (32)

Vysetiime podrobnéji nez ve vété 8 vztah mezi formou v,,(t;, t5),
matief u(f;, t;) a parametry v singuldrnich bodech kiivky C. Dokazeme
vétu:

Véta 11. Necht K, je téleso nad K, v ném lze v,,,)(t, ;) rozlofit v linedr-
nt faktory. Potom je forma v(,,l)(tl, t,) rovna (af pfipadné na Eselny nenu-

lovy faktor) soudinu forem uff—l(t) pFislusnych s;-ndsobnym bodim y, pro
vdechny s-ndsobné body nad K, pro s 2> 2, af explicitni nebo implicitni.*)
Matice u(ty, t,) md pak stejné invariantnt faktory*) jako diagondlni matice
D, rovnd (pro M = 3n— 2) souinu matice

(Q('n-2)(t)) 0 )
. i) Iy._]“
a matic

<
(u(si)(t) I8¢ =1» 0 )
07 IM—S;-}—l

opét pro vdechny alesport dvojndsobné body nad K, jestlide o, -4 () je
forma nesoudélnd s v(,,)(t).

Dukaz. Nejprve budeme definovat formu w,) pro implicitni
8;-nésobny bod. UZijeme k tomu rozkladovych kvadratickych transfor-
maci..

Necht totiZ 8 = (y;, ¥, ¥s) je s-ndsobny bod kiivky C, s > 2. Zvolme
novou soustavu soufadnou takto:

Podle pomocné véty 3 existuji pro bod (y,, y,, ¥3) & formu v, (¢, £5)
isla «,, g, kg, By, Bas Bs tak, Ze (u(,) je forma piisluinéd bodu S)

*) Formy u,) byly dosud definovény jen pro explicitni s-nésobné body. Pro
implicitni body je zavedeme a% v dikazu.

*) Invariantni faktory ve smyslu podily determinantnich déliteli, abychom
nemuseli opoustét homogenni zépis ¢,, t,. .
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%y Y1s Un)(f)
Koy Ys b(ﬂ)(t)
o3, Y3» Cn)(t)

B ¥1s am(t)

Ba> Y2 bmy(t)

Bss Y3 cn(t)
(=91 Bn-5) = {Xn-3)1 V) = Ptn- V) = 1,

‘a o i B nemaji vicendsobné faktory; ddle existuji podle téZe pomocné véty

(jako v diikazu véty 10) &isla y,, v,, y; tak, Ze .

== u(s)(t) . a(n-s)(t)’v

= U(5)(t) - Bn-s)(t),

_ 718w() + 72 by (t) + s ca(t) = e (®)
je forma opét bez vicendsobnych faktortianesoudéIng s u ), — B - o¥(ny)-
Potom linedrni transformace

_ %1 Y1, Ty _ ﬂl’ Yo 4 = '
Xy = | &g, Yo» T |s Ty = |Pa Yo, Tz |s Ty = Y12y + VaZp 1 V3Ts
X3, Y3, T3 ﬁa’ Y3, X3

je regularni. Odpovida totiz kazdému bodu (¢, ¢,) k¥ivky C bod

Ty = u(e)(t) X(n—o)(t) |
Ty = U()(t) Bin-s)(2) (33)
Ly = C(n)
Z (35) a podminek nesoudélnosti pak snadno plyne linedrni nezdvislost
Z,, Ty, Ty, takze (33) je vyjaddfeni kiivky C' v nové soustavé soufadnic
(v dal§im opét vynechdvime pruhy).
Nazveme pak rozkladovou trasnformaci bodu S kvadratickou trans--
formaci T':

’
(L‘} = Xy%g
x§ = X3y
1'3 = X1%y.

Touto transformaci piejde kazdy bod (¢, t,) k¥ivky C' pro u,(t) = 0
v bod
2y = Bla-s(t) cmt)
Tg = a(n—s}(t) cn)(t) . (34)
.’t; = K(n-st) ﬂ(ﬂ—s)(t) u(s)(t)

Snadno se zjisti, Ze (34) je vyjadfeni raciondlni k¥ivky C'. Transfor-
maci T', odpovidé ,,okoli*‘ bodu§ ,,okoli* pfimky z; = 0. Definuje se, Ze
bod S mé ve svém ,,okoli prvniho ¥4du* implicitn{ s;-ndsobné body S,
8; >0, jestlie kiivka ¢’ mé na p¥imce x; = 0 (explicitn{) s;-ndsobné

i

body 8;, rizné od bod# Oy, O,. Necht tedy je (o, 03, 0) bod S}. Piislusné
i i ¢

forma je pak W) = <c(ﬂ)(ﬂ(n—s)92 - 0(("—.9)91)’ ’x(n-a)ﬂ(n-s)"’(s)gl’ K(p—g)r
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¢ 4 t

) .B(n-a)u(s)92> = <ﬂ(n—3)@2 — X(n-35)01> u(s)>’ 8; > 0. Tato forma, ]a‘k se bez

obti%{ zjisti, nez4dvis{ na volbd (piipustné) kvadratické transformace 7',.
Plati, coz zde nebudeme dokazovat, Ze kazdému r-ndsobnému bodu

Q kiivky O, r > 0, rtiznému od S, at explicitnimu nebo implicitnimu,

odpovidé rovnéZz r-ndsobny bod Q knvky C’ s touZ formou ¢(,); to plati

" i obrécend, s vyjimkou bod# na xjzgr; = 0.

Je-li ddle n&ktery z bodd S; opét alespoii dvojndsobny bod kiivky C”,
zavedeme opét rozkladovou transformacl T,; tim dostaneme opét
s‘,-né.sobne body 8, s formami (s;; > 1) u,;) na kfivee T,,0" = C". Defi-
nuje se pak, Ze v ,,okoli druhého ¥4du* bodu S jsou s;;-nédsobné implicitni
body S,; s formami u,, atd.

Plati v&ta, %e kaZdou (nejen racionalni) k¥ivku lze koneénym podtem
rozkladovych kvadratickych transformaci pfevést v kiivku, jejiz viechny
singuldrnf body jsou jednoduché, t. j. v jejichZ ,,okoli prvého Fadu* jsou
jen jednoduché body, dokonce navzijem rtzné.

Nazveme-li totiZ zd4nlivym rodem h kfivky C' &islo

_ (n—1)(n—2) rir;—1)
b= 2"

kde se s¢itd pro viechny explicitni 7;-ndsobné body k¥ivky C pro r; > 1,
plyne z véty 8, Ze h > 0 (formy u(';;;l a u('g'j—)l jsou totiZ pro explicitni body
nesouddlné a d&li vy, —;)n-g))- Pro kiivku €’ z (34) se pak snadno na-
lezne, Ze jeji zdénlivy rod

B =h—}Zs;(s;—1),

kde se sditd pro implicitni s;-ndsobné body S; ,,0koli prvého Fédu
bodu S. Neni-li tedy bod 8 jednoduchym s-ndsobnym bodem, je alesponi
jedno s; > 1, takze

‘ 0 H <h.

Dospéjeme tedy nejvyse po & vhodnych (t. j. pro néz se zdanlivy rod
skute¥nd snituje) rozkladovych transformacich ke kiivee C*, kterd mé
jen jednoduché singularity.

K dikazu véty 11 ted stadéi uZit pomocné véty:

Pomocnd véta 4. Necht u(t,, t,) s formou g, -4 a u'(t;, ;) 8 formou
gm_,_,, jsou matice (16) ke kfivkdm C resp. ', a pfitom g, o) necht

je nesoudslnd s v(,), 0gn_,_s Nesouddlnd s oc(,,_,)ﬁ(,,_,)c(,,)v(,h) Pak pro
normé,lni diagonéln{ tvary*) D resp. D' matic u(t;, t,), resp. u'(t,, t;) plati

‘) Normélni diagonélni tvar matice je diagonilni matice, kterd mé v hlavni
diagondle invariantni faktory dané matice (kazdy invariantni faktor déli pfed-
chozi).
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) 0, 1) —
oLy, O\ful,_;, O\ -
= (Q(no 2)l1 I)(u(z) 1 I) D' *) (35)

) 3

Qian_s-a)ll’ 0 a(n—s)In—a—lv 0 (ﬂ(n—s)ln—s—D 0 c(n)In—l’ O) D, 0 —_
0 I 1 0 I 0 I

Je-li ddle S jednoduchy s-ndsobny bod, jsou invariantn{ faktory matice
D’ nesoudélné s uy,. '

Odtud totiz plyne véta 11 indukei pres zddnlivy rod takto:

Je-li h =0, t. j. jsouli viechny singuldrni body jednoduché, je
podle této pomocné véty

Om—-s_»l1> 0\(D, O _ (0t-o11, 0) U ly-y, 0 D
I)\o, I I\ o, I/™

kde D je diagondlni matice, jejiz invariantn{ faktory jsou s u,) nesoudsl-
né. To viak plati pro vSechny singulérni body, takze celkem (s uZitim
véty 8; zjisti se totiZ snadno Ze zbyly faktor v D je jiz konstantni

matice) je
—ol4, O Usyls,—q, O
D — (@(n 2)41» ) . ( (si)ls;—1s )
o ) A

) b

2 ’

Budiz ted & > 0 a predpoklédejme, %e véta plati pro viechna vy-
jadfeni (11') viech k¥ivek o zd4nlivém rodu < h—1. Pak existuje
(kdyby vSechny singulérni body byly jednoduché, pak by vzhledem
k v&té 8 Tlui;! = v(y—1)(n-2), kde soudin je vzat pies v8echny explicitni
s-ndsobné body, s > 2, takZe by h = 0) alespoti jeden nikoli jednoduchy
s-ndsobny bod 8, s > 2. Mzeme pfedpoklddat, %e souradns soustava je
zvolena tak, Ze C.m4 tvar (33). Transformace 7', pfevede C v €’ o zd4nli-
vém rodu < 2 — 1. Jsou-li D resp. D’ norméln{ diagonéln{ tvary matic
u(ty, ;) resp. u'(t,t,) s formami g(,_, resp. Ocan—s_3)» Desoudélnymi
8 U(n,) TSP. X(n—5)B(n—5)C(n)Vny)> Pak plati jednak podle indukiniho pied-
pokladu, Ze

D — (9(,21.—3-3)11’ 0 (.u(a‘)ln—l; 0 ,

O: IM'—I) ' 8 =2\ 03 I) (36)'

kde soutin je ptes viechny, explicitni & implicitni, s;-ndsobné body €,
8; = 2, jednak (35). Ponévadz soudin v (36) lze psét jako

(a(n—s)ln-x—l’ 0\(ﬁ(n—s)ln—s—l’,0 c(n)In—p 0 n’
0 )T )b

’ ) 3

kde ptvé tFi matice odpovidaji jedribdu’ehim singulérnim bodém O,
O, a Oy, IT' pak oviem ostatnim singulérnim bodém, riznym od Oy, O,

: *) V ka%dé matici je I jednotkova matice igakO\;ého t4du, aby matice méla F4d
3(2n —s—1)—2. c : : ‘
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Oy Z (35) a (36) dostdvdme vSak ihned, vynechdme-li ve viech maticich
jednotkovou matici Z,,,_,, Ze

1
— Q(n—z)Il’ 0 u(a)Is-— , 0 r (%W )Is -1 0
S ( 0 I,_l)( o ) IT (o™ ) @D

b 3

Soudin je pak skutednd vzat pfes viechny, explicitni & implicitni, alespoii
dvojnasobné body C. Bod Oz = S je totiZ zahrnut explicitnim . implicit-
nimi (v IT') body, O, a O, nele#i na k¥ivce a ostatni singulérni body odpo-
vidaji podle toho, co bylo fedeno, jednojednoznaéné pti tychz forméch
%, singuldrnim boddm C’ a vyskytuji se tedy v II'.

. Zbyvé tedy dokézat jen pomocnou vétu 4. To udinime v nékolika
krocich.

Pomocné tvrzent 1. Je-li g(,—, nesoudélnd forma s v,,), pak pro
normélni diagondlni tvar D matice (16’) plati

—_ [Ptn- )(t)r 0 5’ 0
D o ( 02’ ISn—S 0: 1)

An—l’ a(n)(t) In—l
Mo =

Matice

Bﬁ—n b(n)(t) In—l
011—1: c(n)(t) In—l

mé pak stejné invariantn{ faktory a stejny typ jako matice (D, 0), kde 0
je jeden nulovy sloupec.

(38)

Dikaz. Pro stru¥nost budeme symbolem 4 ~ B znadit, Ze matice
(nad ¢,, ;) majf tyZ typ a invariantni faktory. Plati

An—lr (bl(n)gn—la ?) gn—l, ‘bl(n)gn—l’ g
_ n=1> Y(n)n-1> . n—1> Ynrln-1> ~
'ul - n—-1> c(u)In-I: 0 Cﬂ—17 c(n)Iﬂ—I: 0 (D’ O)
0, "™ enm-a() 0, e"?® 0

jak plyne, nésobime-li v prvé matici i-ty sloupec #2"--1 . #-1 pro
1=1,2,...,2n—1, déle —3r-4-2 {2 pro = 2n,...,3n—2
a vidy pfi¢teme k poslednimu sloupci. Déle :

An—-l: anIn—lv i 0 An—lr a(n)In—ls 0

_ Bn—ly ann—'p 0 ~ Bn—l) b(n)In—ly 0 _ (Mo 0
Ha = Cn—h cuIn-lv 0 on—ls c(ﬂ)Iﬂ—19 of—\0, 1)
‘ 0: Qi"—:)’ 1 0’ )

Z transformadn{ rovnice (19) plyne, %e parametry ¢,, f, lze volit tak,
aby g(,, 2 & t; byly nesoudélné.
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Potom se jako v dikazu véty 8 snadno zjisti, Ze matice u(t,, 1) je
ekvivalentni matici, kterd mé4 v poslednim sloupci jediny nenulovy
prvek o, —y(t, 1). Podle véty 5 déli (potom opét zhomogenisovand)
forma g(,-g)(t;, t;) prvni invariantnf faktor matice u(t,, t,). ProtoZe sou-
¢in vSech invariantnich faktort matice u(fy,?,) je O(m-g2) - Vn), kde
{Otn-2)s Ynpy = 1, plyne odtud, Ze g(,-5 je nesoudélnd forma jak
s ostatnimi invariantnimi faktory z u(t;, t,), tak i s podflem prvého in-
variantniho faktoru a g(,—s). Ze srovnani matic u,, u, je pak zfejmé, Ze
invariantnifaktory obou téchto matic jsou stejné az pi¥ipadné na faktory,

soudélné s g(,-s)-
— (@n-2) 0 D » 0
D= ( "0’ ISn—a)( 07 1)
(nebof alespoii jeden invariantni faktor v D je skutetné 1),

Q(n—Z)! 0 DO’ 0’ 0 ~ — (Q(‘n—2)’ O 5: 0! 0
(%62 T )0 0, 1) ~ @ 0= (%" 7__ )0 1. o)

kde (Dy, 0) ~ u,, takZze vskutku je
D = D,.

Je tedy celkem

Pomocné tvrzent 2. Jsou-li pzy resp. pg matice (38) pro k¥ivku C resp.

C’ (ve vyjédienich (33) resp. (34)), ddle U, A a B matice, pfislu§né for-
mém (), X(n-s) & Pn—s)» Pak plati

I, 0, 0
0, 4_7;-1’ o‘(n-s)u(a)-[n—l

o ~ 39
N0 By Bueamiolisy (39)
0, Cn—s—I’ c(ﬂ)Un—s—l
a
Is(n—l)—zu __0, 0,
’ 0, ﬂ(ﬂ—s)c(n)An-l! In—l
~ = 40
A 0, ‘x(n—s)c(n)Bn—l, In—l (40)

0, “(n-s)ﬂ(n—a)u(s)cn—s—l’ Unr-s—l

Dikaz. Existuje forma [, _,—,)#), nesouddlnd s o(,—gBn—Cin)%es)
Oznadme piislusnou matici L. Plati pak

?)A : g’ g] {U’ ‘qu”-l
?—1’ I::-p 0 B fiudy )| =
0, 0, R C, el,_,
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_ |0, 4, wul,, 60, %L’ *)
0’ B, ﬂuIn—l ,2ﬂ—8_1’ - =
0, C, cU,_,—4

" Podle pomocné véty 1 jsou obd &tvercové matice reguldrni, protoze
CUn-s-1%0 = 15 in=s-1€w> )y = 1. Odtud a z véty 5 plyne (39).

Zdlouhavgjsi je ditkaz pro (40): je opdt pro vesmés reguldrni
&tvercové matice

[ I,_., O, 0, 0, O]
0, I,_,.,,0, 0, 0O
—BC, 0, L, 0, 0 (1)3"‘3’ 2’ g’ g
—A4c, o, 0, L, 0 ’ w=ay X '
—ABU, 0 o, o || © BO,  felam-u-
0, —I av,o, o> % Al okyyys
’ ge=is A 0, O, ABU, apul,,_,_
oo —I,.,.,,0, BUO +-1
o0 —I,.,_,,0, 0, C
L. —Iyy, 0, 0
ABCU, 0, 0, S —
Lyt~ O, 0, 0
0, 0, L
Ly Al 0
ABCU, 0, 0, S S
=M, . |o, Iy, 0, y
0, 0, Iy _,y, O
0, 0, o0, I, .,
kde
I4n—2s—1> _(E Or 0
. BC, BcL,, O
,  AC, «cL, 0
M, =|o, ABU, xpuL,, 0

0, pedU, I,_,_,
0, «cBU, I,_,_,
LI 0, aﬂuC,- In—a—l.

0
0
0
0
0
0

*) Je-li v maﬁei v nékterém F4dku oznadteno, kolik f4dku piisluiné pole mé,
pak obvykle u ostatnfch poli index vynechédvéme. Viz ostatnd pozndmku na str. 322.
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Koneéné

(1)715-43—1» 0, g
A mer | =
0, 0, {/s—
I7n-—4s—1! 0’ O’ 0
0, L, 0, 0
— 0’ U -8—1 0, 0
= lo, o "L, o M,
0, 0, Ups-1, 0
0’ 0’ O’ In—s—l
kde
I?n—4s-—l’ 0_1 0
M4= O: ﬂcA_’ In—l
0, acB, I,-,
0, apuC, U,_,_,

Odtud snadno plyne (40).

Pomocné tvrzeni 3. Je-li & resp. & nejvétsi spoletny délitel determi-
nantid nejvysstho stupné matice

A, ocul,_, _ |pea, rI,_,
M= |B, pul,_, | resp- M = |xcB, I,_, |,
0’ c[]n-s—l ocﬁuC, Un-e—l
plati, Ze
UG = &GS B o 10 (41)

Diikaz. 6 je nejvétsi spoletny délitel viech determinanté, pokud
jsou formami (t. j. bud pro g#*-*-? = 0 nebo pro A{*-? = 0), tvaru

A, oulp_y
B, pul,_, | 42)
0’ cUn-n—l

(2n-s-2) (n-2)
gl ) hl

Nésobime-li determinant (jako matici) zprava determinantem

,0..00,0,..,0, —utin-e-3
0,1,..000, .., 0, —ur--3g
KA 8 BN E s i ,. - ..’. 0 .._.Q.u};;.._.’. .

vy O =%, |
v ooeny Oy 8%

.................................

(43)
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dostaneme determinant, ktery mé v poslednim sioupci jen nejvySe
posledni prvek nenulovy, rovny k,-s— %UgFen-s—2)-*) Rozvedeme-li
jej podle posledniho sloupce, dostaneme, oznaéime-li 4 subdetermirant,
Ze celkem

1n-2.6=41, (44)

- nebot pro g =0 je nejvétsi spoleény deélitel forem h(,_,) pro riizné
formy h, - 5 ziejmé 1.

JestliZe analogicky postupujeme pro druhou matici (misto (43) uZi-
jeme determinantu, jehoZ posledni sloupec md prvky —tin-s-2, . |
— 1377572, oot =2, ofeti=3ty, ... afcty=?, misto kg — UIen-s-2
pak dostaneme &fch(,—g)— J(an—s— 2 takZe pro h= 0 je nejvétsispo-
ledny délitel opét 1), dOJdeme k rovnici

xfc.12-2.8 = A. (45)

Nésobime-li v 4 prvych n — 1 ¥4dk fc, daldich » — 1 fadki «c a po-

slednich n— s —1 Fadkd «fu, dostaneme pravé tyz determinant jako
pi‘l nésobeni poslednich n — 2 sloupcti A formou ofeu. Je tedy

A(ocﬂcu)" 2= A(occ)"~ (Be)r—Y(xpu)r—s1,
takze z (44) a (45) dostdvame (41).

Ted jiz bez obtiZ{ dokdZeme pomocnou vétu 4: Necht ¢, resp. y; jsou

invariantn{ faktory matice M resp. M, @it+1 | Qi Yit1 | wi. Predné plati,
%e pro w,, w, z néjakého nadtélesa K, nad K, pro které je o, -z (w;, w,) =
=0, je defekt

defﬂ(wl, w,) = defd =n— s;/ (46,)
je-li obdobné ﬂ(”f,)A(w;,é);) =0, je . |
' | defM(w], @) = n—a. (46,)
Pro wy, oy, ¢(n)(0], wy) = O' je déle
defM(wI, wy) = m, ' (46,)

a koneéné PIo @5, Wy, U)W, wy) = 0, je ‘
: defM(gol, w,) =defU,_,_, =s. (46,)
ProtoZe x(,—,) m4 jen jednoduché faktory a je nesoudélnd s v,,),
a obdobné pro B,—,) & ¢, plati, oznadime-li [p;] diagondlni matici

s diagonalnimi prvky @; & pod., Ze (matice M i M maji o jeden sloupec
vice ne% fadkt)

pd = (""0 NP ‘})("13, vVwa @

’

*) h(n_g) TE8P. y(,,,_, gy jsou formy pHslu¥nd maticim A{"? resp. g(’” =42
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kde {y,;, xfcy = 1. Je totiz

Si= H'l’i = qn—s-1fn-s—1gn-1[Ty (48)
takZe podle (41) je
wiGt iy ;= 6 =Ilyp;. (50)
Avsak podle (39) a pomocného tvrzeni 1 je 6 = IBI = V), & tedy
Ty, afcy = 1.
Déle plati
pel,_., O, 0 _
0, acl,_, 0 M(“ﬂcu%"—s'l’ 9 ) — afould.
0, 0, o«pul,_,_, Z L

Invariantni faktory matice ocﬁcull?[ jsou xfeuy;; podle véty 5 proto
plati @, | xfeuy,. Vzhledem k tomu, %e {p;, xfc> = 1 a vzhledem k (47)
@; | up;. Ze (46,) dale plyne, Ze (p;, u> =1 pro i > s— 1, tak¥e plati:

“existuji formy 1, tak, %e g;A, = up, proi =1,...,s—1, p;d; = Y, pro
© > 8. Zndsobenim té&chto vztahti dostaneme ITp; .IIA; = us—1II%p,.
Podle (50) je potom viak I74; = 1. Tedy (v8e ve smyslu délitelnosti)
A; = 1. Odtud, »

L4, 0\ —
e = ("4 ) 9 (51)
takZe celkem z (51), (47) a pomocného tvrzeni 1 dostdvime (35).

Zbytek tvrzeni pomocné véty 4 plyne odtud, %e pro jednoduchy
s-ndsobny bod 8 je (v, , uy =1, kde v('m,) = |D’| je forma pro C’,
analogickd k v,).

Uvedeme ted bez dikazu vétu:

Véta 12. Necht C je kiivka ve tvaru (11'). Nutnd a postadujict pod-

minka, aby kiivka gon)(,, %5, 25) = 0 byla adjungovanou k¥ivkou k C, je,
aby forma gem)(aem)(8), b)), Cm)(t)) byla délitelna formou v,(?).
Z této véty vyvodime disledek:
Véta 13. Adjungované kfivky k C (n— 2)-ho stupné tvort linedrnt
(n — 2)-rozmérnou soustavu. Rovnice této soustavy je
gn—l’ x1§ n—1
n—-1 Tolp-1 =0 52
Co—1, @slp—y ’ (52}

0’ e(ln— 2)
kde 0" = (99, 01 +++» On—3) jSOU parametry soustavy.
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Diikaz. Nejprve dokédZeme, %e kazdé kiivka (52) je adjungovani.
To v8ak plyne odtud, Ze podle (31) je

An—l’ a’(n)(t) In—l ,
Bn—I! b(n)(t) In-l = v(m)(t) - Q(n-2)- (319
Cn—h c(n)(t) In—l

Qin—z)

2

Necht naopak k¥ivka g(,—_s(2;, Z,, 23) = 0 je adjungovand. To zna-
mené,, Ze g(,,_z)(a(,,), b(,‘), C(”)) = v(,h)(t) . G(”_g)(t), kde o je né]aké forma
(n — 2)-ho stupns (je totiz n, = (n — 1)(n — 2) a stupen formy vlevo je
n(n— 2)). Je-li -2 matice piislugnd k forms oy, _ 9)> pak forma

Apoys 2y
Pin—2)(@y1, Ty, T3) = | By, %l
n-1 %3lp_;

O, o-in—2)

mé vlastnost, Ze h(,—g (@) D) Cm)) = V)(t) - T(n—p)(t). Pro formu
Win-9)(Ty, Lo, T3) = G(—2)(¥1, Ty, T3) — hin—2) (21, %y, 3) tedy plati
Win-2) %) (t), bi)(?), ¢()(t)) = 0. Jako na konci ditkazu véty 10 odtud
plyne, Ze je identicky w,_g = 0, g(,—g) = h(n—g), takie g(, s m4 vskut-
ku tvar (52). Ze soustava (62) mé dimensi n — 2, plyne z (31').
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CGasopis pro pdstovani matematiky, rot. 77 (1952)

SKALARY KRIVOSTI NADPLOCHY VNORENE
DO EUKLIDOVSKEHO PROSTORU
A JEJICH GEOMETRICKY VYZNAM

FRANTISEK NOZICKA, Praha.
(Doslo dne 4. bfezna 1952.) 513.736.3

Je dobfe zném vyznam tak zvané stfedni kfivosti H a Gaussovy kii-
vosti K pro plochu v trojrozmérném prostoru euklidovském. Uselem
predloZené préce je definovat vhodnym zpusobem skaldry kiivosti pro
nadplochu ve vicerozmérném prostoru euklidovském tak, aby pfipad
plochy V, a E, byl specialnim pf-ipadem této theorie a déle najit pokud
mozno jednoduchy geometricky vyznam té&chto skaldrt. Studium
defmovanych skalarti a nadplochy samé, jakoz i podané geometrické
mterpretace jsou provedeny uzitim sférického zobrazeni nadplochy,
t. j. zobrazenim nadplochy na nadplochu kulovou. ’

1. Uvodni poznimky.

V euklidovském prostoru E,,, o nl—]— 1 dimensich s kartézskymi
pravothlymi soufadnicemi z4, 4 =1,2,...,n 4+ 1, je ddna nadplocha
¥V, o n dimensich parametrickymi rovnicemi

rA=z4&2), A=1,2,...,n+1; x=1,2,...,n. (1,1)

V dalsim budeme pfedpokliddat, Ze funkce z4 = z4(£*) maji spojité
parcidlni derivace aspoii druhého ¥4du podle parametri &+ a déle, Ze
hodnost matice

ox4

(B, B3,..., B**1), B4 = 3=

(1,2)

je v kazdém bodé uvazovaného oboru rovna n.

Oznad{me-li g, , metricky tensor prostoru &, ;,') potom 1ndukovany
metricky tensor nadplochy ¥, je takto definovén

Uy = gAzB/\ s (1,3)
Ponévadz pfedpokldddme, Ze x4 = x4(£%) jsou redlné funkce redlnych

1) Tedy podle pfedpokladu g 3 = Opro 4 4 B,g,3 =1 pro4d = B; 4, B =
=12..,n+4 1.
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parametré &2, plyne z (1,3) a pfedchozich predpokladi, Ze tensor a,, je
positivné definitni.

Jednotkovym te¥nym vektorem variety V, nazyvame vektor T,
ktery je feSenim rovnic

BAT, =0, g4*T,T, =1, (1,4)

* kde g42 je kontragredientni tensor k tensoru g,,. Snadno nahlédneme
%Ze za nafich pfedpokladd je rovnicemi (1,4) vektor 7', aZ na:znameni
urden jednoznadné.

Vektor N4 takto definovany

N4— g4, (1,5)

nazyvdme normélou varlety V.. Jezto vektor T, ]e rovnicemi (1 4)
definovén a% na znament, je vektor N4 definovén rovné# a%na znameni.
K vili jednoznaénosti vektoru N4 (a tedy téz T',) volme vidy takové
znameniu feSenirovnic (1,4), aby determinant ze sloiek B2 a vektoru N4
byl vidy kladny, t. j.

BY, B2, ..., Bptl)

Bi, B:, ..., Bu+t

................ >02) (1,6)
Bm Bﬁ’ ’ B::Hl

Druhym metrlckym tensorem variety Va na,zyvé,me tensor A, s takto
definovany

hop = BgaﬂT‘ (,a,, = 5%’) (1,7)_
Oznadime-li {f,} koeficienty indukované konexe ve V,, kde
{%} = 3a*%(0pa,s + a'ydﬁd_ aaah),s) ‘ |
Kopy' =20@0{g} + {tadu st} (1,8)

jest tensorem kfivosti prostoru V,,.

V daliim budeme se téZ odvoldvat na dva zndmé vztahy a to
Gaussovy rovnice

potom tensor

Kuﬂyo) o 2h6[u Ay (Kaﬂ'yd _ K p “pa)» ” : (1,9)
a formuli Weingartenovych
0,N4 = h,af3B}. ‘ (1,10)

2) Z ptedpokladu plyne, snadno, %e determmant (1,6) nemuze byt v uvazova-
ném: oboru variety ¥V, roven nule.

3) a%d je kontragredientni tensor k tensoru a,s ve V.
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Ke konci této uvodni staté pfipojme jesté tyto pozndmky:
budtez v4, w4 dva libovolné vektory v E,, . ,,
potom modulem vektoru v4 (modulem vektoru w4) nazyvame skalr

9450 “%, (g g0 w?®). (1,11)
a mirou vektoru v4, (w4) skaldr
+ Vo ®o?,  (+ Vo) (1,12)
Uhel 9 vektort v4, w? je definovan vztahem
B
cosd) = 05”0

. 1,13
¥ V@2 o) - (gogeou?) tL19)

pii ¢emZ udinime Gmluvu, %e dhly v E,,, budeme mé&fit od nuly do »
(pfedpokldddme samoziejmé, Ze v4, v® nejsou nulové vektory).
Budtez nyni 1)‘ 'v‘ 3 v‘ l<p<n+1) p vektort v néjakém

bodé P prostoru E',,+1 Tyto vektory defmup v tomto bodé P p-vektor

v4p4  v4p se slozkami ne vesmés rovnymi nule, jestliZe vektory
12 7]

v4, ..., 'u‘ jsou v P linedrné nezdvislé. Modulem p-vektoru v4w4: ... v4p
1 1 2 ?]
nazyvame pak skaldr?)
M = Gu,a,94,8, -+ § 4 5 V04 L vi00BpB | 0P, (1,14a)
(® U T B 7]

Jeito ndm jde stdle o redlné velidiny, snadno nahlédneme, Ze
m > 0, pfidemZ znameni rovnosti plati tehdy a jen tehdy, je-li
(v)
[v4, v4.. v‘v] =0, t. j.jsou-li vektory v‘ v4, . 'v‘ l<p<n+1)
2 2
linedrné zéwslé To plyne z toho, Ze tensor gz je posmvné definitni.

Modul m méZeme té% psét v libovolném z t&chto tvari:
(p)

"'; = gIAlIBIIgAilBll gA,]B ph UA' . véppBipPe | ’UBP, (l,l4b)
D

p 12 P
m = vp Vs, ... v,,,v”lv’- B Y PR (1,14¢)
» [ 2 pl[1 2 pl i i
Jako miru p-vektoru v4w4: ... v4» definujeme pak skalar
[1 2 7]
n Vm - (1,15)

(»)
Budtez nyni v4, v4, . v‘4 l<pSn+1) hneérné nezavislé vek-
1 2

tory v bodé P prostoru E,,+1 a w , WA, L., wh linedrné nezévislé vektory
2 ?

‘) Viz na pk. E. Cartan: Lepons sur la Géométrle des espa.ces de Rnemann,
Paris, 1928, str. 15.

849



v bodé @ prostoru E,, (bod @ miZe byt té% totozny s bodem P).
Jako tihel p-vektor v4w4s ... vie, whws ... v4» pak definujeme twhel &

I 2 ] [1 2 7]
v intervalu 0 < ¢ < & tak, Ze

g[‘ll”ilgﬁllyll o0 gAp]BP’UA"UA’ .. AP BB L wPP
cosd = 12 212 7 5 (1,16
+ Vm(v) . m(w)
(») (»)

2. Hlavni k¥ivosti a skaldry K variety V, vnofené vE,
(»)
Budiz a,, prvni metricky tensor a k,, druhy metricky tensor variety
V, vnotené v E, 4, (viz (1,3), (1,7)). Hlavnim smérem v bodé variety V,,
nazyvéame smér kazdého nenulového vektoru u* ve V,, vyhovujiciho
rovnicim
}"/\vuv = 8a,,u’, (271)

kde s = s(&) je skaldr ve V,,. Relace (2,1) miZeme téZ psit ve tvaru

/Oprooc=i=v ~

(hy —s65) w> =0, 6a~\1 pro x =1,

(2,2a)
kde
by = b, ara. (2,2b)
Z elementdrn{ algebry plyne: nutné a postadujici podminka pro to,
aby existovalo nenulové Fefen{ u” rovnic (2,2a) je
Det[h2 —3862] =0 (x,»=1,2,...,n), (2,3a)
coz jest (v uvaZzovaném bodé variety V,,) algebraickd rovnice v s stupné

n-tého piislusnd systému rovnic (2,2a), tak zvand charakteristickd rov-
nice systému (2,2a). Rovnici (2,3) miZeme psit struéné ve tvaru

n
Z(—1pTKsrT =0, (2,3)
r=0 (r)
kde jsme poloZili pro struénost
K=1
(0)

(¢)) :
K = h}h3 ... by pro 2 < r < n.f)
(r)

5) Pomoci v&t elementérni algebry snadno nahlédneme, %e vyraz na pravé
strand v (1,16) je v absolutni hodnoté vidy mensi, nebp roven 1 pfi m(v) % 0,
m(w) =% 0, Viz rovné# poznémku 4). (»)
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Definice 1. Skaldr K (1 < r < n) 2z rovnic definiénich (2,4) budeme
(r)
nazyvat r-tou kfivostt nadplochy V, vnofené v B, .
Je nyniznimo,?) Ze rovnice (2,3), za vpfedu uvedenych pfedpokladd,
mé n redlnych kofenu s, s, ..., s Veli¢iny s (t=1,2,...,n) jsou vnit¥-
12
nimi veli¢inami (skaléry) nadplochy Vaa ]sou v kazdém bodé variety V,
(kde plati nase pfedpoklady z § 1) jednoznadné uréeny. Skaléry s (¢ =
€

=1, 2, ..., n) nazyvime hlavnimi k¥ivostmi variety V,. Z diferencidlni
geometrie metrické je nyni ddle zndmo8), 7e v pfipadé, kdy s, 1 =1,
i

2,...,n jsou vzijemné rizné v bodé nadplochy, jsou rovnicemi (2,1)
v uvaZovaném bodé jednoznaéné uréeny sméry w”, i =1, 2, ..., n, defi-

nujici v onom bodé sméry hlavni a dale, Ze tyto vektory jsou vzdjemné
kolmé, t. j. — za piedpokladu, Ze u? jsou jednotkové vektory — plati
i

0 pro ¢ = 7,
Ayp — ), ] = cieie . 2,5
a/\‘u:lz';l <1 pro ’&.‘———j, 2] 1: 2, N ( )

Avsak i v pripads, Ze rovnice (2,3) m4 vicendsobné kofeny s, je
i
mozno vidy najit n jednotkovych vektort w?, ¢ =1, 2, ..., n, vyhovu-

1
jicich podminkdm (2,3), (2,5). Tyto vektory definuji opét v uvazovaném
bodé nadplochy hlavni sméry, i kdyZ v tomto ptipadé nejednoznaéné.

Véta (1,2). Skalary K, 1< r < n jsou elementdrnimi symetrickymi
r)
funkcems hlavnich krwostz 8 (t=1,2,...,n), t. 7.

K=sts+.. +s,
(1) 1

K=ss +ss+ -i—s.s +ss+ -|—.s.s —]—as—l— .+ s s,
(2) 12 n—ln

.......................................................

tedy struéné

K=—1-Ess s 1 r< ), (2,6)
o e s T T

8) Viz J. A. Schouten-D. J. Strnik: Einfiihrung... I, str. 39, tiloha 3.5.

?) J. A. Schouten-D. J. Strnik: Einfiihrung in die neueren Methoden der Dif-
ferentialgeometrie II, str. 70.

8) Viz 7).
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kde séitdme pres wvdechny indexy 15,1y, ...,0,=1,2,...,n navzdjem
rizné.

Tato véta plyne ihned z (2,3b) na zdklad& zndmych vlastnosti kofent
algebraické rovnice n-tého stupné.

3. Jiny tvar skalara K.
(r)

Nyni budeme uvaZovat ptirozené r takové, ze 2 < r < n.
Véta (1,3). '
Jest

K = }K 5, s0%%ab7. (3,1)
(2)

5

Dikaz: Z Gaussovy rovnice (1,9) dostaneme ihned vztah (3,1).

Poznamka: Pro n = 2 je skaldr K identicky s Gaussovou kfivosti
(2)
pro plochu v prostoru Ej.

Véta (3,2). Pro2m < n (m > 1 pfirozené &islo) je

R x. B x, B
(2m)_ 2m K[“l"‘nlﬁzﬁllK“s“qlﬁ4ﬁsl e K“zm—l“zmwzmﬁsm—la Bl vy GO 00

Dikaz: z Gaussovy rovnice (1,9) plyne
K[“n"‘amzﬂl_l’ K“a“4|ﬂ FEARE K“zm—1“zmlﬂzmﬁam—1 =
= 2hg (s ha 15| K a2 18,8,) - K

*ym—1%mPamPem —1

= 2hg (s ha jp| Kaalpp,) - K

%3m—1%2mIPamPam—1

2%hg [ s, 8, P18t Py 8| K 18,8 -+ K = atd.;

%ym —1% am B amP om —1

po m krocich dostaneme zfejmé

Kia a8, 1Kaalpp) - K o

*om—1%amMPomPom—1

= 27hia g, e p,) - Py, 08

2m’
Jest viak vzhledem k (2,4)
h[¢1|pl|h;,|p!| cooha s, 0%1P10%9Ps . @%mPam =
‘= hiathao, - hogy = K.
- (2m)
'Odtud a z pfedchoziho plyne ihned vztah (3,2).
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Pozndmka. Z (3,2) plyne, Ze je moZno viechny skaldry K se sudym
r

indexem r vyjadiit pomoct metrického tensoru nadplochy a jeho pa,rcidlnich
derivact prvého'a druhého Ffadu. Tento vysledek je zobecnénim Gaussova vy-
sledku pro plochu v trojrozmérném prostoru euklidovském (tento specidlni
pripad plyne z ptedchoziho pro n = 2).

Véta (3,3). Pro3< 2m + 1< n (m ... pfirozené &slo) je

1

(2"{5_1): om K[“x“alﬂzﬁle“s“4|ﬁ4ﬁsl "'

h a*ha*Pbs ... a%m—1P
aam—1%m!PemPom 1" %am+10Pam ™’ P10 E2 AL

Dikaz se provede analogicky jako ve vété (3,2).

4. Geometricky vyznam skalari K.

(r)
n-rozmérnou nadkouli v prostoru £, ., o poloméru R > 0 a o stfedu
0(z4), A=1,2,...,n 41, nazyvdme mnozinu vs8ech bodt X(z4), pro

néz plati
n+1

D (@t -zt =B, 4,1)
4=1
pii Sem% 24 jsou pravoihlé kartezske soufadnice bodi v E,,. Sestrojme.
v kazdém bodé variety V,, dané rovnicemi (1,1) normdlu N4 [viz (1,4),
(1,5), (1,6)]. Definujeme nyniv E, ., funkce Sz4(&*) takto:

A=12...,n+1,

SpAd A Al Ea
T —?f + N4(E), x=1,2...,n

(4,2)
Tim jsme ptifadili kazdému bodu variety V,, jednoznaéné bod o sou-

fadnicich %24 v B, . Jeito N4(&) jest ]ednotkovym vektorem v K, 4,
je zfejmé

n+1

(SxA - xA)2 — g (ﬂxd — xA)(SxB_ xB) — g DNANB sy 1

4=1
Odtud plyne ihned, Ze body o soufadnicich %24 (4 =1,2,...,n 4+ ) lezi
na jednotkové nadkouli v B, .

Mnozinu bodl o soufadnicich fz4 [definovanych v (4,2)] nazyvime
sférickym obrazem uvazovaného oboru nadplochy V,, (viz pfedpoklady
v§l).

UloZzme si nyni kol najit nutné a postadujici podminky pro to, aby
rovnicemi (4,2) byla definovdna p-rozmérnd varieta, ve V,, 0 p< »
(lokéIné).
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Véta (4,1). Nutnd a postalujict podminka pro to, aby sférickym obra-
zem variety V,, byla varieta p-rozmérnd (0 < p < n) jest: hodnost matice
(0. VY, 0, N2, ..., 0, Nn+1) ' (4,3)
jest p.?)
Dikaz: Véta (4,1) je specidlnim piipadem véty: Nutnd a postadu-
jici podminka pro to, aby parametrickymi rovnicemi
Y4=Y4y*), A=1,2,...,n+1; 6 =1,2,.

byla (lokélng) definovdna varieta p-rozmérns v Eni (0 < p < ), jest:
hodnost matice

‘aF, ‘aF, “eey aya
jest p (tedy v Zédném bodé uvaZovaného oboru neni hodnost vétsi nez p
a aspoii v jednom bod$ je rovna p)?). Nutnost podminky této véty plyne |

z lokéln{ definice p-rozmérné variety, postaditelnost véty pak z theorie
zévislosti funkei. V nafem piipadé je

(aY1 oY? aY"+1)

oY4 ON4
-@; = 6_&"
Viéta (4,2). Hodnost matice (4,3) a matice
(aaTl aaTZ’ cieiey aaTn+1) (494)

jsou v kaZdém bodé variety V, (2a platnosti predpoklads v § 1 vymezenyjch)
stejné.
Diikaz: Podle (1,5) je totiz N4= g42T,, kde
/1 pro A= B
~\o pro A =B
a tedy
* ’ aaN‘ = g4 aaTa = g44 aaTA = aaTA

v uvazovaném bod§ variety V,. Véta plyne ziejmé téz z toho, Ze v B, 4,
pfi kartézskych pravoudhlych souradmcxch jsou kovarlantm a kontra-
variantn{ sloZky vektorii stejné co do hodnoty.

Yéta (4,3). Necht hodnost druhého metrického tensoru h, ﬂ jest v néja-
kém bodé vanety V, rovna p (0 < p < n). Potom matice (0,1, 0,15, .-
s 0,1 pyq) md v tomtéé bodé variety V., tutéf hodnost.

Dtkaz: Nechf za prvé jest -
a) ha =0 (t. j. p= 0). Potom podle (1 7) B40,T,=0. Aviak T,

LX)

%) Stadi zfejmsy pi‘edpoklédat %e aspon v Jed.nom bodé variety V,, je hodnost
matice rovna prévé p. Ze spojitosti plyne pak ihned, Ze existuje celé okoli enoho
bodu, kde hodnost uvafované matice je rovnéz p.
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je YeSenim rovnic BAT, = 0 (viz (1,4)). Nejobecné&j§im Fefenim rovnic
predchozich jest *T, = kT',, kde k = k(&%) je skaldr ve V,. Odtud a
z rovnic B2 05T, = 0 plyne existence vektoru k, tak, %e
04T , = k4T, (4,5)
Ponévadz viak (viz 1,4) g427 T, =1 a tedy
aa(gABTATB) = 294°T,0,T, =0,
plyne odtud a z (4,5)
9427 1, T = keg*?T Ty = ks = 0,

z ¢ehoz vyplyvéa podle (4,5) :
a ﬂT A4 0.

Tedy: h,3 =0 = 2,7, = 0. Tim je pfipad p = 0 ovéfen.

b) Necht hodnost tensoru A, je v néjakém bodé variety V,rovnal
t.j.p= 1) Pak asponi jedna slozka h,gp, tensoru h,, je riizné od nuly.

Podle (1,7) je viak
h"‘xﬁ: - B aﬁlT :*: O
odkud plyne ihned, %e 0p7, neni pro kazdé 4 rovno nule. Je tedy
hodnost matice (4,4) ne]mené rovna 1 v uvazovaném bodé.
Podle Weingartenovy formule je (viz (1,10))
0, N4 = h,40#°B}
a tedy
Ot N4 Qo N4t = hya|p, hsy1p, 0P PaPr*Bf: B = 0,
nebot hodnost tensoru %, je podle piedpokladu rovna 1. M4 tedy matice
(4,3) a podle véty (4,2) téZ matice (4,4) hodnost nejvyse 1. Je tedy hod-
nost matice (4,4) v uvazovaném bodé& variety rovna pravé jedné. Tim je
piipad p = 1 vyfizen.
¢) Necht tensor k,; md v bodé variety ¥V, hodnost p (2 < p < n).
. Potom existuje asponi jeden subdeterminant ¥4du p.
h[“:lﬁnlh“xlﬂn[ A h“p]lgﬂ =+ 0 . (4)6)
v uvazovaném bodé variety V,. Pak jest podle (1,7)

0 =‘= h[“llﬂllhl“l[ﬁll see h"‘w]ﬂp = BA:B;: see B;z a["‘leAxl a”‘: T|4|l S a“r] T‘D‘
Odtud plyne ihned, %e hodnost matice (4,4) je nejméné rovna p v uvaZo-
vaném bodé.

Z Weingartenovy formule (1,10) plyne pak
Ora, N41 05, N4 ... 0a,N4» 0, 1N 49 +1 =
= hiaphap) - ha,,lo,,|h«p+lwp+la"“"aﬂ"" e
.. aﬁp+160+1BgiB‘;' B‘;”H

P+1

*p+1
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nebot podle pfedpokladu je hodnost tensoru A,z rovna p.19) Z predchoziho
plyne viak ihned, Ze hodnost matice (4,3) a tedy podle véty (4,2), té%
hodnost matice (4,4) je nejvyse rovna p v uvazovaném bods.

Je tedy hodnost matice (4,4) rovna pravé p. Tim je véta dokdzana.

Véta (4,4). Nutnd a postadujici podminka pro to, aby sférickym obra-
zem variety V,, byla varieta p-rozmérnd V, (0 < p < n) jest: hodnost dru-
hého metrického tensoru h, g variety V, jest rovna p aspoti v jednom bodé
variety V,11) a v Zddném bodé této variety nent vétst nes p.

Tato véta je bezprostiednim disledkem vét (4,1), (4,2), (4,3). Je-li
totiZ hodnost tensoru 4,4 rovna p (aspoii v jednom bodé, v Z4dném bods
viak nenf véti neZ p), potom podle véty (4,3) m4 matice (9,7, 0,7, ...
ce0s 0, p41) & tedy podle véty (4,2) matice (9,N%, 9,N? ..., 0,N"+1)
tutéz hodnost.

Podle véty (4,1) je pak sféricky obraz variety V,, varieta p-rozmérn4.
Necht je, za druhé, sférickym obrazem variety V, varieta p-rozmérn
V. Potom podle véty (4,1) mé matice (4,3) a podle véty (4,2) téz matice
(4,4) hodnost p. Podle véty (4,3) pak tensor k,,; mé rovnéz hodnost p.

Véta (4,5). Nutnd a postadujict podminka pro to, aby sférickym obra-
zem variety V, byla varieta p-rozmérnd V, (0 < p < n), jest:

K=K=..=K=0 (4,7a)
(»+1) (p+2) (n)
(¢. 5. ve vdech bodech uvatovaného oboru variety V) a aspoti v jednom bodé
variety V,, je
K = 0.1?) (4,7b)
. (»)

Dikaz: DokdZeme nejdive nutnost podminky véty. Necht tedy
sférickym obrazem variety ¥V, je p-rozmérnd varieta V, (0 < p < n).
Potom, podle véty (4,4) je hodnost tensoru &, nejvyse rovna p v bodech
variety V,. Z defini¢nich rovnic (2,2b), (2,4) pak plyne ihned K =

(p+1)
=K=...=K =0 ve viech bodech variety V,. UvaZujme nyni tii
(P +2) (n) i ’
piipady:13)

a) p=0, t. j. hyy =0 ve v8ech bodech variety V,. Potom podle
defini¢nich rovnic je K = 1 a tedy (4,7a), (4,7b) v tomto pifpadé jsou
spravné. ©

10) Jeo-li p = n, potom je zfejm& [a,|B,|, -+ haps,]B4+1 = 0, nebot provédime
alternaci pies vice ne% n indexiu.

1) Zde plati analogické4 poznémka poznémce 9).

%) Ze spojitosti funkce K plyne ihned, Ze existuje celd oblast, kde K = 0.
. (?) @)
13) Pro dikaz nutnosti podminky (4,7b).
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b) p = 1; potom aspoii v jednom bodé variety V, je hodnost ten-
soru h,, rovna jedné!2). Necht bod x4 = x4(£§) [viz (1,1)] je bodem va-
0

riety V, takovym, Ze pro néj hodnost tensoru %,z je rovna jedné. Potom
v tomto bodé aspoti jedna sloZka tohoto tensoru je réizné od nuly, t. j.

(hag)yy + 0 4,8)
asponl pro jednu dvojici indexi «, .

Pro strudnost necht symbol ( ), znaéi hodnotu velidiny v zavorce
v uvazovaném bodé z4 = :c‘(&“) Necht (n"‘)0 jsou jednotkové vzdjemné

0
kolmé vektory v hlavnich smerech v uvazovanem bodé.'4) Vztahnéme
nadplochu ¥V, k novym parametriim 7= takto zavedenym (coZ je lokdIné
mozné)
o= £2 | (n2)yn?, «,0=1,2,...,n (4,9)
e e

Ztejmé vyjadiuji rovnice (4,9) v okoli bodu uvaZovaného, ten v to
poditaje, transformaci parametrii. Ozna¢me po levé strané hvézdickou
velid¢iny v parametrech 7=. Pak je v uvaZovaném bodé

0&v 0&n
(*a,p)o = (ana por aﬁ(f)) (@ m)olme),  (4,108)

0&v 0&v
(*hop) = (ana b aﬂ(f)) (hvﬂ)o("’:v)o(?”)o- (4,10b)

Odtud plyne ihned podle (2,5)
(*ayg)o =0 pro « =+ f, (4,11a)

z (4,10b, a) a (2,1) pak
(*haﬂ)o = (hxw)o(z‘"")o(;"‘)o = (S)o(am)o(:"")og””)o = (s*aaﬂ)o

a odtud |
(*hyp)o= 0 pro x = f. (4,11b)

Jeito podle piedpokladu je hodnost tensoru %,,rovna jedné v uva-
Yovaném bodé, existuje v uvaZovaném bodé prévé jedind slozka

(*hido =+ 0; (*hygdy= 0 pro o + i (4,12a)

pro'néjaky pevny index ¢ (1 =1, 2, ..., n). JeZto hodnost tensoru a,, je
pro body variety ¥V, rovna n a tedy téZz hodnost (*a,z), je rovna =, plyne
z (4,11a)

(*ay,)o =0 pro a=1,2,...,7n

14) Takové vektory je mozno vidy uréit (viz zatétek § 2).
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Je tedy podle definiénich rovnic (2,4), (2,2b)
(K)o = (*K)o = (*hii)o = (*his*a"")y;

odtud a z (4,12a), (4,12b) plyne (neséitdno pies %)
E{)Qo = (*h;;*a%), + 0.

Tim je nutnost podminky (4,7b) pro pfipad p = 1 dokézéna.

c) 2< p< n. Potom, podle véty (4,4), aspont v jednom bods
x4 = x‘(é’") hodnost tensoru h, ; rovna p. Transformujme opét parametry
0

v okoli uvazovaného bodu podle (4,9). Potom plati jednak vztahy
(4,11a, b), (4, 12b) a déle je pravé p slozek h,m, *Rigizs - o> *Pips, v UVaZO-

vaném bodé rtizné od nuly, tedy ne méné ani vice. Pak je viak podle defi-
ni¢nich rovnic (2,2b), (2,4)

(K)o = (*K)., (*R{3 7 .. *hiP)e =

= (i) hl-laal cos MRl et ti¥amh L *atrte)y =
= (*hig,*hig, - - *hipig*ai‘i‘*ai’i’ ... *airin), £ 0, (4,13)
pfi demZ neséitdme pies indexy 4 (k =1, 2, ..., p). Tim je viak nutnost

podminky (4,7b) pro piipad 2< p< n dokézéna. Uvédime-li jesté po-
d4tek dikazu (pied ptpadem a)), mdme tak nutnost podminky véty do-
kédzédnu.

Pro ditkaz postaditelnosti podminky véty predpoklade]me Ze pro
varietu V,, plati podminky (4,7a), (4,7b), t. j., Ze pro varietu ¥V, ]e
K = =...=K =0 (ve vSech jejich bodech) a Ze existuje aspoii

»+1) m+m (n)
jeden bod — ozna¥me jeho soufadnice ve V, £% — tak, Ze (K)0 =+ 0.12)

Podle defini¢nich rovnic (2,2b), (2, 4) je tedy
1 pro p =0

((K)o = —\;(haﬂa““’)o pro p =1
(h[“xlﬂl |By| « -+ h“p]ﬁwa“‘pxaa.ﬂ. ... a%sPp pro 1 < p é n.

Odtud plyne ihned, %e v uva%ovaném bods (o soutadnicich £2 %) je hodnost
tensoru h,; nejméné rovna p. Je tedy, jak plyne ze spojitosti, hodnost
tensoru h,; vét8{ nebo rovna p v uréitém dostatetnd malém okolf uvazo-

vaného bodu. DokédZeme nyniddle,%eje-li K = K = ... =K =0 (ve
@+1) (@+2) (n)
viech bodech variety), pak ani v jednom bodé variety V, nemiZe byt

hodnost tensoru &,z vétéi nez p (0 < p < n). Ditkaz provedeme nepfimo,
t. j. budeme piedpokléddat, Ze za platnosti (4,7a) existuje aspoii jeden bod
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o soutadnicich &% ve V,, tak, Ze v ném hodnost tensoru A, 4 je rovna s, pfi
demZ p < s. Vuvahutedypi’*1pada0< s<nplip=0,1<s< npro
p=1atd. s=nprop=mn — 1.

Vztdhnéme varietu V,, (v okoli bodu £%) k parametriim 7= transfor-
madnim vztahem

Ezz == 5& + (nfl)lnq’ %, 0 = 1’ 2’ ceey M 15)
1 e
Potom v bodé o soutadnicich &% by platilo (co¥ je analogické tvaha jiz

jsme difve dospéli ke vztahtim (4,10a, b), (4,11a, b) — oznadéime-li vlevo
mnahove hvézdi¢kou veli¢iny v tomto bodé

1 pro 6 =g,
D
(*aaﬂ)l - \0 pro « :i:ﬂa (4!15)
0 pro x == 8,
(*haﬂ)l = / P ﬁ

\(s); pro & = B.

Jezto predpokldddme, Ze hodnost tensoru h,z v bodé o soufddnicich
% je pravé s, kde p < s < m, mé matice z tensoru *h,, v uvaZovaném
bodé, tedy podle (4,16) matice

), 0, 0,..,0
1
0, (s),0,...0

2 .

.................

hodnost prévé s. To viak znamend, %e v uvaZovaném bodé je pravé s dsel
(8)1, (s)l, . (s z &isel (s)l, (s)l, ces (s)1 od nuly riznych. Neni na djmu

obecnostl predpoklé,dat (.s:)1 +0 pro i=1, , (=0 pro j=
s
=s +1,...,n Podle (2, 6) by vSak potom bylo v uvaZovaném bodé
' (K)y=1(s8...8), =0,
() 12 8
coz je ve sporu s predpokladem, Ze (K)1 =0prop < s< m.

Tim je dokdzdno, Ze za pi'edpokladu (4,7a) nemiiZze byt vZadném bodé
variety hodnost tensoru h,; v&t&i nez p (0 < p < n). Jeito existujf
body, v nichz je tato hodnost rovna p (jak jsme na zad4tku dikazu po-
statitelnosti podminky véty ukézali, plyne odtud podle (4,4), Ze sférickym
obrazem variety V, za platnosti (4,7a), (4,7b) je varieta p-rozmérnd, jak
jsme chtéli dokdzat.

18) Podobného obratu jsme poutili pti dikazu nutnosti podminky véty.
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Ke konci tohoto paragrafu pfipojme jesté tuto vétu:

Véta (4,6). Nuind a postalujict podminka pro to, aby varieta V,
v B, 1, byla n-rozmérnou nadrovinou v E, ., jest

K=0pror=12,...,n (4,17)
(r)

Dtkaz: Nadrovinou euklidovského prostoru E, ., (s kartézskymi
pravothlymi soufadnicemi) nazyvédme varietu n-rozmérnou V,,, pro jejiz
body plati vztah

z40,=C, A=12,...,n+1, (4,18)
0

kde C, jsou konstanty z nichZ asponi jedna je od nuly riznd, C, rovnéz
konstanta.

Ptedpoklddejme nejdiive, Ze varieta V, v E,, je nadrovinou, t. j.
%e mezi soufadnicemi bodid této variety plati vztah (4,18). Neni na
djmu obecnosti ptedpokldddme-li C,, == 0. Potom miZeme (4,18) pfe-
psat na, tvar:

x”+1=co— zck$k, kde C ='ﬁ_‘, l=051,2)""n'
k=1 P Ot
= ntl

Polozime-li )
Pl=f 22=£ .. ar =, (4,19a)

potom jest podle (4,18)

n
x"+l - 60_ Z Ckgk.
k=1

Rovnice (4,19a, b‘)— predstavuji parametrické vyjddfeni nadroviny

(4,18). Pro nadrovinu (4,19a, b) jest
- 0 pro A+xou, A=1,2,...na=12,...,n
Bg=<1 A=o, A=1,2,..., (4,20)
— ¢, pro A=n+1,a=12,...,n

tedy v kazdém piipads je B2 konstantni. Podle defini¢nich rovnic (1,4),

(1,7) je pak

Z defini¢nich rovnic (2,2b), (2,4) plyne pak ihned

K=0pror=12,...,n.
r)
Tim je nutnost podminky véty dokdzéna.
Predpoklidejme .za druhé, pro diukaz postaditelnosti podminky
véty, %e pro varietu V, plati (4,17) v kazdém jejim bodé. Potom sférickym
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obrazem této variety je varieta 0-rozmérnd, t. j. bod (podle véty (4,5)).
Podle véty (4,4) je pak pro tuto varietu

hag=0, 0,8 =1,2,...,m 4,21)
ve viech jejich bodech.16)

Podle defini¥nich rovnic (1,7) miZeme podminku (4,21) pfepsat na
tvar

B2 0,T,=0. (4,22)
PonévadZ v nadi definici variety V,, pfedpokldddme, Ze hodnost ma-
tice (BL, B2, ..., Bn+1) jest » v kazdém jejim bodé, je rovnicemi (4,22)

urdeno FeSeni 0,7, aZ na multiplikativni faktor. Av8ak podle (1,4) je
rovnéz T, YeSenim rovnic (4,22). Odtud plyne ihned existence elementu
v, tak, Ze

aﬂTA = ’Uﬂ . TA‘ (4,23)
Podle posledni z rovnic (1,4) je g42T T, = 1. Odtud a z (4,23) plyne pak
ihned - .
L
o0&t
t. j. T,=0=>T, je konstantni. Aviak T, vyhovuje (podle (1,4))
rovnicim

Vg = gABTs aﬂTA = % (gABTATB) =0,

ox4 0
B:TAZ 55—“1":5@;(3:4]"):0_
Odtud plyne
24T , = konst.

coZ je rovnice nadroviny v E,,.17)
Véta (4,7). Je-li pro varietu V, v E,., K=K =0, potom je

K=0pror=12,...,n @@
(r)

Dikaz: Predev8im vime z véty (4,6), Ze existuji variety V, v E, 4,
pronéZ K = 0, K =0. M&jme tedy varietu V,, v £, ,, pro niz

(¢Y)] (2)
K=K=0. (4,24a)
@ @

s+s+... +8=0,
1 2 n
88 +s8s+... +ss+ss+... +ss+ss+... - s s=0 (4,24b)
1n 23. 2n 34

12 13 n—1ln

Potom podle (2,6)

18) Jde o varietu ve smyslu zavedeném v § 1, t. j. uvaiujme platnost (aspori
lokélni) pfedpokladi uvedenych v § 1.

17) Jexto g4B8T ,T 5 = 1, neni T, identicky rovno nule.
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ve viech bodech variety. Pak je

K2—2K—(s—|—s+ +8)2—2(88+88+ et 8 8) ==
(¢Y} (2) 1

n—ln
= E 88— Z ss—Z s2.

wk=1tk i,k=1ik di=14
itk

Odtud a z (4,24a) plyne pak ihned E s2 =20, coz 1mphku]e 8= 0pro
1=11
1=1,2,...,n a tedy, podle (2,6), K =0 pror =1, 2,
()

Ptiklad. Systém rovnic

2! = Rsinélsin£?sing3 ... sin&P

x4 = R cosé4-1siné4...siné? pro 4 =2,3,...,p (A)
2P+l = R cosé&P

xA

—&4lpro A=p+2, p+3,...,0+119)

kde R >0 je konstanta, 1 < p < n, definuje (jsou-li x4 pravouhlé
kartézské soutadnice v ) n-rozmérnou varietu V,, v £ 1,
Omezime-li se na &€ (0, §n) pro x =1, 2

, .oy P, &2 libovolné pro
a=p+1,p+2,..

: DA
., n + 1, potom méme pro elementy B4 = o

=5
B1=/0 pro p<ax=m
7 Natcotgér pro 1< a< p
Oprol1<a<Ad—1, p<a<ln
B:=<—$Atg§‘_1 pro x=4-—1 A:;I;ro":p' (B)
x4 cotgé* pro AS a< p '

P <0 pro « =+ p,
@ — L tgé?
0proox+4—1 '
Bi= ¥ e e A aproAd=p+2,p+4+3,...,n+1
Sestavime-li elementy B2, popsané v (B) v matici (B2, B2 B7+1)19)

B3, .., BY
a vezmeme-li n-fadovy determinant této matice tak,Ze vynechdme prvni

sloupec a oznaéimedi jeho hodnotu D;, potom se vypoltem ze vztahii
(A), (B) snadno pfesvéddime, Ze

pro «=op.

D; = (— 1)? R? sin&? sin2£2 sin3§3 ... sin?¢P,

18) Pro p = n odpadé &tvrté z deflménich rovnic (A)
1) Viz (1,2).
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tedy za nasich pfedpokladi (t.j. &* € (0, 3%) proa =1, ..., p, B > 0) je
D, = 0; hodnost matice (BL, B2, ..., B®+1) v uvaZované oblasti je rovna
7 a tedy v této oblasti definuji rovnice (A) varietu n rozmérnou.20) Pro
prvnimetricky tensor a,, nasi variety dostaneme ze vztahi (1,3), (B)

@y, = R?sin?fa+1gin2fa+2 | sin%? pro x =1,...,p—1
App = R2 :

oD

gy =1proa=p+1,....,n+1

ayp=0pro o £, x,=1,...,n

©

Po delsim vypodtu dostaneme pro druhy metricky tensor k,, [z definid-
nich rovnic (1,7) a ze vztaht (1,4), (1,6), (B)]

hyp =0, je-li aspon jeden index vétsi nez p. (D)
hyg = (—1)*-? R-1q,,.
{Tedy zfejmé h,z = 0 pro « =+ 8 podle (C)].
Ze vztahu (C), (D) a defini¢nich rovnic (2,2b) plyne pak snadno
0 pro § > p, « libovolné
hg = —/—0 pro kazdé « = f (BE)
(—1)»?R-1prox=4, 1< p.
Z (E) a z defini¢nich rovnic (2,4) dostaneme

K = (—1)»=-2rR-7(®) pro r=1,2,...,p (F)
(r)

K=0pror=p+41,...,n.
(r)

Z rovnic (F) plyne, Ze varieta V,,, definovand rovnicemi (A) (s uvaZova-
nym definiénim oberem) mé sféricky obraz p-rozmérny. Snadnymi limit-
nimi pfechody a vhodnou transformaci soufadnic se dé tento vysledek
zobecnit na cely existendni obor funkei z4 definovanych v (A).

Z ptedchoziho piikladu plynou ihned dva specidlni p¥ipady:
a) pro p = n dostaneme z rovnic (F)

K = (n) R-Tpror=1,..,n

(r L

n-ty skaldr kiivosti této variety je K = R-". Varieta je nadkouli ve £, .
(n)

20) Viz poéatek dukazu véty (4,1).
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b) Pro n = 2, p = 1 redukuji se rovnice (A) na tvar
2! = R sinél, 22 = R cosél, 23 = &2,

coZ jsou rovnice pro rotadni vélec v K. Zde je K = 0, K = — R-1.21)
(2) 1)

5. Sférické skresleni hlavnich vektori a p- vektord.

Dal$i vyznam skalara K.
(r)

Budiz déno » funkei proménné ¢ )
fr=1{§t), «=1,2,...,m, (5,1)
a necht tyto funkce maji tyto vlastnosti
1. pro ¢ = t, leZi bod o soufadnicich &% = &=(¢,) na varietd V,, defi-
nované v (1,1);22)
2. existuje otevieny interval (¢,,t,) obsahujici uvnit¥ bod ¢,, takZe
pro t e (£, t,) existuji spojité derivace

dé=
dt

v =

, a=12,...,n (5,2)

3. v bodé &3 je hodnost matice (v!, #2, ..., v*) rovna jedné.

Za, téchto pfedpokladd predstavuji rovnice (5,1), v dostatednd ma- .
1ém okolf bodu &2 k¥ivku na nadplose V,, v E,, [V, je definovina rovni-
cemi (1,1)]. Tato kfivka prochdzi bodem £% a mé v tomto bodé zcela
urditou tednu. Ze spojitosti funkef v* plyne existence tedny kiivky ve

~v8ech jejich bodech v dostatetn® malém okoli bodu &2.

V dal$im se omezime na takové okoli bodu &2 ve V,, aby tam platily
jednak pfedpoklady z § 1, jednak hofenf t¥i pfedpoklady 1, 2, 3.

V kartézskych pravouhlych soufadnicich v E,, je tedy rovnice
k¥ivky (1,1)

4 =ix@)], A=1,....,n+1; x=1,..., 0 (5,3)
Stéricky obraz kfivky (5,3) je potom, podle (4,2),
‘ Spd — g4 | NA[E(t)]. (5,4)
0

KaZdému bodu kfivky (5,3) (v uvazovaném oboru) je tak jednoznadné
pfifazen bod *z4 sférického obrazu kiivky. Oznaéime-li v4 tedny vektor
k¥ivky (5,3) v E,y,, *v4 tedny vektor jejiho sférického obrazu (5,4)
v E,4,, pak je podle (5,3), (5,2), (1,2), (5,4), (1,10), (2,2b)

1) Posledni vztah zdénlivé nesouhlasi (znameni!) se vztahem pro stfedni
kiivost. Pfi¢ina je v tom, e u mnohych autori je na pravé strand v definiéni rovnici
(1,7) pro druhy metricky tensor variety znameni — (minus).

%) Méme na mysli neustéle ten obor, kde plati pfedpoklady uvedené v § 1.
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v4 = Biya, (8,5)
*v4 = (0,N4) v* = Bjhbv=. (5,6)
Pro miry vektori v4, #»4 dostaneme podle (1,12), (1,3), (5,5)
+ Vmlot) = + Voot = + Va o0,
+ Vm(‘v‘) = + Vg BV E = Vayahl’hzvavﬂ =

= + Vhsabehogrort. (5,52)
Zavedeme-li jesté oznadeni
saaﬂ = ha7a75hw == hghaﬂza) (5,7)
potom
-+ Vm(’v‘) = + Vsaaﬂv“vﬂ. (5,5b)

Pro thel vektort 4v, sv4 (*v4 neni v uvazovaném bodé vektor nula)
dostaneme z (1,13), (5,5), (1,3), (5,5a), (5,5b), (2,2b)

g.sBiveByRpf o hYv20P

—f—V;L(v‘) . m(Sv4) a -+ Vm(v‘) m(*v4),

cost =

tedy
h afVU* vh

+ V(o4 m(v4)

cost =

(5.8)

(°v4 je nenulovy vektor).

Definice 2. Sférickym skreslenim teéného vektoru kfivky (5,3) na
plose V., v By,qy (v bodé kfivky) nazijvdme skaldr:

. m(sv4)
2’ == el/m(v“) (5,9)
1, je-li cosd = 0 nebo meni-li cos? definovdno

—1, je-li cos? < 0.

Pozndmbka: Je-li &% = £2(t,) bodem k¥ivky (5,3), potom oblouk
ktivky od bodu &% = £=(t)) do bodu & = &2(f) jest

kde ¢ =

t
8§ = f Vm(v‘) dt.
t

Sférickym obrazem tohoto oblouku je pak oblouk k¥ivky (5,4) v t&ch¥e
mezich, t. j.

t
5§ = f Vm(’v‘) dt.
)]
%) Jo tedy ®a,g fnetrickjm tensorem sférického zobrazeni.
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Odtud plyne ihned

. sg . m(sp4
lim — = hmV ( 4) = |y
t—ty 8 t—>t, m(v )

BudiZ nyni n%, a = 1, 2, ..., n, n jednotkovych vzdjemné kolmych vek-

a
tord v hlavnich smérech v bodech variety V, v £, ;,.2%) Potom systémem
obydejnych diferencidlnich rovnic

dé=

da =n4&), xa=1,2,..,n,a¢el,2,...,m (5,10a)

(podle existenéniho teorému Cauchyova) je pfi daném bodé &% a hlavnim
sméru v ném (n?), jednoznatné (v dostatetné malém okoli bodu &=)
a 0

urdena kiivka H ve V,, *&x = £2(¢), kterd mé vlastnosti 1, 2, 3 uvedené na

a a
potétku tohoto paragrafu a jejiz body maji v E,, kartézské pravoihlé
soufadnice

x4 = x‘[&a(a)], A =12,...,n +1.
(a)

Snadno se presvédéime z (5,10a), Ze parametr cr kiivky (5,10b) je jejim

metrickym obloukem. Teény vektor této krlvky lezi (v kazdém bodé
existenéniho oboru) ve sméru hlavnim. K¥ivka (5,10b) se nazyvd kfivkou
hlavni. Timto zplsobem miZeme dojit k » hlavnim k¥ivkdm H, a =

(a)
=1,2,...,n, jdoucich-bodem &% variety V,, definovanych v uréitém
okoli bodu &Z.

Véta (5,1). Sférické zkreslent Icrwky hlavni (5,10b)25) je rovno pri-
slusné hlavnt kfivosti 8

Dtkaz: Pro miru m(n“) plyne ihned podle (1, 11) m(n“) = 1; pro

miru teéného vektoru sn= sferlckeho obrazu hlavni kiivky H dostaneme
(a)

podle (5,5b), (5,7), (2,1)

+ Vm('n“) = + VhayaY"h”n“nﬂ = -+ Vsn"haﬁnﬁ — V(?)_E = |s].

a ° a a aa a a a
Pro thel & vektori n* a *n* v odpovidajicich si bodech méme podle (5,8),
a a
@1
. %) Viz podatek § 2.

35) Misto ,,sférického zkresleni te¢ného vektoru‘‘ uzijeme struénéjsiho oznadeni
,,8férické zkresleni k¥ivky v bod&*‘.
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= sgs; (s &= 0);
a a

tedy pro sférické zkresleni » kiivky hlavni H [podle ptedchoziho a podle
a a

(5,9)].
x=S. (5,11)

Véta (5,2). Hodnota skaliru K, definovaného v (2,4), v bod¢ nad-

1)
plochy V,, je rovna souétu sférickyjch zkreslent n orthogondlnich hlavnich éar
v tomto bodé. ]
Dikaz plyne ihned z véty (5,1) a vztahu (2,6).

Uvazujme nyni p hlavnich dar H, H, ..., H (2 < p < n) jdoucich
1) (2) (¢2] ‘
bodem variety V, s tednymi jednotkovymi vektory n#,i=1,2,..., p,

(@)
vzéjemné kolmymi. Slozky téchto vektorti v B, ., jsou podle (5,5)
n4 = Bins, i=1,2,... p. (5,12)
(%) (%) ’
Vektory n4 (i = 1, 2, ..., p) tvot{ v E,,, p-vektor o slozkéch
(©}
néipds . nAp, (5,13)
n 2 ]

Pro modul tohoto p-vektoru dostaneme podle (1,14a) resp. (1,14b) resp.
(1,14b)

M(P) = G14,|B|JA4,|B,| - - J4,1B, WA . nADRBipBs | By —
12

» 1 2 P
= 14,]4,194:4,] - -- gAp]A,,(nA‘:&A’ comde)2 =1,
1 2 ?
Kaidému vektoru n4 (1=1,2,..., p) je jednoznadné pfifazen

(%)
vektor *n4, tetny jednotkovy vektor sférického obrazu k¥ivky H v odpo-

% (%)
vidajicfm bodé. P¥i sférickém zobrazeni je pak p-vektoru (5,13) jedno-
znadné piifazen p-vektor

SpAiSpds | Spdp, (5,15)
mn 2 2]
kde pro *n4 plati podle (5,6)
)
‘nd= Bghbne, i=1,2,...,p. (5,16)

@) @) .
Pro modul p-vektoru (5,15), ozna¥ime-li tento p-vektor symbolem *p,
dostaneme podle (1,14)b, (1,3), (5,16), (5,7), (2,1)
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s A A A B, B, By ——
'm(’p) = g[‘ll”!l gAl|Bl| ces 94”131’3? 13;" LI ’7‘9':.& 13;!, 3,..% =
~ P 4

A -
GLas]2004,8,) - - Gay18,B5. B ... BE;'B::B:: B::n"‘ln“x N UL L
12 » 1 2 ?

B
 RGHEY . BRSRS, o R = gl - gty PR - B

RRRG . hf;:n"‘ln“! ...m*onbipd | ndr =

1 2 p 1 2 ?
= higoghsiey - - Papio okl . BWiBnomas | movndinds .. n¥ —
1 2 p 1 2 ?
= kg o, b0, - - Ppyio,8 8 ... smPimPr . mPondinds | nls,
1 Pl 2 p 1 2 »

Odtud plyne pak snadno
m(3p) = (ss...8)>2 (5,17)
12 ?

Pro miry p-vektort (5,13), (5,15) plyne pak z (1,15), (5,14),
+mp) =1, + mip)=1ss... o] (5,18)
V4

Pro tihel & p-vektord (5,13), (5,15) plyne z (1,16), (5,17), (5,18)

G144]8,/94,]8,] - - - g,,p]%n‘ln‘- ...!n‘z’ SpAispda |, Spdp
1 2 12
cosd = L ?_ (5,19a)
lss ...
12 »
8s...8 +0.
12 P

Pro ditatele na pra;vé strané v (5,19a) dostaneme podle (5,16), (1,3),
(2,1), (5,12) .

By —
J14,]3,|9 453, « - - Gaplm*1m4s ... WAD SpAsSmds | SnFp =
1.2 ? 1 2 P

= g[‘ﬂ”xlghlxﬂ S glp]BﬂB::B:: s B::B::B:: Sl B;:h;:k%' s %: e

Y17 V.
cmome L neenPinbs L PP = apa |y, | Qaylyy) - Bagly kBB - By -
12 p 1 2

. nAn% , noonfinbs .. nfr—= h[“dﬂllhaalﬂﬂ st h“p]ﬂp .
4

1 2 » 1 2
. noam* L nemPinbs | Py = ss... 9
1 2 1 2 P 12 P
tedy podle pfedchoziho a (5,19a)
88...8 ,
costt = *2— P — gg(ss...s) pri 88...8 % 0. (5,19b)
|n:g&| 12 ) 12 P
P
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Definice 3. BudteZ v4, v4, ..., v4, 2 < p < n linedrné nezdvislé vek-

12 ? : T

tory definované v bod¢ variety V,, v E,.,. Potom sférickym zkreslenim
p-vektoru o slofkdch viw4: ... v4» nazyvdme skaldr

r 2 »]
ap) = /@, (5,20a)
+ Vmem
kde + VW je mirou p-vektoru [zl;‘lg‘z :;v, + Ver) je mirou
p-vektoru 5[11;“1 9;}‘2 ’:}‘w prifazeného ptvodnimu p-vektoru pi¥i sféric-

kém zobrazeni v pfislusném bodé?6) a déle

1 je-li cosinus thlu obou p-vektor vétsi nebo roven nule,

& \/ nebo neni-li definovéan,

—1 je-li cosinus thlu obou p-vektor@s mensi nez nula.
(5,20b)
Véta (5,3). Budtet H,H,...,H (2< p< n) hlavné kfivky (ortho-

(1) (2) (»)
gondini) jdouct bodem variety V,, n*, 1= 1,2, ..., p jejich jednotkové teéné

(@)
vektory v tomto bodé. Tyto teéné vektory definuji v tomto bod¢ hlavnt p-vektor

ve slofkdch n*n* ... n*». Sférické zkreslent tohoto hlavn’lho p- vektoru jest
2 ]

#(p) = 8s8...8. (5,21)
12 ?

Diikaz: Z definice 3 a vztaht (5,18), (5,19b) plyhe ihned (5,21).
Véta (5,4). Hodnota skaldru K (1< p < n), definovaného v (2,4)

(»)
v bodé¢ nadplochy V, v B, 1, je rovna souttu sférickijch zkreslens vech hlav-
nich p-vektord v tomto bod& utvofengjch z teényjch vektord n- hlavmch éar
(orthogondlnich) jdoucich timto bodem. >

Diikaz plyne pro p = 1z véty (5,2); pro2 < p < < n pak bezprostied-
né z véty (5,3) a vztahi (2,6).

6. Geometricky vyznam skaldru K.
(n)

Méjme n.linedrné nezavislych vektord. .

v v L0, x=1,2,..., %, o e))
1 n ¢ . '

%) viz (5, 6,)
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definovanych v bodé variety V,, (vnofené v E,,+,). V E, 1, jsou pak slozky
téchto vektord

v4= Bz, kde A=1,2,..,n+1,i=1,2, ..., n. (6,2)
[ [4

Vektory v4 definuji v uvaZovaném bodé variety V,, n-vektor o slo%-

kéch

vhrvds . v, (6,3)
n 2 n]

kde A, probihd pfirozens &isla od 1 do n - 1.
Pro modul m(n) n-vektoru (6,3) mdme podle (6,2), (1,3), (1,14b)

m(n) = g[AllBIIgAlIB!l eiave gA“]B”v“vA‘ cee v‘"?JB"vB' e vBn =
1 2 n 1 2 n

= O[,]5,|ay|Bs] - - + Do)V 0% ... VEW0Prpfs  vPn, (6,4a)
1 2 n 1 2 n
Oznadime-li

[@,5] = determinant n-tého stupnd ze sloZek prvniho metric-

kého tensoru variety V,,, _ (6,5)
[v] = determinant [vev= ... v2],
12 n
pak z (6,4a) a z véty o ndsobeni determinanth plyne snadno
m(n) = [a,4] - ([v])*. (6,4b)

V uvazovaném bodé variety V,, jsou sférickym zobrazenim vektortim
v4 (viz (6,2)), i = 1,2, ..., n pfifazeny vektory *v4 podle vztaht (5,6);
¢ i

tedy n-vektoru (6,3) je pfifazen n-vektor o slozkéch

syds syds | spdn (6,6)
n =z n]

pro jehoz modul m(*n) dostaneme z (1,14b), (5,6), (5,7)
M) = Gra 5,104,y -+ T an)sy "V4 2042 ... SpAn spBisyBs | syBn —
12

n 1 2 n

. ' 17,72 Yny 007 %n, 8 g 8108 Su —
= Qo5 Bolys] « - - Panlynhiihps - - - Boghoils, ... hopvPwbs ... vPupdipds | pdu =

12 n 1 2 n
= 'T4IB1 Bopl - Boplp VM0 e o (6,7a)
n

Oznadfme-li

[*a,s] = determinant »-tého stupn& z metrického (6,8) tensoru sfé-
rického zobrazen{, potem miiZeme s pouZitim véty o ndsobenideterminan-
th a vzhledem k (8,5) psét

m(*n) = [*a,p] . ([v])*. (6,7b)
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Dosadime-li do (6,7b) za ([v])? z (6,4b), dostaneme po tipravé

m(sn) — [aaaﬂ].

m(n) [aaﬂ]
Jeito a,zafr = 03, plyne odtud ihned ||ja*|| = (|la,4ll)~?, takZe miZeme
(6,9a) psdt téZ ve tvaru

m(*n) . .
W = [aaﬂ] . [a ﬂ]. (6,9b)

(6,9a)

Podle (5,7) a z véty o ndsobeni determinant dostaneme snadno

[@ap] - [aF] = [hq,] - [BE] - [a*F] = ([R}])%.*")
JeZto determinant ||h%|| miZeme psét téZ v jiném oznadeni B} jlhﬁ: - h;:,,
plyne z pfedchoziho a ze vztaht (2,4), (6,9b)
m(*n) 4
m(n) m
Odtud a z definice 3 plyne ihned tato véta:

Véta (6,1). Sférické skreslent libovolného nenulového n-vektoru v bodé
variety V,, vnofené v E,, 1, je v absolutni hodnoté rovno hodnoté |K| v tomto
bodé. @)

Specidlni piipad véty (6,1) nds vede k ndzorné geometrické inter-
pretaci skaldru K, jeZ je zobecnénim zndmého p¥ipadu n = 2 (t. j. pro

n,

plochu v Ej).

Nechf nadplocha V, vnofend v E, , je definovdna parametrickymi
rovnicemi (1,1). V libovolném bodé variety ¥, uvazujme n-vektor, vy-
tvofeny elementdrnimi te¢nymi vektory 85, i = 1, 2, ..., n parametric-

@)
kych kfivek v tomto bod&. Elementérni tedny vektor §&* i-té parametric-
@)
ké kiivky mé tedy slozky ve V,
0 pro « =1,

(?)Ea — \ag pro &« = i.

(6,10)
Pro uvaZovany n-vektor dostaneme z (6,10), (6,4b), (6,7b), (6,5)
a) m(n) = [a,p] (A&* d&2... &),
b) m(*n) = [*a,z] (d&* d&*... d&n)2

27) Zde nestitéme nikde pfes vyznatené indexy. Jde o soudin determinanti,
kde indexy oznaduji jen tensor, z jeho% sloZek je determinant vytvoren.

(6,11)
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V uvaZovaném pifpadé nazyvame
+ VW elementem nadplochy V,,,
-+ V'nT(’?) elementem sférického obrazu nadplochy a znaéime v tomto
pofadi dP, *(dP); tedy
a) dP = + Jla,,] . [d& déz... dgn|,
b) %(dP) = + |/[Fay,] . |d& d&2... dén|.
Z (6,11), (6,12), definice 3 a véty (6,1) plyne pak ihned

(dP) _
“ar — &l

(6,12)

* Vysledek (6,13) miéizeme vysloviti takto:

Véta (6,2). Element nadplochy a element jejiho sférického obrazu jsou
vdzdny vztahem
s(dP) = 9K dP, & = sgK.
(n) (n)

72



CGasopis pro pdstovanl matematiky, rot. 77 (1952)

BELTRAMIHO VETA PRO PARABOLICKE BODY PLOCHY
ALOIS URBAN, Praha.
(Doslo 18. zafi 1952.) 513.735.4

V élanku odvozuje autor vztahy mezi geodetickou kiivosti asympto-
tiky & prvni a druhou kiivosti resp. geodetickou kfivosti k¥ivky, jez se
dotyké asymptotiky v parabolickém bod$ urditého druhu. — Z této
obdoby Bonnetova vzorce odvozuje pro parabolické body plochy
vzorec Beltramiho. )

1. Zném4 Beltramiho vétal), jeZ se tyks geodetické kiivosti asymp-
totické ktivky plochy a k¥ivosti rovinného Fezu plochy jeji te¢nou rovi-
nou, formuluje se jen pro hyperbolické body plochy.2) Je viak mozno vy-
slovit vétu obdobnou Beltramiho v&t8 i pro n&které parabolické body
plochy, jak na to upozornil Fr. Vy&1cHLO.3)

V tizké souvislosti s Beltramiho vétou je Bonnettv vzorect), ktery
uddvé vztah mezi geodetickou kfivosti asymptotiky a prvni a druhou
kfivosti kfivky, jez se v uvaZovaném hyperbolickém bodé dotyké asymp-
totiky a jejiz oskuladni rovina v tomto bod& splyvé s tetnou rovinou
plochy. Beltramiho véta je jen jeho specidlnim piipadem pro rovinnou
ktivku plochy. - o

V dal$fm jsou uvedeny véty, které jsou obdobou Bonnetova vzorce
a Beltramiho véty a plati v jistych parabolickych bodech plochy.

2. Pro redlnou kiivku plochy prochézejicf oby¥ejnym bodem plochy
uvazované jednak v (oby&ejném) prostoru R, (pti ¢em# oznadime jednot-
kové vektory tedny, hlavni normaly a binormaly postupné t, n, b, prvou
kifivost k, a druhou kiivost k,), jednak na ploe (pro jednotkovy tedny
vektor pi§me nyni i = t, jednotkovy normélni vektor ozna¥me j) a geo-
detickou kiivost k) plati rovnice®)

kyn = kj + by,i%isN, @)
pfi dem% b, %) je druhy zédkladn{ tensor plochy a N jejf norméla.

1) [1], str. 258 (&islice v lomenych zévorkéch tykaji se seznamu literatury
avedeného na konci préce).

%) Viz na pt. [3], str. 325—326, [5], I, str. 51, [7], str. 407—409.

3) [6], str. 8—9. )

4) [2], str. 267. .

%) jnormujeme na pt. tak, aby thel vektori I, j v tomto porddku byl +3n.

%) Viz na pt. [3], str. 283—284. : ¢

) Au,v, 0 =111
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Derivujeme-li dvakrdte (2.1) podle oblouku s uvaZované kiivky a
ufijeme-li Frenetovych vzorci pro kiivku v B, a pro kfivku na plose,
dostaneme postupné

— R+ dd—';l n + kb = (— B (ii)2) Foe (%f - (ii)(z’j)) o
+ (3k(z’j) + (iii)) N, | 2.2)
(— 3%, ‘-id—"‘;- + 3k % + 6k(3i) (i) + 3(ii)(iiz)) i +
+ (—kg—klkg +%"—;) n +(2‘:1_’;1k2 +kl‘-id_’Z2) b—
= (—ks S (i) 7) — () — 2037 59)— () (iif))j +
+ (— 483G) +4 5% (5) -+ 3G — (i) — GG +

-+ 6k(itj) + (iiiz’)) N, (2.3)
kde jsme pro struénost poloZili

(#8) = bpuitik, (i) = baitj, (j7) = bauf*jks

(2.4)
(i) = bapititiv, (iiid) = (D by ) iAiki*io;
pfitom b,,, je Codazziho tensor plochy®) definovany vztahem
borp = Dubrus . (2.5)

kde D,, je symbol kovariantni derivace ptislu$né konexi urdené Chri-
stoffelovymi symboly plochy.

Dosadime-li

n = jcosp + sN sing, b = g*e**(— je sing + N cosp), (2.6)

kde e = + 1 a kde e* = 4 1, e** = 4 1 jsou urSeny relacemi
e* =i, j, N], e** = [t, n, b,?) (2.7)

do rovnic (2.1)+-(2.3) a uZijeme-li toho, %e vektory i, j, N jsou linedrné
nez4vislé, nalezneme
(a) k, cosp =,
() ek, sing = (ii),

8) 5], II, str. 13. '
%) [a, b, c] je symbol pro determinant ze soufadnic vektoru a, b, ¢.

874



(c) ee*e**k k, sintp—d—kl cosgp -I-%f = (¢1)(%)),

ds
dk, . o
(d) e*e**k.k, cosp + ¢ 3, Sing = 3k(17) + (i41),
dk. dk i Sax 7k
(e) — Iy g = — (i) (i) — (i), (2.8)

63) (— k3 — k) k2 %) cosp — ge¥e** (2(31—];3 ky + k&, (11—’?) sing +
d?k P o Ry
+ 8 — 55 = k()(77) + 5k(i5)* + 2(i5)(544) +- (39) (7)),
(g) ¢ (— k3 — k. k3 —I—d—dzgl) sing -} g¥e** (2%’? ky + K, %) cosp =
= — 4I6) + 4 () + 3() — (i4)® — (3i)(§j)* + k(i) -(iiii). 1)

3. Predpoklédejme nyni, Ze dany bod plochy je oby¥ejnym parabo-
lickym bodem plochyl), t. j. Ze v tomto bod$ je norméln{ k¥ivost v jed-
nom z hlavnich sméri nulové, ve druhém nenulovd. Jsou-li 12, i jednot-

12
kové vektory hlavnich sm&ri, pak oznadeni jejich volme tak, aby v uva-
Zovaném bodé bylo

1 1
a) — = b ’L.Ai/‘ 0, b _—= b iki/‘ = 0; 3,1
| ) ;= Dasihie 40, b) 7= by, (3.1)
je tedy v tomto bodé i2 soudasné asymptotickym smérem.
2

Necht i* je tedny jednotkovy vektor kiivky, jez se v daném oby-
dejném parabolickém bodé$ dotykd asymptotické kiivky, t. j. necht v da-
ném bods je

A= A (3.2)
2
pak pro tento bod ziejmé plati
© bputriE = by tiE =0 (3.3)
2 2

a déle — vzhledem k tomu, %e v uvaZovaném bods je jA = ¢'i
(& =4+1)— 1
1
by a%j8 = €'by A = 0, b, Jrj# = by ik = —; (3.4)
# Al e b el 11 Ry
10) Rovnice k2 — k® = (44)? byla vypukténa, nebot je pfimym algebraickym
dusledkem rovnic (2.8a, b).

1) Rozumime jim bod, pro ktery tensor b, » mé hodnost prévs 1; body, v nich#
b3, mé hodnost 0, nazyvaji se rovinné body (viz [5], I, str. 201).
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konedné

bundvitit =0, (3.5)

jak najdeme derivovanim (podle oblouku asymptotiky) rovnice
bitin = 0, (3.6)
ji% vyhovuji asymptotické sméry, a dosazenim vztaht i = V‘ jA=c¢ M
které plati v daném bodé.
Nynfi jiZ snadno dokéZeme

Lemma l. Pruni a drukd kfivost a geodetickd kfivost kfivky, kterd se
v obycejném parabolickém bodé plochy dotyjkd asymptotickich, kiivek a md.
8 nimi spolecnou oskulaéni rovinu, jsou v tomto bodé vdzdny rovnicems

dk dk dz2k d2k
a) ky =k, b) kjk, =0, c) T!:&"d) Eﬂl = 1=
dk dk, 3
e) e*e** |2 —Fk, +k = — k? + 6kb,,) 1912~ Dby, t@ikirgy,
) (d > 3) R, T M22;+( '\’)2222

(3.7)

Diikaz. JelikoZ oskula&ni rovina asymptotiky je tednou rovinou
plochy, ptedpokldddme vlastnd cosp = 1, sing = 0; dosazenim téchto
hodnot a vztahii (3.1)—(3.5) do (2.8) dostdvame (3.7).

Jako disledek plyne okamzité:

Pro kfivku plochy, jez se v obylejném parabolickém bodé plochy, ktery
pro ni nent staciondrnt, dotykd asymptotickych kfivek a md s nimi spoleénou
oskulaént rovinu, jest v tomto bodé

dk, dk d d2k, d2%

a)k1=k, b\k2=0, C)EZ-&, —d—s‘z‘z('i?,

3 dk - . ..
e) &, k4 k (be/\ﬂzw;/\yﬂ — gRpk* d:) + (D ybaw) ;w;)(;y;v —0. (3.8)

Pozndmka 1. Rovnice (3.8b) je vlastng specidlnim p¥padem Bon-
netova vzorce (pro oby&ejné parabolické body).

Poznédmka 2. Z pfedpokladu, Ze dany obydejny parabolicky bod
nenf pro uvaZované kiivky staciondrni, plyne ihned ze (3.8¢), Ze v tomto
bod8 je nutné (D,b,,,) z”z'\u‘z” =+ 0.

4. Abychom mohli odvodlt dalsi déisledky z lemma I, v8imneme si
jeBté asymptotickych kfivek prochézejicich uvaZovanym obytejnym
parabolickym bodem. Geodetickou k¥ivost asymptotlky oznadme Ic
Plati: -
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Lemma Il. V obyéejném parabolick§m bodé. jsou geodetické krivosti
asymptotik vdzdny kvadratickow rovnict

D2t kb, 9iAjE - (D,by) iiiiy = 0.12) (4.1)
«a B a lo22 2222

1

Dtikaz. Derivujeme-li rovnici (3.6) asymptotik dvakrdte podle
oblouku asymptotiky, najdeme rovnici

(D yba) 1iRiki7 - 5k, i9iAjs 4 2k, jAjs — 202, ,irid +
a a a

dke -
+ 25 bt =0, (4.2)

kterd se pro dany bod vzhledem k (3.2)=-(3.4) redukuje prévé na (4.1).
Z lemma I. a II. plyne bezprostfedné:

Necht na plode existu;ie kfivka, kterd v obyéejném parabolickém bodé
nemd staciondrni bod a md v tomto bodé s asymptotzkamz spoleé'nou tenu

a oskulaént rovinu. Pak uvafovany bod nent staciondrni ani pro asympto-
tické krivky.

V dalsim budeme predpoklddat, Ze v uvaZovaném oby&ejném para-
bolickém bodé nemaji asymptotické kiivky staciondrni bod, t. j. pred-
pokldddme, Ze v tomto bodé je

(Dybayy) P@ikiri» + 0. 4.3)
2222

Nalezené rovnice (3.8e) a (4.1) miZeme jedté upravit tim, e najdeme
jiné vyjadfeni pro b,,,,19i#jA a (Db, ,,) 19i*i#” (kde 32, j jsou jednotkové
tené a normdlni vektory asymptotické k¥ivky) pro dany oby¢ejny para-
bolicky bod.

Derivujeme-li totiz rovnici b,,i*i# = 0 (platici pro hlavni sméry)

12
jedenkrate podle oblouku s druhé hlavni kfivky a vztah by ,itis = —I%—
12 22 2

dvakréite podle téhoz oblouku a uZijeme-li relaci (3.2)--(3.4), je% plati
pro hlavni sméry a asymptoticky smér v uvaZovaném obydejném para-
bolickém bodé, najdeme

1
a) b, 190k —— | —
wl"z;? s R
@1 (4.4)
b WIAGULY — 2
)(Db,\,,,)wgﬂg 3k —FMR2

12) (6], str. 8.
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Po dosazeni (4.4) do (3.8e) a (41) dostdvame rovnice
dz 1

dk.
. T 2 okokk _2 e
a) 31;: - 6£ck + 3k2— e*e**R k R + R, = E, 0,
2 2 (4.5)
b) 3k2—5kk 4-2k2 + R i—1——0
2 2a a 1d:2 R, _ ’

kterych v dalifm budeme u¥ivat.
5. Nejprve doplnime Bonnetiv vzorec (3.8b); plati totiz:

Necht obyéejny parabolicky bod plochy nent staciondrni pro asympto-
tické kfivky ani pro kfivku K, je£ ma s asymptotikami v tomto bodé spoleé-
now teénu a oskulaéni rovinu. Pak geodetické kfivosti asymptotickych kfivek,
geodetickd a druhd ktivost kfivky K jsou v tomto bodé vdzdny rovnici

3k — k3 — 27 — B, [erersk e _ L L) op e 51
a a ! ds ds?R, .
2

Dikaz. Rovnici (5.1) dostaneme vyloudenim & z (4.5).
2

Poznémka. Pro K v tomto bodé plati oviem také

k%, d%

dk,
8) b=k b) To=5 9 3@ =3

d) &, =0. (6.2)

V dal§im budeme uvaZovat priisednou kfivku plochy s te¥nou rovi-
nou v jejim obydejném parabolickém bodé. Geodetické k¥ivosti vétvi
prusedné kiivky oznadme k@, k®, geodetické kiivosti asymptotik
-oznadme kP, k®. DokéZeme, %e plati:

a a

Vé&ta L. Necht obydejny parabolicky bod plochy meni staciondrni pro
asymptotické kifivky; pak

1. nent staciondrni pro priseénouw kfivkuw K plochy teénou rovinou
v tomito bodé,

2. pro geodetické kfivosti obou véivi rovinného fezu K a geodetické k¥i-
vosti obou asymptotik platt

a) kVE® = JEVE® b) kD 4 kD = 5D | k@), (5.3)
a a a a

Dikaz. Ob® vétve prisedné kiivky plochy s tednou rovinou v oby-
<ejném parabolickém bodé plochy maji v tomto bod$ spoleénou teénu
a tedy pro priisednou kfivku plati lemma I. Tvrzeni 1 plyne z (3.7e),
nebot jednak podle pfedpokladu o asymptotikéch je (Db, av) BUIATAEY o

2222
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=%+ 0, jednak pro priisetnou kfivku je k, = 0. Tvrzeni 2 plyne z rovnic

4.5), kam je t¥eba jesté poloZit % =0, t. j. z rovnic
( ] jesté p i

ds
a) 3K — 6kk + 38 + R, =L
y 7o Thigag =
2 (5.4)
b) 22— 5kk - 3k + B, - L o,
a a2 2 ld‘:sz

Véta ll. Nutnd a dostadujict podminka pro to, aby v obylejném para-
bolickém bod€ plochy, ktery nent staciondrnt pro asymptotické krivky, platila
pro jednu vétev priseéné kfivky teéné roviny s plochou a jednu asymptotiku
Beltramiho podminka

k= 3k, (5.5)

a

jest: obé vétve prisecné kfivky v tomto bodé maji tou geodetickou kfivost.

Duikaz. Podle (5.3a) je zfejmé, Ze nutnd a dostadujici podminka pro
to, aby pro jednu vétev priseéné kiivky a jednu asymptotiku v obycéej-
ném parabolickém bodé plochy platila podminka (5.5), jest, aby pro
druhou vétev priisedné kiivky a druhou asymptotiku platila podminka

k= k. (5.6)
[ ]

K tomu je vSak nutné a stadi — jak plyne z rovnic (5.4) — aby
d2 1), d21
2 —_—— —_——
(3120 + R, I Rz) R, RE, 0, (6.7)
: 2 2

coz vzhledem k nerovnostem (3.1a) a (4.3) ddvé nutnou a dostadujici
podminku ve tvaru

dz 1

wE =" (5.8)

To znamen4, Ze nutné a dostadujici podminka, aby platila Beltramiho
podminka, je, aby rovnice (5.4) se redukovaly na

a) k2 — 2kk 4 k2 — 0,
2 2
b) 2k% — 5kk 4 3k — 0. (5.9)
a a2 2

Odtud jiZz bezprostfedné plyne dokazované tvrzeni.
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Poznimka. Uvedme, Ze 1ze snadno zkonstruovat plochy s takovymi
obygejnymi parabolickymi body, Ze v nich jsou splnény predpoklady
véty II a a) neplati, b) plati Beltramiho podminka.

Tak pro plochu z = }(x 4 ¥)* + (z + ¥)(22® + y?) + 42%2 je bod
(0; 0; 0) oby&ejnym parabolickym bodem, ve kterém jsou splnény pied-
poklady véty II, ale neplati Beltramiho podminka; pro tento bod najde-
met—2 T 1 __ 5, 312 a tedy & = )2, 2 = 2/3, t. j

R, TdsR, g 2 y ’ s
k(l) :4: k(2). 2

Pro plochu z = }(x + 9)>— (z 4 y)(#® + 3?) + 2222 je rovnéz bod
(0; 0; 0) oby&ejnym parabolickym bodem, v némz jsou splnény piedpo-
klady véty II; tentokrate v8ak je splnéna Beltramiho podminka; v tomto

1 dz 1
bodéje totiz — = 2

el — — 1/2 v O — L@ — O — k
E =2 0, k )2 a tedy & k k k,
2

a
(2 _— 372

kY = 3k,

a

Jako snadny diisledek pfedchozich uvah jedté dokazeme:

Necht na (nerozvinutelné) plode existuje kfivka obydejnych parabolic-
kyjch bodii, jez je soucasné asymptotickou kfivkou. Pak v kaZdém jejim bodé,
jenZ ment staciondrni, plati pro geodetickou kfivost jedné z asymptotik a geo-
detickou kiivost vétve fezu plochy jejt teénou rovinou Beltramiho podminka
(5.5).

Dikaz. Predpoklddejme, Ze na dané nerozvinutelné ploe existuje
kiivka K oby&ejnych parabolickych bodi o jednotkovém tedném vektoru
2. Necht K je soutasné asymptotickou k¥ivkou. Oznadime-li iA jednot-

kovy tetny vektor hlavni k¥ivky, jez prochdzi bodem kiivky 12( a jeZ se

ji v tomto bod& dotykd, pak podél kiivky K je stéle ;J" = 11 a tedy %ﬁ =

= 0. Odtud plyne di; 1% = 0 podél K (kde s je oblouk kiivky K). Jestlize

se nyni omezime na body, jeZ nejsou pro K staciondrni, pak pro k a k
a

dostdvame rovnice (5.8), z nich% jiZ plyne (5.5).

Poznémka. Existuje-li na plofe rovinnd kiivka K, jez je dotykovou
kfivkou te¢né roviny plochy, pak je K kfivkou parabolickych bod# plochy
a soudasné jeji asymptotickou k¥ivkou.13)

13) Normaly N plochy r = r(£4) podél rovinné kiivky K o rovnicich & =
(Pokradovdni pozn. na protéjsi strand)
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Na pf. na anuloidu existuji dvé kruZnice parabolickych bodi uvedené
vlastnosti; v kazdém z téchto bodi plati tedy Beltramiho podminka,
protoZe kazdy z nich je obydejny parabolicky (a oviem nenina uvedené
kruZnici staciondrni). Je-li @ > 0 polomér téchto kruznic, pak pro kiivost

asymptotiky (rizné od zminéné kruznice) jest k = %. 14y
a
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= £X(s), kde s je jeji oblouk, jez je dotykovou kiivkou te¢né roviny plochy, jsou
rovnobé&zné, t. j.

dN
— N A — *
= A &)
,  dEA oN 2
(1}' = —d-i—, N; = 0_.;_1) a tedy vzhledem k tomu, e by, d£* d&# = — r;N, d* dé#

or\ . ; it :
(r;_ = —a—g), je smér ¢* asymptoticky. Déle je Det. |by,| = Det.|— ryN,| = [ry, ryl.

. [Ny, Ny] (kde [a, b] zna&i vnéjsi soutin vektort a, b); protoze podél K je [ Ny, Nyy]=
= 0 — jak plyne z (*) —, jsou body kiivky K parabolické.

14) Viz na pt. [4], str. 278; ostatné pro pfipad anuloidu = (a +- 7. cosu) cosv,
y= (@ + 7 cosu) sinv, z = rsinu (a >0, >0, 0 < u < 27, 0 < v < 27) snadno
pfimo najdeme: R, = r; orientujeme-li j tak, aby podél kruznice w = 47 resp. u =

= $n sviraly I a j v tomto pofddku uhel — 47 resp. — $x, pak vzhledem k volb&
2 2

[I,J, N] = ¢* dostdvdme pro tyto kruZnice k = 2 a déle by, 1‘%"#‘ = — —l—,

22 3 g @ . 222 ar

(Dgbyyy) i®4iki? = —, tedy kD) = k@ = kD =k = —, k@ = k@ = —,
oMy aay  ai a 2 @gq * 2a
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Casopis pro péstovani matematiky, rot. 77 (1952)

ZIVOTOPIS N. N. LUZINAY)
V.V.GOLUBEV a N. K. BARL

Tento ¢&lének je prekladem tvodni préce z knihy ,,Warerpam u
TPUTOHOMETPUYECKN PAL‘¢ & podévé vedle Zivotopisu N. N. Luzina
obraz vzniku vynikajici sov®tské Skoly theorie funkei.

Nikolaj Nikolajevié Luzin se narodil 9. prosince (27. listopadu)
1883 na Sibifi ve mésté Tomsku. Déd Nikolaje Nikolajevide z otcovy
strany byl nevolnfkem hrabéte Strogonova, otec, Nikolaj Mitrofanovis
Luzin, rodem z vesnice Sepy& v tomské gubernii, byl obchodnim zam¥&st-
nancem i matka, Olga Nikolajevna Luzinov4, byla piivodem zabajkalské
Burjatka. Olga Nikolajevna byla Zena neduZiva, coZ se projevilo i na
zdravi syna.

y»,Zékladni vzdéléni N. N. Luzin nabyl v soukromé $kole mésta
Tomsku, po jejimZz dokondeni byl pfijat do tomského gubernského
gymnasia je§té pied stanovenym vékem: sotva mu minulo 8 let. St¥edni
vzdéladni nabyl v gymnasiich mé&sta Irkutsku, kam otec N. N. Luzina.
odejel na rok ze sluZebnich diivodi, a potom opét v tomském gymnasiu.
;»Oblibenou &etbou N. N. Luzina v téchto letech byli naturalisté a z ro-
manopisci Julius Verne, jehoZ vliv na zédjmy svého rozumu povaoval
N. N. Luzin za znaény. Ve vy#§ich t¥iddch gymnasia N. N. Luzin &etl
velmi mnoho a to v nejriiznéjsich smérech; knihy z &isté filosofie, ddvajici
fantasii hojnou potravu, jej okouzlovaly. Aviak matematiku si a% do nej-
poslednéjsich let gymnasia N. N. Luzin nezamiloval a b4l se ji, nebof
tehdy vSude panujici systém vyufovéni matematice byl spffe zalofen
na mechanické paméti: bylo nutno se naudit bezvadnd nazpamét znéni
v&t a presné z paméti provddét ditkazy, podle moZnosti bez odchylovéni
od textu knihy (Davidovovy ,,Geometrie*, Kiselevovy ,,Algebry'<). Pro-
N. N. Luzina to bylo tézko snesitelnym utrpenim, protoZe mechanickou
pamét absolutné nemél; z tého diivodu byl pro ného uzavien dé&jepis,
zemépis a jazyky, vyZadujici zapamatovan{ dasu, mista a tvaru. Jeho
prospéch z matematiky byl na gymnasiu hor3i a horsi, takZe ztratil

1) Pri sestavovéni tohoto Zivotopisu bylo uZito autobiografie N. N. Luzina,.
kterd zahrnuje obdobi jeho Zivota aZ do roku 1930. (Tato autobiografie je nyni
uchovéna v Matematickém dstavu V. A. Stéklova AN SSSR.) Uryvky, z ni piejaté,.
jsme v nésledujfcim textu vlozili do ivozovek. ’

383



povést dobrého Zédka a otec byl nucen vzit mu ,,repetitora‘‘. Na 8tésti to
byl velmi nadany studujici techniky, pravé tehdy v Tomsku ote-
viené; udslal na N. N. Luzina mohutny dojem tim, Ze mu ukézal
matematiku nikoli jako soustavu vyudovéni zaloZeného na mechanické
paméti, nybrz jako soustavu usudkil, usmérnénou Zivou pfedstavivosti.
Od téch dob do jisté miry ztratil nepfatelstvi viadi matematice, rozfesil
" samostatné viechny tlohy tehdy existujicich sbirek z elementdrni mate-
matiky a dostal se, pfirozens, v tomto sméru na gymnasiu na prvni
misto.

Na mnohé uditele tomského gymnasia vzpomind N. N. Luzin s l4s-
kou; zvld§té na profesora ruského jazyka P. M. Vjatkina, ,,Feka’ K. A.
Laletina a matematika V. K. Bobova, ktefi méli srdeény pomér k mladezi.
Mezi spoluzdky na gymnasiu mél Nikolaj Nikolajevi¢ piitele S. A.
Voznésenského a G. A. Buchvostova, ktefi se také zabyvali pfirodnimi
védami, zvl48té chemii, astronomii a fysikou, byvalou milovanou védou
N. N. Luzina.

N. N. Luzin mél velmi chatrné zdravi, a proto téméf celou dobu
postupoval ze t¥idy do tf¥idy na zdkladé dobrych zndmek bez zkousky.
Podle osobniho ptiznéni Nikolaje Nikolajevi¢e mélo to pro ného v dalsim
%ivoté nejhordi disledky, jelikoZz pouze pfi pfipravé k piisné zkousce
Ize se naudit jak se md pracovat, rozvinout plnou zpiisobilost k préci,
kterou mu stfedni §kola, Settic jeho zdravi, nedovedla dét.

" Gymnasium dokondéil N. N. Luzin roku 1901 a v témZe roce vstoupil
na matematické oddéleni fysikdlng-matematické fakulty Moskevské
university. Tato volba vznikla z pféni Nikolaje Nikolajevide stat se
pozdéji inZenyrem; chtél si proto nejprve vybudovat solidnif matema-
ticky fundament, nebot se ,,b4l matematiky‘.

Moskevskd universita proZivala v téch letech obdobi pfelomu.
Jestlize v osmdesdtych a devadesdtych letech dokonce i tak pokrokovi
profesofi, jako znamenity rusky fysik A: G. Stoletov,se domnivali, Ze
idedlem universitniho vyudovénije solidni a diikladné osvojeni schvéle-
nych programi, jestlife mlady a nadany S. A. Caplygin odesel v poloving
devadesdtych let z university proto, Ze tam nebylo co pfednéseti, jelikoZ
viechny povinné kursy byly rozebriny, pak pravé na zatitku 20. stoleti
se zadala &im déle tim vice objevovat.zcela jind tendence: idedlem univer-
sitnfho vyudovdni se stalo pfitaZenistudentt k vyzkumné védecké prici.
Pravé v téchto letech byla vytvofena znamenité laboratoi P. N. Lebe-
déva, kterd se v deseti letech stala uzndvanym vieruskym stfediskem
fysikdlni védy, a Lebed&vova Skola vychovala desitky prvotiidnich

fysiki. : _ '

TytéZ tendence, zatim jesté v nesmélé formé, se objevily i u mate-
matikd. Prdvé v prvych letech tohoto stoleti zadal skvély pfednafed,
#ivy a vymluvny B. K. Mlodzejevskij, pfedndSet nepovinny kurs
theorie funkecf redlné proménné podle zndmého Diniho pojedndni.
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Na Moskevské université po prvé v predndS8kdch Mlodzejevského se
objevily takové pojmy, jako ,,mnoZina‘, ,,mohutnost*, ,spodetné
mnoziny, atd. O rok pozdéji, r. 1902, kdy se stal soukromym docentem
I. 1. Zegalkin, o viech téchto v&cech spolu s ,,Dedekindovymi Ffezy*:
uslySeli jiz nejen specialisté matematici, nybrz v8ichni posluchadi prvého
roku matematického oddéleni.

Na Moskevské université se N. N. Luzin okamZit$ dostal do vlivu
vynikajici plejady profesorti, z nichZ pfedeviim nutno uvésti geometry
B. K. Mlodzejevského a K. A. Andrejeva, analytika N. V. Bugajeva
afysikaN. A. Umova.

N. N. Luzin nejdfive udinil pokus stét se fysikem, aviak ve fysikdln{
laboratofi N. A. Umova nebylo tehdy dost mist. V té dobé podaly piiso-
bit na N. N. Luzina okouzlujicim dojmem vynikajici pfednésky z &isté
matematiky a matematika jiZ v prvych semestrech se mu ponenéhlu obje-
vila se zcela jiné stranky, uZ nikoliv jako soustava nazpamét naudenych
hotovych pravd a feSenineséetnych tloh s ddvno jiz zndmymi odpovédmi,
nybrz jako nesmirné pole Zivého tvoreni. Nikolaj Nikolajevié¢ vidy srov-
nival postaveni védce, vedouciho tvirdi Zivot, se situaci Kolumba,
vypraviviiho se hledat nové kraje a schopného v kaZdém okamZiku
udinit velky objev. Matematika se pfed nim objevila nikoliv jako zakon-
%end véda, nybri jako véda tvurdi, s dédlkami, plnymi ldkavého ta-
jemstvi.

Na Moskevské université N. N. Luzin jako talentovany student
na sebe okamZité upozornil profesory. Uz jako posluchal niz$ich
roénikd byl zvolen sekretdfem studentského Matematického krouzku,
jehoZ predsedou byl znamenity mechanik N. E. Zukovskij.V tomto
krouzku byly zpracoviviny otdzky, majici v tu dobu zvla$tni védeckou
aktudlnost. N. N. Luzin a jeho soudruh z university S.S. Bjuigens byli
aktivnimi ddastniky tohoto krouZku; v referdtech u nich prevlidaly
otdzky zdkladh matematiky, otdzky theorie mnozin, otdzky aritmetisace
matematiky, jeZ tehdy upoutdvaly pozornost matematiki, a otdzky
axiomatiky, jeZ teprve podinaly budit zdjem. Na zaseddni krouZzku &asto
pfichézeli profesoti B. K. Mlodzejevskij, D.F. Jegoroval.l. Zegalkin,
ktery se pravé stal soukromym docentem.

B. K. Mlodzejevskij byl rozladén tim, Ze studenti v krouzku, misto
aby studovali problémy theorie parcidlnich diferencidlnich rovnic, dife-
rencidlni geometrie atd., se zastavuji u nejzékladngjsich pojmi analysy
a nejdou déle.

Theorie funkef tehdy sotva podala pronikat na Moskevskou univer-
situ ve formé jednotlivych referdti soukromych docenti, vyvol4vajic
u jednéch hluboky podiv novotou my#lenek (theorie o aktudlnfm ne-
koneénu), u jinych pocit odporu k zddnlivym vystfednostem my3leni.

V jarnim semestru r. 1905, v souvislosti s riistem revolu¥niho hnutf,

3856



universita stdvkovala; vyulovéni prestalo. Revolutni vystoupeni
délnikd a rolnikid, povsténi v armédé a lodstvu, skanddlni vojenské
porézky carské vladdy &im déle tim vice rozpalovaly vefejnou atmosféru.
Ani dost mélo ji neuklidnily poloviSaté vladni reformy jako bulyginsks
duma z podzimu 1905. Na universitd to hudelo jako v tle; pfednasky
na podzim roku 1905 tu zadinaly, tu kondily. Posluchérny se zménily
v misto schiizi a masové agitace.

.V prvnich letech universitnfho studia N. N. Luzin si najal
pokoj v hostinci ,,Kokorevskoje podvorje‘ (Kokorevsky zajezdni
hostinec), kde Zili také jeho rodi¢e. Nyni v8ak, strZeny bouflivym prou-
dem obecného -nadseni, pokousel se také zudastnit néjak revoluéniho
hnuti. Za takovych podminek bylo zfejmé nevhodné Zit vSem na odich
ve velkém hostinci a na doporudeni kteréhosi ze soudruhii si N. N. Luzin
najal pokoj na Arbaté, v rodiné vdovy po lékafi Malyginovi. Rodina
se sklddala ze stafenky vdovy Malyginové a jeji dcery NadéZdy Michaj-
lovny. Dim byl tichy, pozornost policie neupoutéval a v bouflivych
dnech ¥{jna 1905 pfed vydénim Vitteova manifestu ,,17. ¥ijna‘ v pokoji
N. N. Luzina nejen nocovaly illegélni osoby, nybrz pod jeho postel
byl dokonce jeden &as sklad bomb ...

Jak je zndmo, manifest ,,17. ¥ijna‘‘ nejen Ze neuklidnil situaci,
nybrz zesilil obecnou nespokojenost a revoluéni napéti. Universita,
zahdjivii prdce na podzim roku 1905, opét tplné stévkovala. V zemi
se konaly pfipravy k ozbrojenému povsténi; bylo Gplné jasno, Ze nelze
v nejblizéich mésicich otekdvat obnoveni pfednadek na université.

Celou tu dobu N. N. Luzin nepierufoval praci pod vedenim profesora.
D. F. Jegorova, projevujiciho velkou -pozornost jeho védecké prdci.
V nastalé situaci D. F. Jegorov poradil N. N. Luzinovi, aby po &as
preruseni praci ode]el studovat na nékterou ze zahrani¢nich universit;
D. F. Jegorovovi se podafilo najit jiného studenta, ktery byval v cizing
a ovlddal trochu hovorovou francouzitinu a néméinu (byl to V. V.
Golubév), a v prvnich ¥jnovych dnech N. N. Luzin a jeho spolucestujici
odejeli do PafiZe. '

V Paiizi N. N. Luzin setrval do konce letniho semestru r. 1906
a viechny tyto semestry pobytu v zahrani®{ minuly v iporné a systema-
tické praci. Predné¥ek mnoho nenavitévoval. Na Sorbond poslouchal
Borela, ktery pfednésel theorii celistvych funkei a pfednasky slavného
Poincarého o rozvojich perturbaénich funkei nebeské mechaniky.
Podle slov N. N. Luzina ptednasky Poincarého na ngho udinily uZasny do-
jem v diisledku #ivého tvofenipo dobu samého procesu predniSek. Kromé
toho, v Collége de France N. N. Luzin poslouchal Hadamarda, ktery
prednélel theorii kffent vin. N&kdy chodilna Darbouxovy pfednésky
o theorii ploch. Aviak nejiporndji studoval matematickou literaturu
v knihovné Sorbony, v Nérodni knihovné a v knihovn& sv. Jenovefy.
Studiu . védeckych otézek vénoval deslovnd viechen das. V pfemyslen{
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o védeckych problémech N. N. Luzin proseds] celé noei; pozd® vychazejic
zimn{ slunce jej éasto zastihlo jedt& u préce.

Je nepochybné, Ze v tuto dobu v N. N. Luzinovi zrily ty idee, které
mnohem pozdéji nabyly koneéného tvaru v jeho pozoruhodné disertaci.
Ot4zky theorie mnoZin, theorie funkef re4lné proménné zaujimaly v celé
této préci zdkladn{ misto.

Zil v této dobd velmi skromns. Ob&dval v ruské studentské jideln&
na rue St. Jacques a na ob&d bylo uréeno 40 centimf.

Do divadla nechodil — nemél na to prostedki. Jedinou jeho zé-
bavou bylo, Ze o svéteich navitévoval pozoruhodnd pafiZské musea,
obrazirny Louvru a musea soutasného malifstvi a socha¥stvi Francie
v Lucemburském paldci. Jen z¥idka si dovolil ve svétek jit na taneni
zébavu a za dvacet centimii se pohledem potéit, jak tancuji a veseli
se francouzit{ a jini obyvatelé Latinské &tvrti.

N. N. Luzin se vratil do Ruska v 16t& roku 1906. Na konci tého# roku
sloZil statni zkousku a byl D. F. Jegorovem ponechén p¥i universitd
»»k pfipravé na profesorskou hodnost<.

V roce 1907 se N. N. Luzin oZenil s Nadé%dou Michajlovnou Maly-
ginovou.

V dobé studia na universitd§ N. N. Luzin prodetl a prostudoval
mnoho velmi obtiZnych a hlubokych praci z nejrizn&jiich oblasti
matematiky, takZe byl dobfe ptipraven k magisterskym zkouskdm jests
ve studentské lavici. ,,Ale dobu svého pobytu na universitd uzil k n4-
vatévé prednddek na lékaiské fakults, kam zamyilel se dét zapsat, aby
pozdéji Sel mezi lid, byl viak pozdéji donucen opustit tento plén, protoze
se ukdzalo, Ze na préci v pitevng nem4 dosti sil. Tehdy presel k névitsévs
pfednddek na filosofickém oddgleni historicko-filologické fakulty,
gehoZ po roce zanechal, protoZe pfednaiky z filosofie neddvaly mo#nost
védecké préce. ’

Potom se N.N. Luzin vratil k matematice. V roce 1909 slozil
tak zvané magisterské zkousky a nabyl tehdy existujictho titulu ,,INae
gistranta‘“ s prévem utit na vysoké Skole po pfedneseni dvou prednédek
na zkousku, jedné podle vlastnitho vybéru, druhé podle urdeni fakulty.
N. N. Luzin pfednesl zkuSebn{ prednaiky a hotovil se od podzimu roku
1910 pfednéSet na université kurs theorie funkei re4lné proménné, aviak
ukdzalo se, Ze takovy kurs byl uZ ohlden S. S. Bjuigensem, ktery slozil
zkousky soudasné s N. N. Luzinem; potom naradu B. K. Mlodzejevského
N. N. Luzin ohl4sil pfedndsky z theorie integrélnich rovnic. Ke kondni
pfednaSek nedoslo, protoZe v t6 dobé byl fakultou vyslin do ciziny
do Gdttingen a do PafiZe, aby se zdokonalil v matematickych védéch.

Na podzim 1910 odejel N. N. Luzin do Géttingen. V Gottingdch
Nikolaj Nikolajevié pracoval, ,,odd4vaje se prevéind samostatnému
bédén{ v theorii trigonometrickych ¥ad; k tomu jej pfitahovala mnohd
zéhadnd fakta této theorie a ty nejbohatii prosttedky gottingenské
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knihovny, jez mu dévaly nevygerpatelnou moZnost lehce prostudovat
nejriznéjéi otdzky*. Na piedndsky profesori chodil mélo, protoZe pfi
jeho krajné samostatném mysleni mu ni¢eho nemohly dét. Naproti tomu
osobni styk s védei mu déval velmi mnoho, protoZe se pfi tom odhaloval
vztah toho nebo onoho védce k riznym matematickym problémim
a ukazovala se jeho védecks, cesta. Tyto styky Nikolaj Nikolajevié cenil
neobydejné vysoko. ,,V Gottingdch N.N. Luzin napsal a na naléhdni
profesora Land aua uvefejnil svou prvnipréci (vr. 1911, t.j. v 28 letech).
Do té doby nebyl presvédien o svych sildch, stfehl se publikovat
a odmitl z tého¥% dfivodu napsat spisek na urdené thema v soutézi
o medaili v Moskvé. V roce 1912 odcestoval N. N. Luzin do PafiZe.
Zde systematicky pracoval v Hadamardové seminafi a sezndmil se
osobnd s nejvétdimi matematiky (Picard, Hadamard, Borel,
Lebesgue, Denjoy a fada jinych).

Jasnou predstavu o védeckych zajmech N. N. Luzina v tato léta
dévé nésledujici tryvek ze zpravy, jim podané Ministerstvu nérodni
osvéty.

,,Byv v zahrani$i na védeckych studiich dva roky a obdrZev pro-
dlouZeni tohoto pobytu na tfeti rok, a to od 1. I. 1913 do 1. I. 1914,
odcestoval jsem v bfeznu 1913 do PafiZe na zahéjeniletniho semestru,
abych pokradoval ve védeckém studiu.

Z prednd¥ek mnou navitévovanych v tomto semestru, nejvice
zajimaly mne osobnd pfednédky Picardovy, ktery pfednéel vybrané
kapitoly z theorie funkei komplexn{ proménné. V nich pfednésejici, mimo
jiné, vylo#il konformni zobrazeni mnohonésobné souvislych oblasti,
pfi ¢emz uvedl vysledek H. Poincarého a ukézal na pozdéjsi vysled-
ky v této otézce.

Nésledujici zimni semestr r. 1913 a letni semestr 1914 jsem taktéz
ztravil v Paii%i, navitévoval pfednd¥ky profesora Bdchera, ktery byl
pozvén na Sorbonu z Ameriky a pFednésel o novych vysledcich theorie
obytejnych linedrnich diferencidlnich rovnic druhého f4du, pfednasky
E. Picarda, ktery pokratoval ve vykladu vybranych kapitol theorie
funkei komplexni prom&nné a podal nékteré zajimavé véty o analytic-
kych funkecfch dvou komplexnich nezévisle proménnych, a prednasky
Borelovy o zobecnén{ pojmu analytické funkce. Mne osobné nejvice

- zajimaly prednasky Borelovy, v nichz piednéSejicf podal novou,
zobecnénou definici analytické funkce a v jasnych a zietelnych &rtéch
narysoval nedostatky Weierstrassovy klasické definice analytické
funkce, ukdzav na jeji jistou formélnost. Kroms toho jsem se zidastnil
seminéfe vedeného Hadamardem na Collége de France a dvou kongresii:
matematicko-pedagogického a matematicko-filosofického, jez se konaly
na jafe v PaifZi. :

Soudasnd s tim jsem pokradoval ve své osobnf préci v oblasti theorie
funkof re4lné proménné.

]
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Dalsi informace, které podal N. N. Luzin o vlastnich v&deckych
vysledcich dosly nejvysiho ocenéni v nésledujicim prohléfen{ profesora
D. F. Jegorova:

,,Predklddaje pfi tom zprdvu o zahranidni cestd soukromého
docenta I. M. U. N. N. Luzina, mdm tu Sest sdéliti fakulté, Ze podle mého
minéni sv&déi tato zprédva o faktu, ktery je zndm i z Jinych pramen,
totiz, Ze v osobé N. N. Luzina méme jiz vyvinutého nadaného védeckého
pracovnika, ktery mé mnoho diileZitych a zajimavych vysledkd z theorie
integrélu, theorie trigonometrickych fad, theorie funkci redlné proménné..,

Ze zprivy je patrno, ze N. N. Luzin m4 v podstaté tplné hotovy
materidl i pro prace, které by mohly slouZit jako podklad k dosaZenf
hodnosti magistra a doktora a pouze upoutdni novymi a novymi vysledky
mu dosud zabrénilo napsat v definitivnim tvaru disertaci, kterou, jak
se lze nadit, podé v nejbliz#{ dobs.

Mezi vysledky uvedenymi autorem ve zpr4vé, mé nejvice zaujal
posledni (pozndmka v Comptes Rendus ,,Sur un probléme du M. Baire:).
Zd4 se mi, %e v tomto sméru piinese N. N. Luzin néco nového a zajima-
vého k fundamentdlnimu problému o mohutnosti kontinua.

Domnival bych se, Ze zprdva a price N. N. Luzina zasluhuj{ nej-
vy&&iho uznéni.

26. II. 1914 R. prof. D. F. Jegorov.‘

Préce uvetejnéné jiZ v tuto prvou periodu jeho védeckého tvoreni
jasné svédei o vyjimetné samostatnosti jeho védeckého tvoreni a o velkém
vypjeti v jeho préci. Zde se bezpochyby opakovala a to je$té v jasn&jsi
formé ta neobydejns inspirace, kterd se zmoctiovala N. N. Luzina v ob.
dobi produktivn{ tviréi préce. V takovém obdobi jej préce uchvacovala
Gpln&; v préci nerozliSoval ani dne, ani noci, pfichdzel na ného jakysi
népor tvird ,,posedlosti‘, ktery jej nutil zapomenout na vie, co se vy-
mykalo z okruhu jej ovlddajicich védeckych idei.

Za tato léta byla N. N. Luzinem vykondna ohromné préce a speci-
4lng, bylo opublikovdno deset védeckych praci v nejlepfich ruskych
a zahrani¢nich védeckych &asopisech.

Usilovnd préce pfi studiu matematické literatury mu dala Siroké
védecké védomosti, nejpodrobné&jii znalost védecksé literatury; vytrvalé
premyElen{ o nejobtiZnéjsich otdzkach theorie funkei mu dalo materidl
k jeho pozoruhodné disertaci. : ‘

Na podzim 1914 se vrétil N. N. Luzin do Moskvy a potal pfednéiet
na université jako soukromy docent.

Desetileti od 1914 do 1924 bylo obdobim skvélého rozkvétu védecké
a pedagogické ¢innosti N. N. Luzina. Fakultou mu bylo na¥izeno pfed-
néSeni obecného kursu analytické geometrie a potom vyl algebry.
Avdak v tom nebylo t&%i§t8 jeho prace. Rok co rok pravideln$ pred-
néel nepovinny kurs theorie funkci redlné proménné a vedl speciélni
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badatelsky seminaf. Zv14$t® tento specidlni kurs, rok co rok prednéseny,
a jej doprovézejici seminéi byly centrem, z n&ho# vyrostla moskevsks gko-
la theorie funkei — skv&l4 pamétka slavné védecks innosti N. N. Luzina.

Z profesorli Moskevské university lze sotva uvést nékterého, jehos
pfednéSky - by doséhly tak mimofddného tuspéchu jako prednésky
N. N. Luzina. A byli pfece mezi profesory tak vynikajici prednésejici
jako B. K. Mlodzejevskij, chemik A. N. Reformatskij, astronom V. K.
Cerasskij a fada jinych. Vzniké ptirozend otdzka, ¢im lze vysveétlit
tento naprosto vyjimeény uspéch.

Ustélil se zvyk predpoklidat, Ze tikolem pfednéiek je systematicky
vyklad jistého komplexu poznatki. Cim je tento komplex vétsi, tim jsou
predndlky obsaZngjii; &m je ve vddeckém smyslu vyklad presnéjs,
tim je vyS8i Groven pfednaSek. Podle tohoto mnézoru je tikol knihy
nebo ti§téného kursu a piednasek jeden a ty#. Jedinou aktivné vystupu-
jici osobou je pfednésejici; poslucharna pouze pasivné prijimé vyklad.

Proti tomuto nézoru lze uvést, Ze védecks pravda sice osliiuje svou
tiplnosti, aviak také odpuzuje svou nezivotnou suchosti. Vidyt tyto,
v dané etaps rozvoje uzaviené formy védecké pravdy byly historicky
vytvofeny nesisinymi bdddnimi, omyly, v désledku sporii, konflikti
nézort; véda zila a zije ddle plnym a intensivnim Zivotem neustdlé
préace nescislnych tvirct a budovateld budovy védy.

A jestlize je tomu tak, neni spravnéjsi uvést studenty do samotné
laboratofe védeckych badéni, ukézat jim vSechny vznikajici potiZe,
nechat posluchdrnu proZit v8echnu hotkost omyl a zklaméni a poznat
vSechnu radost hleddni védecké pravdy? Ve svych vykladech se N. N.
Luzin pokusil dosici toho, aby vykliddanou létku nepoddval v za-
kon&eném zkonservovaném tvaru, nybr v toku jejiho tvoren, jak se ik,
instatu nascendi. P¥i takovém pfistupovénik véci je hlavni, j ednajici oso-
bou na ptedndskéch a v seminéfi cel4 posluchdrna: ona prozivéd muka
védeckého tvofeni, ona pocituje radost vitézstvi. Prednadejici, to je
zkuSeny kormidelnik, ktery mistrné ovlddé posluchérnu.

N. N. Luzin nepoddval své piedndsky vibec didakticky, pred-
nadel co nejméné v hotovém tvaru tu nebo onu partii védy, snazil
se v8ak neustdle otevirat pred poslucharnou stdle nové a nové horizonty,
stdle podnécoval mysl posluchadh, stéle utuzoval posluchérnu v pfe-
kondvén{ potiZf, na néx je tak bohaté védecké bddani. N. N. Luzin nebyl
osamocen ve svych methodickych ideach, stejnou cestou v ponskud jiné
oblasti laboratorni experimentéln{ price %l i P. N. Lebedév, tous
cestou vychovaval své Zéky ve svych laboratotich i N. E. Zukovskij.
Novym & tplné origindlnim u N. N. Luzina bylo to, %e této methody
uZival nejen na svych seminafich, coZ bylo pomérné pochopitelné a lehké,
nybrz ina svych Fedndskéch, coz bylo nesrovnatelns t&zif.

+Lze lehce pochopit, jaky tspéch mohlo mit takové prednédeni,
a zvld§t8, kdys pfednasejicim byl védec, ktery sém byl v rozkvétu svého
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védeckého tvofeni. A pravé v tomto obdobi védecké tvofeni N. N. Luzina
dosdhlo svého plného rozviti.

Po névratu z ciziny N. N. Luzin dovriuje, dopliiuje a usoustaviiuje
ohromny védecky materidl, ktery pak tvoi{ obsah jeho hlavni préce
,,Integrdl a trigonometrickd fada‘‘. Tato pozoruhodné price, dokondens
r. 1915 byla poddna jako disertaéni price k ziskdni akademické hodnosti
magistra ¢isté matematiky. Jeji obhajoba na Védecké rads fysikéln&-
matematické fakulty 27. dubna 1916 se proménila ve skvély védecky
triumf N. N. Luzina. V posudcich oficidlnich oponentd, profesort
D. F. Jegorova a L. K. Lachtina a v fad$ dalsich diskusnich piispévké
bylo upozornéno na naprosto mimofédnou hodnotu prace. Rada se jedno-
myslné usnesla udélit N. N. Luzinovi hodnost doktora &isté matemaitiky,
preskotic obvyklou hodnost magistra — piipad to mimof4dng ¥dky
v praxi ruskych universit.!)

Nemensim vypétim védeckych tviréich sil N. N. Luzina jsou po-
znamenéna i nasleduijici 1éta, p¥i demZ soudasné s velkym podtem praci
samotného Nikolaje Nikolajevite se zadinaji stile dastéji objevovat i price
jeho zakd.

N. N. Luzin mél mimofddny talent k pfitahovin{ svych Ziki
k védecké praci. Jak jsme vidéli, sama forma vyudovini méla u ného
takovy charakter, Ze se v podstaté vilbec ztricela hranice mezi udenim
a védeckym biddénim. Mimo to vSak umél s mimofddnym tvsp&chem
svym osobnim vlivem u Zdkt vzbudit dojem, Ze kaZdy z nich nejen
muze, nybrz i musi védecky tvotit.

Pro samotného Nikolaje Nikolajevide byla véda hlavnim obsahem
Zivota a témuZ vztahu k védg, jako tomu hlavnimu, demu musi byt
vénovény viechny sily, uéil i své Zéky. Neustdle jim vit&poval, Ze
védeckd price je obtiZnd a t8Zkd, vyZadujici ohromné ndmahy, velké
vytrvalosti.

Luzin nemohl pracovat ,,podle hodin‘; védeckd myslenka jej Gplng
ovlddala a tato ,,posedlost” se mimo¥4dné jasné jevila ve viem jeho
konéni. I svym Zéktm systematicky vit&poval nézor, ¥evédecksd préce

Yy ¥

se miiZe uispésné dafit jen tehdy, kdyZ se mysl nepfetr#ité a houZevnaté

1) V archivu Moskevské university je ulofena nésledujici zprédva o této ob-
hajobé: .

»13 kvétna 1916 v Rad® university

Byla vyslechnuta zprava fys. - mat. fakulty z 13. kvétna: 27. dubna na zasedéni
fakulty byla N. N. Luzinem vefejnd obhajovéna disertace na hodnost magistra ¢isté
matematiky s ndzvem ,,Integrdl a trigonometrickd Fada‘.

Obhajoba byla uznéna za uspokojivou a N. N. Luzin hodnym hodnosti
doktora &isté matematiky.

PFakulta z4d4 schvéleni hodnosti doktora 8isté matematiky pro N. N.Luzina.
) Bylo rozhodnuto na zéklad® odst. 30, § 1, str. 3. Statutu university potvrdit
magistranta N. N. Luzina v hodnosti doktora &isté matematiky vzhledem k tomu,
Ze jim podané disertace vyniké mimof4dnou védeckou hodnotou a vydat prisludng
diplom.*
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zabyvé védeckou otdzkou, %e %4dnou védeckou préci nelze délat ,,podle
hodin®, zanechdvat ji tak, jak se svlékne pracovni plast, kdy# se jde z pré-
ce. Pfedndsky Nikolaje Nikolajevite nekonéily podle zvonku; védecks be-
seda pokradovala i v pfestdvce mezi pfedndskami na chodbs, velmi Sasto
jej posluchadi doprovézeli v hloudku po skondeni prednések do bytu,
pokradujice v bedlivém uvaZovénio védeckych otdzkich nadhozenych na
" predndSce. Studenti, ktefi pracovali v semindfi N. N. Luzina, i jeho
Zaci se fasto schézeli u ného v byts, aby posoudili védecké refersty
ze semindfi a besedovali o prostudované védecks literatute; vytvorila
se pfételskd skupina mlideze, ovlddand vielym zdjmem o zpracovani
védeckych otdzek. Tato svornd spolednost zadinajicich védeckych pra-
covnikdi, vytvofivii se okolo Nikolaje Nikolajevide, dostala mezi stu-
denty Zertovny nézev ,,Luzitanie‘.

Ze 28kt N. N. Luzina, pracujicich pod jeho vedenim v prvnich letech
jeho pedagogické &innosti na Moskevské université, se mnozi stali
pozdéji vynikajicimi védci; mezi nimi je nutno predevsim uvést M. Ja.
Suslina, D. E. MefiSova, A. Ja. Chinédina, P. 8. Aleksandrova,
P.S.Urysona, V.N. Veniaminova, V. S. Fedorova

Soudasné s N. N. Luzinem, aviak pod jeho bezprostfednim vlivem
pracovali také jeho mladsi soudruzi: V. V. Stépanov, I. I. Privalov,
zpracovéavajici stdle nové a nové otézky theorie funkei komplexni
a re4dlné proménné.

- Léta 1914—1918 byla lety rozkvétu tohoto pozoruhodného kolekti-
vu, rychle rostouciho pod talentovanym vedenim N. N. Luzina. Rozvrat
vyvolany imperialistickou vélkou, se pfirozend odrazil i na préci N. N.
Luzina, jakoZ na celém Zivot§ Moskevské university. Zésobovaci potize
a nedostatek topiva, ostte se projevivii v roce 1918, vedly k tomu,
Ze préce na université se omezovala, studenti se rozjidéli domt, kde
hospodéfské podminky byly lepsi nez v Moskvs. Za takovych podminek
znaéné &ast profesori hledala uplatnénf svych sil v jinych méstech,
kde po Velké ffjnové socialistické revoluci diky opatfenim sovétské
vlady rychle rostla sif vysokych 8kol. V nejtézsich letech rozvratu, vyvola-
ného disledky vélky a intervence, N.N. Luzin s fadou jinych profesort
Moskevské university plisobil jako profesor v Ivanové, velkém textilnim
stfedisku, kde byla v r. 1918 oteviena technika. Spolu s Nikolajem
Nikolajevitem tam pracovali také néktefi z jeho ¥4k,

Pti préci v Ivanov® nepferudil N. N. Luzin ani préci na université
v Moskvé, kam dojiZdél na kratf &i delsi dobu. .

Zpréva o Luzinové pifjezdu do Moskvy se vidy roziffila s neobydej-
nou rychlost{ mezi jeho moskevskymi Z4ky a jako d¥ive klokotal %ivot
v ,;Luzitanii, konal se semins¥; div %e ne kaZdy veder v pfijimacim
pokoji Luzinova bytu se schézela moskevské matematickéd mlide, byly
%ivé posuzovény matematické otdzky, kypély tvirdl védecké myslenky.

Do této periody pati{ prvé préce N. N. Luzina z aplikované mate-
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matiky. S. A. Caplygin jej ziskal pro prici ve Védecko-experimentélnim
ustavu dopravuich spoji.

Obdobi od 1916 do 1920 bylo obdobim prvych triumfi Skoly
N. N. Luzina. Byly ziskdny pozoruhodné vysledky D. E. Meni§ovem,
M. Ja. Suslinem, P. S. Aleksandrovem, A. Ja. Chinéinem. Moskva se
stdvéd obecné uzndvanym centrem béddédni v oblasti theorie funkei.
V disertaci I. I. Privalova jsou aplikovdny methody theorie funkei
redlné proménné na klasické otézky funkei komplexni proménné. My&len-
ky N. N. Luzina pronikaji i do Petrohradu, kde na sebe obraceji pozor-
nost N. M. Gjuntera a G. M. Fichtengolce. V téZe dobé utrpéla
moskevskd matematickd 8kola prvni tézkou ztrdtu: na tyf umsel M. Ja.
Suslin, ktery spolu s N. N. Luzinem a P. S. Aleksandrovem byl ]edmm
ze zakladateld celeho sméru deskriptivni theorie mnozin.

Myslenky N. N. Luzina se 8ffily i v cizing, zvl48té v Polsku. Tomu
napoméhal V. K. Sierpinski, ktery ztravil prvé &tyfi roky svétové
valky v Moskvé a pracoval pod bezprostfednim a silnym vlivem Luzi-
novym. V dalsich letech se staly ideje Luzinovy 8koly vedoucimi v polské
matematice a jejich vliv je dosud silné patrny.

V &ervnu 1921 uplynulo sto let od narozeni jednoho z nejvétsich
ruskych matematikit P. L. Ceby8eva. Akademie véd a Petrohradské .
universita uspofddaly na poéest tohoto data védeckou konferenci,
na niz mél N. N. Luzin jeden z hlavnich referatii. Na tuto konferenci,
jeZ trvala od 9. do 15. &ervna, spolu s Nikolajem Nikolajeviéem se ode-
brali i jeho, tehdy jiZ detni, Zici; tak zadalo bliZ8i sezndémeni petrohrad-
skych matematikli s moskevskou matematickou Skolou, vytvofenou
N. N. Luzinem.

Po vitézstvi na frontdch obdanské vilky a po vyhnéni interventd
byl rychle obnoven norméln{ zivot v Moskvé a normélni prace na Mos-
kevské université; v roce 1922 N. N Luzin zanechal préce na Ivanovské
technice a vratil se do Moskvy

S navratem:N. N. Luzina do. Moskvy se vratil obvykly skolni Zivot
i védecky zivot jim vytvorené Skoly do svého normélniho proudu; jako
diive systematicky pracoval jeho pozoruhodny seminéf z theorie funkef,
usilovné pokradoval tvird{ védecky Zivot, rostla nadang mlédez.

Potétek dvacitych let byl periodou nového rozkvétu Luzinovy
Ekoly. Jeho Zéky se stali: L. A. Ljusternik, N. K. Bari, M. A. Lavrent-
jev, L. G. Snirel’man, P. 8. Novikov, L. V. Keldys, A. N. Kol-
mogorov,V.L Gnédénko a jini. Mezi nimi byli lidé s velkym védeckym
nadénim a jasné patrnou védeckou individualitou.

Mladsi soudruzi a prvni ze Zdkd N. N. Luzina: I. I. Privalov, V. V.
Stépanov, P. 8. Aleksandrov, P. 8. Uryson, A. Ja. Chinéin, D. E. Menfov,
se stdvaji v tuto dobu sami vynikajicimi védci 2 viidci mlddeZe. Objevuji
se jejich vlastni Zéci — ,,védeéti vnuci¢ Nikolaje Nikolajevite. Objevuji
se nové Skoly. Za podatek jedné Skoly je tfeba povaZovat topologicky
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krouzek, vedeny P. 8. Aleksandrovem a P. S. Urysonem, v ném% pra-
covali jak pfim{ Z4ci Nikolaje Nikolajevide, tak i jeho ,,védedti vnuci
(A. N.Tichonov,V.V.Némyckij,N.B.Vedenisov, L. A. Tumarkin
a jini).

A. Ja Chingin, potinaje lety 1922—23, podal aplikovat theoreticko-
funkciondlnf methody na theorii &isel a ziskal fadu zdkladnich vy-
sledk@t v oblasti tak zvané metrické theorie &isel. Jeho prve prace
z theorie pravdépodobnosti maji také theoreticko- mnozmovy charakter.
Pozdgji (v r. 1929) L. G. Snirel'man prenesl metrické pojmy na aritme-
tické posloupnosti a ziskal fadu hlubokych vysledké v theorii &fsel.
I I. Privalov jak ve spoletné prici s N. N. Luzinem, tak i nezivisle
na ném, vykonal fadu dulezitych bidddn{ o hrani¥nich vlastnostech
analytickych funkei. O néco pozdéji zadal systematicky pracovat v theorii
analytickych funkei Zék N. N. Luzina M. A. Lavrenfjev, kolem néhoz
se pozdéji utvotil velky kolektiv mladych matematiki.

D. E. Mensov ziskal fadu fundamentalnich vysledkd jak v oblasti
realné proménné, hlavné v theorii ortogonélnich soustav, tak i v oblasti
komplexni proménné. V. V. Stdpanov prenesl theoreticko-funkcion4ln{
methody na theorii skoro periodickych funkei.

V dvacatych letech se také objevily prace L. A. Ljusternika a potom
I. G. Petrovského o Dirichletové problému, jimi% se zadala price moskev-
ské matematické S8koly na krajovych ulohdch z theorie parcidlnich
diferencidlnich rovnie.

Zsjem samotného N. N. Luzina na poddtku dvacitych let je hlavné
upoutén na deskriptivni theorii funkei. Zde je zakladatelem v podstaté
nové matematické discipliny. Nalezl v této oblasti nejen fundamentélni
vysledky, nybrZ jim provedend vyfetfovdni se dotkla i zdkladt theorie
mnozin. Po prvé vyslovil ideje o hranicich theoreticko-mnoZinového
mysleni. Jim za zdklad poloZené principy a hlediska jsou programem,
slouzicfm k dalsi plodné préci v oblasti soudasné theorie. Tento program
jesté zdaleka neni vyderpén, aviak ziskané vysledky plné potvrzuji
hluboké pfedvidéni N. N. Luzina.

V poloving dvacatych let N. N. Luzin napsal celou ¥adu praci
% deskriptivni theorie mnoZin a specidlné v r. 1926 velkou préci o analy-
tickych a projektivnich mnoZinédch.

Na jafe 1927 se v Moskvé konal Vierusky sjezd matematiki. Na tomto
sjezdu byla v jistém smyslu provedena bilance ohromné price N. N.
Luzina na vytvofeni moskevské matematické Skoly. Mnozi ze Z4kd
N. N. Luzina zde vystovpili jako vynikajfc{ véde&t{ pracovnici, vedouct
diilefité sméry védecké prace v sovdtské matematice. S4m Nikolaj
Nikolajevi¢ mé&l na tomto sjezdu jeden ze zékladnich referita: ,,0 sou-
&asnyjch problémech theorie funkct redlné proménmé.” V ¥jnu 1927 se zid-
Sastnil sjezdu polskych matematikti ve Lvovs.

* 'V srpnu 1928 na Mezindrodnim matematickém s;ezdu v Bologni
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N. N. Luzin referoval na thema ,,0 cestdch theorie mnofin', a potom aZ
do 1éta 1930 Zil v Paii%i, kde pracoval na své knize ,,Legons sur les
ensembles analytiques“. V této knize, vySed8i ve sbirce monografii
z theorie funkei, obsahujici préce nejvétsich védet, shrnul vysledky své
a svych #4kd (M. Ja.Suslina, P. 8. Aleksandrova, P.S. Novikova,
L. V.Keldyse, E. A. Selivanovského) z theorie analytickych a pro-
jektivnich mnoZin, kterd je jednim z nejvétdich dspécht moskevské
matematické skoly.

V téchto letech dosédhly nejvétsi védecké zdsluhy N. N. Luzina
a jim vedené &koly svétového uzndni. N. N. Luzinovi byl udélen &est-
ny titul f4dného &¢lena Krakovské akademie véd, titul destného &lena
Matematické spoleénosti v Kalkuté, titul destného &lena Belgické ma-
tematické spole¢nosti v Bruselu. Na konferenci polskych matematiki
ve Lvové hraje vedouci tilohu, na mezindrodnim sjezdu matematikid
v Bologni v r. 1928 byl zvolen mistopfedsedou. V r. 1927 byl zvolen
dopisujicim &lenem a v r. 1929 ¥4dnym é&lenem Akademie véd SSSR,
z poditku na katedie filosofie a potom na katedfe matematiky.

V r. 1930 bylo N. N. Luzinovi svéfeno vedeni sekce theorie funkef
fysikdln&-matematického ustavu V. A. Stéklova Akademie véd SSSR;
v souvislosti s touto funkei jezdil velmi éasto do Leningradu. Spojeni
s istavem se upevnilo v r. 1934, kdy Akademie véd a jeji matematicky
ustav byly pfemistény do Moskvy. N. N. Luzin pokradoval ve vedenf
sekce theorie funkei aZ do konce Zivota; vSichni spolupracovnici této
sekce jsou jeho Zdky.

V tficatych letech hluboké matematické myslenky, které byly
8 takovym tspéchem zpracoviny v nejblizsim okoli Nikolaje Nikolajevide,
dosahly v pracich jeho Zidkt pozoruhodnych vysledki v nejriznéjsich
oborech matematiky, — v Sirokych védeckych smérech v oblasti kvalita-
tivnich method, v oblasti theorie pravdépodobnosti a jejich nejriznéjsich
aplikaci, v problémech hydrodynamiky a jejich technickych aplikaci.
A. Ja. Chindin a A. N. Kolmogorov vytvorili moskevskou &kolu theorie
pravdépodobnosti, zaujimajici nyni ve svétové védé jedno z prvych
mist. M. A. Lavrentjev a M. V. Keldy$ aplikovali svd hlubokd bddéni
v oblasti theorie analytickych funkei na hydrodynamiku a aerodynamiku.
V. V. Stépanov strhl skupinu védci k préci v kvalitativni theorii
diferencidlnich rovnic. Vznikaji vynikajici prdce I.' G. Petrovského
# theorie soustav parcidlnich diferencidlnich rovnic. Ve viech téchto
bédénich jsou uZivény a prohlubovény methody N. N. Luzina.

Pokradujicf price v oblasti metrické theorie funkef pfivedla k vy-
tvofeni velké Skoly funkciondln{ analysy.

S4m N. N. Luzin mél v této dobs riizné védecké zédjmy. Na jedné
strané pokraduje v téchto letech, jako viibec aZ do konce Zivota, v pfe-
mysleni o hlubokych a obtiZnych problémech deskriptivni theorie
mnozin a zéklad@ matematiky. V tuto dobu se s nim zv145té sbliZil uzsi
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krouZek matematikéi (P. 8. Novikov, L. V. Keldys, A. A. Ljapunov,
E. A. Selivanovskij) pracujicich v problematice, tésné svdzané se zdjmy
N. N. Luzina v oblasti deskriptivni theorie funkeci. Na druhé strang,
N. N. Luzin, ovlddajici tviréim zpisobem i methody klasické analysy,
zadal jich uZivat na rtzné problémy aplikované matematiky. Tak se
zabyval odhadem konvergence pfi method$ pfiblizného feSeni diferencidl-
" nich rovnic, navrfené S. A. Caplyginem; na ndvrh Seismologického tistavu
provedl kritické zhodnoceni method pfedpoviddni podasi na zdkladé
meteorologickych pozorovéni za velké ¢asové obdobi.1)

V roce 1938 zadal N. N. Luzin pracovat v oblasti diferencidlni
geometrie a specidlné se obiral problémem deformace kongruenci
na hlavni zdkladné. V této klasické oblasti, které bylo od Sedesétych let -
minulého stoleti vénovdno mnoho praci ruskych i zahraniénich matema-
tikd, ziskal rozhodujici vysledky.

V tFicdtych a &tyFicdtych letech, pracoval N. N. Luzin v Ustavu
V. A. Stéklova, a kromé toho v dalsich tstavech Akademie véd: v Seismo-
logickém tstavu a v Ustavu automatiky a telemechaniky. V t&chto
poslednich aplikoval theorii diferencidlnich rovnic na problémy uZité
matematiky.

V téchto letech préce v tstavech Akademie véd jiz nebyl N. N.
Luzin spojen s universitou systematicky. Av8ak obdas tam obnovoval
préci, a to zase ovlivnilo mladé matematiky, ktefi pfi svych badanich
zustdvali stranou od jeho pfednéSek a semindit. Na piiklad posledni
prednéska N. N. Luzina ,,Vybrané kapitoly z theorie komplexnt proménné*,
jim konand v r. 1945, vyvolala mezi studenty zdjem o theorii funkef
dvou redlnych proménnych, a od té doby na Moskevské université celd
skupina mladych matematikli, mezi nimiz je nutno uvést v prvé radé
A. S. Kronroda, zpracovdvé tuto novou a poutavou oblast.

Acdkoliv poé¢inaje rokem 1930 uZ N. N. Luzin sém mdélo pfedndsel,
vidy se zajimal o otdzky vyudovéni a mnoho Sasu vénoval psani udebnie.
Spotétku redigoval preklad udebnice diferencidlniho a integrélniho
podtu amerického matematika Granvilla. Tato udebnice, diky pre-
pracovanim, kterym ji podrobil N. N. Luzin, dosdhla sedmnécti vydéni
a byla hojné uZivéna na technikdch. V poslednich vydénich se uz stala
naprosto pivodnim dilem. Tato kniha, jako v8echno, co bylo Luzinem
napséno, vynikéd neobydejnou Zivotnosti, jasnosti vykladu a krésou
jazyka; autor nejen dokazuje, nybrz i Zivou obraznou formou objasiuje
obsah udebnice.

. N. N. Luzin jevil také Zivy zdjem o déjiny matematiky. Z jeho pera
vykly krdsné &ldnky o Newtonovi, Eulerovi, velmi zajimavy &ldnek
tykajici se rozvoje pojmu funkce a &linek o diferencidlnim podtu.

1) Tato Luzinova préce, obsahujici cenné matematické vysledky o vyjédieni
. empirickych kfivek pomoci trigonometrickych polynomi, nebyla bohuZel publi-
kovéna.
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Pisice biografii N. N. Luzina, nemiiZeme o ném mluvit pouze jako
o matematiku. Cetl a pfemylel o nejriznéjsich otdzkéch fysiky, p¥irod-
nich véd a d&jin. Mé&l rdd a dobfe znal ruskou literaturu, Zivé se zajimal
o architekturu a malifstvi, neustdle navitévoval musea a vystavy,
za pobytu v zahraniéi dokonce objel fadu malych italskych mést,
studuje uméleckd dila. Nikolaj Nikolajevié mél své hluboké a originélni
nézory na literaturu a uméni. Byl to ¢lovék mimofddného dusevniho
bohatstvi. A

V poslednich letech Zivota branila ve védecké prici N. N. Luzinovi
jeho choroba: trpél srdenimi zéchvaty. Pokradoval viak v houZevnaté
praci a zv1asts se vratil k vySetfovanim v diferencidlni geometrii. Smrt
mu zabrénila dokondit tuto préci. Mezi papiry, které zistaly po jeho
smrti, existuje je§té neprozkoumany rukopis tykajici se téchto otézek.
Jeho posledni strénky byly psdny -doslova v poslednich dnech Zivota
Nikolaje Nikolajevice. . :

28. tnora 1950 N. N. Luzin neodekévané skonal po téZkém srde¢nim
zéchvatu.

Obraz tohoto skvélého védce, uditele celého pokoleni matematikii,
hlubokého myslitele, zanech4vd nevyhladitelnou stopu v sovétské
matematické literatufe.

Z ruského originélu otiténého v knize H. H. JIyaun ,,IHrerpa: u TpHro-
HOMeTpHYecKuil pap‘® prelozil Otto Vejvoda, Praha.
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CGasopis pro péstovani matematiky, rot. 77 (1952)

DISKUSE

K PROBLEMU SLOVNICH ULOH V MATEMATICE
KAREL KOUTSKY, Brno.
(Doslo 8. dubna 1952.)

V &asopise ,,Komensky*, rod. 76 (1951), str. 148 a% 152, uvefejnil
8. JOSEF TRAJER ¢ldnek ,,Funkce slovnich uloh v podtech*, v némz nava-
zuje na usneseni predsednictva UV KSC o udebnicich pro nirodn{ a st¥ed-
niskoly ze dne 28. kvétna 1951. Nelze poptit, e nékteré myslenky s. Tra-
jera jsou v zdsadé spravné a zasluhovaly by mnohem podrobnéjsiho roz-
vinuti, nez jak to autor uéinil, av8ak na druhé strand se v &ldnku vy-
skytly vazné nedostatky, chyby a omyly, s nimi% nelze souhlasit.

- Proto zaddtkem prosince 1952 byl redakei ,,Komenského* zasldn
prof: dr. Frant. Vy&ichlem z Ustfedniho tistavu matematického v Praze
pripis, nazvany ,,Pozndmky k &ldnku J. Trajera: Funkce slovnich tloh‘
a podepsany fadou nasich pfednich matematiki, ktefi jednomyslné se
sjednctili na tom, Ze by bylo spravné podrobit ndzory, vyslovené v zmi-
néném &ldnku, podrobnému rozboru. Pfedbézné se ale omezili jen na
nékteré zcela zfejmé chyby, jichZ se s. Trajer dopustil.

Agkoliv 8lo o dillezitou a aktudlni véc, pfece tento vyznamny
podnét k diskusi byl redakei ,,Komenského* odsunut az do 7. &isla
(str. 410), které vyslo koncem tnora 1952. Zéroven viak byly pfipojeny
dal8i pozndmky s. Trajera, nazvané ,,0dpovéd na dopis prof. dr. Fr. Vy-
dichla a j. (str. 411), v nichZ se s. Trajer pokousi obratng vykli¢kovat
a ulomit hroty opravnénym vytkdm, jez mu byly udinény.

Zd4 se, jakoby siredakce dasopisu ,,Komensky* vzala presny piiklad
z nezdravého zjevu, ktery tak ostfe odsoudil s. J. ZDANOV ve své stati
,,O kritice a sebekritice ve v&decké praci®“ (viz Vysokd Skola, rod. II,
str. 76, Praha, leden 1952) témito slovy: ,,V posledni dobs, kdy je stéle
obtiznéj$i’ pfekdZet rozvoji bolevické kritiky ve véds, pouivaji zbylf
arakéejevei methody ,neutralisace’ kritiky. Pfijde-li do redakef n&ktergch
¢asopist kritickd stat, posilajf ji k recensi... kritisovanému. Potom, kdy%
jsou ostré hroty uhlazeny a formulace zmékdena — to vie kviili ,uhlaze-
nosti‘ — vychédz{ ¢lanek v Sasopise, jenZe s doprovodnou odpovédi kriti-
sovaného... Je nepochybné, %e se to délé proto, aby byl ihned neutraliso-
vén adinek kritiky. - o
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Takovéto forma ,,sebekritiky ale nep¥isp&je k vy¥refeni #4dného
problému, tedy ani problému slovnich tloh v matematice. Vytédenia vy-
mluvy zde nepomohou, zde je t¥eba jasné bolsevické fedi. Pravi-lis. Tra-
jer ve své ,,Odpovédi‘, Ze jeho chybou oviem je, Ze se snaZil tak rozsahly
problém FeSit v kratkém ¢ldnku, nutno s nim souhlasit. AvSak napro-
sto nelze pFijmout jeho lichou vymluvu, Ze ,,pak nutné doslo k nékterym
formulacim, které musely byt vyklddény jinak, nez zamyslel‘. Zadny te-
né¥ nevi, co autor ,,cht&l*“ nebo ,,nechtél* ¥ici. Ctena¥ vidi predevsim tis-
téné slovo a z ného vyvozuje dalsi tsudky. Ctendt je a musi byt presvéd-
den, Ze to, co autor napsal, skutedns také ¥ici chtél. Slovo autorovo musi
byt jasné a srozumitelné a naprosto nesmi byt néjakym mlhavym pythic-
kym orakulem, z ného# &lovék miZe vyvozovat vie, co se mu pravé hodi
do krdmu. Tim hif je tomu, kdyZ autor sém je matematikem. V matema-
tice vic nez kdekoliv jinde zdlezi na jasnosti, pfesnosti a jednozna¢nosti
vyjadfovéni, a jestlize tedy s. Trajer nedovede své my8lenky vyjadiit
srozumitelnym, jednoznadnym a pfesnym zpisobem, nemél by viibec
o matematice psit. Usporil by tim nasim uditelim mnoho zbyteénych
pochybnosti a rozpaki a nezavadél by je do okruhu bludnych predstav.

Jédro véci je v8ak jinde. S. Trajer — kdyZ chce — dovede své my-
flenky dobte formulovat, jak dokdzal v nékterych &dstech svého &ldnku.
Vymlouvé-li se nyni, Ze pravé v tomto &ldnku doslo k nékterym formula-
cim, které musely byt vykladany jinak nez zamyslel, pak to znamen4, Ze
si dostatedné nepromyslel celou problematiku slovnich tloh v matematice
a jen zcela povrchné se dotkl nékterych jejich strdnek. Ale znamen4 to
téz, Ze povySenecky a tvrdo#ijné hiji své nesprdvné ndzory a odmits
kazdou jejich kritiku. Déle vak nechf mluvi fakty.

Ve svém &lanku s. Trajer pravi: ,, ...Tedy ani my nesmime pfecerio-
vat vyznam podtii (matematiky) pro poznéni svéta. Teprve v harmonic-
kém spojeni s ostatnimi pfedméty a pfi vhodném vyuZiti materidlu ze-
jména z p¥irodovédy, zemépisu, déjepisu, obdanské nauky dosshneme
urdeného cile.” A déle pravi: ,,Nelze se domnivat, Ze logické matematické
myslen{ je vychozi zdkladnou pro mysleni“. Oboji jest zcela sprdvné.
Avsak to, Ze s. Trajer uvadi tuto pravdu v nejuzsi souvislost s nevhodné
pouZitymi citdty z ¢ldnku sovdtskych autord V. P. TugariNova a L. E.
MasstrovA: ,,Proti- idealismu v matematické logice*, uvefejnéném
v teském prekladu v Sovétské védé 1951, oddil matematika-fysika, str.
274 aZ 283, ba dokonce, ze ji témito citdty odivodiiuje, naprosto jedno-
znatné svéd¥f o tom, Ze s. Trajer dokonale popletl dv& riizné véci, totiz
logické my#leni v matematice a t. zv. matematickou logiku, kter4 je sice
dileZitym, ale pfece jen specidlnim odvétvim matematiky.

Ptipis UUM prévem tedy vytyks s. Trajerovi, %e jeho interpretace
citovanych paséZi je.zcela faleiné, nebof autor v ni zcela neoprdvnéné
klade rovnitko mezi matematickou logikou a logickym myslenfm v mate-
matice. 8. Trajer odpovid4, Ze toto rovnitko nekladl, nybrz Ze vyuZil t&s-
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ného vztahu mezi obéma zminénymi vécmi. Neni pochyby, Ze tento tésny
vztah mezi matematickou logikou a logickym my$lenim v matematice
skuteénd existuje. AvSak tyz tésny vztah existuje mezi kterymkoli jinym
odvétvim matematiky a logickym mySlenim v matematice. Logické
mysleni je bezprostfednd a velmi tésné spjato nejen s matematickou lo-

* gikou, ale se v§emi odvétvimi matematiky, algebrou, geometrii, diferen-
cidlnim a integralnim poétem, theorii mnozin atd. To, Ze s. Trajer vy-
zdvihuje pravé matematickou logiku pied v8emi ostatnimi matematicky-
mi disciplinami i ve své odpovédi, velmi jasné ukazuje, Ze jesté ani ted
nedospél k pochopeni zésadniho rozdilu mezi matematickou logikou a lo-
gickym mySlenim v matematice. Toto nepochopeni pak zastird prézdnou
argumentac, %e tvrzeni pipisu UUM, tykajici se matematické logiky, je
nepiesvéddivé. Ve skutednosti je viak nepiesvéddivd pravé argumentace
s. Trajera.

Zmatek, ktery takto vznikl, dovrSuje s. Trajer dalsim citdtem, Ze
,,snaha po nadvliddé matematické logiky ve védé se projevila taktéZ v ne-
odiivodnéné snaze o rozsifeni matematické logiky jako zdkladny pro
libovolnou védu, speciélné pro logiku‘‘. Myslici étendf pak oviem nemtize
dojit k jinému z4véru, nezli Ze s. Trajer vySel z obratné zamaskovaného
predpokladu, Ze vyznam matematiky v pribséhu vyudovaciho a vychov-
ného procesu jest nékym preceriovdn a Ze podty (matematika) si &ini v sou-
stavé udebnich pfedméth pfednostni ndrok na poznévani vnéjsiho svéta.

Aviak matematika ani ve svém védeckém vyvoji, ani v procesu
vyudovani a vychovy Zactva neni a nemize byt néjakou universélni vé-
dou, kterd jeding by dovedla vysvétlit vSechnu mnohotvdrnost, sloZitost
a podminénost jevi skutetného svéta, a také Zddny matematik-marxista
ji tuto vlastnost nepfipisuje. To oviem neznamend, %e by matematické
methody, které spodivaji v logickém odvozovdni matematickych poznat-
ki z danych pfedpokladii, nebyly jednou z velmi dilezitych a dginnych
method pozndvéni a pretvifeni vyvijejicich se fakt vnéjsiho svéta. Tyto
vyvijejici se fakty zkoumd matematika vyludng s hlediska kvantitativ-
nich vztaht a prostorovych forem, odlouéenych od hmoty a studovanych
v ryzim abstraktnim tvaru. Pravé tato strdnka matematiky tvofi pod-
statu slavné, vystizné a vdeobecné zndmé Engelsovy definice matematiky
(viz Anti-Diihring, Praha 1947, str. 36 az 37). Je proto velmi podivné, %e
8. Trajer pfisuzuje tuto engelsovskou definici matematiky sovétskému
pedagogu I. A. Katrovovl, v jehoZ ,,Pedagogice* (Praha 1950, str. 93) je
uvedena pouze v kusé zkratce.

S. Trajer ve své ,,Odpovedi* ¥k, Ze tim, Ze citoval vymezeni mate-
matiky z Kairovovy ,,Pedagogiky‘, nepfipisoval Kairovovi Engelsovo
vymezeni, jak je uvddi ve svém spisu Anti-Diihring. Podivejme se viak,
jak s. Trajer toto vymezeni citoval! Presné tak Ze Fekl: ,, ...nebof mate-
matika, jak pravi*) I. A. Kairov ve své Pedagogice (Praha 1950, str. 93)

*) Podtrzeno mnou. K. K.
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je vé&da o prostorovych forméch a vztazich skutedného svéta‘. A o Engel-
sovi ani slivko. KaZdy &lovék, ktery odjinud nevi, Ze tato definice mate-
matiky pochdzi od Engelse, bude tedy a musi byt pfesvédéen, Ze jejim pi-
vodcem je I. A. Kairov. Pi{pis UUM se tedy plnym pravem pozastavuje
nad tim, Ze s. Trajer piisuzuje tuto slavnou definici I. A. Kairovovi a na
tomto faktu nemtize nic zménit ani sebeobratnéj§i vymluva s. Trajera. -

Omyl s. Trajera je jistd zdvainy. A je zdvaZny tim vice, Ze s. Trajer
odmité poctivé pfiznat, Ze se dopustil chyby a uchyluje se k nepiesvédéi-
vé vymluvé. Pozadujeme-li dnes na v8ech nasich uditelich, aby se hluboce
sezndmili s dily klasik®i marxismu-leninismu a aby z{skanych védomosti
pouivali v kazdodenn{ své préci, tim vice to musime pozadovat od viech
nasich pedagogt a pfedstavitelii naich pfednich pedagogickych instituei,
zv14sté vystupuji-li se svymi tvrzenimi na vefejnost. Vedouci éinitelé —
a 8. Trajer je jednim z nich — mus{ byt vzorem nasemu uéitelstvu, musi
mu piedchdzet dobrym piikladem. Jinak se nd8 boj a nase prdce mine
svého cile: budou-li uditelé na Skoldch vidét, ze nasi pedagogové nemaji
ani ty zdkladni znalosti, které pozadujeme na prostych uditelich, a %e se
vielijak vykrucuji a vymlouvaji, jsou-li jejich nevédomosti a omyly od-
haleny, mohli by se snadno — a celkem oprdvnéné — domnivat, Ze ani
oni se nemusf o své marxistické vzdélani néjak hloubé&ji starat.

Avsak s. Trajer se dopou§ti dalsiho t&zkého omylu. Své nézory o ma-
tematice opfrd mimo jiné téz o tvrzeni, jako by J.V. StALIN ve svych
slavnych statich o jazykovéds z roku 1951 zdtraznil pfedni misto matet-
ského jazyka ve vyulovani. Neni oviem pochyby, Ze vyudovani matef-
skému jazyku na Skoldch je jednou z nejdileZit&jsich sloZek a pfirozenou
osou vyudovactho a vychovného procesu, arovnéz neni pochyby, Ze Stali-
novy stati majf nesmirny vyznam i pro §kolni vyudovani a Ze §kola z nich
musi vyvodit urdité disledky pro svou préci, jak sprdvné pfipomins s.
Trajer ve své ,,0dpovédi, aviak tyto okolnosti nijak nemohou zast¥it
fakt, Ze J. V. Stalin nikde ve svych statich o jazykovédé nemluvi o 8kol-
nim vyuéovani, tedy ani nezdtraziiuje, Ze matefsky jazyk m4 v soustavé
Skolnich pfedméti pfedni misto pro vychovu sprdvného mysleni. Jestlize
tedy s. Trajer ve svém ¢ldnku pravi, ze ,,sprdvné mysleni** vychovivdme
v procesu vyudovin{i vlech pfedmétl, z nichZ pfedni misto, jak zdiraz-
noval jiz velky rusky pedagog Ukinskij, J. V. Stalin ve svijch statich o mar-
xismu v jazykovédé*) a jak kone¥né zdiraziiuje i usneseni strany, mé
jazyk matefsky*, pak hrubé pfekrucuje skutednost a autoritou Stalino-
vou neoprdvnéné podpird sviij osobnf nézor o matematice.

S. Trajer totiZ pravi, Ze matematické my&leni je mysleni specidlnf,
které vyuiivajic &isla a miry pfispivd k poznani objektivniho svéta, ze-
jména jeho kvantitativnich a prostorovych forem a jevi. Led to je
pravda jenom z polovice. Matematické mygleni neni{ my&lenim specidl-

*) Podtrieno m.nou; K. K.
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nim, nybrz myslenim obecngm, které je pravé tak vzce spjato s poznivé-
nim reality objektivniho svéta jako jazyk. Samozfejms, %e se tato realita
nedé popsat pouze matematickym zptisobem, tak#e matematické poznan{
mé do jisté miry omezeny charakter. Sféra plisobnosti matematiky je
nutné uzsf nezli sféra plsobnosti jazyka, ale to je§té neznameng, Ze by
jazyk sdm byl schopen popsat vSechny bohaté jevy pfirodni, fysikélni,
chemické a jiné. K poznéni téchto jevil je velmi Sasto nezbytnd i matema-
tika, bez niZ na p¥. mnohé pojmy fysiky atomovych jader by se viibec ne-
daly vytvotit. V této oblasti, kde k vytvofeni pojmi nestadi bézn4 red se
svou mnohoznadnosti slov, zastdvd matematika funkeci odborného ja-
zyka, ktery 1épe neZ jakykoliv jiny jazyk je schopen podat popis i vy-
svétleni jistych fysikalnich jevi. M4-li tedy mateisky jazyk velmi dile-
Zité postaveni v soustavé Skolnich pfedméti — a to nikdo nepopirs, Ze
mé — mé je matematika rovnéZz a naprosto neni ngjakym druhotadym
udebnim pfedmétem, jak by se mohlo vyvozovat ze slov s. Trajera.

Obrovskou diilezitost matematiky a jeji vyznamné postaveni v sou-
stavé udebnich pfedmétii zdiraznil téZz M. J. KALININ ve svém projevu
ze dne 17. dubna 1941 k 74kdm stfednich §kolleninského obvodu mésta
Moskvy (viz Matematika a fysika ve 8kole, ro¢. IT, 1949—1950, str. 81
az 91). Jak zndmo, fekl v tomto projevu, %e pro poditek, pro poloZeni
zékladi k tomu, aby se sovétskd studujici mldde stala tviircem velkého
Zivota, stadi, aby ovlddala pfedeviim tyto t¥i pfedmdty svych udebnich
osnov: rusky (matefsky) jazyk, matematiku a télesnou vychovu. O ma-
tefském jazyku pravi, Ze jeho znalost je to nejzdkladn&jsi, co pottebuje
28k k dalsi své préci, avSak soutasné vyzdvihuje matematiku jako druhy
nezbytny 8kolni pfedmét, nebot ,,matematika ukdztiuje rozum, udf logic-
kému mysleni“. AvSak z toho, %e Kalinin pokl4d4 matematiku za druhy
nezbytny 8kolni pfedmét, viibec jedté neplyne, %e by snad matematika
zaujimala aZ druhofadé misto v soustavd 8kolnich predméti. Kalinin se
totiz déle téze: ,,Pro¢ jsem postavil télesnou vychovu do jedné ¥ady
s ruskym jazykem a matematikou?*“ Tedy Kalinin stavi matematiku do
téZe fady s matefskym jazykem, povaZuje ji za stejné déleZitou jako
matefsky jazyk, t. j. zafazuje ji na rovnocenné misto s matetskym jazy-
kem (a také s télesnou vychovou) v soustavé §kolnich predméti. Jestlite
se tedy ze slov s. Trajera miZe vyvozovat, e matematika je n&jakym
druhofadym udebnim piedmétem, pak je ziejmo, %e s. Trajer Hké néee,
co Fci nemél, co je v rozporu se skute¥nosti a co zavidi nase uditele na
bludnou cestu vulgdrné-materialistického chdpini matematiky nejms
jako védy, ale i jako vyudovaciho pfedmétu.

Tim ale nepopirdme %4dny z tkold slovnich tloh, které s. Trajee
‘shrnuje na konci svého 8ldnku. To, co s Trajer tam i{k4, je pravda, thes
baZe jeho vyvody bylo by mozno doplnit v riznych smérech Tak na pk
slovni tlohy maji té% napomdhat k rozvijeni prostorové predstavivosti
%4k, kterd je nesmirnd dileZitd v praktickem Zivotd a v budovéni ses

403



cialismu, déle maji pFispivat k feSeninesnadného problému polytechnické
vychovy v matematice a konedné maji Zactvu vitépovat a v ném usta-
vitné upeviiovat dialekticko-materialistické chdpani podstaty tkolu a
cile matematiky.

Omyly s. Trajera — pokud se tyks slovnich tloh — jsou v8ak jinde.
8. Trajer fikd, Ze slovnich uloh vyuZijeme p¥i vyvozovani nového udiva,
kdy z vhodnych slovnich tdloh vychézime, ale i p¥i aplikaci uéiva, o niZ
béii nejéastéji. To je zcela spravné. Avsak s. Trajer fiké déle, Ze kdyby
béZelo pouze o aplikaci nového uéiva, Ze bychom méli Fesit celkem jedno-
duchy problém. To oviem ji% sprévné neni. Problém slovnich dloh pfi
aplikaci kaZdého matematického udiva naprosto neni jednoduchy, nybrz
naopak velmi sloZity a mnohotvirny. Dikaz této sloZitosti a mnohotvar-
nosti podal ostatné s. Trajer sdm, nebof na konci svého &ldnku vytydil
sedm tikoli, které maji plnit slovnitilohy v na#i jednotné $kole (a my jsme
k nim p¥ipojili jesté dalsi t¥i tkoly).
- Velmi pfesvédéivym diikazem sloZitosti a mnohotvarnosti problému
slovnich tloh ve vyudovéni jsou vSak jind slova s. Trajera, kterd pronesl
hned na zaditku svého &ladnku. Zde fekl: ,,...8asto bude tfeba, aby
uditel nahrazoval nevhodné tlohy dlohami novymi. P¥i tom nelze zasta-
ralé ilohy zaménovat novymi jen tak nahodile. Je tfeba miti na mysli,
zda na pf. typ nové ulohy je pravé ten, ktery Zéci je§té neuméji FeSit
anebo ktery fesi pouze s pomoci uditelovou. Bude tfeba, aby uditel
vhodné stiidal dlohy podle jejich obsahu a struktury tak, aby co nejlépe
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plnil dkol vyudovani podtim a méFictvi.

Av8ak vybér slovnich tloh, uditelovo rozhodovani, kterd tloha je
vhodnd a kterd nikoliv, kterou by bylo tfeba doplnit, po pf. nahradit
tlohou jinou, jak tlohy vhodnd sttidat podle jejich obsahu a struktury
atd., zcela jisté neni jednoduchy tdkol, ktery by se dal snadno feSit. Zde
nejen zaddteénik; ale i mnohy zkufeny uditel, proily ohném dlouholeté
pedagogické praxe, bude v téZkych rozpacich. A vpravdé ani nelze 7idat,
aby uditel fefil problém slovnich loh s4m bez veskeré pomoci. Naopak je
nutné, aby uditeltim pomohly vSechny vedouci slozky naseho pedagogické-
ho a matematického Zivota, at je to jiz Vyzkumny tstav pedagogicky,
Ustfedn{ Gstay matematicky, pedagogické a piirodovédecké fakulty,
8koln{ vfady, pedagogické a matematické Sasopisy nebo jakékoliv jind
8kolskd, pedagogickd &i matematickd instituce.

Je sice pravda, Zs se s. Trajer pokusil dét uditeliim jakysi ndvod, jak
postupovat pfi vybéru a sestavovéni slovnich uloh, aviak tento ndvod je
netiplny, jednostranny a schematicky. Nachdzime tu pouze fadu kon-
kretnich pifkladi. jak mé uditel sestavovat slovni tlohy, aby vyznamng
plispély k vychové uvédomslych socialistickych pracovnikd v duchu
socialistického vlastenectvi a proletéiského internacionalismu, aby umoz-
fiovaly Zakéim poznat pFevahu socialismu nad kapitalismem, aby ukazo-
valy vyznam délnikovy prace a probouzely o ni zdjem, aby seznamovaly
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Zéky s velikou praci sovétského lidu a ukazovaly na vyznam bratrského
pratelstvi a spojenectvi se Sovétskym svazem a se zem&mi lidovych de-
mokracii a aby v duchu usneseni byra Svétové rady miru pFispivaly
k boji za mir. Naproti tomu neni tu poddna an: jedind ukdzka toho, jak
vyuzit slovnich tloh k tomu, aby pfispély k rozvoji Zdkova abstraktniho
matematického myslen{ a k rozvoji jeho logického chdpdni véei a jevi
a aby umoznily Zaktim spojovat ziskané nové matematické védomosti
8 védomostmi zndmymi (difve ziskanymi) a jednodusimi tak, aby Zdci
mohli pak téchto matematickych védomosti ve spojeni s vhodnymi do-
vednostmi a ndvyky pouZit k poznédvani skute¥ného svéta a k poznévéni
mozZnosti jeho pretvafeni. To je oviem podstatny nedostatek ndvodu
8. Trajera.
Pii tom ale s. Trajer je si velmi dobie védom toho, Ze tato stranka
funkece slovnich tloh v matematice je nesmirng dilezitd a Ze kolem ni
_ mus{ byt soustfedéna vétiina slovnich tloh. To je pfedev&im patrno z to-
ho, Ze s. Trajer prévé tuto stranku funkce slovnich tloh zafadil na konei
svého &lanku do pronich t#i wkolit, které maji plnit slovni tlohy v nasi
jednotné 8kole. V souvislosti s tim se s. Trajer té% odvoldvd na pozndmky
k sovétskym osnovadm politednich kol na rok 1950, kde ¢teme: ,,P¥i
feSeni tloh se rozviji matematické myslent*) Z4ki a jejich dtvtip. Refeni
tloh m4 zdkém pomoci, aby pfesné pochopili konkretnismysl podetnich
vykont, ujasnili si rizné p¥ipady jejich pouZiti a nabyli elementdrnich
névyki nejjednodussf formy analysy. Reseni tloh mé byt pouZito k tomu,
aby si Zdci ujasnili vztahy mezi riznymi veli¢inami, s kterymi se setké-
vaji v dennim Zivoté a jejichZ vzdjemnd souvislost je co nejjednodussf.*
A konedné se s. Trajer odvolédvd na znamenitou knizku sov&tského autora
N. N. Nixrrina (Resenf aritmetickych tloh, Praha 1951), kde na str. 13
dteme: ,,Ulohy jsou v podétetni Skole jednak prostiedkem k vyjasnéni
a osvojeni zdkladnich matematickych pojmi, jednak jsou prostfedkem
k rozvijeni matematického mysleni**) 23k, k dovednosti usuzovat, logicky
odiivodiiovat svoje usudky a pouZivat pedtdfskych ndvykt k refenf
praktickych otédzek. ReSeni slovnich tiloh musi prostupovat celym vyudo-
véanim matematiky, pii éemZ je nutno tuto praci postavit tak, aby na z4-
cich vyZadovala pfemysleni a divtip*.
Oba citdty predstavuji oficidlni sovétsky ndzor na slovni tlohy
v matematice. S. Trajer oviem nemohl tento nédzor ml¥ky ptejit a proto
oba citdty ve svém Clinku skuteénd uvedl. Mini viak, %e ,,jisté je nemu-
sime rozvddét”“. My ale naopak soudime, Ze je bezpodminens tieba, aby
tyto citdty byly rozvedeny do &ife i do hloubky a aby aspoii na n&kolika
konkretnich pifkladech bylo ukdzéno, jak si m4 uditel podinat p¥i roz-
vijeni matematického myslen{ Zdkova a rozvijeni jeho schopnosti logicky
usuzovat. Jestlize to s. Trajer neudélal, pak to znamen4, Ze tento, nad

*) Podtrzeno mnou. K. K.
**) Podtrzeno mnou. K. K.

405



jiné dulezity tkol slovnich dloh naprosto podceriuje a slovnim tlohdm pfi-
kl4d4 daleko mensi vyznam ve vyudovéni, neZ jaky skutedné maji. A tak
8. Trajer, vychdzeje — at jiZ védomsé &¢i nevédomky — ze skrytého pied-
pokladu, Ze vyznam matematiky v priibéhu vyuéovaciho a vychovného
procesu je nékym pfeceniovén a Ze si potty (matematika) &ini v soustavé
. udebnich pfedméth pFednostni ndrok na pozndvini vnéjsiho svéta, konéi
posléze jejim podcenovanim.

S. Trajer ovéem ve své ,,0dpovédi* pravi, Ze ,,nic nefikal o pfecetio-
vénimatematiky, nybrz o skute$nosti, Ze nelze ptecetiovat vyznam mate-
matiky pro poznini svéta‘. A fikd dile, Ze ,,tim nikterak nezamyslel
podceniovat vyznam matematiky, ktery je veliky jak pro vychovu vie-
stranné rozvitého &lovéka, tak i pro prakticky Zivot. Dikazy, jeZ jsme
podali, viak svédéi proti nému. Ale svédéi velmi vymluvné téZ o tom, Ze
8. Trajer se snaZil svou ,,0dpovédi‘‘ nejen ulomit hroty oprdvnénym vyt-
kém ptipisu UUM, ale obratné predejit i vytkdm dalsim. To znamen4, Ze
se snaZil neutralisovat kritiku svého ¢lanku pfesné v tom smyslu, jak o tom
mluvi s. J. ZpaNov.

Le& to neni vie. Nespravnd domnénka s. Trajera, Ze pfi aplikaci no-
vého udiva bézi o Fefeni ,,celkem jednoduchého problému pokud se tyks
slovnich rovnic, svadi ho k ni¢im nepodloZené vytce autoriim nynéjsich
udebnic matematiky, Ze si pry tento problém mnohdy zjednoduSovali z4-
libou v pFilisném mnoZstvi dloh typu: ,,Bud déno... “nebo ,,M&jméz. ..
a pod. Ani% bychom chtéli néjak obhajovat autory udebnic, piece necha-
peme, proé si chtéli zjednodusovat a hlavné jak si zjednodusovali problém,
ktery podle s. Trajera jiZ sim sebou je ,,celkem jednoduchy‘‘. Zd4 se ndm,
%e lze zjednodusovat pouze néco slozitého. Ale o to nebézi, zde jde o zcela
jinou véc. S. Trajer totiz pravi, Ze ,,pfemira tloh typu ,Bud déno...
nebo ,MéjméZ... a pod. je nebezpetnd, nebot vede pfimo k mySleni
idealistickému®..

K tomuto zdvéru je viak mozno dojit jen z posice vulgdrnitho mate-
rialismu, na nfZ se s. Trajer hned od poditku postavil, aviak s hlediska
materialismu dialektického je tomu jinak. Vime dobfe, Ze nejvétsi udite-
lovou starostf pii Fedeni slovni dlohy je, aby si Zédk z textu dlohy piede-
v&im uvédomil, co je zndmé, t. j. které fakty jsou ddny, a za druhé to, co
je nezndmé, co nutno hledat, co se mé potitat nebo sestrojit. To je oviem
jedna z v&ci, kterym se Zdk mus{ udit a to udit soustavné. Kazdé udeni ale
musi postupovat od jednoduchého k sloZitému, od snadného k nesnad-
nému, od znémého k nezndmému. A privé tyto obecnd uznané pedago-
gické a methodické zdsady donutily autory udebnic, aby tento tikol hle-
dsli aspoii ndkdy usnadnit 24kéim (nikoliv ale sob8) tak, aby Zdk pfimo
z textu tlohy poznal co je zndmsé, t. j. o jaké pfedpoklady se miZe opirat.

K dosaZen{ tohoto cile se v matematice obvykle pouZivé réeni ,,Bud
déno...“, ,,M&mé%...”“ a pod. To viak je pouhy slovni obrat, 4st mate-
matické symboliky a terminologie, kterd se ukézala tak vyznamnou a
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uziteénou ve vyvojovém procesu matematické védy i ve vyvojovém pro-
cesu tvofeni abstraktniho mysleni Zdkova. A a% dosud %4dného &loveka
na svété — vyjimaje s. Trajera — nenapadlo, %e by réeni ,,Bud déno. ..
& pod. bylo téhoZ typu jako biblické: ,,A ekl Biih: Budi svétlo a stalo
sel“ A vskutku, jediné z takovéto zdmény mohlo by se vyvozovat, e ryze
odbornéréeni,,Bud déno...“ a pod. vede pfimo k my¥len{ idealistickému.

UkdZeme na ptikladé, jak hluboce se s. Trajer myli. Na p¥. z textu
tlohy: ,,Sestrojte trojiihelnik, je-li ddna jeho strana a dva ptilehlé dhly
naprosto nelze vyvozovat, Ze by ta strana nebo oba ony thly byly
apriorné diny od vé&nosti, nybrz z tohoto textu plyne, Ze ta strana a oba
ony thly maji uréitou velikost a Ze zndme-li tuto jejich velikost, mdme
v tomto konkretnim p¥ipadé hledany trojihelnik sestrojit. A tak je t¥eba
vykliddat podobné odborné réeniiv jinych slovnich tiloh4ch. Jediné tako-
vyto vyklad je pfirozeny a sprévny, nebof se opird o védecké zésady
dialektického materialismu.

Naproti tomu vyklad s. Trajera je umély, nesprdvny a jednostran-
ny. S. Trajer piehéni, zvétiuje, nafukuje a nabubfuje jednu strénku ob-
jektivni skutenosti na tkor strének druhych, odtrhuje slovni vyraz od
skutetného jeho obsahu a od myileni. To viak podle Lenina (Empirio-
kriticismus) je s hlediska dialektického materialismu charakteristickym
Tysem idealismu. S. Trajer vidi idealismus i tam, kde vpravdd 24dny nenf,
a tim sdm do n&ho zapadé. Vychézeje z vulgdrné materialistického ché-
péni matematiky, ocité se posléze uprostted nejdistétho idealismu, a to
idealismu vel mi nebezpe&ného, jenz se skryvé pod zd4nlivé materialistic-
kou rouskou.

Tento idealismus velmi tzce souvisi s reak¥nimi sméry v americké
pedagogice, které svého &asu za pfedmnichovské deskoslovenské republi-
ky se snazila i ¢ist naSich pedagogh propagovat u nés. Vitézstvi lidu
v roce 1948 udinilo ovSem definitivni konec viem podobnym pokustim.
Pres to v8ak v myslich naSich pedagogh ziistalo je§té mnoho zbytki
burZoéisntho thySleni. Dnes, kdy pokrokovy proletaridt celého svéta boju-
je proti imperialistickym podpalovadtim nové valky, je téeba, abychom
se vSichni co nejrychleji zbavili vech burZoasnich pteZitki, které v nés
dosud zlstaly a jeZ pomdhaji reakdnim silém k uskutedthovén{ jejich
temnych cili. Proto i na8i pedagogové musf odvrhnout viechen burfoasni
balast, jimZ byla nase pedagogika do ned4vné doby zamo¥ena a musi se
opfit o &isté a vitézné udeni marxismu-leninismu. Nezdravé burfoasni
nézory musime ustavi¢né a nemilosrdné odhalovat a bezohledné je poti-
rat viude, kde se objevi. Proto byla napséna i tato kritika. Jejim cilem
nen{ znemoznit s. Trajera a zabrnit mu v préci, nybrZ naopak mu pomoci
a umoznit mu vystifhat se daldfch chyb. '

Av8ak nejde pouze o s. Trajera. Daleko vice jde o §iroké uditelské
masy, kterym je tfeba ukézat sprdvnou cestu k marxistickému chdpéni
vychovy. A i na tak malém tseku, jako je problém slovnich tiloh v mate-
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matice lze vykonat kus veliké a zédsluzné préce. Vitdme proto diskusi

o zékladnich otdzkdch vyuSovdni matematice, jak o ni mluvi s. Trajer -

v 7. &isle tasopisu ,,Komensky*. Jsme presvéddeni, %e jediné ptims, ne-

smlouvavi a nezastiran vyména nézora girokych uditelskych mas a vé-

deckych pracovnikii miize vnést jasno do t&zkych a paldivych problémii
vyudovdn{ matematice v dneini socialistické kole.
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Gasopis pro pdstovani méumatlky, rod. 77 (1952)

RECENSE CLANKU A KNIH

A) CLANKY

Eduard Cech: Projektivni diferencidlni geometrie korespondenci  mezi
dvéma prostory I-V. Casopis rusky 77 (1952), str. 91 aZ 188.

Cesky vytah &lanku I byl jiz uvefejndn v Casopise pro péstovdni matematiky
a fysiky, ro¢. 74 (1949), str. 46—48, ¢lanku II tamtéz, rod. 75 (1950), str. 135—136,
glanku III tamtéz, roé. 75 (1950), str. 157—158. V nésledujicim poddm struény
obsah ¢lénku IV a V. .

Clanek IV se rozpadé na dvd &4sti. V prvé dasti bsii o problém asymptotické
transformace primkové kongruence L trojrozmérného prostoru S; v pfimkovou
kongruenci L’ prostoru S;’. To znamené takovou bodovou transformaci prostoru Sy
v prostor Sy, pti které kazda primka kongruence L piejde v p¥imku kongruence L’
a mimo to plati, Ze je-li R zcela libovolné zborcené plocha prostoru S; sloZend
z piimek kongruence L, a je-li R’ obraz plochy R pii uvazované transformaci, potom
vzdy obrazem kaZdé asymptotické kiivky plochy R je asymptotické kiivka plochy
R’. Ukazuje se, Ze FeSenim tohoto problému jsou pfesné ty korespondence mezi
prostory S; a Sy, které byly nalezeny pti feSeni zcela jiného problému v ¢lanku ITI.
Ve druhé &4sti ¢lanku IV se na zéklad® theorie K-linearisujicich transformaci, vylo-
%ené v &lanku I, dospivéd k novému typu transformace piimkové kongruence L
v ptimkovou kongruenci L’, ktery se v piipad$ kongruenci se dvéma riznymi fo-
kélnimi plochami dé4 geometricky charakterisovat takto: Kazdé pfimka p kon-
gruence L prejde v pfisludnou pfimku ¢ kongruence L’ projektivitou 7, pfi které
obrazem kaZdého ohniska kongruence L na piimce p je ohnisko kongruence L’ na
phimce ¢ a mimo to plati, Ze jestlize pfimka p opisuje rozvinutelnou plochu obsaze-
nou v L, kterd mé na p bod vratu M, potom pfimka g opisuje rozvinutelnou plochu
obsaZenou v L', kter4 mé na ¢ bod vratu wM. Mimo to jsou studovény jestd uréité
transformace parabolickych kongruenci, jejichZz geometrické charakterisace je
znaénd slozitdjsi a nebudu ji zde uvadsti.

V &lénku V bézi o takové korespondence, které jsou obélkami kolineaci. Nejprve
jsou urteny a geometricky popsény viecky obalky jednoparametrové soustavy ko-
lineaci n-rozmérného prostoru, pti temirse ukazuje, #e feSenim problému jsou pouze
takové korespondence, které se vyskytly uz v élanku II. Mimo to jsou v &lénku VI
uréeny viecky obélky dvouparametrové soustavy kolineaci trojrozmérného prosto-
ru; podstatnym prosttedkem k fe¥eni tohoto problému jsou vysledky docilené v dru-
hé &asti ¢lénku V. E. Cech, Praha.

B) KNIHY

F. Kadefdvek-K. Havliéek: Technickd geometrie v léka¥stvi a strojni pro-
thetice. Sbirka Kruh, sv. 36, vydalo Piirodovédecké vydavatelstvi v Praze 1952,
84 stran, Kés 72,—.

Tato recense po matematické strance muze byt nanejvyse poloviénim posudkem
knizky, kterd vyZaduje stejns, ne-li vice, posudku lékaisky-fysikélniho. Matematic-
ky vyklad je tu i po strdnce néplnd i po strdnce methody podfizen svému téelu —
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aplikacim na lékafstvi. Domnivém se, %e vzhledem k posléni, které knizka ma4, t. j.
seznémiti studujici 1ékaistvi (pokud nestudovali deskr. geometrii na gymnasiu)
8 jistymi pro né potiebnymi elementérnimi geometrickymi poznatky, zvolili autori
velmi vhodnou formu. Na theoretické poznatky navazuji ihned medicinské aplikace;
timto uspotddénim a déle tim, %e matematicky vyklad nezabihé do zbyteénych po-
drobnosti, neunavuji é¢tendie nematematika. Na druhé strané piredpoklédaji u éte-
néfe jistou zbshlost v matematickém usuzovéni a do jisté miry vypéstovanou pied-
stavivost, jaké asi mé mit absolvent gymnasia.

‘Knizka se skladé ze t¥i 4sti: prvni obsahuje vysvétleni principi pravouhlého
promiténi na jednu praimétnu a jeho aplikace (uziti v roentgenoskopii, grafické iso-
lovéni orgénl, plastické rekonstrukce) a déle promiténi na dvé a vice prumséten,
které vBak nevyusti v zadné 1ékaiské vyuziti. Druhd ¢ést se zabyvé promitédnim
centralnim, bicentralnim (polycentralnim) i 8 modifikaci pohyblivého stfedu a po
hyblivé pram&tny. Je zaméfena k aplikacim v roentgenologii (urteni polohy ciziho
télesa v tdle, stereoskopické zobrazovéni, uZiti clon, stratigrafické Roentgenovy
snimky). Tteti ¢ast obsahuje struény néstin kinematické geometrie a jeji pouziti
pro studium pohyb lidského téla (strojni prothetika, t. j. konstrukce prothes).

V prvni a druhé éésti dovolil elementérni charakter véci vyloziti tipln& zakladni
poznatky o obou druzich promiténi. Tyto dv® ¢ésti jsou po matematické strénce
péknd a udelnd zpracovény. Snad by tu bylo mohlo byt i struéné poudeni o koso-
uhlém promiténi, jehoZ se v aplikacich (str. 21 a d.) uziva. Naproti tomu v geometrii
pohybu nutil autory sém pfedmé&t, omeziti se jen na uvedeni zékladnich fakti. Bylo
by byvalo jisté ugelné, vysvétliti aspori struéné nskteré sloZitéjsi pojmy, které urdité
nejsou ¢tenafi zndmy (na pi. spojity pohyb, obélka pfimek, evoluta a pod.). Nemam
tim na mysli ani exaktni definice optené o infinitesimalni ivahy ani pouze etymolo-
gicky vyklad, ale spife nézorné vysvétleni, kterym se popisuje vytvoreni uréitého
utvaru, oviem s pfisludnymi pozndémkami, co by bylo tfeba matematicky oduvodnit.
Je jisté, ze by tim byl ponékud vzrostl rozsah knizky, ale jisté jen k jejimu prosps-
chu. Myslim, Ze v nyndj&i podob® zanechdvé vyklad o kinematické geometrii u &te-
néafe mnoho nejasnosti.

Na druhé strand bylo snad mozné, vynechat pii pravothlém promitani zavedeni
soufadnicového systému, ktery vzbuzuje na pot¢dtku mylné predstavy o souvislosti
priméten a soufadnicovych rovin. Je tu koneéns i otézka, zda by nebylo byvalo
mozné, vyhnouti se viibec zavedeni nevlastnich (ib&%nych) elementi, které nebylo
1ze provésti p¥i rozsahu a zamé&feni knizky exaktnd a které mozné svadi k chybnym
predstavdm (bod v nekoneénu).

V nézvoslovi se ndkde kniha rozchézi s terminologii dnes zavedenou na &koldch
(kolmé promiténi misto pravouhlé, symetréla tsetky misto osa, posuv misto posu-
nuti a j.). Bylo by snad byvalo také vhodné, vyhnouti se pr1 oznadtovéni symbolam
tézko stravitelnym nedesknptlvé,f'l (V1005 1Pll", "H,%*)*) a pii vyslovovéni matema-
tickych v&t obejiti nic nefikajic slovo ,,obecn&‘.

Velkou prednosti knizky je jeji styl, ktery je velmi %ivy a — myslim — i ne-
matematikovi dobfe pistupny. Dalsi pfednosti je fada pdknych obrézki v textu
i pfiloh na konei knihy.

Celkem lze fici, Ze z hlediska matematika je tato pubhk&ce velmi cennym a ori-
gindlnim pfispévkem pro populansa.cl matematiky mezi pracovniky jiného v&dniho
oboru a pro styk matematické theorie s praxi. Jan Vyéin, Praha.

V.N. Faddéjeva: Numerické metody linedrni algebry. (B. H. ®addeuesa:
BorunoneTenHne MeTON IHHeRHOH anre6psi.) Gostechizdat, 1950, 250stran, cena
7,86r.

Jak zndmo, ohromny poéet problému aplikované matematiky vede na zékladni
tlohy lineérni algebry: feseni systému lineérnich algebraickych rovnic, inverse matice

~vypodet charakteristickych kofent a charakteristickych vektort matice. Pfesto, Ze

*) Mo#n4, e by bylo na mistd, vysvétliti i index misto exponentu (M#).
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TeSeni téchto problémiu se opiré o dostatedns iroce a hluboce vypracované matema-
tické theorie — theorii determinanti, theorii linedrnich transformaci a theorii matic
— a je tedy po theoretické strance znaén& jednoduché, v praxi je vét#inou spojeno se
znadénymi potiZemi.

Méme na mysli pfedeviim znaény objem numerické préce nutné k vydisleni
teseni kazdého problému (v nejlepsich methodéch je imdrny tfeti mocning f4du pki-
sluné kvadratické matice) a také relativné pom&rnd slozitou zévislost piesnosti
vypotteného vysledku na danych hodnotéch, na method® FeSeni, a na presnosti,
8 kterou jsou provadény jednotlivé aritmetické operace v prubdhu vypottu.

V.posledni dobé, s jedné strany vlivem vzrastajici potfeby aplikovanych vadd
a8 druhé strany vlivem praktické moznosti (které je zptisobena bouflivym rozvojem
numerické techniky) fesiti ty problémy linedrni algebry matic vyssich ¥adi, o kte-
rych jsme se zminili vy#e, se stdle objevuji nové préce vénované numerickym me-
thoddm lineérni algebry.

Préce sovétskych maternatikti zaujimaji mezi nimi zékladni misto. Stadi jen
vzpomenout na methody vy¢isleni determinantu 4. N. Krylova a A. M. Danilevské-
ho, na préci K. A. Semendjaeva ,,0 vypodtu charakteristickych kofenst a invariantnich
variet matic pomoci iteract‘’, na methody zlepdujici konvergenci iteraéniho procesu
L. A. Ljusternika, M. K. Gaburina, A. A. Abramova, na methody feeni systému
lineérnich rovnic L. V. Kantoroviée a A. M. Lopdice, které jsou zaloZeny na minima-
lisaci n8kterych kvadratickych funkcionélt svézanych s matici systému.

Ale vSechny tyto préce (jako konend i vétsina zahrani¢nich praci vénovanych
tomuto thematu) byly publikovdny v &asopisech a nestaly se majetkem &irokych
matematickych a inZenyrskych kruhfi. .

Kniha V. N. Fadddjevy je v podstatd v matematické literatufe prvni knihou,
kter4 je vénovéna systematickému ptehledu zékladnich numerickych method lineér-
ni algebry, v éemZ vidime velikou zésluhu autora. Autor definuje v pfedmluvé svuj
<il takto: ,,Tato kniha pfedstavuje pokus o systematisovani nejdilezitsjsich nume-
rickych method linedrn{ algebry, jak praci klasickych, tak praci z poslednich let.
Autor si netini ndrok na vyderpavajici tiplnost a uvédi jen ty methody, které uz byly
ovéfeny v praxi. Pfi vykladu se autor nesnaZil o naprosto bezvadnou pfesnost vy-
kladu a neprobiral ani viechny mozné ptipady, které se mohou vyskytnout v apli-
kacich té ¢i oné methody, ale omezil se jen na piiklady typické a v praxi nejdilezi-
t&j8i. ¢

Svého cile autor zcela dosdhl.*)

Kniha mé tfi kapitoly. Prvni kapitola mé tivodni charakter a obsahuje ty
partie z linedrni algebry, které jsou potiebné v dalsich kapitolach knihy. V § 1 této
kapitoly je definovén pojem matice a algebraické operace s maticemi. Zv14sts jsou
zduraznény pro daldi vyklad velmi dulezité pravidls ssitdni a ndsobeni matic rozds-
lenych urditym zptisobem na pole a speciélné matice vroubené a kvasidiagonélni.
Déile je definovén charakteristicky a minimélni polynom a jsou odvezeny Hamsiton-
Kellyho vztahy. Definuji se elementérni transformace matice a ukazuje se, e tato
operace v podstatd odpovidé nésobeni dané matice zleva, resp. zprava, vhodnou
trojihelnikovou matici. Dokazuje se v&ta o rozlofeni libovolné matice na soudin
dvou trojtihelnikovych matic. V § 2 se zkoumaji zékladni vlastnosti n-rozmérného
komplexniho vektorového prostoru. Zavede se pojem lineérni z4vislosti a pojem base
& ukazuje se, Ze podet vektori base je nezavisly na zptsobu jejich vybéru. V daliim
je popsén proces orthogonalisace systému line4rnd nezévislych vektorti. Pak jsou

*) Doplnénim recensované knihy miie byt cyklus pfehlednych stati o apliko-
vané linedrni algebte, které byly publikovény a reprodukovény v dasopise Uspéchi
matem. nauk (stat Q. Weilenda, dil 11, sv. 4, 1947), L. Foxe, Ch. D. Chaskiho a D. Wil-
kinsona, M. §. Birmana, M. K. Gavurina, D. P. Grossmana, dil V, sv. 3, 1950,
A. Turinga, dil VI, sv. 1, 1951, M. R. Sury-Bm‘y, dil VI, sv. 4, 1951 a n8které prace
v Trudech Matem. instituta im. V. A. Steklova, sv. XX VIII, 1949.
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odvozeny transformaéni vzorce pro soutadnice vektoru p#i transformaci base. Uka-
zuje se souvislost mezi rozmérem podprostoru vytvofeného koneénym systémem
vektori a hodnosti matice soufadnic téchto vektort (véta o hodnosti matice, z které
plyne tato souvislost se uvédi bez dikazu). V § 3 se zkoumaji lineérni zobrazeni
n-rozmérného vektorového prostoru. Definuji se operace s linedrnimi zobrazenimi.
Odvozuji se vztahy mezi linedrnim zobrazenim (transformaci) a maticemi a mezi
maticemi jednoho a téhoZ zobrazeni v ruznych basich. Zavédi se pojem charakteris-
tického kotfenu (8isla) & charakteristického vektoru linedrniho zobrazeni a jeho ma-
tice. Dokazuji se nékteré vlastnosti charakteristickych ko¥ent a charakteristickych
vektord redlnych matic, mezi jinym — orthogonalita mezi charakteristickymi vek-
tory redlné matice a charakteristickymi vektory matice s ni transponované. Jako
specilni ptipad jsou pak odvozeny zékladni vlastnosti charakteristickych kofenii
symetrickych matic. Jsou uvedeny n8které vlastnosti positivnd definitnich kvadra-
tickych forem a hermitovsky symetrickych matic. Dokazuje se, %e je mo#no matici,
kterd mé vesmés rizné charakteristické kofeny, pfevésti na diagonélni tvar a uka-
zuje se moZnost takového kanonického tvaru pro matice symetrické. Odvozuji se
vztahy mezi charakteristickymi kofeny a charakteristickymi vektory podobnych
matic a té% vztahy mezi charakteristickymi kofeny matice a charakteristickymi ko-
feny maticového polynomu této matice (pro zjednoduseni je dikaz proveden jen pro
ptipad, kdy mé matice charakteristické kofeny vesmés ruzné). § 4 je vénovén po-
drobnému popisu Jordanovy kanonické formy (véta o mo#nosti uvedeni libovolné
matice na Jordanuv kanonicky tvar pomoci podobnostnich transformaci je pouze
formulovéna, ale neni dokazovéna). Kapitolu ukontuje § 5, v kterém je definovéna
limita vektoru a matice. Tento pojem je pak v dalsim pouzivén pii vySetfovéni ite-
ra¢nich method fefeni problému lineérni algebry. Autor uvadi t¥i normy vektoru
v n-rozmérném vektorovém prostoru (vektor prostoru ozna¢ime X = (z,, @y, ..., Ty);

n n
Xl = maxje; Xy = 2 |ols [1X]ly, = ]/ D Jay)?
P i=1 i=1

a odpovidajici normy matice 4 jsou definovany jako max [|[4X]|. Ke konci para-
=1

grafu jsou uvedeny a dokazény ndkteré véty, které se tykaji podminek existence
limity lim A™ = 0 a konvergence N eumannovy fady B + A + A2 4 ...
m— o

-Kapitola II je vénovéna tfem piibuznym tlohdm: problému Fefeni systému
lineérnich algebraickych rovnic, problému inverse matice a problému eliminace.
V § 6 jsou uvedeny nékteré varianty Gaussovy methody feSeni soustavy lineérnich
rovnic postupnou eliminaci; Fefeni pomoci této methody spodivé ve dvou krocich:
odvozeni ,,trojihelnikového systému ekvivalentniho danému systému (podle ter-
minologie autora ,,pfimy pochod‘‘) a feeni tohoto systému (podle terminologie
autora ,,inversni pochod*‘). V § 7 je uvedena methoda vyéisleni determinantii pomoci
operaci téhoZ typu jako ,,pfimy pochod‘* Gaussovy methody. § 8 je vénovén popisu
kompaktniho schematu FeSeni systému linedrnich rovnic. Tento systém predstavuje
zkréceni numerického schematu Gaussovy methody a je zaloZen na tom, %e je mo#no

n
na poéitacich strojich vypotitati vyrazy typu % > 1a,vb,- bez pomocnych mezivypodta.
‘_

V § 9 je vyloZena souvislost mezi methodou Gaussovou a rozkladem matice systému

na soudin dvou trojihelnikovych matic. § 10 je vénovéan methods druhych odmocnin

obzvldsté vyhodné pro fedeni systému se symetrickou matici. V § 11 jsou popsény

' methody inverse dané matice zalofené na methodéch fe¥eni systému linedrnich

rovnic vyloZenych v pfedeilych paragrafech. V § 12 je formulovéna tloha ,,elimi-
n

nace (tak nazyvé autor vyéisleni linedrni formy tvaru X c;z; 4 d, kde c;, d jsou
=1

dané &isla a (z;, %y, ..., #,) jo feSeni daného systému linedrnich rovnic). Autoru
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vadi methodu jejiho Fe¥eni, ke které neni tfeba znét &isla Zys Xgy +ovy Ty Ukazuje
se, Ze feSeni systému lineérnich rovnic a inverse matic vede ke specialnim problé-
muim theorie eliminace, a proto mohou byt tyto pripady FeSeny pouzitim uvedené
methody eliminace. V § 13 je popséna methoda zlepSeni nalezeného hrubého pribli-
Zeni k hodnot® inversni matice. V § 14 je ukazéno, jak je moZno tim, %e rozbijeme
danou matici na pole, pievésti tlohu vyéisleni matice inversni k dané matici na
tlohu vyéisleni inversnich matic nizsiho ¥adu. V § 15 je uveden analogicky zpu-
8ob pro vyéisleni matice inversni k matici n-tého t4du, kters vznikla ovroubenim
matice fddu (n — 1)-ho, jejiZ inversni matice mé zndmou hodnotu, a ukazuje se,
jak tento zplisob muzZe se pouzit pro vyéisleni inversni matice a FeSeni linedrniho
systému methodou ,,ovroubeni*. V § 16 je uveden »schodovity‘ zpusob Feseni sy-
stému linedrnich rovnic (publikovany Morissem v r. 1946) a je uveden jeho vztah
k method& vroubeni a method$ Gaussové.

§§ 17—19 jsou vénovény zskladnim iteraénim methodam: raznym variantdm
obyéejné methody a methods Seidlové. Jsou zde uvedeny nékteré podminky konver-
gence itera¢ni methody, které plynou z vét § 5, prozkouména souvislost mezi oby-
¢ejnou iteradéni methodou a methodou Seidlovou & uvedeny nékteré podminky kon-
vergence methody Seidlovy (zv14sté &istd algebraicky diukaz, ktery byl publikovan
Reichem r. 1950, Ze ke konvergenci Seidlovy methody FeSeni soustavy rovnic o matici
A staéi, aby matice 4 byla positivnd definitni; tato podminka je v pFipads positivnich
diagonélnich elementt matice 4 i nutna). ’

V § 20 jsou navzdjem porovnany jednotlivé methody uvedené v kapitole II.

V kapitole III jsou zkoumény methody vyé&isleni charakteristickych kofenu -
a charakteristickych vektort matice. V § 21 je objasnéna algebraicks podstata me-
thody 4. N. Krylova o ptevedeni charakteristického determinantu na tvar polyno-
mu. Nalezené charakteristické hodnoty mohou byt pouzity pro vypodéet charakte-
ristickych vektort (pouze v p¥ipads jednoduchych kotfeni1). V § 23 je popséna me-
thoda Samuelsonova. V § 24 je popséna Danilevského methoda o rozvedeni charak-
teristického determinantu v polynom a ukézéno, jak lze této methody pouzit pti
vypocétu charakteristickych vektora. V § 25 je vylozena Leverrierova methoda vy-
¢isleni koeficientti charakteristické rovnice a D. K. Faddéjevova modifikace této
methody, umoznujici ‘provedeni vypodiu charakteristickych vektori a hodnoty
inversni matice. V § 26 je popséna ,,schodovits** methoda stanoveni vsech charakte-
ristickych kotenti a charakteristickych vektorti matice a matice k ni transponované
pro piipad, Ze koteny tak zvanych schodovitych rovnic jsou reélné a ruzné. V § 27 je
uvedena interpola¢ni methoda p¥ibli¥ného rozvedeni determinantu, jehoz prvky
jsou polynomy v A v polynom v 1 a uvedena tabulka interpolaénich koeficienti,
které je velmi vyhodné pti praktickych vypostech. V § 28 jsou uvedené methody
struéné mezi sebou porovnény. -

§§ 20—35 tieti kapitoly jsou vénovény iteraénim methodé4m. V § 29 je podéna
methoda vyéisleni prvnich (s nejvétsim modulem) charakteristickych kofent a cha-
rakteristickych vektort v piipads, e jsou reslné, a elementérni délitelé matice
linedrni. V § 30 je popséno nékolik zpusobu zrychleni konvergence itera¢niho pro-
cesu, v §§ 31 a 32 methody vyéisleni ostatnich charakteristickych kofend a jim odpo-
vidajicich charakteristickych vektorti (za téchze predpokladu jako v § 29). V § 33 je
zcela kratce zkoumén: ptipad, kdy matice mé dvojici komplexn$ sdruzenych cha-
rakteristickych kofenti 8 maximalnim modulem, a jako diive v8echny elementérni
délitele linedrnf, v § 34 pak piipad nelinedrnich elementérnich d&liteli. Koneénd
§ 356 je vénovéan zrychleni konvergence iteraéni methody pt¥i fedent systému lineéAr-
nich rovnie, které pochézi od L. A. Ljusternika. :

V celé II. a III. kapitole se predpokléd4, %e elementy uvaZovanych matic jsou
reédlné.

Jak je vidst z vy¥e uvedeného obsahu knihy, obsahuje tato kniha p¥i pomdérné
nevelkém objemu mnoho materidlu. Autor krétce a jasnd, ani% by zaté%oval vyklad
zbytetnymi detaily, ukazuje podstatu uvedenych method & jejich vzéjemné sou-
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vislosti. Dokonce i v prvé kapitole, které mé &isté tvodni charakter, maZeme najit
nékolik péknych dukazt (ku ptikladu dukaz véty o rozkladu matice na soué¢in dvou
trojthelnikovych matic, dukaz véty § 1 a 2). Velmi &tastné je téz zavedeni n&kolika
norem v n-rozmérném vektorovém prostoru v § 5 kap. I, které umoziuje vysloveni
ndkolika konkretnich vét o konvergenci itera¢nich procesii z obecnych theoreticko-
funkcionédlnich tdvah. Zkouméni jednotlivych method autor rozvadi do peélivé
vypracovanych podetnich schemat (bere v nich zietel na dostatetnd spolehlivé
methody kontroly) a doprovézi ilustrujicimi &iselnymi priklady.

Dovolim si nyni uvésti ndkteré nedostatky knihy. Vzhledem na cil, ktery si
autor stanovil v pfedmluvs, nelze mu délati vyéitek, Ze ponechal bez poviimnuti
fadu method fesicich zkoumany problém. Nicméné nékteré obecné problémy a kon-
kretni vysledky by se mé&ly v knize odrézet vétsi mérou. Mam na mysli pfedeviim
otézky presnosti (které byly v posledni dobd pfedmétem mnoha praci). Struéné
poznémky, na které se omezil autor, zustavaji ve vétsing piipadt neodiavodnéné.
.V knize neni té% zminka o moZnosti vyuZiti prostfedku sou¢asné numerické techni-
ky, predev&im automatickych éislicovych stroju, p#i feSeni podobnych problémii,
tiebaZe je tomuto thematu vénovéno mnoho praci. .

Pii vykladu zptisobu vypoétu charakteristickych vektoru zalozeném na method$
A. N. Krylova autora neptipominé préci 4. M. LopSice (Trudy seminara po vektor-
nomu 1 tenzornomu analyzu sv. VII, 1949), jehoz obsah se ¢aste¢nd kiizi s obsahem
uvedeného paragrafu.

Kdyz mluvi o itera¢nich methodéch fefeni systému lineédrnich rovnic, autor ne-
uvédi efektni a v praxi provéienou methodu 4. 4. Abramova zlepSeni konvergence
(DAN, SSSR, 74, 6 (1950), 1051) a modifikaci Seidelovy methody pro systémy
8 positivné definitni matici, kterou nedavno uvetejnil Aitken.

Autor neuvédi vidy objem numerické préce nutné pro feseni ulohy tou éi onou
methodou (coz muze ¢tenafi znesnadniti vybér nejvhodné&jsi methody). Takové po-
kyny chybi ku prikladu v § 8, §§ 10—16 kap. II, § 22, 26 kap. ITI. Objasnéni uvede-
nych numerickych piiklada jsou ndkdy velmi struénd, coz ztézuje vyuziti knihy
&tenéii, ktery se dobfe nevyzné v detailech theorie uvedené methody. Zatim by bylo
ovsem vyhodné, kdyby mohl knihy pouZivat pro informaci i kvalifikovany podétar,
ktery neni obezndémen s theorii pouZivané methody. Methody, kterych se pouzivé
pro nesymetrické matice, bylo by lépe ilustrovat na feSenich prikladu s nesymetric-
kymi maticemi.

Ne&kdy jsou tvrzeni autora nedostate¢n® oduvodnéna. Tak na piiklad na str. 65
se k4, Ze véta 1 se v obecném piipadé dokazuje ,,;bud pomoci tivah o spojitosti neb
pomoci pfechodu ke kanonickému Jordanové tvaru‘‘. Nam se zd4 nepravdépodobné,
%e by bylo moZno tuto vétu dokézat v obecném piipads jen pomoci uvah o spojitosti,
bez pouziti Jordanova kanonického tvaru nebo jinych algebraickych vztaht. Z po-
pisu schodovité methody feseni systému linedrnich rovnic neni vidét jak jsou defino-
vény hodnoty neznémych x; = 2; 4 po definovéni viech z;;, pro ¢ < k < n. Neni
jasné poznémka o relativni rychlosti konvergence obyé&ejné iteraéni methody a Sei-
delovy methody na str. 134 a pozndmka na str. 145 o podminkéch, kdy je t¥eba déti
pfednost iteraéni method® pFed jinymi methodami FfeSeni systému linedrnich
rovnic.

Nékteré terminy a vyrazy nejsou dost vhodné (jindy neptesns definované). Tak
na p¥. (str. 55) misto ,,nejvétsi spoleény délitel** autor pise ,,obecny nejvétii dslitel*’,
nebo misto ,,iteradni‘ pise ,,iterativni‘‘, misto ,,hlavni minor‘‘ ,,minor lezici na hlav-
ni diagonéle* (str. 19, 147); na str. 177 je uveden vyraz ,,trhliny v pomocnych deter-
minantech, jehoZ smysl neni pfesnd definovan; Morrisova methoda by se méla
podle naseho minéni jmenovati spife stupfiovité nebo Zebiikovité nez schodovité.
Kdy# zavédi pojem minimélniho polynomu (str. 20) autor neuvédi, Ze by jeho exis-
tence a jednoznadnost mély byt dokézény a Ze se téZ obytejnd klade koeficient u nej-
vy#&i mocniny polynomu rovny jedné.

- Nakonec padne do od{ znaény podet tiskovych chyb, které jsou v knize (ndmi
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bylo napoédteno 56 tiskovych chyb, ale ve skuteénosti je jich jist® jedts vice). Tak na
pf. na str. 110 v levé ¢asti vzorce (13) je A,','_ll migto A,";l; na str. 114 f4dek sedmy .
shora je A-lu, misto A,',ilu,,; ve druhé z obou matic na str. 132 jsou vytidtény
pismena a misto b, v desété fédce shora na téZe strand je A misto B; na pravé strand
posledniho ze vzoret (14) na str. 189 je vytidténo a,, misto Sp 4,. V soupisu citované
literatury je v [2] u préce N. N. Luzina Spatné uveden rok, u préce K. A. Semend-
jajeva je Spatné uveden svazek ¢asopisu atd.

-Nehled$ na uvedené nedostatky, ukazuje se kniha bezpodminetnd potiebnou
girokému kruhu inZzenyri i matematiki zabyvajicich se aplikovanymi védecko-
vyzkumnymi pracemi a jeji vydani je nutno viele pfivitat.

D. Q. Grossman.
Prelozil O. Kontéek, Praha.

I. G. Petrovskij: PFednaSky o parcidlnich diferencidlnich rovnicich.
(H.TI. IHemposckuii: Jlekmun 006 ypaBHeHHAX ¢ YACTHEIMH IPOM3BONHLIMH.)
Gostechizdat, Moskva-Leningrad, 1950, 340 str. Néklad 15 000. Cena 3,80 r.

Vyjiti pfednések I. G. Petrovského bylo otekéavano s velkym zdjmem; a tento
zéjem byl plné ospravedlnén. V porovnéni s jinymi pracemi o témze thematu —
sovétskymi i zahraniénimi — je zminéné kniha v mnohém nové a originélnii co do
obsazené latky i co do method vykladu. Jevi se v tom jasn® autorova zéliba i zams-
feni jeho védeckych bédani. Nejvétsi pozornost je soustfedéna na obecné otézky
theorie parcidlnich diferenciélnich rovnic. Vyklad je struény, bez zbyteénych fedi.
Na konci kazdé partie je prehled (bez dukazi) novych vysledkd v prisluiné oblasti.
Po dokézéni zékladnich vét, a také na jinych mistech knihy, autor dasto pfipojuje
fadu zajimavych poznédmek k hlavnimu textu.

Prva kapitola obsahuje uvod do klasifikace rovnic. Druhé, vénované rovnicim
hyperbolického typu, je rozdélena na dve 8asti: Cauchyho loha v oblasti neanaly-
tickych funkei a kmity omezenych téles. V tieti a ¢tvrté kapitole je vyloZena theorie
eliptickych a parabolickych rovnic.

Prejdéme k podrobndjsimu zkoumséni jednotlivych kapitol.

Prva kapitola za¢iné definici pojmil, majicich vztah k rovnicim matematické
fysiky a k formulaci problémii pro tyto rovnice. Ve druhém paragrafu je proveden
dukaz véty Kovalevské pro Cauchyho problém v analytickém piipad$; v tietim je
vysetiovéna obecnd Cauchyho tuloha pro soustavu rovnic, napsanych v implicit-
nim tvaru, a zavadi se pojem charakteristik. Podrobng a zajimav® je sestaven étvrty
paragraf, vénovany otézce jednoznaénosti feseni Cauchyho problému v oblasti ne-
analytickych funkei. Je podén dikaz Holmgrenovy véty o jednoznadnosti reSeni
Cauchyho tlohy pro soustavu lineérnich rovnic s analytickymi koeficienty ve t¥id®
neanalytickych funkei a jsou uvedeny dalii vysledky Hadamardovy a Carlemanovy.
Na konci paragrafu jsou uvedeny nékteré dosud nerozieSené otézky.

Na konci prvé kapitoly je vyletfovéno pfevedeni na kanonicky tvar v bodd
obecnych linedrnich rovnic a jejich klasifikace, a také prevedeni na kanonicky tvar
v oblasti pro rovnice 2. f4du s dvéma nezévisle prom&nnymi.

Zvléstni zdjem budi posledni paragraf prvé kapitoly, v némz je vyZetfovéna
redukce soustavy linedrnich rovnic prvého #4du s dvéma nezavisle proménnymi. na
kanonicky tvar pomoci linedrni transformace funkei s podrobnym objasnénim hlad-
kosti koeficientii této transformace. V souvislosti s uvedenou transformaci je zavede-
na definice eliptické soustavy, hyperbolické soustavy a soustavy hyperbolické
v uzdim smyslu.

Originélni a obsahové bohaté je prvé &4st druhé kapitoly. Je vénovéna, jak ug
jsme uvedli, Cauchyho tloze v oblasti neanalytickych funkei. Po objasnéni korekt-
nosti Cauchyho tlohy a po krétkém vykladu hlavnich my#lenek zobecnéného feseni
parcidlnich diferenciélnich rovnic feki autor Cauchyho tlohu pro hyperbolickou sou-
stavu 1. f4du 8 dvéma nezévisle prom&nnymi. Reden{ je uréeno soustavou linefirnich
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integréalnich rovnic Volterrova typu s integradni cestou podél charakteristik soustavy.
Autor dokazuje existenci a jednoznaé¢nost feSeni ve t#id® funkei se spojitymi deri-
vacemi prvého f4du, a také korektnost uvedené Cauchyho ulohy.

Daéle se vysetiuje Cauchyho problém pro vlnovou rovnici s poééteénimi hodno-
tami pro t = ¢, v jedno-, dvou- a tiidimensionélnim ptipadd a je proveden dikaz
véty o jednoznaé¢nosti pro dvakrét spojité diferencovatelnd feseni. Diukaz existence
fe¥en{ je proveden verifikaci zndmého vzorce pro t¥idimensionélni ptipad. Dvou- a
jednodimensionélni pfipad se dostanou postupnym anulovanim proménnych. Celé
partie o Cauchyho tloze pro vlnovou rovnici obsahuje ¥fadu cennych poznémek
o podstaté otézky. Specidln®, pfi vySetiovéni vzorch, davajicich FeSeni Cauchyho
tulohy, je objasnéna otazka difuse vin.

Potom nésleduje n&kolik paragrafii, neobvyklych v matematické knize o par-
ciélnich diferenciélnich rovnicich, o Lorentzové transformaci a matematickych zé-
kladech specidlniho principu relativity.

V _souvislosti 8 Lorentzovou transformaci je objasnéna otédzka Cauchyho pro-
blému pro vinovou rovnici s poééteénimi podminkami danymi na nadroviné v zé-
vislosti na uhlu, ktery sviré nadrovina s ¢asovou osou. Velmi bohaty na materiél je
posledni paragraf prvé éésti druhé kapitoly, v némz je podén piehled zékladnich
faktt v theorii Cauchyho tlohy pro obecné hyperbolické rovnice. Jsou zde uvedeny
vysledky dosaZené samym autorem a S. L. Sobelevem a také vysledky methody
koneénych diferenci (prédce Courantova, Friedrichsova, Lewyho).

Prejdéme ke druhé 84sti druhé kapitoly (kmity omezenych téles).

V této tasti po dukaze jednoznadnosti feSeni smidené ulohy pro vinovou rovnici
je podrobné objasnéna spojité zévislost fedeni na potateénich podminkéch v jedno-
rozmérném piipads. Methodou Fourierovou je feSena tiloha o kmitech struny. Déle je
v fad® paragrafi vyloZzena Fourierova methoda pro hyperbolickou rovnici tvaru:

.
oe?
Predpokléds se, e koeficienty jsou dostatednd hladké, pri demz
A(t) >ay >0 a Cx) <cy <O,

kde a, a ¢, jsou konstanty. Po vyloZeni obecnych vysledki, tykajicich se charakte-
ristickych ¢isel a charakteristickych funkei jsou uvedeny bez.dukazu vysledky ohled-
né jejich variadnich vlastnosti a dile se dokazuje véta Courantova. To umoziuje
autoru ziskat asymptotické vyrazy pro charakteristicka &isla a funkce. Zdtivodnéni
Fourierovy methody pro vyse uvedenou rovnici se d&je na zéklad$ variaéniho po&tu
a asymptotickych vyrazi.

Potom je krétce uvedeno zduvodnéni Fourierovy methody na zdklad® uziti
Greenovy funkce a aplikace theorie integrilnich rovnic. Ve dvoudimensiondlnim
pfipads je az do konce vySetfovéno pouze kmiténi obdélnikové membréiny.

V zévéreéném paragrafu této &4sti jsou uvedeny ndkteré poutky o charakteris-
tickych funkcich v mnohodimensiondlnim ptipads, o Sturmové vété, o singularnich
tlohéch v jednodimensionalnim p¥ipads a o pfiblizném vypodtu charakteristickych
&isel a funkef. .

V hlavnim textu tieti kapitoly se vySetiuje Laplaceova rovnice, dokazuji se zé4-
kladni vlastnosti harmonickych funkei a fesi se Dirichletova tloha pro kruh.

Jednim z tstfednich paragrafi je v této kapitole ten, v ndm% je prostd a ele-
gantnd vyloZena methoda Poincaré-Perronova k sestrojeni zobecnéného feSeni Di-
richletova problému a je pravedeno vy3etfeni regularity hrani¢nich bodi. Uvedme
jestd jeden zajimavy paragraf, v ndm? je uZito methody siti k feSeni Dirichletovy
tlohy.. -

Obsahov® velmi bohaty je posledni paragraf kapitoly, v ném% je pfehled nej-
dulezitéjsich vysledkn pro obecné eliptické rovnice (préace S. N. Berndtejna, I. G.
Petrovského, S. L, Soboleva, Lewyho, Fellera a jinych). Theorie potenciélu je vylozena

*u %
A() g+ O@) T+ DO+ Ble) o2 4 [Fy(0) + Fyfe)] u = 0.
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pouze pro rovinny p¥ipad, a na ni zaloZena véta o existenci feSenm®vnitini Dirichle-
tovy ulohy je uvedena pouze pro kiivky s kladnou kiivosti.

Posledni kapitola vénované parabolickym rovnicim je nevelika. V ni je Fou-
rierovou methodou FeSena rovnice pro vedeni tepla v jednodimensionélnim pripad®
a dokazuje se v&ta o existenci a jednoznaénosti pro problém &ifeni tepla v neomezené
tyéi. Ve struéném piehledu bédéni o rovnicich parabolického typu jsou uvedeny z-
kladni vysledky préce Qevreyovy.

Utitime nyni ndkolik poznémek ohledné jednotlivych mist knihy, p¥i éemz uve-
deme tyto poznémky nikoliv v pofadi jejich vyznamu, nybrz podle postupu vykladu
v knize.

Autor odvozuje rovnice matematické fysiky, pti éem% uvatuje kubicky element
objemu (str. 9—12). Ugelndjsi je vysettovani libovolné oblasti s pouzitim Ostrograd-
ského vzorce. Uvaha o napéti membrany na str. 14—15 se jaksi vymyké z celkového
stylu knihy.

Pii diukaze véty Kovalevské autor uZivd (viz str. 31) v Seském piekladu
str. 30 elementarni majoranty

Fo K
[Choky. . ka%0°%1" -+ af™ < M,

coZ mu neumoziiuje, piesné feteno, udinit dulezitou poznémku na str. 37 (pfeklad
str. 35) o zavislosti g a « pouze na R a supremu abs. hodnot koeficientt soustavy.
Obvyklé uziti druhé majoranty by okamZit® ospravedlnilo tuto pozndmku.

Bylo by Zédouci, aby na str. 64 (pfeklad str. 60) bylo uvedeno, Ze redukce
na kanonicky tvar v oblasti mé pfece jen lokalni charakter.

Je nutné podrobnéji objasnit pojem zobecnéného fedeni (viz str. 84—86, preklad
str. 78—80). Zd4 se ndm raciondln&jsi integralni definice zobecnénych Feseni. Toto
neuzivé hladkych feSeni a je mnohem vhodndjsi pfi feSeni tloh v zobecndném
smyslu.

Naprosto jednoduse lze dokézat, Ze zobecndné feSeni v integrdlnim smyslu
a spojité feSeni Laplaceovy rovnice je obvyklé feSeni.

Pozadavek &ty derivaci u ¢, a ¢, (viz str. 148, pieklad str. 137), aby bylo
mozno derivovat &len po ¢lenu Fourierovu fadu, je piili§ silny. Jest Zadouci, aby
bylo uvedeno d’Alembertovo feleni pro omezenou strunu a aby bylo ospravedlnéno
na zékladé Fourierovy methody za obecnych pfedpokladi, bez derivovéni &len po
¢lenu.

Ve viem nésledujicim jsou kladeny na ¢, (potétetni hodnota u) a na ¢, (pota-
tetni hodnota u;) stejné pozadavky. Podle podstaty v&éci maji byt pozadavky na ¢,
méné ostré nez na ¢,.

Na str. 150 (preklad str. 138) se mluvi o zobecnéném fefeni limitni tlohy,
av8ak nikde neni jasn& fedeno, co je to zobecndné feseni problému. Diive bylo defi-
novano pouze zobecndné feSeni rovnice.

Nejsem piivriencem toho, aby byly dokazovény obecné véty o rozloZeni podle
charakteristickych funkei a aby byla ospravedlfiovana Fourierova methoda v jedno-
rozmérném piipads na zéklad® variatniho poétu a asymptotickych vyjéadieni. Tato
cesta je prili8 sloZit4. _

Zékladni a obtiznou véef v dikaze je v podstatd pouze dokézat 'uzavienost
soustavy charakteristickych funkef. Tu by bylo mozno dokézat pomoci Greenovy
funkce a theorie integrélnich rovnic. Na zéklad® uzavienosti 1ze podle V. A. Sték-
lova lehce dokézat vétu o rozloZeni funkce f(x), vyhovujici limitnim podminkém
a majici spojitou derivaci, v stejnomérn® konvergentni fadu. Stejné elementarns
se dokazuje mozZnost dvojnésobného derivovani ¢len po ¢lenu pro piipad operétoru

L(y) = d—d_,; [p(x) y] —q(x) y
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pfi nésledujicich podminkéch: f(x) mé spojité derivace do tietiho tédu, g(z) do dru-
hého Fddu, g(x) mé spojitou derivaci a konednd plati:

flx) =0 a(;-ixy[p(x)f(w)]=0prox=09,x=l.

Tyto pozadavky jsou slabsi ne% ty, které jsou uvedeny autorem na str. 177 (preklad
str. 163). ;

Poznamenejme jeitd, ze uziti vty Hilbert-Schmidtovy, kromé uzavienosti sou-
stavy charakteristickych funkei, dava velmi prosté i variaéni vlastnosti charakteris-
tickych hodnot a funkei ve tiidé dvakréat spojité diferencovatelnych funkei. To ote-
viré cestu také k ziskéni asymptotickych vyrazi.

Vypotty, provedené na str. 189, (pieklad str. 17 3—174) jsou zbyteéné. Stadi
ukézat, Ze vzorec (5.24) urduje funkei %(s), kterd vyhovuje rovnici (1.24) i limit-
nim podminkdm a pfipomenout jednozna¢nost takového Fedeni. Bezprostiedni
ovéteni vzorce (5.24) je velmi jednoduché.

Na str. 190 (pteklad str. 174) by bylo zadouci trochu podrobnéjsi objasnéni
ekvivalentnosti rovnice (14.24) a diferencialni rovnice (13.24) s limitnimi podmin-
kami.

Bylo by uziteéné ukézat principidlni ebtiZnost obecného ospravedlnéni Fou-
rierovy methody, dokonce i pro vinovou rovnici, v trojdimensiondlnim ptipadé
(viz str. 200, pieklad str. 183—184).

Nastr. 202 (pfeklad str. 185) je uvedeno, %e pii dvou a tfech nezdvisle pro-
ménnych staéi pozadovat, aby funkce f méla omezené a spojité derivace a# do tie-
tiho fédu véetns. To je spréavné, aviak vezmeme-li v ivahu to, ¥e FeSeni Poissonovy
rovnice se spojitymi derivacemi az do druhého ¥4du, rovné nule na hranici, je vy-
jadfeno Greenovou funkei pak plyne odtud, e staéi spojitost derivaci prvého
a druhého f4du v uzaviené oblasti.

Neni jasno, o jaké tplnosti g,(x) ve t¥id% pipustnych funkei se mluvi na str.
208 (pteklad str.190). Pfi obvyklé tiplnosti v L, jsou dalsi tvrzeni nespravna. Je
nutna konvergence v priiméru i funkei i jejich derivaci. Mimoto, pfi limitnim pie-
chodu xgm(x) —> x;(x) je tfeba pfedem pozadovat normovanost charakteristickych
funkei a zminit se vyslovné o nutnosti piejit k podposloupnosti vzhledem k ne-
urdenosti znaménka u normované charakteristické funkce.

Pro¢ je na str. 235 (pfeklad str. 216) uvedena podminka (1.32) jednoznag-
nosti Fefeni vndjsi Dirichletovy tlohy v trojdimensionélnim piipadé?

Jednoznaénost fefeni, rovného nule v mnekoneénu, bezprostfednd vyplyvé
z véty o maximu a minimu pro harmonické funkce. Lze lehce doké4zat, uzijeme-li fe-
8eni Dirichletovy tlohy pro kouli a inverse, %e, kdyz u(M) je funkce harmonicka
v okoli bodu v nekoneénu a rovné nule v nekoneénu, podminka (1.32) je splnéna.

Druhé krajovs tiloha na str. 238 "(pieklad str. 219) je formulovéna tak, Ze
je déna jednostranné normélni derivace na hranici. Obvykle je déna limita normaél-
ni derivace pii pfiblizovéni bodu po normsle k bodu plochy. Z existence této li-
mity plyne (viz str. 259, pFeklad str. 237) i existence jednostranné normélni de-
rivace na hranici, rovné této limits. Opak neplati. Pro Ljapunovovy plochy pii
spojitosti hraniéni funkce se Fesi druh4 krajové tloha ve smyslu limity normélni
derivace. Existuje véta o jednoznaénosti pfi formulaci limitni podminky s jedno-
strannou derivaci. Vysledek je v tomto piipads, jak je patrno z fedeného, obsas-
ndjsi.

Je uZitetné poznamenat, e nutnost podminky (1.33) muze byt dokézéna p¥i
pouhé podmince spojitosti (M) v oblasti i s hranici, jestlize uzijeme existence fFeSeni
pfi splnéni podminky (1.33).
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Je zédouci uvést vysledky préace M. V. Keldyde a M. A. Lavrentjeva o jedno-
znaénosti feseni druhé krajové ulohy.

Dukaz o jednoznaénosti, uzivajici pouze spojitosti u(M) v oblasti bez hranice, se
provede velmi jednoduse, jestli pfedpoklddéme, ze v kazdém bodé hranice je moZno
sestrojit dotykovou kouli, jejiZz viechny body aZ na bod dotyku lezi uvniti oblasti.*)

Pii pfevedeni kiivosarého integradlu na integrél vzhledem k s (str. 264, pfe--
klad str. 242) je uzitetné pfipomenout periodi¢nost jadra a nutnost periodi¢nosti
viech funkei.

Uvahy, které vedou k identitd na str. 266 (pteklad 244), nejsou tuplnd
opodstatnéné, nebot v 33. paragrafu byla jednoznaénost druhé krajové ulohy do-
kézéna za predpokladu, Ze prvé derivace jsou spojité v oblasti i s hranici.

Nase poznamky se tykaji pouze jednotlivych detailt vykladu.

Na zévér zdiurazndme jeitd jednou charakteristické zvldstnosti recensované
knihy. Tato obsahuje mnoho cenného, fidce se vyskytujiciho materidlu, zvlasté po-
kud se tyte vét o existenci a jednoznaénosti o otdzkéch korektnosti feSenf tloh pro
jednu parcidlni diferencidlni rovnici a pro soustavu takovych rovnic. Plan knihy je
sestaven velmi zajimavs. Viechny vysledky, v to potitaje i dévno znémé, jsou vylo-
Zeny originaln® v duchu souéasnych nézorti. Autor uvedl mnoho zajimavého mate-
ridlu z pra,ci objasnujicich cesty dalsiho rozvoje theorie. Ve to ¢ini knihu velnu
cennou nejen pro studenty, nybrz i pro védecké pracovniky.

V. 1. Smirnov.
Prelozil 0. Vejvoda, Praha.

B. V. Gnédénko: Nastin historie matematiky v Rusku. (5. B. I'nedenxo:
Quepkn 1o HeTOpUH MaTeMaTnRH B Pocenn.) OGIZ, Gosudarstvennoje izdatélstvo
techniko-teoreti¢eskoji literatury, Moskva-Leningrad, 1946, 247 str., cena rubla 6,—,
véz. 7,50.

Dnes, kdy kvapem dohénime své mezerovité védomosti o mocném Sovétském
svazu a o minulosti nejvétsiho slovanského néroda, pfisla ndm Gnédénkova. knizka
jako na zavolanou.

Prvni pisemné paméatky ruské matematiky sahaji az do r. 1134. leolajem Iva-
novitem Lobagevskym se ruské matematika vysunula na pfelomu XVIII. a XIX.
stoleti na svétovou uroven, a udrzela svou svétovou povést Pafnutijem Lvovidem
Cebysevem, Andrejem Andrejevitem Markovem, Alexandrem Michajlovitem Ljapu-
novem, Sorniou Kovalevskou a jejich odchovanci. Ve XX. stoleti, zvlasté po Velké
fijnové revoluci, postavila se ruskéd matematika pravé v nejmoderndjsich oborech,
v theorii ¢isel a v podtu pravdépodobnosti na prvé misto svétové matematické tvor-
by. Proto zasluhovala ruské matematika jiz ddvno zvléstni monografie, kterd by
soustavnd podala jeji vyvoj a zasadila jej do rémce kulturniho i politického rtistu
velkého ruského néroda a stétu. Bylo toho tim vice zapotiebi, protoZe zépadoevrop-
ské literatura matematické a matematicko-historické, stojici hlavné pod némeckym
vlivem, nezné mnohé objevy ruské a vabec slovanské, pfitité je pozdéjsim zépado-
evropskym znovuobjevitelim a pfikladé jim jména téchto pozddjsich neruskych
autora. Opakuje se tu kolikrét'znémé historie Bolzanova objevu spojité funkee bez
derivace.

Gnédénkovy ,,Oéerkl“ jsou prvou splétkou tohoto velkého dluhu, Ji ejich velké
zésluha spodivé v.tom, Ze je tu po prvé podén soustavny a pfehledny popis vyvoje
ruské matematiky od nejstariich dob aZ po naSe dny. Existujj sice krdsné monografie
o jednotlivych obdobich ruské matematxky, zv145t8 pré.ce V.V. Bobymna, T.J. Ra)-

- *) Viz 8lanek S. Zaremba: O jednom smideném problému, Ma»w;tcim ge k Lapla-
ceové rovnict. (Ob odnoj smeSannoj zadade, otniosjaddejsja k uru.vnem)u 'Daplaaa)
»Uspechi matematideskich nauk*‘; 1946, t. I, vyp. 3—4.. . .
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nova a jinych, nebo dgjiny ruské Akademie véd nebo monografie vénované jednotli-
vym ruskym matematikiim, av8ak obraz celého vyvoje od nejstarsich dob az do polo-
viny XZX. stol. schézel.

Autor ,,O%erku‘‘ zandgel se jiz 10 let my&lenkou napsat podobnou knizku. Své-
tové vélke se svym hriiznym spustodenim evropské Rusi znemoznila provedeni tohoto
tmyslu di¥ive. Aviak ji% rok po vztyleni vitézného rudého praporu na berlinském
. parlamentu vychézi v Moskvé Gnédénkav pomnik ruské matematioké tvorbs. Maly

rozmér knihy (247 strének velikosti 124 em X 20 cm), snaha, uéinit knihu p¥istup-
nou &tendiim s gymnasijnim vzddlénim, pfiblizit latku lidsky Sirokym vrstvdm
védychtivych ruskych lidi a kone&ns i osobni zéliba autora, védecky ¢inného v poétu
pravdépodobnosti a v matematické statistice, vedly k nutnému omezeni latky, jeji-
mu tu ob&irngjsimu, jinde strué¢ndjdimu zpracovéni, ba spokojujicimu se nékdy jen
krati¢kou zminkou. Maly rozsah knihy také nedovoloval zpracovat v8echny obory
a doby stejné dikladné. Skoda, Ze kniha neni provézena jmennym rejstiikem, ktery
by teprve nejen ukézal, jak detni rusti matematikové vynikli nad primér a jak bo-
haty material autor snesl, nybrz i udslal z knihy nepostradatelnou ptiru¢ku pro kaz-
dého, kdo se jednak chce pouéit o minulosti ruské matematiky, jednak chce na zékla-
dd jejich skv&lych vykont pracovat déle.
Nutné strudnost je vyvéZena jak Zivotopisnymi naérty velkych matematiki,
" tak néstiny historického prostiedi a vysvétlivkami matematické latky, presahujici
odborné znalosti predpoklédaného matematického vzdélani Etendfstva.

- Uvedeme jektd prehled kapitol a paragrafi knihy: Uvod. Obsah. Kap. I. Mate-
matické védomosti v Rusku do podatku XVIII. stol. § 1. Matematické védomosti do
XVII. stol. § 2. Matematické véddomosti v XVII. stol. § 3. Organisace 8kol. § 4.
Aritmetika Magnického. Kapitola I1. Védecka prace v Rusku v XVIIL. a XIX. stol.
§ 5. Zalozeni Akademie véd. § 6. Euler. § 7. Organisace universit. § 8. Nikolaj Iva-
novié¢ Lobagevskij. § 9. Petrohradskd matematicks 8kola. § 10. Michajl Vasiljevié¢
Ostrogradskij. § 11. Pafnutij Lvovié¢ Cebysev. § 12. Andrej Andrejevié Markov.
§ 13. Alexandr Michajlovié Ljapunov. § 14. Sofia Vasiljevna Kovalevskaja. § 15.
Moskevské matematické spoleénost. Kapitola ITI. Rozvoj matematiky ve XX. stol.
§ 16. Zvlastnosti rozvoje matematiky ve XX. stol. § 17. Matematické stiediska
v Sovétském svazu. § 18. Moskevskd matematické Skola. § 19. Sovétské Skola theorie
&isel. § 20. Sovétska Skola theorie pravdépodobnosti. Doplitky. Doplnék 1. Slovanské
numerace. Dopln&k 2. C4ra, omezujici rovinny obrazec o nejvétdim obsahu. Dopl-
n&k 3. Mnohodleny nejménd se odchylujici od nuly. Doplndk 4. Pojem mnoziny.
Poutzité literatura.

Nejlepsim doporudenim knihy je jist$ okolnost, Ze néklad 50 000 vytiski je
v nakladatelstvi rozebran. Q. Vetter, Praha.

0. F. G. Schilling: The theory of Valuations. (Theorie ohodnoceni). Mathema-
. gcal Surveys IV, American Mathematical Society, New York, 1950, str. VIII 4 253,
6,—.
- Dile autorovych slov uvedenych v pfedmluv® lze pokladdat theorii ohodnoceni
za zviastni piipad topologické algebry. . 7
V pojednéni J. Kirschdka (1913) poprvé definovéno ohodnoceni pro libovolné
komutativni tdleso jako roziiteni pojmu absolutni hodnoty, ¢im% ov8em i zavedena
metrika. Dali rozéffeni pojmu ohodnoceni pro komutativni tdlesa pochézi hlavnd od
Ostrowského & Krulla. Myslenka ohodnoceni ukézala se vSak' tak plodnou, %e byl
pojem ter rozdifen i na okruhy (komuteativni i nekomutativni a dokonce i neasoeia:
tivni), - S : e Fi ‘ : Bk
Definioe Kiirschdkova zahrnuje také klasické uZiti absolutni hodnoty v theorii
téles redlnych & komplexnich &igel a metrickou topologii tak vzniklou. Této topo-
logie u#ivé se na piiklad pki dikezech zékladni véty algebry. Neni viak ji% tak na-.
snad® novajsi uziti iselnd theoretického pojmu: ddlitelnosti p¥i topologisaci. Metrika,
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na délitelnosti zaloZend se po prvé vyskytuje pfi Henselové konstrukei p-adickych
&isel. (Henselovy préce spadaji do prvnich let tohoto stoleti.) Uskutetniuje se tak
uzké spojeni mezi theorii algebraickych funkei jedné proménné a theorii algebraic-
kych ¢&isel. Od Hensela pochézi (1908) také zékladni pomocné véta o reducibilnosti,
na jejimz zevieobecndni je zaloZena velké &4st theorie ohodnoceni. Mocny néstroj,
uzivany p¥i diskusi algebraickych kiivek, stal se tak dostupnym i pro algebraické
&iselnd télesa, pozdéji i pro jiné otézky algebry.

V novdjsi dobs méla theorie ohodnoceni dulezitou dlohu v theorii algebraickych
&isel, na pt. pfi nové formulaci a doplnéni theorie téles tiid (Artin, Chevaley, Hasse)
a pri klasifikaci jednoduchych algeber nad &iselnymi algebraickymi télesy (Hasse,
Albert). V 1zké souvislosti s jinymi topologickymi methodami mé veliky vyznam
v Krullovych pracich o struktufe komutativnich okruhu a pii vystavbé pfesnych
zékladd algebraické geometrie.

Je patrné, %e theorii tak rozvétvenou bylo by nesnadné sméstnat do jedné kni-
hy. Kniha Schillingova se soustfeduje na obecny vyznam theorie ohodnoceni pro
algebraickou a &iselnd theoretickou strukturu téles, komutativnich i nekomutativ-
nich, jednoduchych algeber, a zabyv4 se také na pf. lokélni theorii téles tiid & ne-
komutativni theorii ideala. Neptihlizi v8ak na- pf. k souvislostern mezi absolutni
hodnotou v klasickém smyslu a p-adickym ohodnocenim a vibec se nezabyvé uZi-
tim theorie ohodnoceni v algebraické geometrii.

Podéme struény obsah dila, takZe uvedeme piehled jednotlivych kapitol.

Kap. 1. Obecné vlastnosti ohodnoceni, poddvé zédkladni definice a véty theorie
ohodnoceni pro t8lesa (i nekomutativni) pfi libovolné jednoduse uspoirddané grupd
ohodnoceni, elementérni vysledky o okruzich ohodnoceni, vztahy mezi ohodnocenim
a homomorfismem a koneéné rozsifeni ohodnoceni na algebraické rozsifeni téles.

Kap. 2. Uplné t8lesa, pojednévé o tom, jak lze téleso s ohodnocenim roziiFit
na 8irdi t&leso, tak aby byly zachovany &iselnd-theoretické vlastnosti pavodniho t&-
lesa vzhledem k danému ohodnoceni, zjednodusila se vSak po adjunkei novych
prvka algebraické struktura rozsifeného télesa. V pripadé ohodnoceni hodnosti 1
(t. j., 1ze-li povazovat grupu ohodnoceni za aditivni grupu realnych &isel) je roziifenéd
téleso doplnénim pavodniho télesa vzhledem k vhodné zvolené metrice. Pfitom se
uziva jen zcela elementérnich vét z theorie dopliiovani metrickych prostori. P¥ipad
ohodnoceni obecného typu uvedenych v kap. 1 vyzaduje transfinitnich avah. Ve
vBech piipadech je vrcholem dukaz jednoduchého &iselnd theoretického kriteria,
Henselovy pomocné véty, kterd mé zédkladni dulezitost pfi uvazovéni o algebraic-
kych vlastnostech doplnénych téles.

Kap. 3. Rozvétvovaci theorie ohodnoceni. Je to zevieobecndni Hilbertovy
theorie rozvétveni, odvozené jim pro algebraické ¢iselné télesa. Theorie je podéna ve
velmi obecném tvaru, takze vysledku lze uZit i na nekonednd roziifeni obecnych
relativn®d kompaktnich téles. To pak uzito na Krullem podanou Galoisovu theorii pro
nekoneéné roziifeni. Tato kapitola obsahuje také odvozeni existendnich theorémi
pro roziifeni t&les pii pfedepsané Galoisové grups.

Kap. 4. Speciélni theorie ideélu, jedné o klasické theorii idealu, kters plati
v algebraickych &iselnych télesech a v t&lesech algebraickych funkei jedné pro-
ménné. Systém axiomu pro theorii idealt udany E. Noetherovou je nahrazen systé-
mem, ktery poZaduje existenci diskretnich ohodnoceni hodnosti 1 a ndkteré vlast-
nosti kone¢nosti a nezédvislosti. Systém je tak uspofédén, Ze po vypusténi jednoho
z axiomu dostaneme Artinovu theorii kvasidélitelnosti. Tato theorie mé dulezitost
v uvahéch o algebraickych varietéch a tim i v algebraické geometrii. Déle ukézano,
%e zcela jednoduché pifedpoklady o struktufe ideali télesa maji za nésledek omezeni
pro algebraickou strukturu télesa. Koneénd jsou nékteré z vysledkti komutativni
theorie roziifeny i na jednoduché algebry.

Kap. 5. Ciselna theorie jednoduchych algeber, obsahuje zevSeobecnéni theorie
ide4la z kapitoly 4 na jednoduché algebry. Hlavnim cilem je podat &iselnou theorii
jednoduchych algeber, pro jichZ centra plati klasické theorie ide4lu.
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Kap. 6. Mistni theorie télesa t¥id. V této kapitole pojednéno o tom, jak lze
popsat mnoZinu viech Abelovych rozsifeni nad speciédlnim plnym télesem pomoci
podgrup multiplikativni grupy pi#islusného zékladniho télesa. Vysledné theorie je
v jistém smyslu zevSeobecnénim theorie rozsifeni pomoci odmocnin.

Kap. 7. Struktura tplnych téles. Je to pokradovéni v uvahéch kap. 2. Pojed-
néno zde hlavnsd o algebraické a topologické struktufe uplnych a maximélng tplnych
tdles. Zakladni tdleso F' se omezuje ruznymi pfedpoklady a popisuji se strukturové
« vlastnosti téles (nekomutativnich nad F).

Dilo je zakonéeno dvéma dodatky a ,,slovnikem‘‘ (Glossary).

Dodatek I. Obecné Galoisova theorie, podavé po shrnuti zékladnich vét klasické
Galoisovy theorie koneénych normélnich separabilnich rozsifeni Galoisovu theorii
nekonednych normélnich separabilnich rozsifeni. .

Dodatek II. Obecné theorie linedlnich (asociativnich) algeber (koneéné hodnosti
nad zédkladnim télesem).

Slovnik uvédi ndkteré ndzvy a véty, jichZ se v knize dasto uzivé.

Kazd4 kapitola je zakondena petliv® sestavenou bibliografii latky v ni projedné-
vané, coz usnadiiuje hledéni ve velmi obséhlé literatufe o ruznych smérech theorie
ohodnoceni. .

Kniha obsahuje éetné piispévky autorovy. SnaZi se podat theorii ohodnoceni
vidy co nejobecnsji sledujic stav theorie aZ do posledni doby. Je to kniha velmi
obsaZné s rozeahem ne pfili§ velikym. Aby autor tohoto cile doséhl, jsou dikazy po-
dény co nejstruénéji, oviem nékdy aZ na tkor snadné srozumitelnosti.

K. Rychlik, Praha.
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CGasopis pro pdstovini matematiky, rot. 77 (1952)

REFERATY O PREDNASKACH
V MATEMATICKE OBCI PRAZSKE
A V BRNE-

K PROBLEMATICE TEORIE PRUZNOSTI
(Referét o prednésce Dr Ing. Ivo Babusky, proslovené dne 19. kvétna 1952.)

1. Dirichletdv problém.

Jak zndmo, Dirichletovym problémem v roviné, na pf. pro kruh,
rozumime nalezeni harmonické funkce uvnit¥ kruhu spojité prodluZitelné
na hranici kde nabyvd pfedepsanych hodnot. Lze dokézat, Ze existuje
prévé jediné feSeni. Snadno se nahlédne, Ze z poZadavku, aby harmonickéd
funkece byla spojitd na uzavieném kruhu plyne, Ze pfedepsand funkce na
hranici musi byti spojitd. V praxi se v8ak dasto vyskytuji p¥ipady, kdy
okrajové podminky jsou nespojité. Musi se proto opustit pozadavek spoji-
tosti harmonické funkce na uzavieném kruhu. Je to mozno nékolikerym
zptisobem.

a) ProdluZitelnost viude, a% na konedny podet vyjimeénych bodi.

b) Uhlov4 prodluZitelnost v¥ude nebo skoro viude.

¢) Radidlni prodluzitelnost v§ude nebo skoro viude.

Problém unicity a existence nenf zde jiz tak jednoduchy jako v pﬂ-
padé spojité prodluZitelnosti.

2. Neumaniv problém.

Neumanovym problémem v roviné rozumime, jak zndmo, nalezen{
harmonické funkce, kterd mé na hranici pfedepsané norméln{ derivace.
Vét&inou se %4dé, aby obd parcidlni derivace harmonické funkce byly
spojité prodlufitelné na hranici. P¥i nespojitych okrajoijch podminkéch
vznikaji problémy jedt® obtiZnéjsi ne v prvém p¥ipads a jsou zatim skoro
nei‘eﬁeny Moznosti formulace problému pro nespojité okra] ové podminky
jsou zde jestd Sirsi.

3. Biharmonicky problém.

Biharmonickym problémem rozumime nalezen{ biharmonické funkee
W, majici na hranici pfedepsané hodnoty funkce a hodnoty norméln{
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derivace. Je to tedy do urdité miry spojeni problému Dirichletova a Neu-
manova. Skute¥né obtiZe p¥i nespojitostech okrajovych podminek jsou
spojenim obtiZi obou d{véjiich pi{padi. Unicita tohoto problému nen{
dodnes ani pro spojité okrajové podminky dokézéna. Mimo dikaz

. Kirchhoftv, ktery pfedpokldds ze AW, azai_xW, a;;V
¥itelné na hranici, ukdzal v roce 1932 MUSCHELISVILI, Ze stadi Zadat, aby
AW a konjugované funkce k AW byla spojité prodluzitelnd na hranici.
V roce 1934 ukézal MIcHLIN, %e stadi 74dat, aby AW bylo omezené.
Lze viak ukazat, %e stadi aby holomorfn{ funkce ¢ byla totdlné spojitd
na hranici, kdy? Reg’ = AW tento piipad jest zobecnénim obou dffvej-
%ich dékazd. Je-li hranice dostatetnd hladké, 1ze dikazy jeSté zobecnit.
Biharmonicky problém jest zékladnim problémem matematické
theorie rovinné pruznosti. Je to t.zv. prvy problém. Mimo to vyskytuj
se je&td problém druhy a smffeny. Problematika druhého problému jest
podobné jako u prvého, biharmonického. Problém smifeny jest sloZitéjsi.
- Problematika nespojitych okrajovych podminek vznikd z praxe a
jest do velké miry oteviena pravé tak, jako problematika nehladkych
hranic. Zminim se je§té o jiné problematice, kterou nam také dala praxe.
- P¥i feden{ biharmonického problému zajimaji nds hlavné jeji druhé
derivace. Vzniké otézka p¥i FfeSeni pomoci sfti, zda nemohou nastat velké
nepfesnosti v druhych derivacich, které nés zajimaji i kdy% uréime bi-
harmonickou funkeci dosti pfesné. '
Jingm naléhavym problémem jest integralnf rovnice druhého
druhu

jsou spojité prodlu-

b
(p(t)——|—&fK(x, 1) () doe = f(¢),

kdy? jadro K nenf integrovatelné, ale je analytické na otevieném inter-
valu a, b. I tento problém vznikl pii FeSeni otdzek praxe.

Cht#l jsem naznagit n&kterou matematickou problematiku specific-
kou pro theorii rovinné prufnosti, samoziejmé okruh otdzek jest jeSté
mnohem &irdf. Naznatil jsem pouze n&které z téch, které se ndm v posledni
dobs vyskytly a vznikly z praxe.

'V celé theorii pruznosti, konen& to nenf ani pro‘pruznost specifické,
vznikajf rozséhlé problémy, které technika musi Fesit. Musf pfijit k urdi-
tyin zdvérim. Exaktn{ matematické feSenf nenfdnes mozné. Tyto problé-
my nakonec, nepomfiZe-li matematik, coZ jest dnes ve v&t¥in& piipadil,
musf{ ¥e¥it technik sém. Red{ je svou cestou, kterd mé vSak pFed-
nosti a nedostatky. Chtél bych se proto nakonec zminit o zplisobu, jakym
¥ed{ technik svou problematiku a jak usuzuje zejména na rozdil od mate-
matika.

Kazdé my¥lenkové tvoreni mé dvé d4sti. Je to tvofeniideovych kom-
binaof a jejich vybér. Jest moZnych mnoho kombinaci, ale ne viechny
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]sou spésné. Uvazujici ¢lovék vybird intuitivng ty kombinace, které
maji nadéji na uspéch.

S.tohoto hledlska jest FeSeni matematika a technika (dokonce kaidé
mySlenkové tvofenf) stejné. Rozdil jest viak v tom, jak matematik a
technik postupuje. Matematikova préce jest ryze a pfesné deduktivnf.
Jeho postup poziistdvd ve tvofeni vhodného fetézu deduktivnich tsudki
za sebou. Nakonec vychdzi matematik ze soustavy axiomf a pfichdzi
deduktivné k urditym zévértm. Intuitivni vybér ideovych kombinaci
projevi se tedy pouze ve zplisobu tvofen{ fetézu dedukef od axiomu a¥%
do zévéru a vybéru axiomu (na pf. pfi axiomu vybéru se Sasto uvadi
byl-li pouzit neb ne).

Technik postupu]e podobns. Na rozdil od matematika uZfvd mnohem
vice axiomli neZ je t¥eba, pfesnéji axiomaticky formulovanych vét,
hypothes. Tyto axiomy bere ze zkuSenosti a vétSinou jich uzivd, aniz je
presné formuloval a nejen to, ani 8asto si neuvédomi, %e jich uzivé. Pro
matematika jest tedy technické préce z tohoto diivodu plna logickych
skokili. Axiomaticky postulované hypothesy nejsou oviem axiomy v mate-
matickém slova smyslu (t. j. nemus{ byt na p¥. nezdvislé nebo nesporné)
a Sasto se lisf v rtiznych pracich, takze diikazy priikazné pro jednoho ne-
musi byt presvédéivé pro druhého. Je to pochopitelné, nebot jestlize ma-
tematikové nejsou tplné jednotni v nazirdni na pf. na axiom vybéru,
pro¢ by technikové museli byti jednotnéjsf v nazirdéni na mnohem det-

Yy

néjsi technické hypothesy.

Technik pfi tvofeni riiznych svych hypothes jest dosti bezstarost-
ny. Nevidi pfi¢iny, pro¢ by mél zachovivati matematickou ptesnost,
kdy?% ve svych tivahdch provadi velké zjednoduovéni o ném# je presvéd-
&en, ze vede k vétSim chybdm, neZ né&jaksd ta nepfesnost matematicks.
Pro technika jsou matematické ivahy obrazem jeho fysikdlné technic-
kych tivah a proto nedini také rozdilu mezi matematickou implikacf a fy-
sikdlnim disledkem. Technik oviem v zésad®é nemiiZe postupovat jinak,
ponévadz #ni profesionélni matematik nedovetl¢ problém exaktnd Fesit
tam, kde technik musi k néjakym zdvérim bezpodmine¥n& dospét. Je
tedy zfejmo, Ze intuitivni vybér ideovych kombinaci mé pro technika
vyznam zésadni.

Tvofeni rtznych pracovnich hypothes v technické préci jest vSak
nejen prostfedkem k ziskdni zédvéri odpovidajicich skutetnosti, ale je
i pti¢inou jejich omylé a chyb. Tyto chyby vznikajf proto, %e technici
&dasto si ony pracovnihypothesy ani neuvédomi. Mimo to technik nevidi
rlzné tGskali matematiky, ponévadzZ vidi ve svych matematickych tiva-
héch fysikélni,,d&je* a proto postupuje dasto pi'ﬂlé odvéaZné, cof mite byt
dalsf p¥{¢inou chyb.

Naznadil jsem strudné n8které subjektivni poznémky Domnivém
se, Ze z nich vyplyvaji néktere zévéry.

1. Je tfeba vésti techniky k tomu, aby si uvédomovali kazdé uZiti
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pracovni hypothesy a upozoriiovat techniky na tiskali matematiky, na to,
%e piili§ bezstarostné zachdzeni s matematikou mize vésti k omylim.
Je tfeba ukézat toto nebezpedi na technickych problémech, kdy je moZno
prijiti k nesprdvnym zdvérim. Pfi tom oviem tyto piipady nesmi byt
matematickymi kuriositami.
: 2. Bezpodmine¥né vnucovéni nejvyssi matematické pfesnosti tech-
nikim mize vésti k znadnym obtiZim.

3. Msli by byt vychovdvani matematicis technickou intuici, ktef{ by
8 pochopenim &etli technické price a nebéli se FeSit technické problémy
ne zcela matematicky korektni cestou ve spolupréci s techniky s matema-
tickym pochopenim. Tito technikové by méli byt rovné% zvlast vycho-
vévéni a tvofili by aktivni spojku mezi technikou a matematikou a apli-
kované matematika by spojovala techniky s ryze theoretickou matema-
tikou.

O REPRESENTACI USPORADANYCH MNOZIN
(Referat o pfednésce Dr Miroslava Novotného, proslovené 6. biezna 1952 v Brnd.)

V této pfedndSce se budeme zabyvati uspofédanyrni mnozinami.
Mno#ina M se nazyvé &steéné uspofddand, jestlize je v ni definovéna
relace z < y, kterd md tyto vlastnosti: 1.2 < z, 2.2 < 9,y <z => 2 < 2,
3. 2< 9y, y< z =z = y. Misto relace < y pifeme také y > z. Je-li
2y, x =+ Y piSeme z < y. Kdyz pro néjakou dvopcx prvkid z, y neplati
ani z < y ani y < 2, pak ¥kéme, %e prvky z, y jsou nesrovnatelné a pi-
eme z || y nebo y =

PFiklad: Bud P libovolnd mnoZina. Ozna¥me @(P) libovolny systém
jejich podmnotZin. Definujeme relaci < v systému @(P) takto: pro X,
Y e D(P) plati X < ¥, kdy% a jen kdyZ X C Y. Snadno se dokdze, %e
mnozina ®(P) je timto zplisobem &iste¥nd uspofddéna. Kdys na pk.
@(P) je systém viech jednobodovych mnozin v P, pak libovolné dvé mno-
%iny tohoto systému jsou nesrovnatelné.

 Mnotzina M se nazyvé uplné uspofddand, kdy?% je usporéddéna ¥dsted-
né a nad to relace uspofddéni < spliiuje jestd axiom 4: Pro ka?dé dané
%, y € M plati budto z < ynebo y < «. V tiplnd uspofddané mnozing tedy
nen{ nesrovnatelnych prvki.

P#iklad: Interval <0, 1> je mnoZina tplné uspofddand, jestliZe jeho
prvky srovndme podle velikosti. Jiny pfiklad: MnoZina viech celych &isel
. uspofddanych podle velikosti.

Jednu a touZ mnoZinu lze uspofddati riznymi zpisoby, jak ukazuje
tento pfiklad: Bud # libovoln® dané ordindlni &slo a bud M mnoZina
viech (ev. transfinitnich) posloupnost{ typu ¢ utvofenych z &sel 0, 1, ...,
n. Prvky mnoZiny M jsou tedy viechny posloupnosti zgz; ...z ...
(A <), kde 2, =0,1,2,...,n. Volime-li 4 = w,, kde w, je prvnine-
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kone¢né ordinélni &islo, pak mnozina M je tvofena viemi nekone&nymi
posloupnostmi utvofenymi z &isel 0, 1, ..., n.

Tuto mnoZinu M lze usporddat na pt.takto: Rekneme, fe 2y, ...z, ...
(A< ) LS Yy - Ya .- (A< P), kdyZ a jen kdyz z, < y, pro
kaZdé A < . Snadno se vid{, Ze mnoZina M je timto zplsobem uspofé-
déna stené; pfi tom existuji v M nesrovnatelné prvky. Na pf. prvky
10... a 01 ... jsou nesrovnatelné, at na ostatnich mistech oznadenych
te¢kami stoji cokoliv. Prévé popsané pravidlo uspofddéni systému po-
sloupnosti budeme pro stru¥nost oznadovat jako pravidlo (a).

" Mnozifiu M v¥ech posloupnost{ typu# utvofenych z &fsel 0, 1, 2, ..., n
lze viak usporddat také jinak: Rekneme, %e 2, ...z ... (A< 3) <
< Yoy ---Ya--- (A<P), kdyi existuje § < & tak, Ze x, = y, pro A < d aviak
zy < Y. Snadno se piesvédéime, Ze pfi tomto uspofddani je M usporddd-
no tplné, t. j. libovolné dvé posloupnosti jsou srovnatelné. Toto uspofé-
déni se nazyva lexikografické. Na p¥.: Plati 10 ... > Ol ..., af na mistech
oznadenych tedkami stoji cokoli.

Bud déna tiplné uspofddand mnozina M, budte 4, B jeji dvé pod-
mnoziny takové, ze A << B, t. j. kaidy prvek z 4 je pfed kazdym prvkem
z B. Rekneme, %e tyto dvé podmnoziny jsou v M sousedns, jestlife ne-
existuje prvek x ¢ M tak, e 4 < x << B. Dvojice sousednich podmnozin
A < Bv M takové, Ze A U B= M, se nazyvé ez v mnoziné M. Kdy% v M
neexistuje prvek x << 4, fekneme, %e M je koinicidlni s A, podobné, kdy%
v M neexistuje prvek y > B, fekneme, %e M je konfindlni s B.

Dvé déstedné uspofddané mnoziny M, M, nazyvéme isomorfnims,
jestliZe existuje prosté zobrazeni f mnoZiny M na mnoZinu M, tak, Ze
z<yv M implikuje /() < f(y) v M, a {@) < f(y) v M, implikuje
< y v M. Je to zobrazeni, jez zachovav4 viecky relace vdetnd nesrovna-
telnosti. Isomorfni tiplné uspofddané mnoZiny se nazyvaji podobné.

Hlavni problém, kterym se budeme zabyvati, je tento: Zda ke katdé
uplné usporiadané mnoiné existuje ordindlni &islo & a systém posloupnosti
typu B utvofenyjch z &isel 0, 1, ..., n usporfddany lexikograficky tak, aby ob&
mmnoZiny byly podobné. Struénéji fedeno, zda lze katdou uspo¥ddanoul)
mnozinu' representovat posloupnostmi z &sel 0,1, ..., n uspofddanymi
lexikograficky. Ukdzeme, Ze odpovéd na tuto otdzku je kladnd; zdroven si
vSimneme, jak v literatufe probihaly pokusy sniZit » a ¢ na nejmensi
moznd ordindln{ sla. V zdvéru roziifime své ivahy i na mnoZiny &4sted-
né usporddané. :

Kladné fesen{ problému podal F. HausDoRFF v knize Grundziige der
Mengenlehre (1914). Znad¥f-li w; libovolné regulirni poddtedni ordindlnf
¢islo, pak symbol 7, znadf mnoZinu viech lexikograficky uspotédanych
posloupnosti typu w; utvofenych z &isel 0, 1, 2 s touto vlastnostf: v kazdé
posloupnosti 2z, ...z, ... (A < wy) existuje d < wy tak, Ze od n&ho po¥inaje

1) Uplnd uspofddané mnotiny nazyvam déle struénd uspotédanymi mnoinami.
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jsou v8echna z, = 1. Na p¥. pro & = 0 jest 010101... pfikladem posloup-
nosti, jeZ do 7, nepatif, kdezto 20110 1111... tam patii. Snadno se vidi, Ze
7 je koinicidlnis posloupnosti 1111...; 0111...; 0011...; 0001...; ... typu
wg*, t. j. typu inversné uspoiddaného k typu w;. Podobné je 7, konfinélni
8 mnoZinou typu ;. Libovolny fez v této mno%iné m4 budto doln{ sku-
. pinu konfindlni s mnoZinou typu w; nebo horni koinicidln{ s mnozinou
typu wg*. Celkem tedy je moZno ¥ici, Ze 7, neni konfindln{ ani koinicidlni
8 mnoZinou mohutnosti < ¥, ani v ni neexistuje dvojice sousednich pod-
mnoZin o mohutnosti < X;. Hausdorff dokézal tuto vétu: MnoZina n, obsa-
huje podobnou mnoZinu ke kazdé uspofddané mnoZiné o mohuinosti X;.

Diikaz: Bud 4 = {ay, a,,...,a,, ...} (x < wg) mnoZina o mohut-
nosti ¥, jejiZz prvky jsou srovnény do posloupnosti typu w; bez ohledu na
své uspofdddni. Bud B = 7;; zvolme libovolné b, € B a piifadme je k a,.
Dejme tomu, Ze jsme k prvkiim ay, ay, ..., a, ... (A < o < ) jiz pfifa-
dili prvky by, by, ..., by, ... (A < & < ) tak, Ze b, e B a uspofadani obou
poslednich mnoZin je podobné. Prvek a, je bud pfed vSemi a, nebo za
nimi nebo v nich definuje fez. Mdme ukdzat, Ze v B existuje v prvém pfi-
padé prvek b, pfed viemi b,, v druhém p¥ipads za nimi a v tfetim pfipads
Ze existuje prvek b,, ktery zapadne mezi prvky b, tak, jako prvek a, mezi
prvky a,. To vSak je sprdvné, nebot mnozina by, b, ..., by, ... (A < ) mé
mohutnost < X;; neni tedy mnoZina B s touto mnoZinou konfindlni ani
koiniciédlni, takze jak pfed ni tak za ni jsou prvky z B. Necht kone&né
B’ U B” je fez v mnozing by, by, ..., by, ... (A < «), jenZ odpovidd Fezu
v mno#iné agy, a,, ..., ), ... (A < «) vytvofenému prvkem a,. Pak horni
i doln{ skupina fezu maji mohutnost < X, tak¥e nejsou sousedni. Exi-
stuje tedy mezi nimi prvek b,. Tedy lze prvek b, sestrojit pro kazdé & <
< wg.

i)osud jsme predpoklddali, Ze w;"je reguldrni ordindln{ &slo. Neni-li
wgregulérn{, je regulérniwg,,. Snadno se vidi, e kazdé mnoZina o mohut-
nosti ¥; je podobn4 jisté podmnoziné v 7;.,. Odtud tedy plyne feSeni na-
Seho problému: KaZdd uspofddand mnoZina o mohutnosti Xy (R; libovolnd
nekoneénd mohutnost) je podobna jistému systému transfinitnich posloup-
nostt typu 3 utvorengch z éisel 0, 1, 2 a usporadanyjch lexikograficky; pfitom
D? je vhodné reguldrnt poédteéni ordindlni é&islo.

W. SierPINSKI dokézal v roce 1949 (Sur une propriété des ensembles
ordonnés, Fund. Math, XXXVI, 1949), Ze ¢isla 0, 1, 2 v Hausdorffoveé vété
Ize nahraditi ¢isly 0, 1. Dokézal vétu: Kasdd uspofddand mnofina mohut-
nosti 8, je podobna jistému systému transfinitnich posloupnosts nul a jedni-
éek typu w, uspofddanych lexikograficky. Zaroven ukézal, Ze typ w, se
obecnd sniZit nedd, t. j. existuji uspofddané mnoZiny mohutnosti X,,
jet e nedaji representovat posloupnostmi typu < w,. Takové je na pk.
mnotina typu w,.. .

Tyto dva vysledky dokazujf, Ze problém se d4 Fesit kladné a p¥i tom
lze vystadit pfi tvofeni posloupnostis dvéma &isly 0, 1. Dile oviem tento
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podet sniZit nelze. Pokud se tyké typu representujicich posloupnosti, do-
kézal Sierpiriski, %e pro mno%inu o mohutnosti ¥, je tento typ < w,. Jsou
znémy priklady, kdy tento typ posloupnosti je < w,. '

Analogickymi problémy tykajicimi se uspofddanych kontinui se za-
byval J. NovAr. Usporadanym kontinuem rozumime uspofddanou mno-
%inu s prvnim a poslednim prvkem, jeZ nemé mezer ani skokd, t. j. v ni%
ka?dy Yez md tuto vlastnost: budto horn{ skupina m4 nejmensi prvek
adolninemd nej vétéi, nebo doln{skupina md nejvétsi prvek a horni nemé
nejmensi. Dokdzal, Ze typ representujicich  posloupnosti souvisi s tak
zvanou separabilitou uspof-é,da,neho kontinua. Tento pojem je zaveden
takto: Bud M usporé,dané, mno¥ina, H C M jeji podmnoZina. Rekneme
podle Hausdorffa, %e H je hustd v M, kdy% ke ka%dé dvojici prvka a,
be M, a < b, existuje dvojice prvki o', b’ e H tak, Ze a < a' < b’ < b.
Minimum mohutnosti hustych podmnoZin v M nazval Novék separabi-
Uitou mnoziny M. Novék pak dokdzal tuto vétu: Bud C uspofddané kon-
tinuum o separabilité m. Pak C je podobno jistému systému transfinitnich
posloupnostt nul a jedniéek typu & usporddanyjch lexikograficky, kde & je né-
jaké vhodné ordindlni &islo o mohutnosti < m. Dikaz této véty podal Novék
v praci On partition of an ordered continuum, jez vyjde v Sasopise Funda-
menta Mathematicae. Dospivé k tomuto vysledku takto: Voli v uspoféda-
ném kontinuu C hustou podmnoZinu H o mohutnosti m a provadi t. zv.
postupné délent kontinua C: Vybere libovolny bod z H uvnitf C. Tim se C
rozpadne ve dva sousedni uzaviené intervaly I,, I,. Volme v kazdém
z nich dalsi bod z H a dostaneme dalsi intervaly Iy, Loy, 114, I;; ke vSem
témto intervalim poditdme jejich krajni body. Déle postupujeme transfi-
nitné. Kdyz jsme jiZ sestrojili vSechny intervaly I By e (&< )
pro viechna 4 < &, kde i; = O nebo = 1, definujme mtervalv I i

(¢ < &) takto: je-li x isolované, vybereme uvnit¥ kazdého 11ntervalu
I, gty » 55 G s (& < &« —1) délici bod z mnoZiny H; ten rozdsli interval

Itoil... i,... (§ < a—1) vedva intervaly Iioil... ige..0 & Iioil ves g onsd
(§ < ). JestliZe « je limitni ordinélni &slo, utvoffme viechny primiky
. (£ < 2). Kaidy z téchto prinikid je uzavieny interval

nebo bod; v prvnim piipadé jej oznadéme I Bty +os s o (6 < o). Cislo &
nazveme 7adem intervalu I tyiy + o+ ip - (6 < ). Pokratujeme v této kon-
strukei aZ do jistého miniméalniho ordindlnfho &isla ¢, pro n&z neexistuje
#4dny interval fddu . Toto éislo & nazveme #ddem déleni. Snadno se vidi,
¥e jest § < m. V kazdém intervalu je totiZ vybran prévé jeden délici bod
z mnoziny H, takZe systém viech intervald mé mohutnost < m. Kdyby
bylo & > m, byla by mohutnost systému viech intervalt daného déleni
> m a to je spor. KaZdy bod v C je nyn{ priinikem jistého monotonnfho
systému intervalﬁlg‘ Lo, ... z... (§< 2). Snadno se vidi, Fe
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kdy% a jen kdyZ

ceepaas (E< A)DI:C.':&:;'...cé... (£< l'),

N=2Aa z=ux pro £< A

Tedy viechny tyto intervaly definuji svymi indexy posloupnost
. Ty ... Tg... (6 < ) typu < . Lexikografické uspo¥adéni téchto po-
sloupnost{ je podobno uspofddéni kontinua C.

Prof. Novdk mi pak poloZil problémy, zda lze typ téchto posloup-
nost{ sniZit na poédtedn{ ordindlni &islo mohutnosti separability a zda lze
¥4d déleni sniZit na toto &slo. Odpovéd na obd otézky je kladns; to jsem
dokézal v préci Sur la représentation des ensembles ordonnés, je% vyjde
v tasopise Fundamenta Mathematicae. Plati dokonce tato véta: KaZdd
uspofddand mnofina o separabilité 8, je podobna jistému systému transfinit-
nich posloupnosti nul a jednidek typu w, pfi lexikografickém uspofdddni.
Diikaz tohoto tvrzenf spodivé na tomto principu: Oznadme podle Sier-
pitiského U, mnoZinu viech posloupnost{ nul a jednidek typu w, uspo-
Fadanou lexikograficky: Vyberme v mnoZind M o separabilité &, hustou
podmnoZinu o mohutnosti 8,. K ni existuje podle Sierpiriského véty po-
dobnd podmnozina H, v mno%iné U,,. Ostatni prvky v M, jsou-li jaké,
definuji mezery v H, t. j. fezy, v nich% horn{ skupina nem4 nejmensf
a dolnfskupina nemé nejvétsf prvek. Kazdé mezefe v H odpovidé mezera
v H,. Tyto mezery lze vyplnit prvky z U,,, jez pak odpovidajf prvkiim
zM—H.

Pokud se ty¢e druhého problému, dokézal jsem, %e odpovéd je klad-
né. Dokézal jsem vSak vice: Je-li usporddané kontinuum podobno néjaké-
mu systému posloupnostt nul a jednicek typu 9 pri lexikografickém uspo-
faddnt, existuje délent fidu < 9. Z dikazu Novékovy véty, jak jsem jej
zde uvedl, plyne rovnéz siln&jsi tvrzen{: Je-li & #dd délent kontinua C, pak
se dd C representovat posloupnostmi nul a jednidek typu < 9. Odtud snadno
vychdzi: Minimum Fddu délent kontinua C a mintmum typu representuji-
cich poslowpnostt jsou tatd# ordindlnt isla.

Polozil jsem si problém, do jaké miry lze tyto tivahy pfevést na
‘mnoZiny Z4steénd uspoiddané. Vysledek je obsaZen v préci O representaci
&dsteéné uspofddanijch mnofin poslowpnostmi nul a jednidek, jes vyjde
v tomto ¢asopise. Vychodiskem mych tvah byla tato BIREHOFFOVA véta
z knihy Lattice theory (1940, 1948): Ka#dd &dsteéné usporddand mnofina P
je 1somorfni s jistym systémem D(P) podmnoin v P uspofddanijch podle
tnkluse. Diikaz je velmi prosty: Ke katdému prvku z e P ptitadime jeho
normdlni uzdvér, t. j. podmnoZinu f(x) sklédajic se ze viech prvki ¢t e P
prond% t < z. Systém D(P) viech f(z) je zFejms isomorfn{ s mno¥inou P.
Na zéklad$ této véty jsem dokézal tuto vétu: Kasdd édstetns usporddand
mnofina o mohutnosti R, je podobna jistému systému transfinitnich posloup-
nostt nul a jednidek typu w, usporddanych podle pravidia (a). Dikaz: Bud
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Ugly ... Uy ... (A < w,) posloupnost viech prvki mnoZiny P bez ohledu
na usporddéni. Necht k prvku x e P patii normdlni uzévér M e O(P). -
Ptitadme k prvku z posloupnost gz, ... 2, ... (A < 0,), kde z; = 1, kdyZ
uy € M,a 2y = 0, kdyZ uye P— M. Snadno se dokdZe, Ze toto pfifazeni
posloupnosti k prvkim mnoziny P je isomorfismus, jsou-li posloupnosti
uspofddény podle pravidla (a).

Jestlize mnoZina P je uspofddéna iplné, pak také systém ptifaze-
nych posloupnosti typu w, je usporddén tGplné podle pravidla (a). Zfejmé
se viak v tomto pFipadé uspofdddni podle pravidla (a) kryje s uspofddé-
nim lexikografickym. Vyplyvé odtud tedy jako diisledek v&ta Sierpin-
ského.
~ Rekneme, 7e prvek z ¢4stedné usporddané mnoziny P je maximdlni,
kdy? neplati ¢ > x pro z4dné ¢ € P; podobné se definuje prvek minimdini.
Rekneme déle, %e prvek z, jenz neni ani maximélni ani minimélni, mé
vlastnost (x), kdy%k nému existujey € P, y [ x tak, %e y < ¢ pro kazdé t,
pro néz z < t. Podobn definujeme vlastnost (8). Rekneme nyni, %e pod-
mnozina H C P je hustd v P, jestliZze obsahuje viechny prvky maximadlni,
minimélni, viechny prvky s vlastnosti («) nebo (8) a jestlize ke kazdému
a<b, a,be P existuji prvky o', b’ € H tak,%ea < o’ < b’ < b. Minimum
mohutnosti hustych podmnoZin v P nazyvame separabilitou P. Analogic-
ky jako u mnoZin plné uspofddanych jsem dokdzal vétu: KaZdd dsteéné
uspofddand mnofina o separabilité 8, je podobna jistému systému transfinit-
nich posloupnostt nul a jedniek typu w, uspofddanych podle pravidla (a).
Tato véta je ze vSech dosud uvedenych nejobecné&jsi, nebot z ni plynou
viechny dosud uvedené véty kromé Birkhoffovy a véty o rovnosti
minima ¥4du délenf a minima typu representujicich posloupnosti uspo-
fddaného kontinua.

Uvedené vysledky vedou na dalsi problémy. V seminéfi prof. No-
véka o uspofddanych prostorech se podrobné zkoumaji uspofddand kon-
tinua a mezi jinym také vztah minima mohutnosti f4du délen{ k jinym
charakteristikdm uspofddaného kontinua. Déle se zdé, Ze bude pot¥eba
podrobit analyse pojem husté podmnoZiny v &istedné uspofddané mno-
%ing a zkoumat otdzku, zda lze typ representujicich posloupnosti sni#it.

Zévérem lze ¥ici, Ze problém, jehoZ prvni feSeni podal Hausdorff
téméf pFed &tyticeti lety, je stéle je§té podnétny. JiZ to svédéf o jeho zé-
vaZnosti a cend.
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Casopis pro p¥stovani matematiky, rot. 77 (1952)

ZPRAVY

Dr Miloslav Valouch zemf¥el

Tuto smutnou zprdvu o Gmrti zaslouZilého feditele Jednoty &esko-
slovenskych matematikd a fysikid dne 11. VI. 1952 sdélili jsme na&im &te-
néfim a dlentim Jednoty jiZ v 2. &isle nafeho dasopisu.

Dnes piindsime smutedni projev*) prof. Dr Bohumila BydZovského,
predsedy Jednoty &sl. matematikd a fysikd, kterym se rozloudil se zesnu-
lIym Dr Miloslavem Valouchem jménem celé nadi védecké vefejnosti
v praZském krematoriu:

,,Dostalo se mi bolestné cti, abych promluvil nad rakvi zesnulého
Dr Miloslava Valoucha, jehoZ neodekdvanym odchodem s tohoto svéta
utrpéla nade kulturni vefejnost ztritu sotva nahraditelnou. Jménem jeho
prétel a spolupracovnikii, jménem Jednoty &sl. matematiki a fysiki a
také jménem celé nadi védecké verejnosti chei zde vydati svédectvi o muzi
a zivotu mimofddné vyznamném a jedine&ném, o Zivotu jednoho z téch,
ktef{ zplisobem nékdy nendpadnym, ale za to tim udinnéji a s velkym
spéchem zaséhli do rozvoje vzdélanosti naseho niroda.

Miloslav Valouch se narodil ped téméf 74 lety v Olomouci z rodiny
Femeslnické a proZil v tomto mésté své détstvi a jinosstvi. Ndrodnostni
zdpasy v tehdejsi Olomouci, které mély jako viude jinde u nds také réz
zépasu socidlniho, jisté psobily na vyvoj vnimavého ducha mladého Va-
loucha, ktery jiz jako gymnasista pFispival do olomouckého pokrokového
tisku. V této ¢innosti pokradoval i kdy% odefel na studia do Prahy. Na
filosofické fakulté Karlovy university studoval matematiku a fysiku
a dosahl zde aprobace pro vyudovéni na gymnasiich a také hodnosti dok-
tora filosofie. Na studiich se Zivil tak¥ka sém, kondicemi a kanceldfskymi
pracemi.

- Povykonanych studiich vyuéoval na riznych gymnasifch nejprve na
venkové, pfi dem% byl stéle pfispivatelem do denniho tisku a jinych &aso-
pist, dokonce i n&jakou dobu byl redaktorem pokrokového tydenfiku.
Styk s novinami, tiskdrnami, redakcemi uvedl jej do okruhu Zivotnich
zkuSenost{, které po strdnce ideové roziifovaly jeho obzor a zdrover jej
seznamovaly s technickou strénkou tiskérenské a vydavatelské éinnosti.

*) V Ceskoslovenském Sasopise pro fysiku, II. rod., ktery vydavé Ustt. ustav
fysikaln{, vysel nekrolog Dr Mil. Valoucha s vylitenim jeho Zivotni préce.
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To nejen mélo vyznam pro jeho pozdéjii drahu Zivotni, nybrz vychdzelo
vstiic také jeho pFirozenému technickému nadéni. Toto naddni ostatné
uplatiioval také jako uéitel; byl znamenity experimentdtor, coz byla jen
jedna strénka jeho vynikajiciho uditelského pusobeni. Toto pisobeni
prekradovalo hranice 8koly. JiZ jako universitni posluchad konal pfed-
n4fky po venkové a tuto svou osvétovou &innost jesté zesilil jako stiedo-
8kolsky uditel. Konal pfednésky nejen védecky populdrni, nybrz i obecné
kulturni a politické. Po tom, co jsem jiz Fekl o duSevnim vyvoji mladého
Valoucha, je samoziejmé, Ze v celé své &innosti,jak 8kolni, tak mimoskolni,
vystupoval jako upfimny zastdnce pokroku, jako odpiirce klerikdlniho
doktrindfstvi. Byl v tom vérnym piisludnikem tehdejsi pokrokové inteli-
gence, kterd se pfipravovala k tdkolim, které ji oéekédvaly v blizké dobs
politického osvobozeni. V této dobé nérodniho ristu, na kterou oviem
také jiz padaly stiny bliZici se svétové katastrofy, ocitl se mlady Valouch
ve vlastnim kulturnim ohnisku v8ech téch snah, kdyz r. 1909 byl jmeno-
van profesorem na redlce v Praze. Ocitl se v uéditelském sboru, kde byla
fada mladych, pokrokovych profesorii a zéhy ho plné zaujal spolkovy
zivot. Stal se élenem vyboru Ustiedniho spolku eskych profesort a také
¢lenem vyboru Jednoty &sl. matematikd a fysikd. Obé tyto uddlosti mély
osudovy vyznam pro jeho dalsi Zivot, kazdd svym zplhsobem. Obé jej
uvedly do novych sméri éinnosti. V dstfednim spolku deskych profesord
se odehrdval boj pokrokové oposice proti konservativnimu a austrofil-
skému vedeni; byl to zéroveri s velké &sti boj generaéni a vitézn4 pokro-
kové strana, ke které ovéem néleel i Valouch, obrétila ¢innost spolku
novym smérem. V této nové orientaci mél pravé Valouch vyznaénou roli,
kterd se projevila nejvyrazngji za prvni svétové vélky, kdy se kolem
jeho osoby seskupila druZina pokrokovych profesorti a konala divérné
porady, ddstetné také ve styku s proslulou Mafii, o dkolech, které nasta-
nou po oéekdvaném pidu Rakouska. Schiizky se konaly vétS§inou na padé
Jednoty &sl. mat. a fys. a &lenové Jednoty zalli velmi zdhy udévati tén
duvérnym jedndnim, jeZ méla m.j. na mysli §kolskou reformu ve smyslu
vhodném pro svobodny &eskoslovensky stdt. Kdyz doslo k pievratu
28. ¥ijna 1918, byl Valouch asi politicky nejlépe informovany profesor a
kdy% revoluéni shromé#déni profesorii se usndselo na ndvrhu na obsazeni
vedoucich mist ve stiedoskolském odboru nové ziizovaného ministerstva
kolstvi a ndrodn{ osvéty, nebylo divu, Ze jednim z kandidétd byl Dr
Valouch. Stal se pfednostou administrativniho oddéleri tohoto odboru
a v této funkci se velmi zaslouZil o budovéni sité sttednich &kol v mensino-
vém tzemi a to ve sméru pokrokovém. V této funkeci se poprvé ebjevilo
mimofddné administrativn{ a organisaéni nadéni Dr Valoucha a stalo se
v krédtké dobé jasnym, %e toto nadéni jej pfedurduje k tdfednimu posta+
ven{ jesté zodpovédnéjiimu. Stal se zdhy pfednostou presidia a pozdéji
vedoucim sekénim Séfem ministerstva, v kterém#to postaven{ setrval po:
dva roky, téméF a% do svého pensionovan{ r. 1927. Z Jetnych povins:
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nosti, je, mu vznikaly z jeho dfednfho postaveni a v nichZ se skvéle
uplatiiovala jeho iniciativnost, energie, pracovitost a zdroveti znalost lidi,
je tfeba zvld&té vytknout jeho Glastenstvi'v zdkonoddrnych pracech
a jeho funkei stdlého zdstupce ministerstva v kulturnim vyboru ndrodni-
ho shromdZdén{; ze zdsluh, které si v tomto postaveni ziskal, je tieba vy-
tknouti zv14sté tu, Ze.z jeho podnétu doslo k tdfednimu projedndvéni
8kolské reformy, a to pies odpor konservativni vefejnosti, ktery se pro-
jevoval i politicky a m8l patrné také &4st viny na pfedéasném ukondeni
Valouchovy tfednf dréhy. Snaha o uplatnéni reformnich snah §kolskych
byla u Dr Valoucha opfena o vlastni 8kolské zkuSenosti i o reformn{ ruch,
ktery se v poslednich letech pfed prvnisvétovou vélkou rozvinul na ptidé
Jednoty &sl. mat. a fys. Nové osnovy gymnasijni z r. 1909 vyzadovaly
sepséni novych udebnic a to bylo pro Jednotu pfileZitosti k tomu, aby
vydala udebnice matematiky pro v8echny t¥{dy a vSechny typy tehdej-
#ich stfednich 8kol. Jednim z autori novych udebnic byl také Dr Valouch
a jeho udebnice geometrie pro nizsi stfedni koly se doékaly sedmi vydéni
a byly vydény také slovensky. Dr Valouch byl ostatné v té dobé autor jiz
osvéddeny. Vedle fady methodickych ¢lankh sepsal dobfe sestaveny ,,Pre-
hled matematiky, podnes uZiteény a vydal v témZe roce 1904 logarit-
mické tabulky, o jejich% oblibé a zaroven vynikajicich kvalitdch svédéi,
%e jsou podnes v uZivéni v nejiirsich kruzich jak Skolnich, tak védeckych
a technickych a dotkaly se jiz 15. vydéni. Dr Valouch byl vynikajici
znalec tabulkovych dél a vydal a vyd4val fadu jinych tabulek, hlavné
pro technické potieby.

Potfeba sepsati nové udebnice podle modernich osnov byla mocnym
podnétem k tomu, aby Slenové Jednoty se zadali zabyvati soustavnd
otdzkami reformnimi, nejprve na uZfim poli matematiky a fysiky, pozdéji
viak — a k rozhodnut{ o tom pfispélo také zdvazné slovo Valouchovo —
se tyto snahy roziffily na reformu st¥ednf Zkoly viibec. A tak, kdy% za
vélky a pak tésné po vélce reformy &kolské nabyly aktuality a mély byti
providény, byla Jednota prvni a takika jedina védeckd korporace, kterd
vystoupila 8 ndvrhem hotovym a promyslenym. Velkou zésluhu o to mél
pravé Valouch, a to nejen tim, Ze sdém mél zdjem o tyto otdzky, nybri
i svym tehdejiim postavenim v Jednots. Byl totiZ r. 1915 zvolen Fedite-
lem Jednoty; stal se tak nejdileZit8j’im funkcionstem Jednoty, ktery spo-
joval spolkovou funkeci jednatelskou s Fizenfm kanceldfe Jednoty stéle se
rozméhajicf a ¥izenfm jejich podnik#, v prvni dobd nakladatelstvi. Silou
své podnikavé a pti tom rozvdZné osobnosti nabyl Valouch rozhodujfctho
vlivu na vSechny zéleZitosti Jednoty. To, %e v prvnich letech po vélce
spojoval ve své osobd Feditelstvi Jednoty s vysokym postavenim v ustfed-
nim dFfads, jistd také pFispélo ke zvyden{ véznosti Jednoty v nadi vefej-
nosti. Rozhodnd byl reformn{ ndvrh Jednoty, ktery byl na tu dobu po-
mérnd radikiln{a velmi se bliZil pojet{ jednotné fkoly, po fadu let stfedem
reformnich diskusi. I kdy% jeho my#lenky dosly uskuteénéni jen v malé
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miFe pro odpor konservativnich a zpdteénickych Zivld, piece rozvifil po-
nékud klidnou hladinu stiedoskolské vefejnosti a polozil pevny zdklad
pro rozhodnéjsi reformy pozdéjsi. I k tém p¥ispél Dr Valouch, kdy% za
druhé svétové valky zorganisoval v Jednoté reformni komise 8kolské, jez
se pozdéji staly slozkou Vyzkumného tstavu pedagogického a pomahaly

uvésti v Zivot myglenku jednotné 8koly.

Kdyz Dr Valouch odesSel v r. 1927 z ministerstva, nastal v jeho Zivoté
rozhodny obrat vyznadeny tim, Ze od té doby veSkerou svou é&innost
vénoval nasf Jednoté. Nepravim pifli§ mnoho, kdy% feknu, Ze od té doby
Zivotopis Valouchiiv po mnohych strankéch je takika totoZny s déjinami
Jednoty. KdyZ nyni, kdy neodvratny osud ué&inil konec této &innosti,
prehlizime jeji pribéh a vysledky, uvédomujeme si, co snad p¥i pohledu
zblizka mohlo uniknouti pozornosti, Ze jeho plisobeni v Jednoté bylo pod-
loZeno urditym a promyslenym pldnem, ktery s houZevnatosti a vynaléza-
vosti opravdu neviedni znendhla uvadél v Zivot. Byl to pldn, udiniti
Jednotu vzorem odborné védecké spoleénosti, kterd by zahrnula do svého
okruhu v8e, co souvisi s védeckymi obory, jimZ je vénovéna, kterd by
zéroven ve své viestranné &innosti nebyla brzdéna hospodéd¥skymi ne-
sndzemi, byla finanéné pevné zabezpelena, kterd by kone¢né, plnic co
nejlépe své odborné tkoly, stala se vdZenym a uzndvanym kulturnim &-
nitelem v Zivoté ndroda. Je véci déjin nasi Jednoty, aby ocenily, jak se
tento plan zdafil; jisto je, Ze nedostatky, které by snad vytkly — a bez
takovych nenilidského dila — tkvi jinde, neZ v poctivé a veskrze tispégné
snaze Dr Valoucha. A tak, za vedeni tohoto skvélého organisétora, roz-
vijela se publikadni ¢innost Jednoty tak, Ze jeji nakladatelstvi bylo
v prvni¥adé védeckych nakladatelstvi a vyhovovalo v8em potiebdm ¥kol,
studujicich, védeckych pracovniki i 8ir§i vefejnosti v oboru matematic-
kych véd. Jednota zfizovala a poméhala zf{diti podniky pro vyrobu mate-
matickych a fysikdlnfch pomicek.KdyZz Jednota obezietnym ¥izenim Va-
louchovym hospoda¥sky rostla, opatfila si vlastni diim, v ném# umistila
svou kanceldf a m. j. také knihovnu, kterd vyrostla, také jeho pfi¢inénim,
v bohatou knihovnu odbornou. Kdy# rozméhajici se éinnost publikadni
nardZela na obtiZe tiskdrenské, dané tim, Ze tisk védeckych praci, zv1asts
pak matematickych, klade na tiskdrnu mimofddné pozadavky, koupila
Jednota na ndvrh Dr Valoucha a za jeho vedeni tiskdrnu vlastni, kterou
pak Dr Valouch zase pldnovité zdokonaloval, dopliioval novymi stroji
a materidlem, vychovéval persondl, maje na mysli z#{diti nejprve vzornou
tiskdrnu specialisovanou pro sazbu matematickou, ale v dalsi budoucnosti
se mu rysovala tiskdrna védecké, kterd by slouZila i védeckym oboréim
jinym. Tiskdrna Jednoty zéhy zadala tisknouti préce jinych védeckych
spole¢nosti, tak m. j. Ceské Akademie, Kralovské spolednosti nauk.
S rostoucim podtem publikaci ukdzalo se vyhodnym zaloZiti vlastni
knihkupectvi a Jednota se pak stdvd komisiondfem i jinych korporaci
védeckych. '
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To, co tu ¥{kdm nékolika v&tami, znamenalo spoustu promyslené a
netinavné price, znamenalo cesty, intervence, znamenalo plné rozvinuti
viech organisadnich- a administrativnich schopnost{ muZe oddaného
sluzb® védy. Ale pfi tom se Valouchova préce neomezovala jen na strénku
ryze administrativn{, nebo organisadni, zasahoval svymi ndvrhy a kriti-
kami do samé podstaty véci. Tak, kdy% vyecitil potfebu nové sbirky spisi,
" navrhl také hned vnitini jeji ndplii, dédval rady autorim, ohlizel se po
zkuSenostech doma i v ciziné. Redakéni kruh Casopisu pro matematiku
a fysiku si jisté vzpomind, co plodnych podnétii pro upravu tohoto daso-
pisu od n&ho vyslo, jak mu leZelo na srdci, aby Casopis nabyl svétové
trovnd. O tom viem by kazdy jeho spolupracovnik mohl vypravovati po
dlouhé hodiny.

Svou dlouholetou &innosti v Jednoté, provdzenou nespornymi tGspé-
chy, nabyl Dr Valouch ety a vdZnosti v celém nasem védeckém a kultur-
nim svétd. Byl zvdn na porady o spoleénych zédlezitostech nasich védec-
kych spole¢nosti, byl dotazovén o radu ve vécech publikadnich a pFibuz-
nych. Vliv jeho dinnosti pfesahl meze jeho matefské Jednoty a rozsifoval
se na organisaci nasf védy vibec.

Kdy% v poslednich letech nastaly zmény ve vydavatelskych poms-
rech, bylo dédictvi, které po té strance pfevzala od Jednoty jind mista,
pripraveno skvéle pro nové ukoly, dik dlouholeté a Gdelné prici Dr Va-
loucha, a bylo jen diisledné, Ze se stal feditelem nového védeckého nakla-
datelstvi, které v mnohych smérech je pokradovanim price, kterou uva-
dél v zivot plan pojaty v mladych letech.

Kdy% se dnes zamy#lime nad jeho Zivotem, musime ¥ici, Ze Dr Va-
louch byl muZem pokroku v nejlep8im slova smyslu. Nikoli slovy, nikoli
velkymi a lacinymi hesly, nybr# &iny. Byl myslitel s Zivou obrazotvor-
nosti, kterd vSak byla Fizena stfizlivou dvahou, realistickym nazirdnim
na moznosti dané Zivotem. Byl skvélym debatérem, ktery mluvil jen
o véci, kterou si podrobné& promyslil, a dovedl pak prosazovati své myslen-
ky ne silou slov, nybr# silou dévodii. Zédal dobrou a tsilovnou préci od
svych spolupracovnikii, ale byl neménd pfisny, ne-li pfisnéjsi sim k sobé.
Ka#dy, kdo se dostal do okruhu jeho mySleni, byl upoutdn jeho jasnym
duchem a strZen jeho vili obrdcenou do budoucna a spéjfef za pokrokem.

Dr Valouch byl (v nadf Jednotd) ¢inny a% do svych poslednich dnt.
Byl jiz ddvno ve véku, kdy i nejsvédomitéjsi pracovnik mize pomysleti
na odpodinek. Ale on nafi nepomylel a neochaboval ve své dinnosti. Na-
poméhal mu mladistvy duch, jehoZ pruZnost, pronikavost a rychlé a hlu-
boké chdpin{ souvislosti ho neopustily do posledni chvile.

Loudice se s tim, ktery nds nyni opousti, ohlédli jsme se po jeho Zi-
votd. Byl to Zivot krdsny. Byl plny sp88né price. Konal jej 8lovék, ktery
myslil pfedeviim vZdy na dflo a nad dilem zapominal na sebe. Byl p¥i-
kladné skromny, odmital okézalé projevy uznéni a zakazoval si oslavné
Slénky p¥i pFileZitostech, které si takové pocty takika samoziejmé vyza-
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dovaly. Pfijal jen destné &lenstvi Jednoty, které mu bylo udéleno jiZ
v r. 1921.

Jeho Zivot byl krdsny i tim, Ze piivétivy osud jej obklopil harmonic-
kym rodinnym %ivotem a dal mu za prévodkyni Zivotem chot oddanou
a plnou pochopeni pro jeho snahy.Jeho vrozend stiizlivost se projevovala
ikdzniv projevech citovych; ale pod povrchem zdédnlivé chladnym a snad
istrohym Zil hluboky cit, ktery se projevoval jak ve vztazich k rodiné, tak
také k pidtelim a spolupracovnikém. Byl pfitelem vérnym, neziStnym
a obétavym. Jeho pfevazné intelektudlni zaméstnéni jej neodvédélo od
krésnych a Zddoucich véci zivota. Miloval cestovani a s pevnou a obrat-
nou rukou na volantu projel mnohym krajem své vlastii ciziny. Byl ctite-
lem uméni a byl dychtivym a pozornym étendfem. A prozival s hlubokym
pochopenim a bedlivou pozornosti ndrodni a svétové déni, které v tako-
vém bohatstvi provézelo jeho Zivot.

Ted se skondil tento krdsny Zivot a bude Ziti jiz jen v nasi vdééné
paméti.

Drahy piiteli, kdyz se nyni s Tebou louéim jménem Tvych pidtel,
spolupracovnikii, Jednoty &sl. mat. a fys. a celé nasi védecké vefejnosti,
tanou mi na mysli dvé slova: dik a slib. Dik za ptételstvi, jimz jsi okraslil
nés zivot, dik za praci,kterou jsi po tolik let vénoval rozvoji nasi vzdéla-
nosti, a slib, Ze se vynasnaZime pokradovati v Tvém dile. Nejvétsim dikem -
je Ti zavazdna Jednota deskoslovenskych matematikd a fysiki, které jsi
vénoval nedocenitelné bohatstvi dlouholeté préace. Tvoje jméno bude
v déjindch nasi Jednoty, Tvé Jednoty, vidy uvddéno jako jméno jednoho
z jejich nejzaslouzilejsich &lend za celou dobu jejiho trvéni, ba snad za
nejzaslouzilej§tho viibec. Odpoéivej v pokoji!
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