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(e). Je-li m? 4 n? = 7'2 = g% degeneruje zobecnéna Bernoul-
liova kvartika ve dvojndsobné branou rovnobéiku s osou z
o rovnici (y — n)? = 0 a elipsu

@—mp  (y—np
AT o

(4,9)

Zakladni rovnice pro pohyb promé&nného rovinného
utvaru ajeji pouZiti v theorii rovinnych k¥ivek.
Zdenék Pirko, Praha.

V pojednén{ ,,Pohyb proménného rovinného utvaru‘‘*), otidté-
ném v tomto ¢asopise, odvodil jsem jisté velmi obecné rovnice (na-
zval jsem je ,,zobecnéné rovnice Cesarovy‘‘) a ukazal, Ze vhodnou
jejich specialisaci 1ze dospét k rovnicim, které v podstaté nejsou nic
jiného nez ,,zakladn{ rovnice Mannhelmovy — d’Ocagneovy*,
z nichZz vychazi kinematickd geometrie p¥i studiu vlastnosti pro-
ménného rovinného Gtvaru. Methoda, kterou jsem dospél k zobec-
nénym rovnicfm Cesarovym a odtud k zékladni rovmici pro po-
hyb proménného rovinného atvaru, byla methoda pohyblivé sou-
stavy soufadnic.

V tomto ¢lanku podavam jiné (dva) elementarni dilkazy této
zakladni rovnice a to methodou klasické diferencidlni geometrie
a zarovelnl ukazuji na jinou moznost jejiho pouZiti, totiz v theorii
rovinnych kfivek.

1. Budiz dana rovinna k¥ivka I" s obloukem ¢ a s parametrlc-

kymi rovnicemi
§ = &(0), m = nlo), (D)

kdez &(o), 7(o) jsou jednoznacéné funkce parametru o v jistém spoled-
ném oboru, které maji prvni a druhou derivaci. Je-li v tihel, ktery
svira kladna teéna této kiivky s kladnou osou usefek soustavy,
k ni% je kiivka I" rovnicemi (1) vztaZena, tu plati nejprve &' = cos 7,
7’ = sin 7 &ili £'2 + 9?2 = 1 (jestliZze jsme akcenty oznatili derivace
podle oblouku o) a tedy

&-15" + 77,"7” = 0. ' (21)
Déle ze vztahu tg v = %' : ¢ plyne .

é/n” . 7715” — tl. (2’)
Z obou rovnic obdrzime -

) 5" . nltf’ 77” — E’t,- ‘ (3)
-*) Casopis pro pést. mat. a fys., 71 (1946), 71—77. ; '
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Obecnému bodu (o) kiivky I' prifadme nyni bod (z;y) takto:
na teénu k¥ivky I" v bodé (o) nanesme od bodu dotyku v kladném
smyslu jejim délku ! = I(o), kdez I(0) je dané jednoznaéna funkce
proménné ¢ v jistém oboru, v némz jsou jednoznacéné i funkce
&(0), n(o), kterd mé prvni derivaci. Krajni bod takto sestrojené
" tsectky (jiny nez bod dotyku (&; 7)) méjz soutadnice (x; y). Nabyva-li
parametr ¢ viech svych hodnot na kiivee I, vytvori body (z;y)
k¥ivku C, jejiz parametrické rovnice jsou

x=E+1 y=n+1ly, (4)
parametrem na kfivee C je nyni oviem oblouk na kiivee I'.
Z rovnic (4) vypodtéme
B = (V) E I, y =+ Ty =, (5)

takZe plati nejprve
l ylél_xlnl___(él ” nf)l
a tedy, vzhledem k rovnici (2,),
, Y& —ax'y =1, _ (6)
Z rovnic (5) vypoétéme jeste
xfn”_y’fﬂ e (5’ ”_nléﬂ) (l + ll);
1 plati opét vzhledem k rovnici (2,)
III yé_(1+ll)rl
Zjednodusme jesté levou stranu této rovnice na zakladé vztahu (3),
vyluéme déle piipad, Ze by ¢ara I" byla pfimkou a vyluéme ony
body kiivky I'; v nichZ mé nulovou kfivost; obdrzime posléze
. x/él +ry/,'7/ 1 + l’. (7)
Definujme jako kladny smysl na kfivee € smysl, v némz roste
jeji oblouk s. Oznadime-li pak ¢ thel, ktery svird kladnd tedna
kiivky C s kladnou osou useéek soustavy, k niz je kiivka C rovni-
cemi (4) vztaZena, pak pro thel », ktery svirajf odpovidajici si teény
kiivek I, C plati
' v==1t—1
¢ili :
tgy—-BE—BT i) —(:f) yl—ay g,
I+tgitgr 1+ (@) (n:8) «& fyn
Pouzueme-h tedy rovnic (6), (7), nalezneme pro thel » vyra.z, ktery
nenf zavisly na soustavé soufadnie, totiz:

’

It
V= arct?g m. (9)
Vypoétéme nyni (za predpokladu, Ze 1 + I’ + 0)
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tgy l
JT+tgy B+ QF0)Ec—2
+ +
Pouzijeme-li znovu rovnic (6), (7), nalezneme nejprve -
B+ (IR = (¢ —a'n) + @'¢ +y'y)ld 2 =

- (xlz + ylz) (Ela + 7],2) - 8’2 T'__z — (-d.—8)2'

sin ¥y =

T

Obdrzeli jsme tedy tento vyraz pro element oblouku kfivky C,
nezavisly na soustavé soufadnic:

ds = —. (10)

Jiny zpusob, jimZ muZeme odvodit vztah (9), je tento: Oznadime-li
» kiivost k¥ivky I'v bod$ (o), plati nejprve znamy vztah

EII nl’ H i (11)
pro kiivku C plati parametrické rovnice (4) a z nich vyplyvajici rovnice (5);
pro thel v pak platf vztah (8,)

tgy =

=

L @E + ). L8
Pouiivajicé rovnic (5), miZeme psét rovnici (8,) také ve tvaru
— i : Ul / .
tgv = ,51 = lEIl + lIEI 17/ + lnll e l"?' :
B [(EI + l&ﬂ + l’EI) EI + (,']’ + lnll _+_ zlnl) 7]/]'
Snadnou dpravou vsak nalezneme

tgv=_\§

E: 7’
z'y

’

m,

re V(L T)

a tedy podle (11)

coZ je rovnice (9). -
. 2. Rovnice (9) a jeji disledek, rovnice (10), byly v praci, o niz

se zmifiuji v avodu, vychodiskem k odvozeni zakladnich rovnic
Mannheimovych — d’Ocagneovych v kinematické geometrii
proménného rovinného utvaru. Ukazme zde na moznost jiného
pouziti rovnice (9)! Zaddme-li, aby tihel » byl staly, je nutno a stadf
volit funkei l(o) tak, aby vyhovovala linearni diferencialni rovniei
prvnfho fadu .
‘ ' —xlcotgvy + 1 = 0 (v = konst.).
Bude tedy ' .

I = exp (cotg »[x do) [C — [ exp (— cotg vx do) do]
(C integraéni konstanta)

a z rovnic (4) obdrzime o

2 = & + exp (cotg »[x do) [C —[exp (— cotg»[x do) da] E,} )
'y =7 -+ exp (cotg »[x do) [C —fexp (— cotg »[x do) da] ’
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BudiZ nyni x = (o) pfirozend rovnice knvky TI. Pak rovnice
(12,) vyjadfuji parametricky (parametrem je oblouk ¢) v¥echny
trajektorie, které protinaji teény ki"lvky I’ pod stalym thlem v,
vyjadiuji tudiZ isogondlni trajektorie teden kfivky I'. Tuto okolnost
je viak moZno vyjadrit jesté jinak. Teéna kiivky I' svird s normalou
kiivky C staly ahel }n — v, jinymi slovy: kfivka I' je obalkou
piimek, které sviraji s normalami ktivky C staly ahel &ili kiivka I"
je_evolutoidou kfivky C. Povazujeme-li nynf kiivku I" za kiivku
zakladni, jak jsme to dosud ¢inili, je kiivka C inversni evolutoidou
&ili evolventoidou kiivky I'; (12,) jsou parametrické rovnice vSech
téchto evolventoid.

Ve zvlastnim pifpadé, kdyz kiivkou I je kruznice

c . C ; 1
S-acos-(;, n=asn—, t.j. ® = (13y
obdrzfme z rovnic (12,) _
' o : g . C
x=a cos-———[a tgv 4+ C exp (———cotg v)] sin —
a a T a
| o (o "o (14)
y-=asm;——|—[atgv+Cexp(z—cotgv)]cosg : :

jakoZto parametrické vyjédi‘eni vSech evolventoid kruZnice (13).
Poznamenejme jeité, ze rovnice (14) ztraceji platnost v pripadé
trajektorif ortogonalnich, t. j. pro v = 4x. V tomto pripade je podle

(9)
14+401=0¢lil=C—c¢

(C integraéni konstanta) -
a rovnice (121) se redukuji na

x=¢§(+(C—o) &
y=n+(C — o) n} 12)
Tak zase pro kruznici (13) a » = }x nalezneme

o .
z = acos?—-(()——a) sm-l

y_asm—+ (C —o0) cos—-’

; Zé.dame-h aby pro 6 =0 bylo x =a, y = 0, budexO—-Oaza

. téchto podminek obdriime =z pf-edchaze]icich rovnic (s novym

c
parametrem W= )
1

z = a (cos w +. sin w)
Yy = a (8sin w — w cos w)f ’

¥

parametrické rovoice evolventy kruZnice, jak jsme mohli odekdvat.
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