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Geometrické misto stfedi podobnych kuZeloseek
v siti kuZelosedek.

Dr Alois Urban, Praha.

. 1. Uved. Ukolem &lénku je odvodlt synthetlcky nékolik vét
o stfedech podobnych kuzelosedek!) v siti kuzelosedek o spoleéném
polarnim trojahelniku?) a ukéazat, jak se jich da uzit k feSeni nékte-
rych tdloh o podobnych kuzeloseckach. K odvozeni vét je pouZito
kvadratické transformace, jez stfedu kuZelosetky sité pfifazuje
stted kvadratické bodové involuce na libovolné pevné jednoduché
kuZeloseéce, do niZ se z libovolného vlastniho bodu na této kuzelo-
seéce promitd involuce harmonickych péli na nevlastni piimce,
kterou na nf indukuje zvolena kuZelosecka sité.

2. Kvadraticka transformaece {I, U}. Necht je dan trojahelnik
o vrcholech P, @, R, o nichZz predpokldddme, Ze jsou vlastni.
Strany ‘trojahelnika oznaéme p = QR, q¢ = RP, r = PQ. Dile
necht je dina pevna jednoducha kuzelosetka [ a na ni pevny vlastn{
bod U, kterym jsou vedeny piimky p || p, ‘q || g, 'r || . Jejich dalsi
prﬁseéiky s ! necht j jsou body P’, Q’ R'. Strany trojahelnika P'Q’R’
oznafme r’ = Q’R’ ¢ = RP,r =PqQ.

* Vs&imneme si pfitazeni bodu S a S’, které je definovano timto
pfedpisem:

Definice piifazeni {I/, U}. Necht S + P, @, R; pak S’ necht
je pruseéik PgP' a QsQ’, kde Pg (Qs) je daldf prusemk primky
ps || PS (gs || @8), vedené bodem U, s kuzeloseckou l. Necht

P, Q, R'; pak 8 necht je prusecik primek ,ps a g5,
kde 1Ps H PSU (195 || @sU) je primka vedena bodem P (Q),
pii éemz Pg (@s) je pruseéik rizny od P’ (Q') ptimky S'P’
(S'Q')skuzelosedkoul.

Toto pfifazeni zfejmé zévisi na volbé kuzelosecky Il a bodu U
na nf a proto je ozna¢ime jako prifazeni {I, U}. V definici pfitazeni
jsme pouzili ze Sesti bodu P, @, R, P, @', R’ jen ¢tyt P, @, P', @';
zfejmé miZeme sestrojiti podobné prifazeni také pomoci bodi
P, R, PR a@ R,Q, R. Da se viak ukdzat, Ze viechna t¥i p¥i-
fazen{ jsou ekvivalentni a to v tom smyslu: Je-li 8’ (8", 8”) bod,
ktery v ptifazeni {I, U}, sestrojenému na zikladé bodu P, @, P’, @’
(P,R,P,R'; Q R,Q, R'), odpovidd bodu 8, pak 8’ = 8" = 8".
Tohoto tvrzeni viak nebude v dal§im tieba.

1) Podobnymi kuZelose¢kami rozumime kuZelosetky, které lze pfevésti
v sebe grupou podobnostnich transformaci pfipuSténych v euklidovské
roviné.. (Viz V. Hlavaty: Projektivn{ geometne, II. dil, def. (1,1), str. 249
a def. (5,1), str. 271).

2) Omezujeme se tedy na speciélni sit kuZelosetek bez zékladnich bodi;
obdobmjm zpusobem lze viak uvaiovatl i 0 jinych sitich.
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Véimnéme si jesté, Ze uvedenym zpusobem je kazdému
S % P, @, R piifazen jediny bod 8’ a obracené kazdému 8’ + P’,
@', R’ je ptitazen jediny bod S, nebot v8echny uvedené konstrukce
jsou uréité a jednoznadné. Tedy pfitazeni {I, U} je jednojedno-
znacéné az na uréité vyjimky.

2.1 Prirazeni {l, U} je kvadratickou transformaci;
hlavni body jednoho pole jsou P, @, R, hlavni body dru.
hého pole jsou P',Q", R

Dikaz. Zvolme v soustave bodi 8 pFimku m, ktera neprochazi
‘body P, @, R. Hledejme co ji odpovida v pfitazeni {I, U}. Oznadéme

Obr. 1.

nevlastni primku rovmy u; podle definice ptifazeni {l, U} platf
(viz obr. 1.)

m(S, ...) P.(.l'p,g, ) s uw(Se, .. s Ulps, .0 i
Soudasné plati )
m(S, ...) :: Q(lqs, o) s u(Sgq, -..) i Ulgs, -..) i

Odtud plyne :
P’(Sp, e "'Q'(SQ,“.)’. (*)

Vytvorem této projektivity, t. j. geometrickym mistem bodu 8’
odpovidajicich bodim 8 pHmky m, je kuZelose¢ka m'. Tato kuZelo-
setka je jednoduchd. Kdyby byla. sloZens, pak projektivita (*)
by musela byti perspektivitou (vidy je totiz P’ + Q’), t. j. piimce »’
ve hvézdici P’ by musela odpovidati td% pifmka ' ve hvézdici Q'.
K pifmce 7' ve hvézdici P’ dojdeme v3ak, hleddme-li k priseéiku
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2§ = gm odpovidajici bod 28’; k pfimce »" ve hvézdici @' dojdeme,
hledame-li k bodu 18 = pm odpovidajici 18’; jeito dle pfedpokladu
piimka m neprochéazi Zzadnym z bodu P, @, R, je S + 28 a tedy
piimka ' v projektivité (*) neni samodruznou, tedy m’, nemuze
byti sloZena.

Podobné by se dalo ukazat, Ze ptimce n’ v soustavé bodu S’, kte-
ra neprochazi body P’, @', R, odpovida jednoducha kuZelosetka n.

Z uvedeného jiz plyne ze prifazeni {I, U} je kvadratickou
transformaci. Je hned zfejmé, Ze hlavni body pole bodt § jsou
P, @, R a hlavni body pole bodt S’ jsou P’, @', R'.

V&imnéme si nyni sité kuzelosecek o spolecnem polarnim troj-
uhelniku. Necht trojuhelnik PQR je pravé timto polirnim troj-
uhelnikem.

2.2 Stiedu § jednoduché kuzeloseéky k %) dané sité
“odpovidd kvadratickou transformaci {l, U} stied &’
kvadratické bodové involuce na kuZeloseéce I; tato
involuce je primétem involuce harmonickych pély,
kterou kuzeloseé¢ka k indukuje na nevlastni pFimece,
z bodu U na kuZelosetku l. Obracené kazdému S’ neleii-
cimu na p’,¢,r odpovidd kvadratickou transformaci
{1, U} jediny bod 8. Ten je stfedem jednoduché kuzelosec-
ky sité, ktera 1nduku]e na nevlastni pfimce involuci
harmonickych péld, jez se z U promitda nal do kvadra-
tické involuce o stfedu §'.

~ Diikaz. Necht bod 8 je stiedem jednoduché kuzelosecky sité.
Ziejmé S nemuze lezet na p(q,7); kdyby S lezel na p (g, r), pak
by nevlastni pfimka, t. j. poldra stfedu S, musela prochazet bodem
- P(Q, R), coz dle predpokla,du o bodu P (@, R) nenf mozné. Necht I
je involuce sdruZenych pruméri této kuZelosedky. Involuce I
protina nevlastni pfimku v bodové involuei ./, kterou promitneme
z bodu U na kuZelose¢ku ! do bodové kvadratické involuce I,
jejiz stied je bod S’, ktery v kvadratické transformaci {{, U} odpo-
vid4 bodu . Skutedns: uvaZzme, Ze do involuce Ii patif par sdruze-
nych praméri ,ps, 9Ps (195, 5955 17s, oF's), kde ;ps = PS8, ,ps je rovno-
b&zné s p a prochazi bodem S(,gs = @8, 95| q a ]de bodem S;
175 = RS, 5| r jde bodem S§). Par involuce I'; sestrojime ]ako
priveiky sovnobelek ps [ps, /Dl s 1P (05| s, a4 7s s
‘r || r), jdoucich bodem U, s kuZelosetkou I. Tim dostaneme body
Pg, P’ (Qs, Q'; Rg, R'). Stied involuce I’y lei na spojnici PsP’ (@s@’,
RsR') aje bedy bodem §’ pfifazenym transformaci {I, U} bodu S. -

Obréacené. Zvolme bod S’ a poklddejme jej za stfed kvadratické
bodové involuce I’y na I. Promitnéme tuto involuci z bodu U na ne-
vlastni pfimku u do bodové involuce I;. Tato involuce uréuje

3) Sttedem paraboly rozumime jeji nevlastni bod.

\
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v sfti kuZelosedek kuZelosetku. Nechf S’ lezi na p’ (¢, r’), pak
zmfinéna kuZelosecka v siti je sloZend. V tomto pfipadé totiz do invo-
luce I'; nélezi par @', R’ (R, P’; P’, '), tedy do involuce ,I; nalezf
péar nevlastnich bodi primek q,r (r P; P, q). POl nevlastni piimky
je pak bod P (@, R), pfisludnd kuZelosetka nemize tedy byti
jednoduché. Necht tedy 8’ nelezi na p’, ¢/, #'. Involuce ,I; neobsa-
huje mezi svymi pary Zadnou dvojici z nevlastnich bodd pfimek
P, q, r. V siti existuje tedy jednoduchéd kuZelosecka k, ktera na ne-
vlastni pifmce indukuje involuci ,/;. Jeji stfed je transformaci
{l, U} ptifazen bodu 8’. Hledejme totiz pél nevlastni piimky. Staéi
najit priseéik polér dvou jejich bodd. Polira nevlastniho bodu
piimky »(g) je pfimka ,ps || ps jdouci P( (s || gs jdouct @), pii temz
nevlastni body pifmek p, ps (g, ¢s) jsou pary involuce ,I;. Priasedik
1Ps & 15 je stied S zminéné kuzelosecky k a soudasné je bodem, ktery
je v transformaci {I, U} (dle definice tohoto pfifazeni) pi"if'azen
bodu §'.

Pozndmka: Véta 2.2 jedna o stfedech jednoduchych kuzelo-
sedek sité. V uvazované siti existuji vSak také sloZené kuzelosecky.
Jsou to pary pfimek pifmkovych involuci ve vrcholech spoleéného
polarnfho trojuhelnika; samodruzné primky téchto involuci jsou
strany polérniho trojihelnika. Stfedy téchto sloZenych kuZelosedek,
pokud jsou sloZeny ze dvou ruznych pH{mek, jsou pravé vrcholy
polarniho trojuahelnika.

'V dalsfim budeme potfebovati jen té okolnosti, Ze pii volbé
libovolné kuzelosecky ! a vlastniho bo-
du U na ni, jsou body S a 8, o nichz
mluvi véta 2.2, vazany kvadratickou
transformaci {/, U }. Mazeme tedy la U
voliti pokud mozno vyhodné. Za kuze-
lose¢ku ! zvolime kruznici, jinak muZe
byti poloha [ a bodu U na ni libovolna.
Abychom této moZnosti vyu#ili i kon-
struktivné, predpokladejme v dalffm:
lje kruznici opsanou poldrnimu troj-
) thelniku PQR sité kuZeloseéek a U=R
Obr. 2. (obr. 2).

2.3 Geometrické misto stiedu viech hyperbol uvazo-
vané sité kuzZeloseéek, podobnyeh dané nikoliv rovno-
osét) hyperbole, resp. komplementarni hyperbole, je
kvartikase tfemi uzlovymi bodyve vrcholechspoleéného
polarniho trojahelnika sité. Jeji realné body lezf vnég
tohoto trojuhelnika.

+ 4) Pifpad rovnoosé hyperboly je probréan v dalsf v&t&.
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Ditkaz. Dand hyperbola necht méa poloosy a, b,a + b. Uva-
Zujme hyperbolu sité, kterd je podobna dané hyperbole, resp.
hyperbole komplementarni a ma poloosy a,, b,. Dle piedpokladu
@, :b; = a :b. Promitnéme involuci harmonickych pélt ,Iz, jez
uvazovana hyperbola indukuje na nevlastnf pifimce, z bodu U
na kruznici l. Primétem je kvadraticka bodova involuce Iz, jejiz
stted S’ ma od stfedu kruznice ! vzdalenost r' = r (a2 + b2) :
: [(@y® — b,?)] = 7 (a® 4 b2) : |(a® — b%)|, kde r je polomér kruznice .
Nalezeny vztah plati pro kazdou hyperbolu sité podobnou dané
hyperbole resp. hyperbole s nf komplementarni. Lezi tedy body 8’
na kruznici m’ soustiedné s [ a poloméru 7’ (> r). Dle znamé véty
z theorie kvadratickych transformaci kruznici m’ kvadratickou
transformaci {l, U} odpovidd kvartika m wuvedenych vlastnosti.
Dle véty 2.2 kazdému bodu na m’, nelezicimu na p’, ¢’, 7', odpovida
na m bod nelezici na p, ¢, r, jenz je stfedem hyperboly podobné
dané, resp. s ni komplementarni. Priseéikim piimky p’ (¢, 7')
s kruznici m’ kvadratickou transformaci {l, U} odpovida P(Q, R);
tento bod je stfedem slozenych kuZelosedek sité, které jsou slozeny
z pifmek involuce v P(Q, R) o samodruznych piimkach g, r (p, r;
P, q); mezi témito sloZenymi kuZelosetkami existuji pravé dvé
kuzZelosecky sité slozené vidy z paru pfimek, svirajicich thel rovny

thlu asymptot hyperbol podobnych dané hyperbole (¢ = 2 arctg g-)

Tyto slozené kuzelosedky, pravé vzhledem k uvedené vlastnosti,
lze poklidati za podobné dané hyperbole, takie ve vété 2.3 neni
nutno vyjmouti uzlové body zminéné kvartiky.

Poznamka: Je-li misto poloos a,b,a + b dan pifmo tuhel
asymptot ¢, pro ktery plati —n < ¢ < m, ¢ + 0, + ix, pak pro r’
plati

v =r:cosq pii 0 < || < ¥,
v =r:cos (m— @) pii in < |¢| < 7.

2.4 Geometrickym mistem stfedd rovnoosych hyper-
bol sité kuzelosedek o spoleéném poldrnim trojuhelniku
je kruznice opsand tomuto polarnimu trojahelniku®).

Diikaz. Pro kazdou rovnoosou hyperbolu uvazované sité je stied
S’ involuce I'x, zminéné v dukaze predchozi véty, na nevlastni
p¥imce »’. P¥imce o' kvadratickou transformaci {I, U} odpovida
kuZelosecka v, prochazejici hlavnimi body P, @, R transformace.
Snadno se ukaze, Ze v je kruZnici: Necht 8’ je nevlastni bod. Dle
definice pfifazeni {I, U} stanovime na ! body Pg, Qs. Jelikoz S’

je bod nevlastni, je PsP' || QsQ'. Déle je zfejmé, te PsQs = PQ
5) Jinak fox'mulovéno;Kruinice opsané polédrnimu trojihelnfku .rovno-

086 hyperboly prochdzi stfedem této hyperboly. Viz V. Jarolimek: Zékladové
geometrie polohy v roving a v prostoru, dil IV, str. 26. :
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(je totiz P’ = Q, @' = P dle volby kruznice 1). Podle konstrukce
bodu 8§ je PS| PsU a QS| QsU, tedy < PsUQs = < PSQ.
Odtud jiz je patrno, ze kuZelosetka v je kruZnicf, tedy v = I. Ne-
vlastnimu bodu §’, riznému od nevlastnich boda ptimek p’, ¢’, 7/,
odpovidé dle véty 2.2 stied S jednoduché kuzelosecky sité. Nevlast-
nimu bodu pifmky p’ (¢’, r’) odpovida bod P (@, R). Obdobnym
zpisobem jako v diukaze pfedchozi véty lze ukéazat, ze P (Q, R)
je stfedem jediné kuZelosecky sité slozené z paru kolmic. Tedy
kazdy bod kruznice v =1 je stfedem rovnoosé hyperboly sité
(eventuelns sloZené ze dvou kolmych pifmek). :

2.6 Geometrické misto st¥edd elips sité kuzelosedek
o spoleéném polarnim trojihelniku podobnych dané
elipse (nikoliv. kruZnici) je kvartika se tfemi body
ve vrcholech spoleéného polarniho trojahelnika, jejiz
redlné body lezf jak uvniti tak vné tohoto trojthelnika.

Ditkaz. Pro kazdou elipsu sité, podobnou dané elipse, je st¥ed S’ -
“involuce I'y, zmingné v dikaze véty 2.3, na kruznici m’ soust¥edné
s kruZnicf I. Je-li » polomér kruznice I, a, b + a poloosy dané elipsy,
pak polomér kruznice m’ je r' = r|(a® — b?)| : (a* + b%) < r. Této
kruZnici kvadratickou transformaci {I, U} odpovidd kvartika
o vlastnostech uvedenych v dokazované vété. Kazdému bodu S’
« kruZnice m’, nelezicimu na p’, ¢', ', odpovida S neleZici na p, g, r,
ktery je stiedem jednoduché elipsy podobné dané. Priiseéiku kruz-
nice m’ s p’(q’, r’) odpovida kvadratickou transformaci {I, U} bod
P(Q, R). V siti existuji pravé dvé kuzelosetky slozené-z paru
imagindrnich pifmek, které sviraji thel rovny uhlu asymptot
podobnych elips, jejichz stfed je P(Q, R). Prohlisime-li, pravé
vzhledem k uvedené vlastnosti, tyto slozené kuZelosecky také
za podobné dané elipse, pak neni nutno ve znén{ véty 2.6 vyjmouti
uzlové body kvartiky.

Poznamka. Ve vété 2.5 jsme predpokladali a + b. Je-li @ = b,
jednd se vlastné o setrojeni kruZnice, kterd ma dany trojihelnik
za polarni. Jezto involuce sdruzenych primért kruznice je abso-
lutni, musf stied involuce I'; v tomto pifpadé byti stfedem kruznice
l. Kvadratickou transformaci {/, U} tomuto stfedu odpovida priise-
¢k vylek daného trojthelnika, ktery je tedy stfedem hledané
kruznice.

3. Konstruktivni dasledky. UZitim transformace {I, U} lze
fesit pomérné jednoduchym zpisobem talohy tykajicf se konstrukce
kuZelosedek podobnych dané. Vytkneme zvlasté dvé specialni tlohy.

Uloha 1. Ctyfmi danymi body (linedrns nezavislymi)
proloziti kuzZeloselku podobnou dané kuzelosedce.?)

®) V ptipads hyperboly jedna se o tlohu sestrojiti hyperbolu podobnou
dané hyperbole resp. hyperbole komplementérni.
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Reieni. Danymi &tyfmi body je uréen svazek kuZelosedek;
stfedy viech kuZelosedek tohoto svazku lezi na stiedové kuzelosecce,
jez prochazi vrcholy spoleéného polarniho trojahelnika svazku.
Uvazujme sit kuZeloseéek uréenou timto polarnim trojuhelnikem.
Do této sité nalezi i kuZelosetky uvedeného svazku. Necht dana
kuzelosecka neni parabola ani rovnoosa hyperbola. Pak dle véty
2.3 a 2.6 stiedy kuZelosecek sité, které jsou podobné dané kuzelo-
setee, lezf na kvartice, jejiz uzlové body jsou vrcholy spoleéného
polarniho trojihelnfka. KuzZelosetka stfedi a kvartika maji mimo
tyto vrcholy jesté spoleéné dva body, jez jsou stfedy hledanych
kuzelosetek. Pii skuteéném reSeni ulohy lze s vyhodou pouziti
kvadratické transformace {I, U}, ktera prevadi kuzelosecku stiedi
v piimku a kvartiku v kruznici soustfednou s kruznici / opsanou
poldrnimu trojihelniku a o poloméru r' = r|(a® — b?)| : (a® + b?)
resp. ¥ = r (a® + b?) : |(a® — b?)|, kde 7 je polomér kruznice opsané
polarnimu trojahelniku, a, b + a jsou poloosy dané ehpsy resp.
hyperboly. Ve vylucovanych piipadech paraboly a rovnoosé hyper-
boly lze s vyhodou pouziti znamych method.

Uloha 2. Sestrojiti kuzelosedku tak, aby se dotyka,la,
danych ¢étyf linedrné nezavislych pifimek a byla po-
dobnéd dané kuzeloseéce.9)

ReSeni. Sttedy kuZelosetek osnovy kuzeloseéek, uréené danymi
¢tyfmi piimkami, lezi na p¥{mce. Uvazujme sit kuZelosecek, jejiz
spoleény polarni trojahelnfk je diagonalni trojahelnik étyrstranu
uréeného danymi ¢étyimi pfimkami. KuZelose¢ky zminéné osnovy
kuzZelosedek patii této siti. Necht dana kuzelosecka neni parabola
ani rovnoosa hyperbola. Stiedy kuZeloseéek sité, které jsou podobné
dané kuzeloseéce, lezi dle véty 2.3 a 2.5 na kvartice, ktera mé uzlové
body ve wrcholech spoleéného polarniho trojuihelnika. Pruseciky
této kvartiky s pfimkou stiedu (kuZelosedek osnovy) jsou stiedy
hledanych kuZelose¢ek. Necht mame sestrojit rovnoosou hyperbolu,
dotykajici se danych p¥imek. Dle véty 2.4 stiedy viech rovnoosych
hyperbol sité lezi na kruZnici opsané spoleénému polérnimu troj-
thelniku sité. Stiedy hledanych hyperbol jsou tedy prasediky
pitmky stfedi kuZeloseéek osnovy a této kruznice?). Pfi skuteéném
FeSeni.této Glohy pouzijeme s vyhodou kvadratické transformace
{l, U}. Tato prevadi pfimku stfedi v kuZelosetku, jeZ ovSem pro-
chézi vrcholy hlavniho trojﬁhelnika transformace P’, Q’, R’ a kvar-
tiku pievadi v kruZnici, ktera je soustiednd s kruZnici opsanou
- spole¢nému polarnimu tromhelniku sité P,Q, R (a také opsanou
trojihelniku P’, @', R’). Jeji polomsér je r' = r |(a® — b?)| : (a2 b?)

") Resieni ptipadu rovnoosé hyperboly je v podsta’oé totoZné s fesenim -
uvedenym v uéebnici V. Jarolimka: Zékladové geometrie polohy v rovind
av prostom, dil IV, str. 26.
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