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J1. C. TonTpsirus: Hen}:epusume rpynnsl (MaremaTuka B MOHOrpa-
thusx, ocuoBuas cepusi, ku. IlI), Mockga-Jlennnrpaa 1938, cTp. 316.

Anglicky pieklad: L. S. Pontrjagin: Topological Groups. Prince-
ton Mathematical Series, sv. 2. Princeton University Press, Princeton,
1939. IX + 299 str. S 4,00.

Pentrjaginova monografie, vénovana theorii spojitych ¢ili topologic-
kych grup — prvni a zatim jedind ve svétové literatufe -— vySla jiZ pied
9 1éty, avSak dosud o ni nemohlo byti referovano. Theorie spojitych grup
vznikla pavodné jako theorie grup spojitych transformaci a to piredevsim
Lieovych grup, t. j. grup, v nichZ lze zavést souradnice. Lieovy grupy jsou
viak pouze velmi specialnim piipadem obecné topologické grupy, jejiz axio-
matické zavedeni leZi nasnadé, jakmile mame pojmy topologického prostoru
a abstraktni grupy. Ve své knize podava Pontrjagin jednak theorii topologic-
kych grup, pfi éemZ se omezuje na separabilni lokilng kompaktni grupy,
jednak moderni a logicky bezvadny vyklad zéklada theorie Lieovych grup.

Prvni dvé kapitoly maji tivodni réz a obsahuji b&Zné definice a v&ty
z theorie grup a topologickych prostora (u topologickych prostori se poZa-

duje spin&ni axiomi A + B = A4 + Ba 4 = 4, jako# i uzavienost jedno-
bodovych mnoZin).

V_III. kapitole jsou vyloZeny zé&kladni pojmy theorie topologickych
grup & n&které obecné vysledky, jejichZ dikaz nevyZaduje hlubiich uvah.
Topologickou grupou nazyvame grupu G, jeZ je soudasné topologickym pros-
torem, pfi emZ grupové operace jsou spojité (staéi poZadovat, aby zy—!
zéviselo spojitd na x i y soucasnsd). Ka¥da topologicka grupa je reguldrnim
topologickym prostorem (dokonce 1iplné regulérnim prostorem; tato v&ta, jeZ
pochézi rovnéZ od Pontrjagina, neni v knize uvedena). Podgrupou topolo-
gické grupy nazyvame podgrupu ve smyslu theorie abstraktnich grup,!)
je¥ je zdroverl uzavienou mnoZinou. Definice normilni podgrupy, faktorové
grupy atd. jsou pak nasnad®. Zobrazeni topologické grupy G' do topologické
grupy. H se nazyvd homomorfnim, je-li spojité a zaroveri homomorfni ve
smyslu obstraktnich grup; je-li homomorforni zobrazenf prosté a je-li pii tom
inversni zobrazeni spojité, pak mluvime o isomorfnim zobrazeni (isomor-
fismu). Na rozdil od abstraktnich grup plati zde v&ta o homomorfismu (ktera
pravi, Ze ka¥dé grupa H, které je - homomorfnim obrazem dané grupy G, je
1somorfni 8 jistou faktorovou grupou grupy @) obecnd pouze za predpokladu,
Ze jde o homomortismus otevieny, t. j. takovy, %e obraz oteviené mnoZiny je
v¥dy otevieny. Piedpoklddédme-li viak, Ze ob& grupy G a H jsou separabilni
lokéln¥ kompaktni, pak kaZdy homomorfismus je otevieny a v&ta o homo-
morfismu plati v plném rozsahu.

1) Grupu, v niZ neni zavedena topologie, nazyvame nékdy abstraktni

grupou (na rozdil od topologické grupy).
*) Z obsahu recensi odpovidaji podepsani pp. recensenti sami.
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Autor prechézi pak k souyislym grupam a grupdm dimense 0 a zakonéu-
je kapitolu zavedenim pojmu lokalni topologické grupy (jejim#% specidlnim
ptipadem je Lieova grupa). Necht G je topologicky prostor. Necht pro né-
které dvojice prvkit @ ¢ @, b e G je definovan soudin ab e G, pii fem% jsou
splnény tyto podminky: (1) (ab)e = a(be), kdykoli ob& strany rovnosti maji
smysl; (2) je-li definovan soudin ab, pak souéin zy je definovén pro viechna
x a y dostateénd blizkéa k a a b a zdvisi spojité na x a y; (3) existuje jednot-
kovy prvek e e G takovy, %e ae == a pro kaZzdé a ¢ G; (1) jestliZe pro nékteré
a € G existuje prvek a—* ¢ G takovy, Ze aa—! == e, pak pro libovolné okoli U
prvku a—? plati: pro kazdé x dostatetné blizké k a existuje prvek 2=t e U
takovy, Ze xa—! == e. ‘

Je ziejmé, Ze kaZdé oteviené okoli jednotkového prvku v topologické
grupé je lokalni topologickou grupou. Naproti tomu neni zndmo, zda kaZda
lokalni topologické grupa je lokéln® isomorfni s nékterou topologickon
grupou; tento problém je rozieZen (v kladném smyslu) pouze pro Lieovy
grupy.

Pro lokalni topologické grupy se definuji pojmy podgrupy, faktorové
grupy atd. zpuasobem, ktery leZi celkem nasnadé. Uvedeme pouze definici
lokdlniho isomorfismu. Necht G a G’ jsou lokalni topologické grupy. Necht
Uc G, K'¢ @ jsou oteviena okoli jednotek ¢ ¢ G a e’ ¢ G’. Necht ¢ je ho-
meomorfni zobrazeni {" na U’, které ptevadi e v ¢’ a splhiiuje podminku
@(ab) = @(a) ¢(b), kdykoli je definovan soudin ab nebo g(a) ¢(b). Pak iikime,
Ze ¢ je lokalni isomorfismus lokélnich grup G a G'.

Ve IV. kapitole podéavé autor theorii linearnich representaci separabil-
nich kompaktnich topologickych grup, t. j. jejich homomorfnich zobrazeni do
grupy regularnich matic n-tého fadu. Nejdfive definuje invariantni intégral
na topologické grupé G jako operaci, kterd ptirazuje kaZdé spojité funkei
f(z) na G ¢&islo [f(x) de, spliiujici mimo obvyklé podminky, je% se kladou na
integrél, jest& podminku invariantnosti: je-li f(x) spojitd funkce na x a je-li
g(x) = f(x—')nebo g(x) = f(xa) nebo g(x) = f(ax), kdea ¢ G, pak [g(x) dx =
= [f(x) do. Invariantni integrél na kompaktni grup& se nyni sestroji jako

m
limita (ve smyslu, jenZ je v knize ptesné definovéh) soudti m—l— Z Hza,),

=
a; € G; dokéZe se ddle, %e invariantni integrél je uréen jednoznaéné, poZadu-
jeme-li jeitdé [1dx = 1.

Jakmile méme invariantni integral, neéini potiZi pienést na integraly
na grup® nékteré véty z theorie integrélnich rovnic. Na zdklad$ téchto vét
podava pak autor dikaz (jenZ je zjednoduSenim pavodniho ditkazu, poché-
zejiciho od Petera a Weyla) hlavni véty theorie linearni representace kom-
paktnich grup. Tato véta pravi v podstaté, Ze ke kaidému prvku @ = ¢ ze
sgﬂarabilni kompaktni topologické grupy G existuje linearni representace g
takovd, Ze g(a) neni jednotkova matice. — Kapitola konéi n&kterymi dii-
sledky hlavni vty a jeji aplikaci na dikaz hlavni véty theorie skoro perio-
dickych funkei.?) .

V. kapitola obsahuje theorii komutativnich separabilnich lokélné kom-
paktnich grup, jiZ vytvotil v podstaté Pontrjagin. Oznaéme K grupu redl-
ngch &isel mod 1 (t. j. faktorovou grupu aditivni grupy redlnych ¢isel podle

2)° Rikéme, %e komplexni funkee f(x), definované pro viechna redlné z,
je skoro periodicks, jestlife z kaZdé posloupnosti funkei f(z +- a,), n =
= 1, 2, ... 1ze vybrat posloupnost stejnomé&rné konvergentni. Zmin&né hlavni
véta tvrdi, e kaZzdéa skoro periodickd funkee je stejnomérnou limitou soudti

S m .
tvaru z P
n=1
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podgrupy ¢&isel celych) nebo — co# je aZ na isomorfismus totéz — grupu
komplexnich é&isel 2z, |z| = 1, 8. ndsobenim jako grupovou operaci. Homo-
morfismus topologické grupy G do K nazveme charakterem grupy G. Pted-
poklddejme nyni stéle, Ze G je komutativni separabilni lokéln& kompaktni
topologické grupa. Z theorie linearnich representaci pak plyne: pro kaZdy
prvek z ¢ G, razny od nuly,?) existuje charakter « takovy. Ze a(x) == 0. V. mno-
Zind X viech charakter grupy @ definujeme nyni sé¢iténi zfejmym zpusobem
a topologii tak, Ze za okoli nuly prohlasime kazdou mnoZinu, které se sklada
ze viech « ¢ X takovych, %e o(F) c U, kde F' C G je kompaktni a U ¢ K je
okoli nuly. Snadno se dokéZe, e X je pak separabilni lokdlné kompaktni
topologické grupa — t. zv. grupa charaktert grupy . Mnohem obtiZné&jsi je
dikaz. Pontrjaginovy véty o dualité, jenZ zabira znadnou ¢ast kapitoly. Je
totiZ zfejmé, Ze zvolime-li pevné g ¢ G a prifadime kaZdému o ¢ X prvek
afg) ¢ K, pak dostaneme charakter grupy X. Zminénd véta tvrdi pak, Ze
kazdy charakter grupy X se dé vyjadiit timto zpusobem a %e topologie
grupy G, kterou dostaneme, kdy# ji povaZujeme za grupu charakterti grupy
X, je toto¥na s jeji pavodni topologii. V podstaté tvrdi tedy tato véta, Ze
vztah -mezi G' a X je symetricky.

' 'Mezi vlastnostmi grup G a X je vzajemné jednoznaéné korespondence.
Tak G je kompaktni (diskretni?), kdyZ a jen kdyZ X je diskretni (kompaktni);
G je kontinuum (t. j. souvislé kompaktni), kdyZ a jen kdyZ X je diskretni
grupa bez prvka konedného Fadu. Zvlast dileZité je to, Ze studium kompaktni
grupy G lze pfevést na zkouméni diskretni grupy X, t. j. na otdzky abstraktni
theorie grup (bez topologickych tvah).

_ Theorie charaktera a véta o dualité je dale v V. kapitole aplikovéna na
souvislé lokéln& souvislé grupy. Jejich struktura je Giplnd vySetiena a je
ziejmé z nésledujici véty: kaZdéd souvisld lokélné souvisld®) separabilni
lokalné kompaktni komutativni grupa je — aZ na isomorfismus — direktnim
soudinem koneéného poétu grup isomorfnich s grupou realnych &isel a nej-
vyse spodetného podtu grup isomorfnich s grupou K. )

Kapitola konéi vétou o topologickych télesech, jeZ je jednou z nejkras-
ndjsich aplikaci theorie topologickych grup. Tato v&ta, jez pochazi rovngZ od
Pontrjagina, pravi, e kaZzdé souvislé separabilni lokalnd kompaktni topo-
logické t&leso (t. j. t&leso ve smyslu algebry, jeZ je zaroveii topologickym
prostorem, pii éem¥ operace s&itani a nasobeni jsou spojité) je isomorfni bud
8 t&lesem redlnych &isel nebo s tSlesem komplexnich ¢isel anebo s t&lesem
kvaterniond.

VI. kapitola uvadi étenéire do theorie Lieovych grup. Jak pravi autor,
klasické potzini této theorie nenf s hlediska logické presnosti zcela vyhovu-
jici, nebot se v ndm leckdy predpokléddé na pf. existence derivace ndkterych

_funkei, aniZ by se tato okolnost dokézala anebo vyslovng uvedla jako pred-
poklad. Je tedy nutné nejdiive podat logicky bezvadnym zpusobem zéklady
theorie, co¥ pravé &ini autor v této kapitole. Nejprve je definovéana lokalni
Lieova grupa. Necht G je lokalni topologické grupa. Nechf existuje homeo-
morfni zobrazenf g(x) = (2, ...z") jistého okoli jednotky v @ na jisté oteviend

okolf posdtku v r-rozmé&rném euklidovském prostoru; &sla 21, ..., 2" nazveme
soufadnicemi prvku « (pfi zobrazeni &ili ,,soufadném systému'‘ ¢). Polozme

8) Je#to G je komutativni, myslime si ji psanou aditivn& a neutrélni
prvek nazyvame nulou.

4) Piipomfinéme, Ze topologickou grupu nazyvame diskretni, kdy¥
kazdy jeji bod je isolovany; je zfejmé, Ze stadi studovat takovou grupu jako
grupu abstraktni (bez topologie).

5) Topologicky prostor R je souvisly, kdy% nenf R = 4 4+ B, A, B
uzaviend, AB = @, 4 =+ @ = B; je lokaln& souvisly, kdy¥ ka¥dy jeho bod mé
,.libovolng mal&‘ souvislé okoli. .

~
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pro dostateéné malé at, y* f‘(:cl w@Hyl, ., y) =2 kde 2 jsou souiad-
nice pryku z = zy a x, y jsou prvky o soui"admcich al, ..., &, resp. YLy o0y Y
JestliZe pii vhodné volbé& zobrazeni ¢ plati (*) funkce f‘ maji spojité derivace

aZ do 3. fadu vdéetns; (**) funkce f* jsou analytické, pak ¥ikédme, %e @ je
lokélni Lieova grupa, a sice v pffpadé (*) diferencovatelnd, v ptipadé (")
analytlcka Ziejmé z (**) plyne (*); lze ukdzat (dikaz je proveden v IX. kapi-
tole), Ze také z (*) plyne (**), takZe nemusime rozliSovat dva druhy lokélnich
Lieovych grup. Koneéné& Lieovou grupou nazveme separabilni topologickou
grupu, které je zéroveri lokalni Lieovou grupou.

Nyni vznikaji tyto otézky: (1) M&jme dva soufadné systémy ¢(x) =
= (a1, ..., 2"), ‘g(x) = (=, e ‘a") v lokélni Lieov§ grupd G. V okoli bodu
(0, ..., 0) jsou pak veli¢iny ‘g% funkecemi velitin at. Maji tyto funkece derivace,
resp. jsou analytické? (2) Je kaZdé podgrupa Lieovy grupy zase Lieovou.
grupou, t. j. daji se v nf zavést soutadnice spliiujici podminky (*) resp. (**)?
(3) Obdobné otdzka pro faktorové grupy. Podstatny obsah VI. kapitoly spo-
¢ivé nyni v kladné odpovédi na tyto otazky; tim je vyplnéna mezera v kla-
sické theorii.

VII. kapitola pojedndvé o vztazich mezi separabilnimi kompaktnimi
topologickymi grupami a kompaktnimi Lieovymi grupami.

Hlavnim vysledkem je véta: kaZdé separabilni kompaktni topologwké
grupa je limitou posloupnosti kompaktnich Lieovych grup. Limitou 'je zde
minéno toto: necht je dana posloupnost topologickych grup Gy, G,, s
a necht pro kaZdé n je dan homomorfismus g,,, ktery zobrazuje G, -, na

Bud H direktni soudin grup G, (t. j. mnoZina vSech posloupnosti {z,
x, € G,, s evidentni definici nasobem a 8 topologii kartézského souému).
BudGmnoima viech z = {z,} ¢ H takovych, Ze x, = g,(z, ;) (n = 1, 2,...)

@ je ziejmé podgrupa topologické grupy H. leé,me, e topologické grupa @
je limitou posloupnosti grup @, s homomorfismy g,. Z uvedené hlavni véty
vyplyvé jako dileZity dusledek kladné FeSeni Hilbertova problému pro kom-
paktni grupy, totiZz véta: separabilni kompaktni topologické grupa, ]ei ]e
lokéln& homeomorfni s euklidovskym prostorem, je Lieovou grupou.

Jsou-li dv® topologické grupy lok4lnd isomorfni, nemus{ jedtd byt iso-
morfni; obecné je velmi nesnadné udat vSechny grupy, jeZ jsou lokélns iso-
morfni s danou topologickou grupou. VIIL. kapitola pojednavé o speciélnim
pripadu souvislych lokalng souvislych a lokdlné jednoduse souvislych topo-
logickych grup (jenZ zahrnuje v§echny souvislé Lieovy grupy), kdy muZeme
snadno pfehlédnout vSechny grupy, jeZ jsou lokéln& isomorfni s danon

pou.

Uvedeme nejdiive definici jednoduché souvislosti. Topologicky prostor
R se nazyvé jednoduSe souvisly, jestliZe je souvisly a ka%dé uzaviend k¥ivka
v R (&m¥ je zde min&n spojity obraz kruZnice) se dé spojit® pfevést v jedno-
bodovou mno¥inu.t) Vyslovime nyni hlavni vysledek?) kapitoly: Necht topo-
logické grupa G je souvisld a m4 ,libovoln& mald* Jednoduée souvislé okolf

%) Presns definice: bud R topologicky prostor; nazveme ,,cestou’ v R
kaZdé spojité zobrazeni f mterva.ﬁl [0, 1] do R; cesta f je uzaviend, kdyd
£(0) = f(1). Uzaviené cesty f a g na,zyvame homotopnim1 kdy# existuje spo-
Jité zobrazeni F Stverce 0 <t <1, 0 <2z <1doR takove, e F(0, x) =
= f(z), F(1, ) = g(x) a F(t, 0) = F(t 1). Prostor R jej ed.noduﬁe souvisly,
kdyZ% (1) pro libovolné body a e R, be R existuje cesta f takové, e f(0) = a,
f(1) = b; (2) ka¥dé dvs uzaviens cesty jsou navzajem homotopni :
7) Tento vysledek neni u Pontrjagina vyslovné uveden, je vﬁak bez-
prostfednim diisledkem obou hlavnich v&t kapitoly V III.
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