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CGasopis pro péstovani matematiky a fysiky, rot. 72 (1947)

Mocninné spirdly v p-rozmérném euklidovském
prostoru R,.

M. Syptdk, Brno.
(Doslo 9. kvétna 1947).

Uvod.

V predlozeném pojednani jsou studovany jisté kiivky, které
mozno povazovati za zobecnéni znamych rovinnych spiral, t. zv.
mocninnych. Tyto rovinné spiraly jsou vyjadfeny v polarnich sou-
Tadnicich rovnici p = k. @™ kde k, m jsou realné konstanty = 0;
mezi né patii tedy spirala Archimedova (m = 1), hyperbolicka
(m = — 1), lituus (m = — %), atd. Zobecnéni spocéiva v tom, Ze
mocninné spirdly definujeme v euklidovském prostoru R, o libo-
volném poétu dimensi p > 3. V tomto pojednani jest ukazano,
ze cels Fada vlastnosti, jez zname o mocninnych spiralach, zistdva
zachovana i po tomto zobecnéni, oviem nahradime-li pojmy a defi-
nice, tykajici se rovinnych kiivek, vhodnymi pojmy a definicemi
platnymi v prostoru R,. DuleZitou dlohou hraje hlawvni rotaéni
dvojkuzel. Je to (dvojrozmérnd) plocha, kterou p¥i hlavnim rotaénim
pohybu vytvoruje pfimka, jeZ prochazi stfedem rotace (je-li p sudé),
resp. protind osu rotace (je-li p liché). Pii tomto pohybu opisuji
jednotlivé body prostoru dilezité kiivky, jez v literatufe jsou
oznacdeny jménem nadkruinice (viz (C), (D)); jsou to kiivky prostoru
o sudém poctu dimensi, jejichZz vSechny kfivosti jsou konstantni.
Mocninné spiraly v R, definujeme jako ktivky, jez lezi na hlavnim ro-
ta¢nim dvojkuZeli a jejichz body majf od vrcholu dvojkuzele vzdale-
nosti Gmérné m-té mocniné oblouku nadkruznice, kterou z dvojkuzele
vytind nadkoule o stfedu ve vrcholu a libovolného poloméru. Vztah
mezi nadkruznicemi a mocninnymi spiralami je také predmétem
studia v této praci. V dodatku je pak rozsifena definice znamé
rovinné kiivky kochleoidy na prostor R,,. Jeji zakladni ¢tyti vlast-
nosti zistavajf v platnostii v tomto prostoru.
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1. Hlavni rotaéni dvojkuZel.

Otadeni bodu P (xy, 2y, ..., Z2n) V Rgy,, definované v pravo-
thlém systému soufadném rovnicemi
Xgi_r = Xoi—1 . COS L,‘O’ + X2 « sin LiO‘ (1>
Xo, = —umo; ;. sin Lo + x93 . cos Lo

(=12, ...,n) —v nichZ ¢ je parametr a L; + 0 konstanty,
jejichz absolutni hodnoty jsou navzdjem razné — nazveme hlavni
otdc’eni) bodu P okolo bodu (zvaném stfedu otddeni) x;, = x, =
== = Xop — 0v R: 7n

Podobne Otaceni bodu P (z,, ,, .. xon_.l)V.Rnn—Ll, definované
v pravouhlém systému soufadném rovnicemi

Xoi 1= 21 .cos Lo + wo; . sin Lo
Xzi = — X2i—1 - sin L,-o’ —|— Xo; « COS LiO' (2)
2n+1= L2n+1 .
(¢ =12, ...,m) — v nichz ¢ je parametr a L; + 0 konstanty,

jejichz absolutni hodnoty jsou navzajem rizné — nazveme hlavni
otdéeni') bodu P okolo pfimky (zvané osou otédeni) z;, = x, =
Zop = 0 V Ropir.

Otaceni (1) v Ry, se tedy sklada z » rovinnych otaceni okolo n
(2n — 2) — rozmérnych prostorii zo; 1 = x2; = 0 (1 = 1,2, ..., n),
pii éemz poméry kruhovych obloukti jsou konstantni a jejich
absolutnf hodnoty rtzné od 1. Tyto prostory, jdouci vSechny
stiedem otddeni, budeme nazyvati axidlnime prostory.

Podobné: Otace ni (2) v Rynt1 se sklada z » rovinnych otacéent
okolo #n (2n — 1) — rozmérnych prostorti s, 1 = &2; = 0 (1 =

1) Obecné otédeni bodu P(xy, &y, ..., ,) v B, (p = 2) okolo (p — m) —

_ rozmérného prostoru z; =2, = ... =2, =0 (2 <m < p) —tedy také

okolo bodu a piimky — je vyjadfeno v pravodhlém systému soufadném
ortogonélni transformaci

X;=a;,. Ty 4 s + @ g - Ty, Pro 1 < i <,
X, =z pronz+l<1,<p

Posledni rovnice odpada v pripad8& otadeni kol bodu, t. j. prom = p.
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= 1,2, ..., n), pfi éemZ poméry kruhovych oblouki jsou konstantni
a absolutnf hodnoty jejich rtizné od 1. Tyto prostory, jdouci viechny
osou otadeni, budeme nazyvati axidlnimi prostory.

Jak se snadno presvédéime, tvoif viechna otacent (1) nebo (2) —
piisludna riznym hodnotdm o — grupu. Vuéi této grupé jsou
invariantni vSechny axialni prostory a nasledkem toho kaZdy
prostor, ktery vznikne jako prisek m (1 < m < n) axialnich pro-
stort. Zejména to tedy plati o stfedu otaceni a o ose otaceni, u niz
dokonce kazdy jeji bod je invariantni vici grupé (2).

Pri hlavnim otdéeni prostoru Ry, opisuje kafdy bod P (%4,..., Zsy)
nadkrunici, jejif stred je ve stredu otdéent a jejiche axidlni prostory
jsou axidlnimi prostory otdcenti, nebo v téchto prostorech leZi. PFi hlav-
nim otdcent prostoru Ron.1 opisuje kaZdy jeho bod P (xy, ..., Top-1)
nadkrutnici, lefict v nadroving Ry, kolmé k ose otddent. J eji  stred
je v praseéiku osy otddent s Rs, a jeji axidIni prostory jsou prisecné

39 ’

prostory axidlnich prostori otdcéent s Rs,., nebo v téchto prostorech lezi.

Dukaz: Kiivka, kterou bod P opisuje, je dana rovnicemi (1),
resp. (2). Pouzijme transformace soutadnic

- Zoj—1 T2i
’
‘X 2—1 — T Xgi_l + T XQ,’,
ini—l + X3 ]/-7051'——1 + @3
Z2i X2i—1
!
X = o X2§_1 _ e XZi,
V 2 2 2 2
ZToi 1+ X Z2i1 + T2

resp. X'on+1 = Xopt1
pro takova i (1 < 1 < n), pro kterd xs; ; nebo z; je razné od 0 a
X9 = Xgi, X'gi= Xo
pro takova ¢ (1 < 7 < n), pro kterd ;-1 = x5, = 0. Tim dostaneme
X1 = ngi_—L + % . cos Lio,
X' = ngi—l + 3 . sin Lg,
resp. X'ons1 = Tont1
(¢ =1, ..., n), coz je nadkruznice, majici uvedené vlastnosti.?)
Pifmka p v Ry,, jez prochazi stfedem otadent O a jez neleii
v zadném axidlnim prostoru, vytvofuje pfi hlavnim rotaénim po-
hybu (1) plochu (Kg,), kterou nazveme (hlavnim) rotaénim dvoj-
kuZelem s vrcholem O. Podobné: Piimka p v Ry 1, jeZ proting osu
otadeni o v bodé O a nenf k nf kolma4, a jez nelezi v Zadném axialnim
prostoru, vytvofuje pii hlavnim rota¢nim pohybu (2) plochu
%) Viz (0), (D). \ ‘
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(K2n+1), kterou nazveme (hlavnim) rotaénim dvojkuselem s vrcholem
0 a osou o.

Jejich parametricka vyjadieni (= p. v.) mtizeme snadno zjistiti.

Jsou-li rovnice pfimky p x; = on,, ..., X2y = onon, Tesp. Topi) =
=d + oC, kdez ¢ je parametr, o e e o O, - resp. (* =1,
a;",-_l + a3+ 0 pro vSechna ¢+ =1, ...,n a C je rtzné od 0 a 1,
pak tato p¥fmka pii rotaci (1), resp. (2) vytvoii plochu
Xgi_l = Q0 (’XziAl COS LfO‘ + x93 sin L;‘O‘)

. Xzi =0 (—— X911 sin Lio' —{-— X9; COS L,;O')

resp. Xopr;=d + oC
(¢ =1, ..., n). Provedeme-li transformaci soufadnic
* Xy =LK, 00 Xo;

i i
Xlgq =22x, , 2tlx, ;
r; ri d

’
X 2n+1 = X2n:—1 —d

t=1,...,n), kde r = ]/oci-ﬂ + x5, dostaneme X'or1 = ory.
.cos Lo, X'y = gr;.sin Lis, resp. X'spi1= 00 (i =1, ..., n).

. . 212 7
Provedme dale transformaci parametru s = al/rlLl + ...t #2E2,

oznaéme l,:l/r%Lf + e L ALE = L; a piSme x; misto X’'; pro
j=1,...,n,n+ 1. Tim dostaneme p. v. rota¢ntho dvojkuzele
(Kgp) ve tvaru :

Zoi-1 = Qr;.co8 is, @z = of,.sinl;s (3)
(=1, ...,n), pii ¢emZ vrchol jeho lez{ v podatku soutadnic,
" A soo gk == 1, 32 4+ .+ r22=1 a ¢ znadi vzdalenost
bodu plochy od vrcholu, a p. v. rota¢niho dvojkuzele (Kga,.1) ve
tvaru :

Zgi—1 = @ri.cCo8 bis, xo = pri.sinls, Tguy1 = oC (4)
(v=1, ..., n), pti ¢emZ vrchol jeho lezf v poditku soufadnic, osa
jeho v.ose X, .1, " + ot = 1, 733 + it =1a 0
znadf vzdalenost bodu plochy od vrcholu.

Pozndmka: Rovnice (3), resp. (4) pro s = s, (konstanta) pied-
stavujf p. v. ptimky, lezici na rotaé. dvojkuzelu (Ksy), resp. (Kzni1)
a d4 se snadno dokazati, Ze rotaci (1), resp. (2) této piimky vznikne
tyZ rotad. dvojkuzel. Obzvl4ité to tedy plati o pHimee xz; ; = or;,
@9 = 0, Tesp. Top1 = pC (1 =1, ... m).

Je patrné, Ze rotaéni dvojkuZel (Kz,), resp. (Kgn+1) se sklada
ze dvou shodnych &sti, t. zv. (hlavnich) rotaénich kufeli (ki.),
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resp. (kini1) pro o => 0 a (k3,), resp. (k3n:1) pro o < 0, jez jsou
soumérné poloZzeny dle spoleéného vrcholu. Kazdy z nich vznikne
rotaci polopiimky, jejiz koncovy bod je ve stiedu otadeni, resp.
na ose otaceni.

Ka#dd nadkoule o stiedu ve vrcholu rotaéniho dvojkuzele (Kay),
resp. (Kspn+1) protind tuto plochu ve dvow shodnych nadkruZnicich,
z nichz jedna lezi na (ke3n), resp. (k3ny1) & drubd na (k3,), resp.
(k§n+1). Nadkoule 2F -+ ... 4+ a3, + resp. Zopo1 = R2 (B> 0)
proting totiz (3), resp. (4) vnadkruzmeich X9;—1 = 4 Rr; . cosls,
Zoi = + Rr;.sin s, resp. x2p11 = + R.C (1 = 1, ..., n). Soudasné
vidime, Ze nadkoule o poloméru R = 1 protind (3), resp. (4¢) v nad-
kruznicich xg; 1 = 4 7;. cos lis, xa; = 4 7;.sinlis, resp. Xopr =
= 4 C, pti éemz s jest jejich oblouk. Z toho je patrny geometr.
vyznam parametru s v (3), resp. (4).

KaZdd nadrovina Rs,, jeZ je kolmd na osu rotaé. dwvojkuZele
(K2n+1) @ je£ neprochdzi jeho vrcholem, protind tento dvojkuzel v nad-
kruénict, majici stfed v prasetiku osy a nadroviny Rs,. Nebot nad-

rovina s,+1 = k (+ 0) protind (4) v nadkruzZnici xy; = ol
k . .
. COS I;8, xo; = E,m .8inls, Xop1 =k (=1, ..., n).

Kazdd nadkoule se stiedem ma ose rotaé. dvojkuzele (Kapi1)
protind tuto plochu ve dvow madkrufnicich, leZicich v nadrovindch

vr o1

kolmych k ose a maywwh stredy v praseéicich nadrovin s osou. Nebot
nadkoule x; “+ ...+ xgn + (22p+1 — k)> = R? protinad (4) v nad-
kruznicich xzt-._l = por,.cos s, xg; = gry.sinls, xopr1 = oC (¢ =
=1,...,n), kde o= Ck 4+ |/C?%?® —%* + R?®. Oznadime-li ¢* —
= k?® — c?k?, coZz geometricky znamend Ctverec vzdalenosti stfedu
nadkoule od povrchovych piimek dvojkuzele, pak plati:

a) pro R? > 2, po pt. R? < ¢* jsou prusekem dvé realné, po pi.
dvé imaginarni nadkruznice.

b) pro R? = 12 jest prisekem nadkruznice dvojndsobnd, podél
ni% se rotad. dvojkuzel dotyka nadkoule.

Protnéme rotadéni dvojkuzel (Ks,), resp. (Kan+1) dvéma nad-
koulemi — o polomérech R, (> 0), B, (> 0) a spolecném stfedu
ve vrcholu dvojkuZele — v nadkruZnicich x,, x,! Budte Py, P, dva
body téze povrchové primky, z nichz P, leif na %, a P, na x,

Opisuje-li P, na %, oblouk PIQI, oplsu]e P, na x, oblouk P,Q,
a plati

P1Q1 1szz = R, : R,. (8)
Je-li totiz dvojkuzel (Kg,), resp. (Kgn+1) uréen rovnicemi (3), resp.
(4), md x, p. V. z2—1 = 4 Ryry.coslis, w3 = 4 Ryr;.sinls,
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resp. Zon+1 = 4+ R,C a x5 = - Ryr;.cos Z;s, g = 4= Ryrq .
.sinl;s, resp. ¥gui1 = 4+ R,C (¢ =1, ..., n). Jsou-li body P,, Q,
urdeny parametry s;, s,, jsou body P,, @, uréeny tymiz parametry.

Plat{ tedy P,Q, = [R,ds = R, (s3—s,), Py, = |R,ds— R,.

8y
(83 — 81), z ¢ehoz nasleduje uméra (5).

2. Moeninné spiraly.

Jestlize mezi o, s v (3), resp. (4) platf vztah f (g, s) = 0, pak
tyto rovnice predstavuji p. v. kiivky, lezici na rotaé. dvojkuzelu
(K2n), resp. (Kopnt1). Kfivku, u niz plati

e=k.(s—sy)" (6)

— pii ¢emz k &= 0, m = 0, s, jsou reilné konstanty — budeme
nazyvati mocninnou spirdlouw stupné m. Zvlastni piipady téchto
kiivek nazveme ve shodé s nazvy v R, takto: :

prom = 1 Archimedovou spirdlou,

pro m = — 1 hyperbolickou spirélou,

prom = 1 Fermatovou spirdlou,

pro m = — } spirdlou ,,lituus®,

prom = g (p, ¢ cela kladnd ¢isla, —7;— * 1, 2) parabolickoun
spirdlou vysstho stupné,

pro m = —% (p, q celd kladni &isla, % + 1) hyperbolickou

spirdlou vyssiho stupné.

Déle nazveme kiivku, u ni# ¢ je rovno polynomu P (s) stupné n
(= 0), polynomickou spirdlou stupné n. Sem pati ku pt. Galileiova
spirdla, u nfZ ¢ = as® + bs + ¢ (@ + 0, b, ¢ jsou konstanty a b2 —
— 4ac + 0). BudiZ zde poznamenano, Ze u této spiraly lze transfor-

macf (7) pro s, = — i dociliti toho, %e ¢ ptejde do tvaru as® - B
p 2a

(B # 0 konst.). V8echny uvedené kiivky pat¥ pod algebraické
spirdly, u nichi mezi ¢ a s plati algebraicky vztah f ( 0,8) = 0.
Z transcendentnich spirdl —u nich g je rovno transcendentni funkci
v 8 — jest nejdulezitéjsi spirdla ewponencidini &ili logaritmickd,
uniz g =k.em (k + 0, m + 0 konstanty)?). Kazd4 z téchto spiral
mé pél ve vrcholu dvojkuzele (K,), resp. (Kzu+1) & — v pHpads,
Ze jde o Rgsiy — mé kromé toho osu v ose dvojkuzele (Kon+1)-

®) O jejich vlastnostech viz M. Sypték: O logaritmickych spiralach
Vv p-rozmérném euklidovském prostoru. Casopis pro pést. mat. a fys., rod. 70
(1940).
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Z geometrického vyznamu v (3), resp. (4) je patré, ze konchoidy
téchto spiral, kdyz pél konchoidy volime v pélu spiraly, dostaneme,
kdyZ misto ¢ ddme ¢ + d, kdeZ d je libovolnd konstanta. Jest tedy
spirdla, u nfZ o = a.|/s + d (@ + 0 konstanta) — zvana nékdy
parabolicka — konchoidou Fermatovy spiraly.

Dosadme do (3), resp. (4) ¢ = k. (s — 8,)™ a provedme trans-
formaci systému souradného (otoceni) .

Xoi1 = — Xoi—1 . €08 ;8¢ + x2; . sin I;s,,
X2i = — X2{—-1 . sin liso -+- Zg; . COS 1180, (7)
resp. Xoy:1 = Toni1 .
(¢ =1, ..., n). Po malé tpravé dostaneme

Xoi 1 = rik (s — 8o)™ . cos l; (s — 8y),
Xo; = rik (s — sp)™ . sin Li(s — s),
resp. Xop+1 = Ck (s — so)™. ,

Provedme dale transformaci parametru s = o + s, a piSme s,
Xoi-1, Xuiy Top+1 Misto o, Xo; j, Xoj, Xopi1! Tim dostaneme p. v.
mocninné spirdly stupné m, leifci na rotaénim dvojkuzelu (Ks,)
vyjadieném (3), resp. (Kg,.1) vyjadifeném (4), v tomto jedno-
duchém tvaru

Xai—y = 1k . 8™ . cos I;s,

X2y = rik.s™. sinls, (8) .

resp. Xoy+1 = Ck . s™
(t=1,2, ...,n); pfitom mn4rt =1, resp. "4+
4t C=1, a il + ... + 72 = 1. Kromé toho jeji
pol je v poc¢atku souradnic a — jde-li o Rs, .1 — jeji osa je soufadnou
osou X2n+ 1e
Dle (8) jest p. v. Archimedovy spirdly (m = 1)
Xoi_1 = 1k . 8. cos I;s,
X9 =1k .s. sinls, C(9)
resp. Zop-1 = Ck . s '

(¢ =1, ..., n) a p. v. hyperbolické 3pirdly (m = — 1)

k
Xoj 1 = T4 ? . COs li8,

oy =1r; —]80— . sin l;s, . (10)
" :

- resp. gpt1 = C -

(t=1, ...,m). Vzorec (8) doplnime néasledujici vétou, na kterou
se pozdéji budeme éasto odvolavati:
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Parametrické vyjadrent
Zoi—1 = R; (aS 4+ b)™ . cos L;S,
Zoi - = R;i (a8 + b)™ . sin L;8S, (11)
resp. xz,+1 = K (aS + b)™
(t=1, ...n), kde S je parametr a R; + 0, L; + 0, a * 0, m % 0,
K # 0, b jsou konstanty a kde plati |L;| + ]L | pro ¢ =% g, lze vhod-
no'u upmvou wvésti na tvar (8) ve kterém 7% + ... + r2 = 1, resp.

rl 4+ o+t 0r=1,a 3+ ...+ =1. Je tedy kfivka
op.vV. (11) mocninnou spn'alou stupne m, lezici v Ry, resp. Ray. ;.
" A z diukazu bude patrno, Ze vé'echny spzmly — odpovidaywz raznym
hodnotdm konstanty b — jsou, a¥ na polohu, stejné a maji spoleény
pol v poldtku souradnic a spoleénou osu v soutadné ose Xop-;.

Dikaz: Otoéme nejprve systém soufadny dle rovnic

. Xz,'_l = Xg2{—1 . COS (L, %) — X9; . sin (L, —g),

Xoi = X3, .sin (Li %) -+ x9; . CcOS (L.; %),

Xont1 = Topt1
(¢=1,...,n) a provedme transformaci paramentru dle vztahu

o =aS + b! Tim dostaneme X, _;, = R;.c™. cos (LE’ a), Xoi =

= R;.o™.sin (% a), resp. Xopi1 =K .o™ (¢ = 1, ..., n). Oznadi-

me nyni
R;

VEE+ ..+ R+ ke

, Tesp. 7; =

S
alC=

VR + ...+ B+ Kk
_ VEI + ... + B

PE AT

2 o
rosp kb — VBt o Rat K

N 2 e

3L = £

u.]/ (L) + . +’ (L")

Z
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a provedeme déle transformaci parametru

S

Ve«

Parametrické vyjadifeni (11) mizeme pak v tomto oznadeni psat
ve tvaru (8), pii ¢emz plati 4 ... + r: = 1, resp. r + ...+
+ 72 +C*=1, a i + ...+ 7%= 1. Pondvads r, L, k, C
nezavisi na b, nemda b vliv na tvar kiivky. M4 vliv pouze na jeji
polohu, nebot se vyskytuje jen v rovnicich pro otoéeni systému
soutadného. Z dokazané véty bezprostiedné nasleduje:

Konchoida Archimedovy spirdly — jestliZe jeji pdl je v polu
Archimedovy spirdly — jest opét Archimedova spirdla, shodnd s pi-
vodni, lifici se od ni pouze polohou. PO, po pt. osa jest vSak ob&ma,
spiralam spolecna.

Vratme se ke vztahu (6) a vSimnéme si, Ze dle améry (5) jsou
oblouky s, S8 nadkruznic — které vytinaji z rotaé. dvojkuZele
(K2n), resp. (K2n+1) nadkoule, majici spoleény stfed ve vrcholu
a poloméry R, =1, R, = R (> 0) — mezi dvéma povrchovymi
piimkami, pfi vhodné volbé orientace, vdzany vztahem S = Rs.
Proto z ¢ = k. (S — S,)™ nasleduje o = kR™ (s — s,)™. Z toho dle
(3), resp. (4) a (7) plynou nasledujici dvé véty: _

Bud x nadkruznice v Re,, P, Q dva jejt body a O jeji stred, po pr.
— jde-li 0 Ronyy — bod na kolmici o vztylené ve stredu » na Rey!
Nanesme na spojnici OQ od O dsecku OA vmérnow m-té mocniné
oblouku PQ)! Jestlie bod P je pevny a Q se pohybuje na x, pak koncové
body A leZi na mocninné spirdle stupné m. VSechny tyto spirdly —
odpovidajfei riznym volbam bodu P na x — jsou aZ na polohu
shodné, maji v§ak spoleény pé6l O a — v piipadé Rsy+1 — spoleénou
osu o.

Poznamka 1. Dle (11) plati pro Archimedovu spirdlu obecnéjsi
véta: Naneseme-li od O tsetky rovné k.o + K — kdez k + 0, K
jsou konstanty a o = PQ —, obzvla§té tedy naneseme-li od @

usecky rovné k. o, pak body A leif na Archimedové splré.le jejiz
tvar nezivisi na volbé P ani na konstanté K.

2. Dle (11) se snadno dokéze: Ot4di-li se rovnomérné pifmka p
V Ryn dle (1), resp. v Roniq dle (2) — pii éemZ prochézi stfedem
otadeni O, resp. protind osu otd¢eni o v bodé O — a soudasné na ni
(vychazeje z uréitého bodu) se pohybuje rovnom&rné bod P, pak
tento bod opisuje Archimedovu spirdlu, majicf v O sviij pél a —
v pifipadé Rgs 2 — Vv 0 svou osu.
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Mocninnd spirdla (8) stupné m < 0 md v pdlu asymptoticky bod
a — v pfipadé — 1 < m < 0 — md té£ asymptotu, jeji¥ rovnice jsou
a) pro m = — 1 (hyperbolickd spirdla)
Xgi ) = 1y, X = Tilik, TESp. Xopi1 = AC (1 =1, ...,n) (12)
b) pro —1 <m <0 A
Ty = Ari, Toi = 0, Tesp. @211 = AC (1 =1, ...,n), (13)
pri demZ A je parametr. ’
Dukaz: Pfedeviim je patrné, Ze u mocninné spiraly (8) plati
pro 8 = 0 dwxg;; : das, : (resp.) das,c1= 7;:0 : (resp.) C. Dile sou-
fadnice bodu 7' (viz (27)), lezictho na teéné& bodu s = 0 jsou

a)prom = — 1 : xoi 1 = 0, 29 = r;lik, resp. Xopi1 = 0
(t=1, ..., n),

b) pro —1 <m < 0:23_1=0, 2 = 0, resp. Zay+1 = 0
=1, ...,n).

Proto rovnice asymptoty, uréené bodem 7' a pomérem smérovych
kosin, jsou v prvém pifpadé (12) a ve druhém (13).

SmT].
V 2+ m?
pélu od teény mocninné spirdly (8) (viz (26)) vzristd do oo, kdyz
8 — 0. Tedy u spirdly stupné m << — 1 asymptota jako tedna
v nekoneéné vzdaleném bodé kiivky neexistuje.

Poznamka: Jestlize m << — 1, pak vzdalenost v =

3. Polarni te¢na, norméla, subtangenta, subnormaéla.

Bud P regularni bod jakékoli spiraly X, leZici na rotaénim dvoj-
kuzelu (Kgzn), resp. (Kzn+;) @ O bud jeji pol (vrchol dvojkuZele)!
Sestrojme v bodé P teénu a protnéme ji v bodé 7' nadrovinou,
jdouci bodem O kolmo na spojnici OP (privodié¢ bodu P)! Spojnici
TO protnéme pak v bodé N nadrovinou, jdouci kolem P kolmo
na jeho tetnu! Tim dostaneme pravouhly trojihelnfk o vrcholech
P,T,N, ve kterém_ ex def. PT je délka poldrni teény, PN je délka
poldrni normdly, OT délka poldrni subtangenty a ON délka poldrni
subnormaly. Uvedené délky béfeme vidy absolutné.

P. v. spirdly 2 muzeme dle (3), (4) psat ve tvaru

X2i—1 = TiQ (8) . CO8 l.-s,
Xy = rip (8). sinls, (14)
resp. Zop+1 = Cp (8)
(i =1, ...,n). Pfitom 7 l;, C jsou konstanty + 0, || % |};] pro
i+ . ri=1 (resp. i+ ...+ +C2=1), 1+
+ ... + 73li = 1. p(s) je tedy vzddlenost bodu spiraly od vrcholu
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dvojkuZele a s je oblouk nadkruZnice x5 1 = r;cosls, x5 =
= r;8in l;s, resp. ®g,41 = C (¢ =1, ..., n), kterou vytind z dvoj-
kuZele nadkoule o stfedu ve vrcholu a o poloméru 1. '

Bod P bud uréen parametrem s! Pomoci smérovych kosind
lze zjistiti, Ze pro Ghel ¥, sevieny teénou a privodiéem bodu dotyku
P, plati

_e [, r_ de)
tg0 —Q' (Q - 9(8)) g = ds)’ (15)

takze délka polarni teény je

r=’§V¢+ﬁE, (16)
délka polarni normaly _ :
v = || + o* a7
délka polarni subtangenty
92
S = w2l ) . 18)
4 . : ( ‘
délka polarni subnormaly
s =|e"| (19)
a vzdalenost pélu od teény :
2
=] o
Ve + o7

Jelikoz dale teéna v bodé P ma p. v. &1 = ripcos lis + Ar;.
(o’ cos lis — l;p sin 1;8), xs; = r;0 sin ls + Ar; (o' sin l,s + l;p cos I;s),
resp. ¥z2,+1 = Cp + AC@' (1 = 1, ... n), kdez 1 je parametr, a nad-
rovina, jdoucf pélem O kolmo na OP, m4 rovnici

Zh‘ (@2i—1 cos I8 + @y; sin l;s) + [resp. C] = 0,
i=1

jsou soufadnice bodu 7'
2 2 3
XToi—1 =' r,-l,- % sin lis, Loy = — rili % cos l.,;S, (21)
resp. Tap+1 = 0, (l = L, vuuy n) ‘
Jelikoz dale nadrovina, jdoucf bodem P kolmo na jeho te¢nu, ma
rovnici

n
> (x2i1 — 730 cos Iis) . r; (@' cos lis — l;p sin Ls) +
i=1
n

+ Z (22t — ri0 8in 1;8). r; (g’ sin ;8 + l;0 cos [;8) + resp..
d=1 : <
(#2n+1— Cg) C'¢’ = 0 a spojnice OT mé p.v. & 1 = Ari;sin L,

117



Xgi = — Arl; cos I;s, résp. 23,1 = O (4 parametr), jsou soufadnice
bodu N

Xoi1 = — rilio’ sinl;s, xe; = rili0" cos I;s,

: (22)
Tesp. Xen+1 =10, 1 =1, ..., n).
Pro mocninné spirély (8) plati tedy
A d — k 1
tg ¥ = E, (23) 8; = E . SM+ 3 (24)
+1
8 = |mk .sm1|, (25) v = V]; —s:‘ﬁ (26)

Z (24) je patrné, ze u hyperbolické spirdly jest subtangenta
konstantni. Pomoci (18) a (11) se snadno dokaze, %e je to jedind
kfiwka na rotaénim dvojkufelu (Ksy,), resp. (Kzp.1), magict tuto
vlastrost.

Z (25) je dale patrné, ze u Archimedovy spirdly jest subnormdla
konstantni. Z (19) a (11) plyne, Ze je to jedind kfivka na rotaénim
dvojkuzelu (K o,), resp. (Ko, 1) 0 této viastnosts.

Dle (21) a (22) plati pro mocninné spiraly o p. v. (8):

Body T leii na kiivce

Zoi—y = %sm*‘l sin l;s, 29 = — r;ib—"ksm“ cos ;s, (27)
Tesp. Xop, =0 (1 =1, ..., m), \

a body N na kfivee

X2i—1 = —-_Tili kmsm—1 sin liS, Xo; = Til,; kmsm—1 Cco8 l,-s, (28)
resp. Teop+1 =0 (¢ =1, ..., n).

Z toho je patrné: U mocninnych spirdl m-tého stupné le%t koncové
body subtangenty (subnormdly) na mocninné spirdle stupné m + 1
(stupné m — 1), jeZ md s piwodni spirdlou spolecny pol a — v piipadé
Roni1 — lezi v nadroving Ry, jdouci pdlem kolmo na osu. Tedy:
U hyperbolické spirdly koncové body subtangenty a u Archimedovy
spirdly koncové body subnormdly lezi na nadkruznicich, majicich stfedy
v polu spirdly. Z (22) je dale patrné, Ze u polynomické spiraly stupné
m lezi koncové body subnormaly na polynomické spirdle stupné
m—1, je. md s piavodni spirdlou spoletny pél a — v piipadé
- Ropi1 — le#i v nadroving Ry, jdouct pélem kolmo na osu. U Gali-
leiovy spiraly je to tedy Archimedova spirala.

Dalsf dvé vlastnosti lze snadno dokézati pomoci (23), (15),
resp. (24), (25), (18), (19):

Mocninné épirdly na rotaénim dvojkuielu (Ksy), resp. (Koni1)
jsou charakterisoviny vlastnosti, %e protinaji povrchové pfimky
dvojkuZele pod tihlem 9, jehof (trigonometrickd) tangenta je linedrni
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funkci oblouku S nadkruZnice, kterow z (Kap), resp. (Kgp+1) vytind
nadkoule o stiedu ve vrcholu a libovolného poloméru.

Mocninnd spirdla m-tého stupnmé na rotaénim dvojkufelu (Kap),
resp. (Kem+1) je charakterisovima vlastnosti, Ze jeji poldrni subtan-
genta je tvaru s, = k . (S 4 a)’"+1 a soulasné jeji poldrni submormdla
tvaru s, = K . (S + a)™7; pritom k, K jsou konstanty + 0 a S md
ty% vyznam jako v predchozi vété.

4. Dalsi vlastnosti moeninnyeh spiral.

Podavame zde nékolik riznorodych vlastnosti mocninnych
spiral. Piedeviim u spiraly (14) uvedeme vzorec pro vypodet plochy
F opsané pruvodmem o(s), kdyz s jde od s, do s,. Na zdkladé toho,
Ze poloha opsana prﬁvodlcem konstantni délky o(s) = R se rovna
3 R2 (s, — 8,), se snadno zjisti, Ze

F=1 f 0¥(s) ds. - (29)
Pro mocninné spiraly (8) jest tedy
8-m+1 82m+1

“Sm 1 Pom Tt — (30)

F=yh-

F =}k log— prom = ——} (31)

Z toho nasleduje: Plocha F opsa,na, pravodic¢em g(s), kdyz ]eho
S 2

koncovy bod jde a) od pélu s = 0 do bodu P(s) F = } k 2m 1

pro m > 0, b) od bodu P(s) do pélu s = oo (asymptotického bodu)
F=o pro —3<m<0,c) od bodu P(s) do pblu 8 = 0

1
(asymptotického bodu) F = — § k¥ o e
Poznamka: U Archimedovy spu’aly jest plocha F omezend
jejim obloukem a privodi¢i koncovych bodi g,, g4 rovna dle (30)

F =

pro m < — %.

! e 1
ok (Qg — Q?) a u hyperbolické spiraly F = 5 (0, — 09)-

Vlastnost vyjadiend vzorci (30), (31) je pro mocninné spiraly
na (Kgy), resp. (Kgn+1) charakteristickd. Plati totiz: Jestlize u kfivlcy
(14) na rotaé. dvojkuzeli (Kgs), resp. (Kgnt1) jest plocha F, opsand
privodidem o(8), kdyZ jeho komeovy bod jde od P(s,) do P(s), tvaru
F=a.s"4+b (a,m, b konstanty, a.m > 0) nebo tvaru F =
=a.log |b.3s| (@ > 0, b konstanty), pak kfivka (14) je mocninnou

spirdlow stupné 72——;—; L nebo — 3. Dle predpokladu [jest totiZ
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—-}fg’(s ds=a.s™ + b nebo F = }fg”(s)ds—a Ioglb 8.

Denvaci dle 8 dostdvame v prvém pﬂpade 0%(8) = 2ams™—1,
m—1

2

z Beho g(s) = V2a,m .8 2 avedruhém g%s) = -SE, z ¢ehoz o(s) =
—V3a. st

V kulové imverst odpovidd mocninné spirdle m-tého stupné —
v pripadé, Ze stied inverse je v jejim polu — mocninnd spirdla stupné
— m, majici s pavodni_spirdlou spoleény pdl a resp. osu. Archimedové
spirdle odpovidd tedy hyperbolickd spirdla’ a obrdcené.

Jestlize stfed inverse je v pocatku soufadnic a polomér nad-
koule R, pak kulové inverse v p-rozmérném prostoru R, je vyja-
diena rovnicemi

X,:L z (G=12 ...,p).
x1+ +xp 2

Odpovida. tedy mocninné spirdle (8) mocninn4 spirala

R? 2
Xoj 1 =1;— 5 —cos l;s, Xp = ri}—.ﬁ sin U;s,
R
resp. Xopi1 = CF? (t=1, ...,n).

Protneme-li rotaé. dvojkuZel (Kgy) o p. v. (3), resp. (Kont1)
o p. v. (4) nadkoulemi, majicimi spoleény stied v jeho vrcholu V,
dostaneme systém nadkruZnic (X), z nichZ kaZdd protind primku
E oy =129 =00 =1, ..., 1), resp. x2,+1 = C, lefici na tomto
dvojkuZeli. Hyperbolickd spzmla (10) jest charakierisovdina na (K2n),
resp. na (K +1) viastnosti, Ze délky oblouki nadkrufnic systému (X)
od primky & af k prasebikam jejich s hyperbolickou spirdlou jsou
konstantni (= k).
Poznamka: Pifmka & jde vrcholem dvojkuZele rovnobéiné
s asymptotou hyperbolické spiraly (10), jak patrno z (12).
Dikaz: Bud @ (s; + 0) bod na hyperbolické spirale (10)!
NadkruZnice systému (ZX), jdoucf timto bodem, m& P V. Xgi—y =
k

= g—r' cos [;8, xg = —;«r, sinlsg(i =1, ..., n), resp Tont1 = 0—
Jeji prﬁseéik P s ptimkou ¢ je urden parametrem s = 0 na, na.dkrui-
nici a pa.rametrem 8 = %c- na £. Je tedy oblouk’ PQ j ds = k.

 Bud nyn{ obrdcens k kfivka na (Kg,,), resp (K2”+1) ma]ioi uvedenou
vlastnost! Jeji I])x.hv miZeme psit ve tvaru (14). Bud déle @(s,) bod
spoledny této vep a nadkruZnici @, = ¢ (8,) r;cos lis, xei =
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= 0(8,) 7; 8in [;3, Tesp. Topniy1 = C o(31) (1} = 1,..., n) ze systému (X!
NadkruZnice protina & v bodé P jenz je na nf uréen parametrem

s=0. Je tedy oblouk PQ f o(sy) ds = o(s;) . 8; a ten dle pied-

pokladu je konstantni (= k). Z toho nasleduje, Ze o(s) = 1:—, takieh

je hyperbolicka spirala, j. b. d.

Podobné se dokaze, Ze mocninné spiraly (8) stupné m jsou
charakterisovany vlastnosti, Ze shora uvedené oblouky od piimky &
aZ k priaseéiku @(s) na mocninné spirale jsou rovny PQ =k . sm+1
(k konstanta).

Spirdla ,lituus o p. v. (8) pro m = — % jest na (Ka), resp.'
(Kons+1) charakterisovina vlastnosti, Ze plocha, omezend obloukem

ﬁQ nadkruinice » systémw (LX) — kdyZ P, Q jsou prasebiky nad-
krunice » s pfimkou & a spirdlou — a spo7mcemz koncovych bodi
P, Q s vrcholem V, md konstantni plochu (= % k?).

Poznamka: P¥imka & jest asymptotou spu‘aly, jak je patmo
z (13).

Dukaz: Je-li @ na spirdle uréen parametrem s = s,, jest p. v.

Va0 Vso.
ZTop+y = C %— =1, ..., n), takie body P, @ jsou na nf uréeny
0

parametry s = 8,, s = 0. Ma tedy plocha omezena PQa épbjnicemi
VP, 7Q dle (29) obsah F = } f'g— ds = }42. Bud nyni obricend

0 0
h kiivka na (Kg,), resp. (K2,+1) majici uvedenou vlastnost! Jeji
p- V. lze psati ve tvaru (14). Bod @ na ni bud uréen parametrem
8 = 8,! Pak p. v. nadkruZnice ze systému (X), jdoucf timto bodem,
jest xoi 1 = 0(8,) 7, co8 Uis, xai = 0(8,) i sin U;8, resp. zep+1 = Co(8,)
(¢t =1, n), takze P je uréen parametrem & = 0. Dle ptedpokladu

nadkruznice » x9; 1 =14 cos I;8, xo; = 1y sin l;s, resp.

jest 1dentlcky vzhledem k s, % f 0%(8,) ds = % k2 &ili g%(s,) . 8o = k2.

Z toho plyne, Ze kiivka A jest splralou lituus, j. b. d.

Promitneme-li naddroubovict v Ropy, 2 bodu V jeji 03y o na nad-
rovinu Ra, kolmow k této ose, dostaneme hyperbolickou spirdlu, jeZ
md asymptoticky bod v prisefiku nadroviny s osou a jejif asymp-
tota md smér pFimky, jet prochdzi stredem promitini V, protind
naddroubovnici a je 8 Ray rovnobéind.

. Ditkaz: Bud

Lo = 1; CO8 [;8, Xoy = risinls, xopi1.= C .38 (32)
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=1, n) p. v. uvedené nadéroubovme") Piitom 7;, I;, C jsou
konsta,nty %+ 0 [l * |lj] pro i + j a soufadné osa Xz, jest osou
nadsroubovice. Bud’ dale (0, ..., 0, a) stfed promitani V a xop11 = d
(# @) nadrovina Rg, kolma k ,ose nad&roubovice Xs,41! Pak p. v.
kuzele, jenz z bodu V promité nadsroubovici, je

Zgi 1 = pricoslis, xz = prisinls, xepr1 = a + o(Cs —a)

(¢t=1, ...,n), kdez o je parametr. Rez tohoto kuZele s 22,1 = d
jest
d— d—a
ZToi—1 = C,—s-—-a r; coS I;8, o = a—=h sinls, opt1=d  (33)
(1 =1, ..., n), coZ je dle (11) hyperbolicka spiradla, majici zfejmé

v bodé (O, ..., 0, d) asymptoticky bod. Pouzijeme-li na (33) trans-

formaci otoéeni (2), v niz L,- =l,o= % a pak transformaci para-

metru s = o + %, dostaneme

d—a a .
r; cos Liw, X = r;sin Liw, Xopt1 = d

Kot = G

Co
R;'%COSL:;S.
Xoi = R¢—§ sin LS, Xoni1 = d (3 = 1, ..., n), p¥i ¢em% plati R} +
+ ...+ R = 1, RL}+ ...+ RIL2=1, kdyZ oznacime
_T——;Li—_——_*z’ b= - 272
Ve+ .+ - VEE+ .. + RE
S=|RB+ ..+ R .0ak.C=@d—a) |+ ...+ rZ2

Proto dle (12) ma asymptota hyper. spiraly (*) p. v. &2 = AR;,
Zgi = RiLi, xon1 =d (i = 1,...,n). Ototme dile dle (2) — kde

(i=1,...,n). To se dal psat ve tvaru (*) Xo; ; =

R =

a . a .. a
Li=l,0= T piimku s, = or; cosl; ok Xy = prysinl, o
Zom+1 = @ (¢ = 1 ., n), ktera spojuje stfed promitdni ¥V s bodem

ZTgi_3 = 7; COB [ Toi =risinly—, Ty =a (1=1,...,7n), ve

‘ 3 0) 1 C ’

kterém nadrovina zg,., = a protinda nadiroubovici! Dostavame
Xoi 1 = ori, Xo; = 0, Xou+1 = a, coz je pifimka rovnobézna s uve-
denou asymptotou, j. b. d.

4) Viz (D).
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Piimd plocha $roubovd v Rg,.1 jest profata souosym rotaénim
nadkufelem ve dvou shodngch Archimedovyxh spirdlach, soumérné
poloZenyjch dle primky, jez je spoleénou osou plochy Sroubové a nad-
kuZele. Obé spirdly maji spoleény pdl ve vrcholu a spoleénou osu v ose
nadkuZele.

Poznamka: 1° Piima plocha §roubova () jest tvofena pfimkami,
jez jdou body nadsroubovice a protinaji kolmo jeji osu. Osa nad-
Sroubovice jest osou §roubové plochy. 2° Rotac¢ni nadkuzel dostane-
me takto: Ve stifedu nadkoule, lezici v nadroviné R4, prostoru Ry,
vztydime kolmici (osu) a na ni zvolime bod V (vrchol). Rotaéni
nadkuzel je tvofen spojnicemi vrcholu V s body nadkoule. Kazda
nadrovina, kolmé k jeho ose, protind jej v nadkouli, majici stfed
v prusecfku této nadroviny s osou.

Dukaz: P. v. plochy (x) s osou v Xy, muzeme psat dle (32)
ve tvaru '

Zgi—1 = Ari €Os lis, @ai = Ary sinl;8, xopi1 =Cs +¢c - (34)

t=1,...,m), kde 4, s jsou parametry, »; = 0, l; + 0, C £ 0,
¢ jsou konstanty a kde plati |I,| # ]l,L pro ¢ + j. Dale rovnice
rota¢niho nadkuzele s osou v Xg,+1 a vrcholem v poéatku soutadnic
jest

a4 @5 + ... + Ty — Bop1 = 0, (35)
kde k jest konstanta # 0. Je patrné, Ze tento nadkuzel protina
plochu (n) v kiivkach ' '

k (Cs + ¢) k (Cs + ¢)
Vr%-{-...—}—rﬁ Vrf—l—...—#—rﬁ
Zons1 =Cs + ¢ (1 =1, ...,n), jez dle (11) jsou Archimedovy spi-
raly, majici zfejmé uvedené vlastnosti.

KaZdou mocninnou spirdlu v Rs, muZeme povaZovati za kolmy
pramét kiivky, v niZ se protind primd plocha Sroubovd s vhodnou
souosou rotacni nadplochow v Ry 11, na nadrovinu kolmou ke spoleéné
ose.

Protneme-li totiZz rota¢ni madplochu v Ryp 1 4 ast .+

+ a3, — ka1 = 0, (k, m jsou konstanty =+ 0) — jejiZ osou je

soufadnd osa X,+1 — piimou plochou froubovou (34), dostaneme
dvé shodné kiivky

g = s k(Cs + c)m k(Cs + c)™
- Vi + .. .+ Ve +... +7

Zony1 = Cs + ¢ (i = 1, ..., n). Jejich ortogondlni primét na nad-
rovinu sn4+1 = 0 jsou dle (11) dvé shodné mocninné spirly stupné

X1 = + cos l;8, o = + sin /;s,

cos s, g = + sin s,
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m, majici spoleény p6l v pruseéiku osy nadplochy s nadrovinou
Ton+1 = 0.

Dodatek.

Z jinych kiivek, které souvisi s projednavanymi spiralami,

__budiz zde uvedena kochleoida. Je to kiivka v Rs,, jejiz p. v. je moZno

uvésti do tvaru

Xoi -1 = —Igl (1 — COS8 lis), X9 = —% sin l,;S (36)

(¢ =1, ..., n); pii tom s je parametr, R;, [; konstanty + 0a |l;| + [I;|
pro ¢ =+ j. Z tohoto p. v. je patrné, Ze kochleoida (35) je soumérna
dle prostoru (X,, X,, ..., X2,) & mé v poéatku souradnic asympto-
ticky bod. _

Kochleoida m4 étyfi pozoruhodné vlastnosti:

1° Promitneme-li- nadsroubovici z jejiho bodu A na nadrovinu
kolmou k jeji ose, dostaneme kochleoidu, majici v kolmém priamétu
bodu A asymptoticky bod.

Dukaz. Nadsroubovice méj p. v. (32) a stfed promitdni at
odpovidd parametru s = s,! Piimka, spojujici 4 s libovolnym
bodem nadsroubovice protind nadrovinu xz,.; = d, kolmou k ose
nadsroubovice, v bodé

, d—Cs, ;
Zoi—1 = 1y CO8 U8y + 7i 4 (COS I8y — COS 138), Xy = 7; sin l;8,+
. C (8 — 8)
‘ d—Cs,
——— (8in l,8, — sin [;8), =d@t=1,...,n).
+C(80———8)( 190 1): 2n+1 ( 2] ) )
Pouzijeme-li transformace
Xoi 1 = %1 008 lisy + @2 Sil} lisg — i, Xgj = — g 8in l;gy +
+ @2 €08 U8y, Xoni1 = Tonr (1 =1,...,0)a oznaéime-li s, —s = o,
‘dostaneme
. d—Cs, d—Cs, .
X2i—1 = 1 o (l — CO8 lid), ng =17 "sln l,fO’, X2n+1 =d

C.o . C.o

(=1, ..,m), coZ je p. v. kochleoidy. Podrobime-li dile kolmy
praim&t bodu 4 x5y = 7;cos U8y, %o = risinlis, Fopsi =d
(¢ =1, ...,n) uvedené transformaci, dostaneme Xg; ; = Xo; = 0,
Xoni1=4d (1 =1, ..., n), tedy asymptoticky bod této kochleoidy.

2° Bud AB oblouk dané nadkruinice x a T jeho t&%i§ts. Je-li
bod A pevny a B se pohybuje na x, pak T opisuje kochleoidu, majici
ve stfedu nadkruZnice asymptoticky bod. Pfitom vdechny kochleoidy,
odpovidajici riznym volbdm bodu A na x, jsou aZ na polohu shodné,
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Dikaz: Nadkrufnice x v R, mé’y P. V. Tai-1 = 1; COS I;s, x2; =
=rsinls (0 =1, n) — kdez s je oblouk; r;, [; konsta,nty * 0;
{l:| % |l;| pro ¢ * 7' Bodum A, B at odpovida]i po fadé parametry
Sos .s‘ Pak pro soufadnice .5, (=12, ...,2n) teézistée T plati
7; (sin 1, — sin [;s,)

li (s — 8)

f ds = f x;ds, 2z ¢ehoZz dostdvame &op | =

ri (cos l;s — cos lso)

b

Eoi = — e PouzZijeme-li transformace &g ; =
%0
= — &op 1 8in lisg + &g, c08 Uisy, E'9; = &z cos Iisy + E25sin Iis,
; v . c 7i
(t=1,...,n) a oznatime-li ¢ = s — s,, dostaneme & 91 = -l—’g.
. S

-(1—coslio), &'s = l_r,(; sinljo (¢ = 1, ..., n), coZ je p. v. kochleoidy.

Poznamka: a) Podobnym zptisobem bychom zjistili, Ze tézisté
T obloukit AB nadSroubovice (32) lezi na kiivee &5y =

i rs . , . :
:l—;(l—cos lig), &y = H;sm lo, Eonr1 = 5 (t=1,...,n).

b) Z vypoctu je patrné, Ze geometrické misto tézist T oblouksn AB
na téZe nadkruznict (resp. nadSroubovict) o konstantni délce S = s — s,

le#t na nadkrufnici (vesp. nad$roubovici) &s; | = lg—g i 5 .
s + 8 2 LS s+ s %
. cos I; —5 boi = I8 sin. - sin L —. —g— (resp. &opi1 = o= (s +

+ 8p) (2 =1, ..., n), majicf s pivodni nadkruznicf (resp. nadSrou-
bovici) spoleény stied (osu) a v8echny axialni prostory.

3° Bodem A hyperbolické spirdly (10) v Rs, nebo Royi1 vedme
rovnobéZku s jeji asymptotou (12) a nanesme na ni od bodu A viseCku
AB rovnou vzddlenosti bodu A od pdlu O, a to ve sméru opaéném
onomu, ve kterém by se bod A bliZil na hyper. spirdle do nekoneéna!
Pohybuje-li se nyni A na hyperbolické spirdle, opisuje B kochleoidu,
magict v polu spirdly sviyj asymptoticky bod.

Diikaz: Je patrné, Ze bod B mé soufadnice

k E . :
C X1 =14 - cos l;s —r; 5 R =1 "~ sin [;8, Tesp. Xapi1 =

;Clc__okzo (t=1,...,n).
8 8

~ 4° Systém nadkruznic v Rs, Zgi—1 = @r, cos s, Za; = or; sin [;s
(o parametr; ¢ = 1, ..., n), ktery vytind z rotaénfho dvojkuZele
(K2n) 0 p. v. (3) systém nadkouli o spoleéném st¥edu v jeho vrcholu,
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