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Casopis pro péstovéni 'matematiky d fysiky, rot. 72 (1947)

A note on semiregular and nearly regular spaces.
By Miroslav Katétov, Praha.
(Received February 11th, 1947.)

In the present note relations are analyzed between semi-
regular?) and nearly regular?) spaces. A sufficient condition is given
for a hereditarily nearly regular space to be regular and examples
are constructed showing that the implications: regular — here-
ditarily semiregular — hereditarily nearly regular cannot be re-
versed. All spaces considered are Hausdorff spaces.

Definitions. A point x of a space P is called semiregular,
if for any neighborhood G of 2 there exists a H such that a e

Int H C G. If every z € P is semiregular, the space P is said to be
semiregular. If every subspace @ C P is semiregular, the space P
is called hereditarily semiregular. A set @ C P is said to be regularly
tmbedded?) in P if for any closed set F C P and any a ¢ P — F there

exists a set A C @ such that F C A C P—a (this definition is
evidently equivalent with the formally different definition given
by Cech and Novik, loc. cit.). If every dense subset @ CP is regu-
larly imbedded in P, the space P is called nearly reqular. The space
P is said to be hereditamly nearly reqular if every subspace QCP
is nearly regular.

A regular space is obviously semiregular; since regularity is
hereditary, we obtain:

Any regular space is hereditarily semiregular.

Any semiregular space P is nearly regular.

Proof. Let @ be dense in P. If F C P is closed, a e P — F,
there exists an open G C P such that a e Int GC P —F. Then

A = QP G is closed in Q aelntG=P— P— GCP 4,
FCP—GC 4, hence Q is regularly imbedded in P.

1) M. H. Stone, Applications of the Theory of Boolean Rings to General
Topol g% Trans. Amer. Math. Soc., 41 (1937).
Cech and J. Novék, On regular and combinatorial 1mbedd1ng
Cas. mat fys. 72 (1947).
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This theorem implies:

Any hereditarily semiregular space is hereditarily nearly regular.

If P is semiregular and Q is dense in P, then Q is semiregular.

Proof. Let G C @ be relatively open in @, z ¢ Q. Let G, be
open, @ = QG,. There exists an open set H, such that « e Int H, C
C G,. Setting H = QH, we have H = Hy,, Q —QH = P — H =
=P—I70, teHCQ—Q—QH=@Q .Int Hy C Q. Hence Q is
semiregular.

Any Hausdorff space P may be imbedded in a semiregular
space R.

Proof. Let R consist of the points x and (x,n) (x e P, n =
=1,2,...). Let the points (x, n) be isolated and each point z,
possess fundamental neighborhoods U,, ¢ consisting of  and (z, n),
n>m, xeG, wherem = 1,2, ... and G is a neighborhood of z,.
Clearly, R is a Hausdorff space and P is imbedded in R. Every
- ﬁm,g — Unmge contains points zeP only, and we have z =
lim (z, n), (x,n) e R — U, ¢. Hence Int ﬁm,g C Up,g; therefore R is
semiregular.

Let P be hereditarily semiregular. Then every point x € P posse-
ssing a countable family { G, } of fundamental neighborhoods is a
regular point of P.

Proof. Suppose, on the contrary, that x is not regular. Then
there exists an open set H such that z ¢ H and G,—H+0(n=
=1,2,...). Let a, € G, — H and denote by A the set of all a,.
Since A is. evidently infinite, there exist disjoint open sets B,
such that xe P— B, and B,4 + 0 (n =1, 2,...). Setting Q =
=3B,Gn, S=Q+ A+ x we have Q =8, e S—A and, for any
CC Q such that CC 4, CG, += 0 (n = 1,2, ...) (since otherwise
CGn =0, C C,.ff"g" Ck‘:.‘Bk, CB, =0, CB, = 0, AB, = 0), hence

. T

" x e C, which contradicts the regularity of the imbedding @ C S.

The. preceding theorem implies:

A hereditarily nearly regular space satisfying the first counta-
bility axiom is regular.

Example 1. P, is the plane with an additional point w. The
points (2, y), « irrational, are isolated; the points (x, y), « rational,
have their usual neighborhoods. The point w possesses the funda-
mental neighborhoods U, 4+ », where U, consists of the points
(, y), « irrational, |y | > @ (x), ¢ being an arbitrary real function.
Clearly P, is a Hausdorff L-space, i. e. for any M C P, and x e M
there exist 2 ¢ M (n = 1, 2, ...) such that z = lim x,.
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Consider a U, and denote by C, ( = 1,2, ...) the set of
all irrational = such that ¢ () < ». Then some C, is of 2. category,
hence dense in an interval .J; hence for any rational @ eJ the

points (a, ), |y | > n lie in T,. As the closure of the set R of all
(%, y), © ratlonal does not contain w, it follows that w is no regular
point of P.

Let w € @ C P. It can be easily shown that there exists a coun-
table set B C Q — R — w such that (1) RQR C B, (2) for any real
x the set of all y such that (z, y) e B is finite or void. Choose ¢
such that |y | < ¢ (z) for every (z, y) e B. Given a U,, set ¢, (z) =
= max (y (), p(z)), @ = QUﬂ + . Then G is a rela,tivg_neigh-
borhood (ﬁw in@,GC U,, BG = 0, and, for any (z, y) e_Q(G — @),
(x, y) € RB, hence (z, y) is no interior point (in @) of @G. Hence w
is a semiregular point of @. All other points being regular @ is
semiregular; hence P is hereditarily semiregular.

1
Example 2.3) The space P, consists of the points (;— x)

mn=1,2,..., 0<x< 1) of the plane (with the usual neigh-
borhoods) and an additional point » possessing the fundamental

neighborhoods U,, — A 4+ o, where U,, consists of all (—n—, x)eP,

n>m (m=1,2,...) and 4 is countable. Clearly P, is a Haus-

dorff space and, for any G = U,,— 4 + 2, Int G = U, + z, hence
P, is not semiregular.

To show that P, is hereditarily nearly regular we have to show,
for any @ C Sc P, Q>8, FCS, F relatlvely closed in Q, ae

e S—F, that a set B = S exists such that B :)F a €S — B. This
is obvious for @+ w, since a is regular. For a = o, we have only

to choose a countable B C P, — w such that B O F which is evi-
dently possible.
*

- Poznamka o poloregularnich a skoro regularnich prostorech.
(Obsah predeslého ¢lanku.)

Hlavnim vysledkem ¢lanku je véta:

Dédiéné skoro requldrnd prostor, spliiujici proni axziom spocetnosti,
je reguldrnd.

3) This example is essentially due to J. Novék (Cech and Novik, 1.
c., example 3).
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Gasopis pro péstovani matematiky a fysiky, rot. 72 (1947)

On the equivalence of certain types of extension
of topological spaces.

By Miroslav Katétov, Praha.
(Received June 10, 1947).

There are several types of H-closed or compact, as the case
may be, extensions of a given topological space. Such extensions
of a space R are: E. Cech’s [1]!) compact space SR, defined for
every completely regular space R, H. Wallman’s [2] compact space
oR, P.S. Alexandroff’s [3] spaces «R and «'R, the first of them
defined for regular R, the second for completely regular R. In the
recent paper [4] of the author a descriptive characterization is
given of four types of extensions, denoted by TR, 'R, oR, o'R,
which are defined for any Hausdorff space R 2).

4 It is of interest to know for what spaces R some of these eight
extensions coincide. It is well known [3] that 'R = SR whenever
«'R, BR exist, i. e. for every completely regular space E. It is further
known that oR = SR if and only if R is normal. In the present note,
necessary and sufficient conditions are given for SR = =R, R = 'R
BR = oR, R = o’'R, as well as for wR = 7R etc. It is shown that
BR = =R for compact R only, BR = oR if and only if R = R, + R,
where R, is compact, R, is discrete. The conditions for SR = 7'R,
PR = o’R show the structure of R far less clearly and could be
probably replaced by simpler ones. :

First of all we describe the extensions wR, SR, TR, ...

Definitions. Let R be a topological space. A point x e R
is called semiregular if, for every neighborhood H of z, there exists

an open set G such that z ¢ @ C Int G C H. A set Q C R is said to be
regularly imbedded (Cech and Novék [5]) in R if, for every point

1) The numbers in brackets refer to the list at the end of the present
paper. :

2) I take the opportunity to corect the erroneous statement of problem
1in [4], p. 19. The problem should be stated as follows: ,,I do not know
what conditions a space P must satisfy in order that it might be imbedded
in a H-closed Hausdorff subspace of wP*". i
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zeR and every closed set F C R — z, there exists a set 4 CQ
such that F C A CR— 2. @ is said to be combinatorially imbedded

[5] in R if [ | F; = 0 whenever F;C Q are relatively closed and
n 1 .

[]1F:i=o.
1

The following four theorems are known. For the first of them
see [5].

" Theorem 1. Any T,-space R may be both regularly and combina-

rially imbedded, in an essentially unique way, in a compact T,-space
wR.

Theorem 2. Any completely regular space R may be imbedded
tn a compact Hausdorff space BR such that every bounded continuous
real function on R may be extended to a continuous real function on
BR. This imbedding is essentially unique.

Theorem 3. If R is normal, then fR = wR. If wR is a Haus-
dorff space, then R is normal.

Theorem 4. A completely regular space R is open in SR if
and only if R is locally compact.

Definitions. Let R be a Hausdorff space, @ CR Q = R.
Q is said to be hypercombinatorially imbedded i 1n R if 1—[ F, = H F;
whenever F; C Q are relatively closed and 1_[ F;is nowhere dense
in Q. @ is said to be paracombinatorially zmbedded in R if n G CQ
whenever G; C ¢ are relatively open and 1—1—[ G; = 9.

The following two lemmas and four theorems are given in [4].

Lemma 1. Let R be a Hausdorff space, Q C R, Q R. The
imbedding Q C R is hypercombinatorial if and only if F, F, = F, F,

whenever F,, F, are relatively closed subsets of Q and F, F, is nowhere
dense in Q. '

Lemma 2. Let R be a Hausdorff space, @ C R, Q = R. The imbed-

ding @ C R is paracombinatorial if and only if Gl G, C Q whenever @,
G, are relatively open subsets of Q and G4 Gy =

The above lemmas assert evidently that we -can put n = 2
in the definitions of the hypercombinatorial and paracombinatorial
imbedding without changing their meaning. It is worth mentioning
that an analogous lemma does not hold for the combinatorial imbed-
ding [5].
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Theorem 5. Any Hausdorff space R may be hypercombinatorially
imbedded in a H-closed?®) space TR such that R is open in TR and the
subspace TR — R is discrete. The imbedding is essentially unique.

Theorem 6. Any Hausdorff space R may be paracombinatorially
imbedded in a H-closed space t'R such that R is open in TR and
every point x € TR — R is semiregular. This imbedding is essentially
uhique.

Theorem 7. Any Hausdorff space R may. be imbedded both
hypercombinatorially and regularly in a H-closed space oR. This
1mbedding is essentially unique.

Theorem 8. Any Hausdorff spdce R may be imbedded both para-
combinatorially and regularly in a H-closed space ¢'R such that every
point x € ' B — R is semiregular. This imbedding is essentially unique.

Now we proceed to establish the conditions for the equivalence
SR = 1R, .

Lemma 3. If every nowhere dense closed subset of a regular
space R is compact, then R is normal.

Proof. Let Fl, F, be disjoint closed subsets of RB. Denote Int ¥,
by G, F;, — G by K. For each point x ¢ K choose an open set H(x)
such that x € H(x), H@x)F, = 0. Since K is compact there exist z;

such that Z H(z;) D K. Setting H = G + Z H (x,) we have H D F,,
HF, = 0. Hence R is normal.

Definition. A subset M of a topological space R is called
regularly nowhere dense if M = G, G, where G,, G, are open, G, Gy = 0.

Lemma 4. If every regularly nowhere dense closed subset of
a regular space R is compact, then, for every pair G, H of open sets
such that G C H, there emsts a continuous real function f on R such
that f(x) = 0 for x € G, f(x) = 1 forz e R— H

Proof. Denote Int G by G,, G — G, by K. For each point

z e K choose an open set U(x) such that xe U(x) C U(x) CH.
Since K is closed and regularly nowhere dense, therefore compa.ct

there exist x; ¢ K such that Z U(z;) D K. Seting U = G, + Z U (x:)

we have G CU ¢ U C H. The rest of the proof is now completely
analogous to that of the well known Urysohn’s lemma.

Theorem 9. Let R be a completely regular space. The imbedds
R CBR is hypercombinatorial (paracombinatorial) if and only 1

%) A Hausdorff space R is called/ H-closed if it is closed in any
Hausdorff space in which it is imbedded.
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every mowhere dense (regularly mowhere dense) closed subset of R
8 compact.

Proof. I. Let the imbedding R C SR be hypercombmatonal
If F C R is nowhere dense and closed (in R), then F = F and since
(R is compact, so is F.

II. Let the imbedding E C SR be paracombinatorial. If ¥ C R
is closed and regularly nowhere dense (in R), then F = RG, Gy,
where Gl, @, are disjoint open subsets of R. Therefore F cG,G,CR,
whence F = F. Thus F is compact.

III. Suppose that every nowhere dense closed set FCR
is compact. Let F,, ¥, be closed subsets of R and let F = F, F,
be nowhere dense. Choose a point @ € F; F,. If we had z « SR — F,
there would exist an open (in fR) set H such that H D F,xz € R —H,
hence x ¢ F, — H F, — H. This contradicts the fact that, R being
normal by lemma 3, there exists by theorem 2 a continuous real
function f on AR such that f(z) = 0 for z ¢ F; — H, f(x) =1 for
zeF,— H.Therefore ¥, F, = F = F = F, F,. Hence by lemma 1
the imbedding R C SR is hypercombinatorial.

IV. Suppose that every regularly nowhere dense closed set
F C R is compact. Let ¢4, G, be disjoint open subsets of E. Denote
R@,G,by F; Fis ccompact, hence F = F. Suppose that @, G, + F;

choose a point « € G, @, — F. Then there exists an open set H such

that HOF,xe< fR—H, x e G, — H, x ¢ G, — H. This is a contra-
diction since by lemma 4 and theorem 2 there exists a continuous

real function f on SR such that f(z) = 0 for z e G, — H, f(z) =

for x¢ R— Q,— H. Hence G,G, = F CR which by lemma 2
proves that the imbedding R C R is paracombinatorial.

From the theorems 4, 6, 7, 8, 9 we obtain the following

Theorem 10. Let R be a completely regular space. Then
(1) BR = 'R if and only if R is locally compact and every regularly
mowhere dense closed set F C R is compact;

(ii) BR = oR if and only if every nowhere dense closed set F C B
18 compact;

(i) BR = o'R if and only if every regularly mowhere dense
closed set F' C R is compact.

In the theorem 11 we succeed to replace the condition for
SR = oR by a more 11]um1natmg one. As to SR = 7'R it is clear
that if R = R, + R, where R, is compact, R, is closed dicrete, then
the conditions for R = 7'R are satisfied. 1 do not know whether
they may be satisfied by a space R which does not admit of a decom-
position of the above kind.
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Lemma 5. In order that every nowhere dense closed subset of
a Hausdorff space R should be compact 1t 1s necessary and sufficient
that the set of all non-isolated points of R be compact.

Proof. The sufficiency being evident, we have only to prove
the necessity of the condition. Denote by S the set of all non-isolated
points of R. Let F¢ be, for every ordinal £ < x, a non-empty closed

subset of S; let F: D F, for § <n < x. We have to provel_[Fe =+

+ 0. If, for some &, F, (F — Int F¢) + 0 for every 7, & <§17 < «,
then we obtain | [ F, + 0 since F; — Int F; is nowhere dense and

n
closed, therefore compact. Hence we may suppose that there
exists, for every & <«, a & such that &§ < & < x, Fee C Int F..
Further we may suppose, for convenience, replacing if necessary
{F¢} by an appropriate subcollection, that Fs ., C Int Fe, Fe,, + F:
for every & < o. For each & < «, choose a point a; € Int F¢ — Fe.,
and denote by A4 the set of all a;. Evidently a; non ¢ @, = Int F, —
— F,; whenever 7 < «, 7 * £ Hence every point z e 4 'is an
isolated point of the set 4, but is not an isolated point of the whole
space R since A C S. Hence 4 is nowhere dense and so is B = A
as well. Therefore B is compact and from F:B + 0 we obtain

l:IIQ#O.

Theorem 10 and the above lemma imply v

Theorem 11. Let R be a completely regular space. fR = oR
tf and only if the set of all non-isolated points of R 1s compact.

Lemma 6. If the set of non-isolated points of a locally compact
Hausdorff space R is compact, then R = R, + R, where R,, R,
are disjoint closed sets, R, is compact, R, 1s discrete.

Proof. Denote by § the set of all non-isolated points of R.
For every poirt z ¢ S choose an open set G(z) such that z ¢ G(z)

and G( ) is compact. Since § is compact, there exist @; such that
H = Z G(x;) D S. The set R— H is both closed and open since

it contams isolated points only. Hence H = H = ? G(z;) is com-

pact. Setting B, = H, R, = R — H we obtain the requlred decompo-
sition.

Theorem 12. Let R be a completely regular space. fR = 1R
if and only if R is compact.

Proof. If R is compact, TR = R = BR. If R = 7R, then
by theorem 5 and 9 and lemma 5 the set all non-isolated points
of R is compact. Hence by theorem 5 and 4 and lemma 6 we obtain
R = R, 4+ R, where R,, R, are disjoint closed sets, R, is compact,
R, is discrete. This yields SR, = R, which is possible only for
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afinite R,since otherwise the infinite subspace SR, — R, = TR,—R,
would be both discrete and compact which is a contradiction.
Since R, is finite, R = R, 4+ R, is compact.

Theorem 13. Let R be a Hausdorff space. Then

(i) oR = TR if and only if R is compact;

(il) wR = ©'R ¢f and only if R is normal and locally compact
and every reqularly nowhere dense closed subset of R is compact;

(i) wR = oR if and only if the set of all non-isolated points
of R is compact; :

(iv) R = oR if and only if R is normal and every regularly
nowhere dense closed subset of R is compact.

Proof. If wR = =R, ..., then wR is a Hausdorff space, hence
by theorem 3 R is normal, 9 R = BR. Therefore the necessary condi-
tions for wR = tR etc. are the same as for SR = 7R etc. with the
additional assumption of normality. In (i) and (iii) this assumption
is superfluous by lemma 3. The sufficiency of the conditions follows
from theorem 10, since the normality of R implies R = R.
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0 ekvivalenci ndkteryeh typi obalii topologickyeh prostori.
(Obsah predeslého ¢lanku).

V tomto ¢lanku se studuji podminky pro ekvivalenci obali
BR, oR, TR, v'R, oR, o'R topologického prostoru R. Hlavni vysledky
jsou tyto:

Necht R je tplné reguldrni prostor. Potom (1) SR = ©'R kdyZ
a jen kdy? R je lokdlné kompakini a kaZdd reguldrné Fidkd uzaviend
mnoZina F C R je kompaktni; (2) R = oR kdy% a jen kdyZ kaZdd
Fidkd uzaviend mmnoZina F C R je kompakini; (3) BR = o'R kdyZ
a jen kdy? kaZdd reguldrné fidkd wzaviend mnoZina F C R je kompaki-
ni. : : -
Necht R je 4uplné reguldrni prostor. R = oR kdyz a jen kdyZ
mno¥ina vech neisolovanijch bodi prostoru R je kompaktni.

Necht R je uplné reguldrni. BR = tR kdyZ a jen kdyZ R je
kompaktni.
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CGasopis pro péstovani matematiky a fysiky, rot. 72 (1947)

Mocninné spirdly v p-rozmérném euklidovském
prostoru R,.

M. Syptdk, Brno.
(Doslo 9. kvétna 1947).

Uvod.

V predlozeném pojednani jsou studovany jisté kiivky, které
mozno povazovati za zobecnéni znamych rovinnych spiral, t. zv.
mocninnych. Tyto rovinné spiraly jsou vyjadfeny v polarnich sou-
Tadnicich rovnici p = k. @™ kde k, m jsou realné konstanty = 0;
mezi né patii tedy spirala Archimedova (m = 1), hyperbolicka
(m = — 1), lituus (m = — %), atd. Zobecnéni spocéiva v tom, Ze
mocninné spirdly definujeme v euklidovském prostoru R, o libo-
volném poétu dimensi p > 3. V tomto pojednani jest ukazano,
ze cels Fada vlastnosti, jez zname o mocninnych spiralach, zistdva
zachovana i po tomto zobecnéni, oviem nahradime-li pojmy a defi-
nice, tykajici se rovinnych kiivek, vhodnymi pojmy a definicemi
platnymi v prostoru R,. DuleZitou dlohou hraje hlawvni rotaéni
dvojkuzel. Je to (dvojrozmérnd) plocha, kterou p¥i hlavnim rotaénim
pohybu vytvoruje pfimka, jeZ prochazi stfedem rotace (je-li p sudé),
resp. protind osu rotace (je-li p liché). Pii tomto pohybu opisuji
jednotlivé body prostoru dilezité kiivky, jez v literatufe jsou
oznacdeny jménem nadkruinice (viz (C), (D)); jsou to kiivky prostoru
o sudém poctu dimensi, jejichZz vSechny kfivosti jsou konstantni.
Mocninné spiraly v R, definujeme jako ktivky, jez lezi na hlavnim ro-
ta¢nim dvojkuZeli a jejichz body majf od vrcholu dvojkuzele vzdale-
nosti Gmérné m-té mocniné oblouku nadkruznice, kterou z dvojkuzele
vytind nadkoule o stfedu ve vrcholu a libovolného poloméru. Vztah
mezi nadkruznicemi a mocninnymi spiralami je také predmétem
studia v této praci. V dodatku je pak rozsifena definice znamé
rovinné kiivky kochleoidy na prostor R,,. Jeji zakladni ¢tyti vlast-
nosti zistavajf v platnostii v tomto prostoru.
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1. Hlavni rotaéni dvojkuZel.

Otadeni bodu P (xy, 2y, ..., Z2n) V Rgy,, definované v pravo-
thlém systému soufadném rovnicemi
Xgi_r = Xoi—1 . COS L,‘O’ + X2 « sin LiO‘ (1>
Xo, = —umo; ;. sin Lo + x93 . cos Lo

(=12, ...,n) —v nichZ ¢ je parametr a L; + 0 konstanty,
jejichz absolutni hodnoty jsou navzdjem razné — nazveme hlavni
otdc’eni) bodu P okolo bodu (zvaném stfedu otddeni) x;, = x, =
== = Xop — 0v R: 7n

Podobne Otaceni bodu P (z,, ,, .. xon_.l)V.Rnn—Ll, definované
v pravouhlém systému soufadném rovnicemi

Xoi 1= 21 .cos Lo + wo; . sin Lo
Xzi = — X2i—1 - sin L,-o’ —|— Xo; « COS LiO' (2)
2n+1= L2n+1 .
(¢ =12, ...,m) — v nichz ¢ je parametr a L; + 0 konstanty,

jejichz absolutni hodnoty jsou navzajem rizné — nazveme hlavni
otdéeni') bodu P okolo pfimky (zvané osou otédeni) z;, = x, =
Zop = 0 V Ropir.

Otaceni (1) v Ry, se tedy sklada z » rovinnych otaceni okolo n
(2n — 2) — rozmérnych prostorii zo; 1 = x2; = 0 (1 = 1,2, ..., n),
pii éemz poméry kruhovych obloukti jsou konstantni a jejich
absolutnf hodnoty rtzné od 1. Tyto prostory, jdouci vSechny
stiedem otddeni, budeme nazyvati axidlnime prostory.

Podobné: Otace ni (2) v Rynt1 se sklada z » rovinnych otacéent
okolo #n (2n — 1) — rozmérnych prostorti s, 1 = &2; = 0 (1 =

1) Obecné otédeni bodu P(xy, &y, ..., ,) v B, (p = 2) okolo (p — m) —

_ rozmérného prostoru z; =2, = ... =2, =0 (2 <m < p) —tedy také

okolo bodu a piimky — je vyjadfeno v pravodhlém systému soufadném
ortogonélni transformaci

X;=a;,. Ty 4 s + @ g - Ty, Pro 1 < i <,
X, =z pronz+l<1,<p

Posledni rovnice odpada v pripad8& otadeni kol bodu, t. j. prom = p.
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= 1,2, ..., n), pfi éemZ poméry kruhovych oblouki jsou konstantni
a absolutnf hodnoty jejich rtizné od 1. Tyto prostory, jdouci viechny
osou otadeni, budeme nazyvati axidlnimi prostory.

Jak se snadno presvédéime, tvoif viechna otacent (1) nebo (2) —
piisludna riznym hodnotdm o — grupu. Vuéi této grupé jsou
invariantni vSechny axialni prostory a nasledkem toho kaZdy
prostor, ktery vznikne jako prisek m (1 < m < n) axialnich pro-
stort. Zejména to tedy plati o stfedu otaceni a o ose otaceni, u niz
dokonce kazdy jeji bod je invariantni vici grupé (2).

Pri hlavnim otdéeni prostoru Ry, opisuje kafdy bod P (%4,..., Zsy)
nadkrunici, jejif stred je ve stredu otdéent a jejiche axidlni prostory
jsou axidlnimi prostory otdcenti, nebo v téchto prostorech leZi. PFi hlav-
nim otdcent prostoru Ron.1 opisuje kaZdy jeho bod P (xy, ..., Top-1)
nadkrutnici, lefict v nadroving Ry, kolmé k ose otddent. J eji  stred
je v praseéiku osy otddent s Rs, a jeji axidIni prostory jsou prisecné

39 ’

prostory axidlnich prostori otdcéent s Rs,., nebo v téchto prostorech lezi.

Dukaz: Kiivka, kterou bod P opisuje, je dana rovnicemi (1),
resp. (2). Pouzijme transformace soutadnic

- Zoj—1 T2i
’
‘X 2—1 — T Xgi_l + T XQ,’,
ini—l + X3 ]/-7051'——1 + @3
Z2i X2i—1
!
X = o X2§_1 _ e XZi,
V 2 2 2 2
ZToi 1+ X Z2i1 + T2

resp. X'on+1 = Xopt1
pro takova i (1 < 1 < n), pro kterd xs; ; nebo z; je razné od 0 a
X9 = Xgi, X'gi= Xo
pro takova ¢ (1 < 7 < n), pro kterd ;-1 = x5, = 0. Tim dostaneme
X1 = ngi_—L + % . cos Lio,
X' = ngi—l + 3 . sin Lg,
resp. X'ons1 = Tont1
(¢ =1, ..., n), coz je nadkruznice, majici uvedené vlastnosti.?)
Pifmka p v Ry,, jez prochazi stfedem otadent O a jez neleii
v zadném axidlnim prostoru, vytvofuje pfi hlavnim rotaénim po-
hybu (1) plochu (Kg,), kterou nazveme (hlavnim) rotaénim dvoj-
kuZelem s vrcholem O. Podobné: Piimka p v Ry 1, jeZ proting osu
otadeni o v bodé O a nenf k nf kolma4, a jez nelezi v Zadném axialnim
prostoru, vytvofuje pii hlavnim rota¢nim pohybu (2) plochu
%) Viz (0), (D). \ ‘
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(K2n+1), kterou nazveme (hlavnim) rotaénim dvojkuselem s vrcholem
0 a osou o.

Jejich parametricka vyjadieni (= p. v.) mtizeme snadno zjistiti.

Jsou-li rovnice pfimky p x; = on,, ..., X2y = onon, Tesp. Topi) =
=d + oC, kdez ¢ je parametr, o e e o O, - resp. (* =1,
a;",-_l + a3+ 0 pro vSechna ¢+ =1, ...,n a C je rtzné od 0 a 1,
pak tato p¥fmka pii rotaci (1), resp. (2) vytvoii plochu
Xgi_l = Q0 (’XziAl COS LfO‘ + x93 sin L;‘O‘)

. Xzi =0 (—— X911 sin Lio' —{-— X9; COS L,;O')

resp. Xopr;=d + oC
(¢ =1, ..., n). Provedeme-li transformaci soufadnic
* Xy =LK, 00 Xo;

i i
Xlgq =22x, , 2tlx, ;
r; ri d

’
X 2n+1 = X2n:—1 —d

t=1,...,n), kde r = ]/oci-ﬂ + x5, dostaneme X'or1 = ory.
.cos Lo, X'y = gr;.sin Lis, resp. X'spi1= 00 (i =1, ..., n).

. . 212 7
Provedme dale transformaci parametru s = al/rlLl + ...t #2E2,

oznaéme l,:l/r%Lf + e L ALE = L; a piSme x; misto X’'; pro
j=1,...,n,n+ 1. Tim dostaneme p. v. rota¢ntho dvojkuzele
(Kgp) ve tvaru :

Zoi-1 = Qr;.co8 is, @z = of,.sinl;s (3)
(=1, ...,n), pii ¢emZ vrchol jeho lez{ v podatku soutadnic,
" A soo gk == 1, 32 4+ .+ r22=1 a ¢ znadi vzdalenost
bodu plochy od vrcholu, a p. v. rota¢niho dvojkuzele (Kga,.1) ve
tvaru :

Zgi—1 = @ri.cCo8 bis, xo = pri.sinls, Tguy1 = oC (4)
(v=1, ..., n), pti ¢emZ vrchol jeho lezf v poditku soufadnic, osa
jeho v.ose X, .1, " + ot = 1, 733 + it =1a 0
znadf vzdalenost bodu plochy od vrcholu.

Pozndmka: Rovnice (3), resp. (4) pro s = s, (konstanta) pied-
stavujf p. v. ptimky, lezici na rotaé. dvojkuzelu (Ksy), resp. (Kzni1)
a d4 se snadno dokazati, Ze rotaci (1), resp. (2) této piimky vznikne
tyZ rotad. dvojkuzel. Obzvl4ité to tedy plati o pHimee xz; ; = or;,
@9 = 0, Tesp. Top1 = pC (1 =1, ... m).

Je patrné, Ze rotaéni dvojkuZel (Kz,), resp. (Kgn+1) se sklada
ze dvou shodnych &sti, t. zv. (hlavnich) rotaénich kufeli (ki.),
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resp. (kini1) pro o => 0 a (k3,), resp. (k3n:1) pro o < 0, jez jsou
soumérné poloZzeny dle spoleéného vrcholu. Kazdy z nich vznikne
rotaci polopiimky, jejiz koncovy bod je ve stiedu otadeni, resp.
na ose otaceni.

Ka#dd nadkoule o stiedu ve vrcholu rotaéniho dvojkuzele (Kay),
resp. (Kspn+1) protind tuto plochu ve dvow shodnych nadkruZnicich,
z nichz jedna lezi na (ke3n), resp. (k3ny1) & drubd na (k3,), resp.
(k§n+1). Nadkoule 2F -+ ... 4+ a3, + resp. Zopo1 = R2 (B> 0)
proting totiz (3), resp. (4) vnadkruzmeich X9;—1 = 4 Rr; . cosls,
Zoi = + Rr;.sin s, resp. x2p11 = + R.C (1 = 1, ..., n). Soudasné
vidime, Ze nadkoule o poloméru R = 1 protind (3), resp. (4¢) v nad-
kruznicich xg; 1 = 4 7;. cos lis, xa; = 4 7;.sinlis, resp. Xopr =
= 4 C, pti éemz s jest jejich oblouk. Z toho je patrny geometr.
vyznam parametru s v (3), resp. (4).

KaZdd nadrovina Rs,, jeZ je kolmd na osu rotaé. dwvojkuZele
(K2n+1) @ je£ neprochdzi jeho vrcholem, protind tento dvojkuzel v nad-
kruénict, majici stfed v prasetiku osy a nadroviny Rs,. Nebot nad-

rovina s,+1 = k (+ 0) protind (4) v nadkruzZnici xy; = ol
k . .
. COS I;8, xo; = E,m .8inls, Xop1 =k (=1, ..., n).

Kazdd nadkoule se stiedem ma ose rotaé. dvojkuzele (Kapi1)
protind tuto plochu ve dvow madkrufnicich, leZicich v nadrovindch

vr o1

kolmych k ose a maywwh stredy v praseéicich nadrovin s osou. Nebot
nadkoule x; “+ ...+ xgn + (22p+1 — k)> = R? protinad (4) v nad-
kruznicich xzt-._l = por,.cos s, xg; = gry.sinls, xopr1 = oC (¢ =
=1,...,n), kde o= Ck 4+ |/C?%?® —%* + R?®. Oznadime-li ¢* —
= k?® — c?k?, coZz geometricky znamend Ctverec vzdalenosti stfedu
nadkoule od povrchovych piimek dvojkuzele, pak plati:

a) pro R? > 2, po pt. R? < ¢* jsou prusekem dvé realné, po pi.
dvé imaginarni nadkruznice.

b) pro R? = 12 jest prisekem nadkruznice dvojndsobnd, podél
ni% se rotad. dvojkuzel dotyka nadkoule.

Protnéme rotadéni dvojkuzel (Ks,), resp. (Kan+1) dvéma nad-
koulemi — o polomérech R, (> 0), B, (> 0) a spolecném stfedu
ve vrcholu dvojkuZele — v nadkruZnicich x,, x,! Budte Py, P, dva
body téze povrchové primky, z nichz P, leif na %, a P, na x,

Opisuje-li P, na %, oblouk PIQI, oplsu]e P, na x, oblouk P,Q,
a plati

P1Q1 1szz = R, : R,. (8)
Je-li totiz dvojkuzel (Kg,), resp. (Kgn+1) uréen rovnicemi (3), resp.
(4), md x, p. V. z2—1 = 4 Ryry.coslis, w3 = 4 Ryr;.sinls,
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resp. Zon+1 = 4+ R,C a x5 = - Ryr;.cos Z;s, g = 4= Ryrq .
.sinl;s, resp. ¥gui1 = 4+ R,C (¢ =1, ..., n). Jsou-li body P,, Q,
urdeny parametry s;, s,, jsou body P,, @, uréeny tymiz parametry.

Plat{ tedy P,Q, = [R,ds = R, (s3—s,), Py, = |R,ds— R,.

8y
(83 — 81), z ¢ehoz nasleduje uméra (5).

2. Moeninné spiraly.

Jestlize mezi o, s v (3), resp. (4) platf vztah f (g, s) = 0, pak
tyto rovnice predstavuji p. v. kiivky, lezici na rotaé. dvojkuzelu
(K2n), resp. (Kopnt1). Kfivku, u niz plati

e=k.(s—sy)" (6)

— pii ¢emz k &= 0, m = 0, s, jsou reilné konstanty — budeme
nazyvati mocninnou spirdlouw stupné m. Zvlastni piipady téchto
kiivek nazveme ve shodé s nazvy v R, takto: :

prom = 1 Archimedovou spirdlou,

pro m = — 1 hyperbolickou spirélou,

prom = 1 Fermatovou spirdlou,

pro m = — } spirdlou ,,lituus®,

prom = g (p, ¢ cela kladnd ¢isla, —7;— * 1, 2) parabolickoun
spirdlou vysstho stupné,

pro m = —% (p, q celd kladni &isla, % + 1) hyperbolickou

spirdlou vyssiho stupné.

Déle nazveme kiivku, u ni# ¢ je rovno polynomu P (s) stupné n
(= 0), polynomickou spirdlou stupné n. Sem pati ku pt. Galileiova
spirdla, u nfZ ¢ = as® + bs + ¢ (@ + 0, b, ¢ jsou konstanty a b2 —
— 4ac + 0). BudiZ zde poznamenano, Ze u této spiraly lze transfor-

macf (7) pro s, = — i dociliti toho, %e ¢ ptejde do tvaru as® - B
p 2a

(B # 0 konst.). V8echny uvedené kiivky pat¥ pod algebraické
spirdly, u nichi mezi ¢ a s plati algebraicky vztah f ( 0,8) = 0.
Z transcendentnich spirdl —u nich g je rovno transcendentni funkci
v 8 — jest nejdulezitéjsi spirdla ewponencidini &ili logaritmickd,
uniz g =k.em (k + 0, m + 0 konstanty)?). Kazd4 z téchto spiral
mé pél ve vrcholu dvojkuzele (K,), resp. (Kzu+1) & — v pHpads,
Ze jde o Rgsiy — mé kromé toho osu v ose dvojkuzele (Kon+1)-

®) O jejich vlastnostech viz M. Sypték: O logaritmickych spiralach
Vv p-rozmérném euklidovském prostoru. Casopis pro pést. mat. a fys., rod. 70
(1940).
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Z geometrického vyznamu v (3), resp. (4) je patré, ze konchoidy
téchto spiral, kdyz pél konchoidy volime v pélu spiraly, dostaneme,
kdyZ misto ¢ ddme ¢ + d, kdeZ d je libovolnd konstanta. Jest tedy
spirdla, u nfZ o = a.|/s + d (@ + 0 konstanta) — zvana nékdy
parabolicka — konchoidou Fermatovy spiraly.

Dosadme do (3), resp. (4) ¢ = k. (s — 8,)™ a provedme trans-
formaci systému souradného (otoceni) .

Xoi1 = — Xoi—1 . €08 ;8¢ + x2; . sin I;s,,
X2i = — X2{—-1 . sin liso -+- Zg; . COS 1180, (7)
resp. Xoy:1 = Toni1 .
(¢ =1, ..., n). Po malé tpravé dostaneme

Xoi 1 = rik (s — 8o)™ . cos l; (s — 8y),
Xo; = rik (s — sp)™ . sin Li(s — s),
resp. Xop+1 = Ck (s — so)™. ,

Provedme dale transformaci parametru s = o + s, a piSme s,
Xoi-1, Xuiy Top+1 Misto o, Xo; j, Xoj, Xopi1! Tim dostaneme p. v.
mocninné spirdly stupné m, leifci na rotaénim dvojkuzelu (Ks,)
vyjadieném (3), resp. (Kg,.1) vyjadifeném (4), v tomto jedno-
duchém tvaru

Xai—y = 1k . 8™ . cos I;s,

X2y = rik.s™. sinls, (8) .

resp. Xoy+1 = Ck . s™
(t=1,2, ...,n); pfitom mn4rt =1, resp. "4+
4t C=1, a il + ... + 72 = 1. Kromé toho jeji
pol je v poc¢atku souradnic a — jde-li o Rs, .1 — jeji osa je soufadnou
osou X2n+ 1e
Dle (8) jest p. v. Archimedovy spirdly (m = 1)
Xoi_1 = 1k . 8. cos I;s,
X9 =1k .s. sinls, C(9)
resp. Zop-1 = Ck . s '

(¢ =1, ..., n) a p. v. hyperbolické 3pirdly (m = — 1)

k
Xoj 1 = T4 ? . COs li8,

oy =1r; —]80— . sin l;s, . (10)
" :

- resp. gpt1 = C -

(t=1, ...,m). Vzorec (8) doplnime néasledujici vétou, na kterou
se pozdéji budeme éasto odvolavati:
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Parametrické vyjadrent
Zoi—1 = R; (aS 4+ b)™ . cos L;S,
Zoi - = R;i (a8 + b)™ . sin L;8S, (11)
resp. xz,+1 = K (aS + b)™
(t=1, ...n), kde S je parametr a R; + 0, L; + 0, a * 0, m % 0,
K # 0, b jsou konstanty a kde plati |L;| + ]L | pro ¢ =% g, lze vhod-
no'u upmvou wvésti na tvar (8) ve kterém 7% + ... + r2 = 1, resp.

rl 4+ o+t 0r=1,a 3+ ...+ =1. Je tedy kfivka
op.vV. (11) mocninnou spn'alou stupne m, lezici v Ry, resp. Ray. ;.
" A z diukazu bude patrno, Ze vé'echny spzmly — odpovidaywz raznym
hodnotdm konstanty b — jsou, a¥ na polohu, stejné a maji spoleény
pol v poldtku souradnic a spoleénou osu v soutadné ose Xop-;.

Dikaz: Otoéme nejprve systém soufadny dle rovnic

. Xz,'_l = Xg2{—1 . COS (L, %) — X9; . sin (L, —g),

Xoi = X3, .sin (Li %) -+ x9; . CcOS (L.; %),

Xont1 = Topt1
(¢=1,...,n) a provedme transformaci paramentru dle vztahu

o =aS + b! Tim dostaneme X, _;, = R;.c™. cos (LE’ a), Xoi =

= R;.o™.sin (% a), resp. Xopi1 =K .o™ (¢ = 1, ..., n). Oznadi-

me nyni
R;

VEE+ ..+ R+ ke

, Tesp. 7; =

S
alC=

VR + ...+ B+ Kk
_ VEI + ... + B

PE AT

2 o
rosp kb — VBt o Rat K

N 2 e

3L = £

u.]/ (L) + . +’ (L")

Z

114 p



a provedeme déle transformaci parametru

S

Ve«

Parametrické vyjadifeni (11) mizeme pak v tomto oznadeni psat
ve tvaru (8), pii ¢emz plati 4 ... + r: = 1, resp. r + ...+
+ 72 +C*=1, a i + ...+ 7%= 1. Pondvads r, L, k, C
nezavisi na b, nemda b vliv na tvar kiivky. M4 vliv pouze na jeji
polohu, nebot se vyskytuje jen v rovnicich pro otoéeni systému
soutadného. Z dokazané véty bezprostiedné nasleduje:

Konchoida Archimedovy spirdly — jestliZe jeji pdl je v polu
Archimedovy spirdly — jest opét Archimedova spirdla, shodnd s pi-
vodni, lifici se od ni pouze polohou. PO, po pt. osa jest vSak ob&ma,
spiralam spolecna.

Vratme se ke vztahu (6) a vSimnéme si, Ze dle améry (5) jsou
oblouky s, S8 nadkruznic — které vytinaji z rotaé. dvojkuZele
(K2n), resp. (K2n+1) nadkoule, majici spoleény stfed ve vrcholu
a poloméry R, =1, R, = R (> 0) — mezi dvéma povrchovymi
piimkami, pfi vhodné volbé orientace, vdzany vztahem S = Rs.
Proto z ¢ = k. (S — S,)™ nasleduje o = kR™ (s — s,)™. Z toho dle
(3), resp. (4) a (7) plynou nasledujici dvé véty: _

Bud x nadkruznice v Re,, P, Q dva jejt body a O jeji stred, po pr.
— jde-li 0 Ronyy — bod na kolmici o vztylené ve stredu » na Rey!
Nanesme na spojnici OQ od O dsecku OA vmérnow m-té mocniné
oblouku PQ)! Jestlie bod P je pevny a Q se pohybuje na x, pak koncové
body A leZi na mocninné spirdle stupné m. VSechny tyto spirdly —
odpovidajfei riznym volbam bodu P na x — jsou aZ na polohu
shodné, maji v§ak spoleény pé6l O a — v piipadé Rsy+1 — spoleénou
osu o.

Poznamka 1. Dle (11) plati pro Archimedovu spirdlu obecnéjsi
véta: Naneseme-li od O tsetky rovné k.o + K — kdez k + 0, K
jsou konstanty a o = PQ —, obzvla§té tedy naneseme-li od @

usecky rovné k. o, pak body A leif na Archimedové splré.le jejiz
tvar nezivisi na volbé P ani na konstanté K.

2. Dle (11) se snadno dokéze: Ot4di-li se rovnomérné pifmka p
V Ryn dle (1), resp. v Roniq dle (2) — pii éemZ prochézi stfedem
otadeni O, resp. protind osu otd¢eni o v bodé O — a soudasné na ni
(vychazeje z uréitého bodu) se pohybuje rovnom&rné bod P, pak
tento bod opisuje Archimedovu spirdlu, majicf v O sviij pél a —
v pifipadé Rgs 2 — Vv 0 svou osu.
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Mocninnd spirdla (8) stupné m < 0 md v pdlu asymptoticky bod
a — v pfipadé — 1 < m < 0 — md té£ asymptotu, jeji¥ rovnice jsou
a) pro m = — 1 (hyperbolickd spirdla)
Xgi ) = 1y, X = Tilik, TESp. Xopi1 = AC (1 =1, ...,n) (12)
b) pro —1 <m <0 A
Ty = Ari, Toi = 0, Tesp. @211 = AC (1 =1, ...,n), (13)
pri demZ A je parametr. ’
Dukaz: Pfedeviim je patrné, Ze u mocninné spiraly (8) plati
pro 8 = 0 dwxg;; : das, : (resp.) das,c1= 7;:0 : (resp.) C. Dile sou-
fadnice bodu 7' (viz (27)), lezictho na teéné& bodu s = 0 jsou

a)prom = — 1 : xoi 1 = 0, 29 = r;lik, resp. Xopi1 = 0
(t=1, ..., n),

b) pro —1 <m < 0:23_1=0, 2 = 0, resp. Zay+1 = 0
=1, ...,n).

Proto rovnice asymptoty, uréené bodem 7' a pomérem smérovych
kosin, jsou v prvém pifpadé (12) a ve druhém (13).

SmT].
V 2+ m?
pélu od teény mocninné spirdly (8) (viz (26)) vzristd do oo, kdyz
8 — 0. Tedy u spirdly stupné m << — 1 asymptota jako tedna
v nekoneéné vzdaleném bodé kiivky neexistuje.

Poznamka: Jestlize m << — 1, pak vzdalenost v =

3. Polarni te¢na, norméla, subtangenta, subnormaéla.

Bud P regularni bod jakékoli spiraly X, leZici na rotaénim dvoj-
kuzelu (Kgzn), resp. (Kzn+;) @ O bud jeji pol (vrchol dvojkuZele)!
Sestrojme v bodé P teénu a protnéme ji v bodé 7' nadrovinou,
jdouci bodem O kolmo na spojnici OP (privodié¢ bodu P)! Spojnici
TO protnéme pak v bodé N nadrovinou, jdouci kolem P kolmo
na jeho tetnu! Tim dostaneme pravouhly trojihelnfk o vrcholech
P,T,N, ve kterém_ ex def. PT je délka poldrni teény, PN je délka
poldrni normdly, OT délka poldrni subtangenty a ON délka poldrni
subnormaly. Uvedené délky béfeme vidy absolutné.

P. v. spirdly 2 muzeme dle (3), (4) psat ve tvaru

X2i—1 = TiQ (8) . CO8 l.-s,
Xy = rip (8). sinls, (14)
resp. Zop+1 = Cp (8)
(i =1, ...,n). Pfitom 7 l;, C jsou konstanty + 0, || % |};] pro
i+ . ri=1 (resp. i+ ...+ +C2=1), 1+
+ ... + 73li = 1. p(s) je tedy vzddlenost bodu spiraly od vrcholu
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dvojkuZele a s je oblouk nadkruZnice x5 1 = r;cosls, x5 =
= r;8in l;s, resp. ®g,41 = C (¢ =1, ..., n), kterou vytind z dvoj-
kuZele nadkoule o stfedu ve vrcholu a o poloméru 1. '

Bod P bud uréen parametrem s! Pomoci smérovych kosind
lze zjistiti, Ze pro Ghel ¥, sevieny teénou a privodiéem bodu dotyku
P, plati

_e [, r_ de)
tg0 —Q' (Q - 9(8)) g = ds)’ (15)

takze délka polarni teény je

r=’§V¢+ﬁE, (16)
délka polarni normaly _ :
v = || + o* a7
délka polarni subtangenty
92
S = w2l ) . 18)
4 . : ( ‘
délka polarni subnormaly
s =|e"| (19)
a vzdalenost pélu od teény :
2
=] o
Ve + o7

Jelikoz dale teéna v bodé P ma p. v. &1 = ripcos lis + Ar;.
(o’ cos lis — l;p sin 1;8), xs; = r;0 sin ls + Ar; (o' sin l,s + l;p cos I;s),
resp. ¥z2,+1 = Cp + AC@' (1 = 1, ... n), kdez 1 je parametr, a nad-
rovina, jdoucf pélem O kolmo na OP, m4 rovnici

Zh‘ (@2i—1 cos I8 + @y; sin l;s) + [resp. C] = 0,
i=1

jsou soufadnice bodu 7'
2 2 3
XToi—1 =' r,-l,- % sin lis, Loy = — rili % cos l.,;S, (21)
resp. Tap+1 = 0, (l = L, vuuy n) ‘
Jelikoz dale nadrovina, jdoucf bodem P kolmo na jeho te¢nu, ma
rovnici

n
> (x2i1 — 730 cos Iis) . r; (@' cos lis — l;p sin Ls) +
i=1
n

+ Z (22t — ri0 8in 1;8). r; (g’ sin ;8 + l;0 cos [;8) + resp..
d=1 : <
(#2n+1— Cg) C'¢’ = 0 a spojnice OT mé p.v. & 1 = Ari;sin L,
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Xgi = — Arl; cos I;s, résp. 23,1 = O (4 parametr), jsou soufadnice
bodu N

Xoi1 = — rilio’ sinl;s, xe; = rili0" cos I;s,

: (22)
Tesp. Xen+1 =10, 1 =1, ..., n).
Pro mocninné spirély (8) plati tedy
A d — k 1
tg ¥ = E, (23) 8; = E . SM+ 3 (24)
+1
8 = |mk .sm1|, (25) v = V]; —s:‘ﬁ (26)

Z (24) je patrné, ze u hyperbolické spirdly jest subtangenta
konstantni. Pomoci (18) a (11) se snadno dokaze, %e je to jedind
kfiwka na rotaénim dvojkufelu (Ksy,), resp. (Kzp.1), magict tuto
vlastrost.

Z (25) je dale patrné, ze u Archimedovy spirdly jest subnormdla
konstantni. Z (19) a (11) plyne, Ze je to jedind kfivka na rotaénim
dvojkuzelu (K o,), resp. (Ko, 1) 0 této viastnosts.

Dle (21) a (22) plati pro mocninné spiraly o p. v. (8):

Body T leii na kiivce

Zoi—y = %sm*‘l sin l;s, 29 = — r;ib—"ksm“ cos ;s, (27)
Tesp. Xop, =0 (1 =1, ..., m), \

a body N na kfivee

X2i—1 = —-_Tili kmsm—1 sin liS, Xo; = Til,; kmsm—1 Cco8 l,-s, (28)
resp. Teop+1 =0 (¢ =1, ..., n).

Z toho je patrné: U mocninnych spirdl m-tého stupné le%t koncové
body subtangenty (subnormdly) na mocninné spirdle stupné m + 1
(stupné m — 1), jeZ md s piwodni spirdlou spolecny pol a — v piipadé
Roni1 — lezi v nadroving Ry, jdouci pdlem kolmo na osu. Tedy:
U hyperbolické spirdly koncové body subtangenty a u Archimedovy
spirdly koncové body subnormdly lezi na nadkruznicich, majicich stfedy
v polu spirdly. Z (22) je dale patrné, Ze u polynomické spiraly stupné
m lezi koncové body subnormaly na polynomické spirdle stupné
m—1, je. md s piavodni spirdlou spoletny pél a — v piipadé
- Ropi1 — le#i v nadroving Ry, jdouct pélem kolmo na osu. U Gali-
leiovy spiraly je to tedy Archimedova spirala.

Dalsf dvé vlastnosti lze snadno dokézati pomoci (23), (15),
resp. (24), (25), (18), (19):

Mocninné épirdly na rotaénim dvojkuielu (Ksy), resp. (Koni1)
jsou charakterisoviny vlastnosti, %e protinaji povrchové pfimky
dvojkuZele pod tihlem 9, jehof (trigonometrickd) tangenta je linedrni
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funkci oblouku S nadkruZnice, kterow z (Kap), resp. (Kgp+1) vytind
nadkoule o stiedu ve vrcholu a libovolného poloméru.

Mocninnd spirdla m-tého stupnmé na rotaénim dvojkufelu (Kap),
resp. (Kem+1) je charakterisovima vlastnosti, Ze jeji poldrni subtan-
genta je tvaru s, = k . (S 4 a)’"+1 a soulasné jeji poldrni submormdla
tvaru s, = K . (S + a)™7; pritom k, K jsou konstanty + 0 a S md
ty% vyznam jako v predchozi vété.

4. Dalsi vlastnosti moeninnyeh spiral.

Podavame zde nékolik riznorodych vlastnosti mocninnych
spiral. Piedeviim u spiraly (14) uvedeme vzorec pro vypodet plochy
F opsané pruvodmem o(s), kdyz s jde od s, do s,. Na zdkladé toho,
Ze poloha opsana prﬁvodlcem konstantni délky o(s) = R se rovna
3 R2 (s, — 8,), se snadno zjisti, Ze

F=1 f 0¥(s) ds. - (29)
Pro mocninné spiraly (8) jest tedy
8-m+1 82m+1

“Sm 1 Pom Tt — (30)

F=yh-

F =}k log— prom = ——} (31)

Z toho nasleduje: Plocha F opsa,na, pravodic¢em g(s), kdyz ]eho
S 2

koncovy bod jde a) od pélu s = 0 do bodu P(s) F = } k 2m 1

pro m > 0, b) od bodu P(s) do pélu s = oo (asymptotického bodu)
F=o pro —3<m<0,c) od bodu P(s) do pblu 8 = 0

1
(asymptotického bodu) F = — § k¥ o e
Poznamka: U Archimedovy spu’aly jest plocha F omezend
jejim obloukem a privodi¢i koncovych bodi g,, g4 rovna dle (30)

F =

pro m < — %.

! e 1
ok (Qg — Q?) a u hyperbolické spiraly F = 5 (0, — 09)-

Vlastnost vyjadiend vzorci (30), (31) je pro mocninné spiraly
na (Kgy), resp. (Kgn+1) charakteristickd. Plati totiz: Jestlize u kfivlcy
(14) na rotaé. dvojkuzeli (Kgs), resp. (Kgnt1) jest plocha F, opsand
privodidem o(8), kdyZ jeho komeovy bod jde od P(s,) do P(s), tvaru
F=a.s"4+b (a,m, b konstanty, a.m > 0) nebo tvaru F =
=a.log |b.3s| (@ > 0, b konstanty), pak kfivka (14) je mocninnou

spirdlow stupné 72——;—; L nebo — 3. Dle predpokladu [jest totiZ

119



\

—-}fg’(s ds=a.s™ + b nebo F = }fg”(s)ds—a Ioglb 8.

Denvaci dle 8 dostdvame v prvém pﬂpade 0%(8) = 2ams™—1,
m—1

2

z Beho g(s) = V2a,m .8 2 avedruhém g%s) = -SE, z ¢ehoz o(s) =
—V3a. st

V kulové imverst odpovidd mocninné spirdle m-tého stupné —
v pripadé, Ze stied inverse je v jejim polu — mocninnd spirdla stupné
— m, majici s pavodni_spirdlou spoleény pdl a resp. osu. Archimedové
spirdle odpovidd tedy hyperbolickd spirdla’ a obrdcené.

Jestlize stfed inverse je v pocatku soufadnic a polomér nad-
koule R, pak kulové inverse v p-rozmérném prostoru R, je vyja-
diena rovnicemi

X,:L z (G=12 ...,p).
x1+ +xp 2

Odpovida. tedy mocninné spirdle (8) mocninn4 spirala

R? 2
Xoj 1 =1;— 5 —cos l;s, Xp = ri}—.ﬁ sin U;s,
R
resp. Xopi1 = CF? (t=1, ...,n).

Protneme-li rotaé. dvojkuZel (Kgy) o p. v. (3), resp. (Kont1)
o p. v. (4) nadkoulemi, majicimi spoleény stied v jeho vrcholu V,
dostaneme systém nadkruZnic (X), z nichZ kaZdd protind primku
E oy =129 =00 =1, ..., 1), resp. x2,+1 = C, lefici na tomto
dvojkuZeli. Hyperbolickd spzmla (10) jest charakierisovdina na (K2n),
resp. na (K +1) viastnosti, Ze délky oblouki nadkrufnic systému (X)
od primky & af k prasebikam jejich s hyperbolickou spirdlou jsou
konstantni (= k).
Poznamka: Pifmka & jde vrcholem dvojkuZele rovnobéiné
s asymptotou hyperbolické spiraly (10), jak patrno z (12).
Dikaz: Bud @ (s; + 0) bod na hyperbolické spirale (10)!
NadkruZnice systému (ZX), jdoucf timto bodem, m& P V. Xgi—y =
k

= g—r' cos [;8, xg = —;«r, sinlsg(i =1, ..., n), resp Tont1 = 0—
Jeji prﬁseéik P s ptimkou ¢ je urden parametrem s = 0 na, na.dkrui-
nici a pa.rametrem 8 = %c- na £. Je tedy oblouk’ PQ j ds = k.

 Bud nyn{ obrdcens k kfivka na (Kg,,), resp (K2”+1) ma]ioi uvedenou
vlastnost! Jeji I])x.hv miZeme psit ve tvaru (14). Bud déle @(s,) bod
spoledny této vep a nadkruZnici @, = ¢ (8,) r;cos lis, xei =
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= 0(8,) 7; 8in [;3, Tesp. Topniy1 = C o(31) (1} = 1,..., n) ze systému (X!
NadkruZnice protina & v bodé P jenz je na nf uréen parametrem

s=0. Je tedy oblouk PQ f o(sy) ds = o(s;) . 8; a ten dle pied-

pokladu je konstantni (= k). Z toho nasleduje, Ze o(s) = 1:—, takieh

je hyperbolicka spirala, j. b. d.

Podobné se dokaze, Ze mocninné spiraly (8) stupné m jsou
charakterisovany vlastnosti, Ze shora uvedené oblouky od piimky &
aZ k priaseéiku @(s) na mocninné spirale jsou rovny PQ =k . sm+1
(k konstanta).

Spirdla ,lituus o p. v. (8) pro m = — % jest na (Ka), resp.'
(Kons+1) charakterisovina vlastnosti, Ze plocha, omezend obloukem

ﬁQ nadkruinice » systémw (LX) — kdyZ P, Q jsou prasebiky nad-
krunice » s pfimkou & a spirdlou — a spo7mcemz koncovych bodi
P, Q s vrcholem V, md konstantni plochu (= % k?).

Poznamka: P¥imka & jest asymptotou spu‘aly, jak je patmo
z (13).

Dukaz: Je-li @ na spirdle uréen parametrem s = s,, jest p. v.

Va0 Vso.
ZTop+y = C %— =1, ..., n), takie body P, @ jsou na nf uréeny
0

parametry s = 8,, s = 0. Ma tedy plocha omezena PQa épbjnicemi
VP, 7Q dle (29) obsah F = } f'g— ds = }42. Bud nyni obricend

0 0
h kiivka na (Kg,), resp. (K2,+1) majici uvedenou vlastnost! Jeji
p- V. lze psati ve tvaru (14). Bod @ na ni bud uréen parametrem
8 = 8,! Pak p. v. nadkruZnice ze systému (X), jdoucf timto bodem,
jest xoi 1 = 0(8,) 7, co8 Uis, xai = 0(8,) i sin U;8, resp. zep+1 = Co(8,)
(¢t =1, n), takze P je uréen parametrem & = 0. Dle ptedpokladu

nadkruznice » x9; 1 =14 cos I;8, xo; = 1y sin l;s, resp.

jest 1dentlcky vzhledem k s, % f 0%(8,) ds = % k2 &ili g%(s,) . 8o = k2.

Z toho plyne, Ze kiivka A jest splralou lituus, j. b. d.

Promitneme-li naddroubovict v Ropy, 2 bodu V jeji 03y o na nad-
rovinu Ra, kolmow k této ose, dostaneme hyperbolickou spirdlu, jeZ
md asymptoticky bod v prisefiku nadroviny s osou a jejif asymp-
tota md smér pFimky, jet prochdzi stredem promitini V, protind
naddroubovnici a je 8 Ray rovnobéind.

. Ditkaz: Bud

Lo = 1; CO8 [;8, Xoy = risinls, xopi1.= C .38 (32)
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=1, n) p. v. uvedené nadéroubovme") Piitom 7;, I;, C jsou
konsta,nty %+ 0 [l * |lj] pro i + j a soufadné osa Xz, jest osou
nadsroubovice. Bud’ dale (0, ..., 0, a) stfed promitani V a xop11 = d
(# @) nadrovina Rg, kolma k ,ose nad&roubovice Xs,41! Pak p. v.
kuzele, jenz z bodu V promité nadsroubovici, je

Zgi 1 = pricoslis, xz = prisinls, xepr1 = a + o(Cs —a)

(¢t=1, ...,n), kdez o je parametr. Rez tohoto kuZele s 22,1 = d
jest
d— d—a
ZToi—1 = C,—s-—-a r; coS I;8, o = a—=h sinls, opt1=d  (33)
(1 =1, ..., n), coZ je dle (11) hyperbolicka spiradla, majici zfejmé

v bodé (O, ..., 0, d) asymptoticky bod. Pouzijeme-li na (33) trans-

formaci otoéeni (2), v niz L,- =l,o= % a pak transformaci para-

metru s = o + %, dostaneme

d—a a .
r; cos Liw, X = r;sin Liw, Xopt1 = d

Kot = G

Co
R;'%COSL:;S.
Xoi = R¢—§ sin LS, Xoni1 = d (3 = 1, ..., n), p¥i ¢em% plati R} +
+ ...+ R = 1, RL}+ ...+ RIL2=1, kdyZ oznacime
_T——;Li—_——_*z’ b= - 272
Ve+ .+ - VEE+ .. + RE
S=|RB+ ..+ R .0ak.C=@d—a) |+ ...+ rZ2

Proto dle (12) ma asymptota hyper. spiraly (*) p. v. &2 = AR;,
Zgi = RiLi, xon1 =d (i = 1,...,n). Ototme dile dle (2) — kde

(i=1,...,n). To se dal psat ve tvaru (*) Xo; ; =

R =

a . a .. a
Li=l,0= T piimku s, = or; cosl; ok Xy = prysinl, o
Zom+1 = @ (¢ = 1 ., n), ktera spojuje stfed promitdni ¥V s bodem

ZTgi_3 = 7; COB [ Toi =risinly—, Ty =a (1=1,...,7n), ve

‘ 3 0) 1 C ’

kterém nadrovina zg,., = a protinda nadiroubovici! Dostavame
Xoi 1 = ori, Xo; = 0, Xou+1 = a, coz je pifimka rovnobézna s uve-
denou asymptotou, j. b. d.

4) Viz (D).
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Piimd plocha $roubovd v Rg,.1 jest profata souosym rotaénim
nadkufelem ve dvou shodngch Archimedovyxh spirdlach, soumérné
poloZenyjch dle primky, jez je spoleénou osou plochy Sroubové a nad-
kuZele. Obé spirdly maji spoleény pdl ve vrcholu a spoleénou osu v ose
nadkuZele.

Poznamka: 1° Piima plocha §roubova () jest tvofena pfimkami,
jez jdou body nadsroubovice a protinaji kolmo jeji osu. Osa nad-
Sroubovice jest osou §roubové plochy. 2° Rotac¢ni nadkuzel dostane-
me takto: Ve stifedu nadkoule, lezici v nadroviné R4, prostoru Ry,
vztydime kolmici (osu) a na ni zvolime bod V (vrchol). Rotaéni
nadkuzel je tvofen spojnicemi vrcholu V s body nadkoule. Kazda
nadrovina, kolmé k jeho ose, protind jej v nadkouli, majici stfed
v prusecfku této nadroviny s osou.

Dukaz: P. v. plochy (x) s osou v Xy, muzeme psat dle (32)
ve tvaru '

Zgi—1 = Ari €Os lis, @ai = Ary sinl;8, xopi1 =Cs +¢c - (34)

t=1,...,m), kde 4, s jsou parametry, »; = 0, l; + 0, C £ 0,
¢ jsou konstanty a kde plati |I,| # ]l,L pro ¢ + j. Dale rovnice
rota¢niho nadkuzele s osou v Xg,+1 a vrcholem v poéatku soutadnic
jest

a4 @5 + ... + Ty — Bop1 = 0, (35)
kde k jest konstanta # 0. Je patrné, Ze tento nadkuzel protina
plochu (n) v kiivkach ' '

k (Cs + ¢) k (Cs + ¢)
Vr%-{-...—}—rﬁ Vrf—l—...—#—rﬁ
Zons1 =Cs + ¢ (1 =1, ...,n), jez dle (11) jsou Archimedovy spi-
raly, majici zfejmé uvedené vlastnosti.

KaZdou mocninnou spirdlu v Rs, muZeme povaZovati za kolmy
pramét kiivky, v niZ se protind primd plocha Sroubovd s vhodnou
souosou rotacni nadplochow v Ry 11, na nadrovinu kolmou ke spoleéné
ose.

Protneme-li totiZz rota¢ni madplochu v Ryp 1 4 ast .+

+ a3, — ka1 = 0, (k, m jsou konstanty =+ 0) — jejiZ osou je

soufadnd osa X,+1 — piimou plochou froubovou (34), dostaneme
dvé shodné kiivky

g = s k(Cs + c)m k(Cs + c)™
- Vi + .. .+ Ve +... +7

Zony1 = Cs + ¢ (i = 1, ..., n). Jejich ortogondlni primét na nad-
rovinu sn4+1 = 0 jsou dle (11) dvé shodné mocninné spirly stupné

X1 = + cos l;8, o = + sin /;s,

cos s, g = + sin s,
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m, majici spoleény p6l v pruseéiku osy nadplochy s nadrovinou
Ton+1 = 0.

Dodatek.

Z jinych kiivek, které souvisi s projednavanymi spiralami,

__budiz zde uvedena kochleoida. Je to kiivka v Rs,, jejiz p. v. je moZno

uvésti do tvaru

Xoi -1 = —Igl (1 — COS8 lis), X9 = —% sin l,;S (36)

(¢ =1, ..., n); pii tom s je parametr, R;, [; konstanty + 0a |l;| + [I;|
pro ¢ =+ j. Z tohoto p. v. je patrné, Ze kochleoida (35) je soumérna
dle prostoru (X,, X,, ..., X2,) & mé v poéatku souradnic asympto-
ticky bod. _

Kochleoida m4 étyfi pozoruhodné vlastnosti:

1° Promitneme-li- nadsroubovici z jejiho bodu A na nadrovinu
kolmou k jeji ose, dostaneme kochleoidu, majici v kolmém priamétu
bodu A asymptoticky bod.

Dukaz. Nadsroubovice méj p. v. (32) a stfed promitdni at
odpovidd parametru s = s,! Piimka, spojujici 4 s libovolnym
bodem nadsroubovice protind nadrovinu xz,.; = d, kolmou k ose
nadsroubovice, v bodé

, d—Cs, ;
Zoi—1 = 1y CO8 U8y + 7i 4 (COS I8y — COS 138), Xy = 7; sin l;8,+
. C (8 — 8)
‘ d—Cs,
——— (8in l,8, — sin [;8), =d@t=1,...,n).
+C(80———8)( 190 1): 2n+1 ( 2] ) )
Pouzijeme-li transformace
Xoi 1 = %1 008 lisy + @2 Sil} lisg — i, Xgj = — g 8in l;gy +
+ @2 €08 U8y, Xoni1 = Tonr (1 =1,...,0)a oznaéime-li s, —s = o,
‘dostaneme
. d—Cs, d—Cs, .
X2i—1 = 1 o (l — CO8 lid), ng =17 "sln l,fO’, X2n+1 =d

C.o . C.o

(=1, ..,m), coZ je p. v. kochleoidy. Podrobime-li dile kolmy
praim&t bodu 4 x5y = 7;cos U8y, %o = risinlis, Fopsi =d
(¢ =1, ...,n) uvedené transformaci, dostaneme Xg; ; = Xo; = 0,
Xoni1=4d (1 =1, ..., n), tedy asymptoticky bod této kochleoidy.

2° Bud AB oblouk dané nadkruinice x a T jeho t&%i§ts. Je-li
bod A pevny a B se pohybuje na x, pak T opisuje kochleoidu, majici
ve stfedu nadkruZnice asymptoticky bod. Pfitom vdechny kochleoidy,
odpovidajici riznym volbdm bodu A na x, jsou aZ na polohu shodné,
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Dikaz: Nadkrufnice x v R, mé’y P. V. Tai-1 = 1; COS I;s, x2; =
=rsinls (0 =1, n) — kdez s je oblouk; r;, [; konsta,nty * 0;
{l:| % |l;| pro ¢ * 7' Bodum A, B at odpovida]i po fadé parametry
Sos .s‘ Pak pro soufadnice .5, (=12, ...,2n) teézistée T plati
7; (sin 1, — sin [;s,)

li (s — 8)

f ds = f x;ds, 2z ¢ehoZz dostdvame &op | =

ri (cos l;s — cos lso)

b

Eoi = — e PouzZijeme-li transformace &g ; =
%0
= — &op 1 8in lisg + &g, c08 Uisy, E'9; = &z cos Iisy + E25sin Iis,
; v . c 7i
(t=1,...,n) a oznatime-li ¢ = s — s,, dostaneme & 91 = -l—’g.
. S

-(1—coslio), &'s = l_r,(; sinljo (¢ = 1, ..., n), coZ je p. v. kochleoidy.

Poznamka: a) Podobnym zptisobem bychom zjistili, Ze tézisté
T obloukit AB nadSroubovice (32) lezi na kiivee &5y =

i rs . , . :
:l—;(l—cos lig), &y = H;sm lo, Eonr1 = 5 (t=1,...,n).

b) Z vypoctu je patrné, Ze geometrické misto tézist T oblouksn AB
na téZe nadkruznict (resp. nadSroubovict) o konstantni délce S = s — s,

le#t na nadkrufnici (vesp. nad$roubovici) &s; | = lg—g i 5 .
s + 8 2 LS s+ s %
. cos I; —5 boi = I8 sin. - sin L —. —g— (resp. &opi1 = o= (s +

+ 8p) (2 =1, ..., n), majicf s pivodni nadkruznicf (resp. nadSrou-
bovici) spoleény stied (osu) a v8echny axialni prostory.

3° Bodem A hyperbolické spirdly (10) v Rs, nebo Royi1 vedme
rovnobéZku s jeji asymptotou (12) a nanesme na ni od bodu A viseCku
AB rovnou vzddlenosti bodu A od pdlu O, a to ve sméru opaéném
onomu, ve kterém by se bod A bliZil na hyper. spirdle do nekoneéna!
Pohybuje-li se nyni A na hyperbolické spirdle, opisuje B kochleoidu,
magict v polu spirdly sviyj asymptoticky bod.

Diikaz: Je patrné, Ze bod B mé soufadnice

k E . :
C X1 =14 - cos l;s —r; 5 R =1 "~ sin [;8, Tesp. Xapi1 =

;Clc__okzo (t=1,...,n).
8 8

~ 4° Systém nadkruznic v Rs, Zgi—1 = @r, cos s, Za; = or; sin [;s
(o parametr; ¢ = 1, ..., n), ktery vytind z rotaénfho dvojkuZele
(K2n) 0 p. v. (3) systém nadkouli o spoleéném st¥edu v jeho vrcholu,
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poén‘ime dle vztaht Xz,;_l = X2i—1 — 074, X21' = Xg; (Z = 1 .05 n)'
Tim dostaneme systém nadkruZnic xs;—; = gr; (cos l;s — 1), xg, =
= prysin l;s (o parametr; ¢+ = 1, ..., n), jez prochazeji pocatkem
soufadnic O a maji v tomto bodé spoleény teény a normalni prostor.5)
Pak plati, Ze koncové body B oblouks OB nadkruznic tohoto systému,
mérenych od spoleéného bodu O a majicich konstantni délkw d, lezi
na kochleoidé, majict v O asymptoticky bod.

Dukaz: Je-li bod B uréen parametrem s,, jest OB = [ods =
0
= g8,. Dle predpokladu gs, = d, takze B ma soufadnice xe;; =
a . ; R
= (cos lisy — 1), a2 = 5 risin lis, @=1,...,n), coz pri
0 0
proménlivém s, je p. v. kochleoidy s asymptotickym bodem v O.
*

Les spirales d’ordre m dans Pespace euclidien au nombre quelconque
. . l
de dimensions.

Extrait de 'article précédent.

) Dans le présent article, j’étudie certaines courbes de I’espace

euclidien R, & p dimensions (p = 2) qui sont exprimées dans le,
systéme de coordonnées rectangulaires par les équations (8) et que
nous appelons les spirales d’ordre m. Ces courbes sont bien connues
dans le plan R, ou elles peuvent étre exprimées dans le systéme
polaire o, w par I’équation ¢ = k. w™ (k, m étant des constantes
#+ 0). Je démontre que la plupart des propriétés de ces spirales
planes sont conservées dans l’espace euclidien au nombre quel-
conque de dimensions. Aux courbes que j’ ai ainsi obtenu appartient
la spirale hyperbolique (10) et celle d’Archimeéde (9), qui jouent un
réle important parmi elles.

Dans le chapitre I, je définis le bicone de rotation avec les équa-
tions paramétriques (3) dans Rs,, resp. (4) dans Rg,.;, sur laquel
sont situées toutes les spirales de différents ordres. Cette surface
est engendrée par une droite qui fait un mouvement de rotation donné
par les équations (1), resp. (2) et qui passe par le centre, resp. coupe
I’'axe de rotation. Dans les chapitres II, ITI, IV, je présente un
nombre de propriétés de ces spirales, par ex:

a) Sur le bicone (3), resp. (4) la spirale d’Archiméde (hyperboli-
que) jouit de la propriété caractéristique d’avoir la subnormale
(la subtangente) polaire®) constante.

%) Viz (0), (D).

$) Soit P un point d’une spirale d’ordre m et O son pble (c’est-a-dire le
sommet du bicbne). Soit ¢ la tangente de P et T' le point d’intersection de ¢
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b) Si I'on projette une hyperhélice dans Rs,.; d’un point de son
axe sur I’hyperplan orthogonal & cet axe, on obtient une spirgle
hyperbolique.

c¢) Les points finaux des tangentes polaires 7' (des normales
polaires N) d’une spirale d’ordre m se trouvent sur une spirale
d’ordre m —+ 1 (d’ordre m — 1). Alors les points finaux des tangentes
d’'une spirale hyperbolique et ceux des normales d’une spirale
d’Archiméde sont situés sur une hypercicoférence ayant son centre
dans le pole de ces spirales. Ete.

Dans l'appendice sont indiquées quelques propriétés intéres-
santes de la cochléoide donnée dans Ro, par les équations (36). P. ex.

a) La cochléoide est la projection d’une hyperhélice dans
R3y+, d’'un de ses points sur I’hyperplan orthogonal & son axe.

b) Elle est le lieu des centres de gravité des arcs AB d’une
hypercirconférence, le point A étant fixe et le point B étant mobile
sur ’hypercirconférence.

avec I'’hyperplan passant par O et orthogonal & la droite PO. Soit N le point
d’intersection de T'0 avec ec ’hyperplan passant par P et orthogonal & ¢. Alors

les longueurs PT, PN, OT, ON sont la tangente, la normale, la subtangente
et la subnormale polaire.
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- Gasopis pro pistovéni matematiky a fysiky, rot. 72 (1947)

Sur une formule du calcul intégral.
Eugen Bunickij, Praha.
(Regu le 25. septembre 1946.)

l. Soit ¢(x) une fonction continue dans un intervalle ouvert
(@, b) et soit « un nombre quelconque de cet intervalle. Alors la
formule bien connue

T

— — 1
(o m > 0 et o 'on pose, comme d’ordinaire, 0! = 1) représente
Pintégrale de I’équation différentielle ;
- fm@) = ¢(z) (poura <z <) @
satisfaisant aux conditions initiales f(x) = f'(x) = ... = f"—1)(x) =0.
2. En modifiant un peu la formule (1), nous allons représenter
Pintégrale de (2) comme une somme de produits de n intégrales
simples indéfinies par certaines puissances de x. Pour ce but, déve-
loppons (z — t)*—! suivant la formule du binome; nous obtenons
une série de termes contenant les produits

.
an—1— [po(t) de;

en remplacant ici l'intégrale définie par lintégrale indéfinie
[2*p(x) d, on est conduit & considérer la fonction

n—1

Fie) = gy 2 0 (S ae @

P. ex. F,(z) = [¢(x) dz, donc F',(x) = @(x). En général, on a pour
n>1 ™ ‘

F'p(z) = ('n_—ll—)—' ,g;(_l)' (n ;— 1) (n—1—»)an—2— [2*p(x) dx +
n—1 .
fot etz (") 4)
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Mais la derniére somnie est évidemment égale & (1 — 1)*—1, c’est-a-
dire & zéro; d’autre part, on a

1 n—1 1 n—2 .
<n—1)!( v )‘”“‘_”’=<n—‘ 2)!( v )

La formule (4) donne done
) F'o(@) = Far(x) (5)
pour » > 1. En utilisant I’équation. F',(x) = ¢(x), on voit que
F,®(x) = ¢(x), c’est-a-dire que F,(x) est une intégrale de I’équation
(2). L’intégrale générale de cette équation est donc donnée par
‘la fonetion

v Fu(x) + pni(=),
olt p,_1() est un polynome du degré » — 1 au plus.

*
0 jednom vzorei integralniho podétu.
(Obsah piedeslého ¢lanku.)

Funkce F, ze vzorce (3) vyhovuje pro # = 1 rovnici F'i(x) =
= @(2) & pro n > 1 rovnici (5). Tedy je Fu(x) integradlem diferen-
cilnf rovnice (2). (Pfedpokladd se spojitost funkce ¢ v intervalu
(a,b).)
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Gasopis pro péstovéni matematiky a fysiky, rot. 72 (1947)

Poznamka k ¢lanku ,,0 integraci uplnych
diferencialas.))

EvZen Bunickij, Praha.
(Doslo dne 20. tijna 1946.)

. V tomto ¢lanku jde o funkce realnych proménnych, u nich%
" predpoklddame spojitost parcidlnich derivaci téch Fadi, jeZ se

v dal§fm vyskytu]i Je-li ¢ (z,, ..., zn) homogenni funkce stupné
k-tého, ]e, jak znamo, ' ,

8
131 ax + + - ]‘ (p(xb L ] xn) (l)

n

Budiz nyni ‘
dU = 5 Xi(xy, -.., ,) day, (2)

=1

totalnim dlferenclalem (nutnou a -postacujict podminkou je, )ak
znémo,

0X, dX;
pro ¢, = 1,2, ..., n), a pfedpoklddejme, %e funkce X; jsou homo-
~ genni funkce stupné k-tého.

Potom jest (s¢ita se od 1 do =)

d(/_.X Z,) = ZX dx + zx‘

Z""’dL:Z(Z ax‘dz) z( 5ok, )dx_kZXdz.

a tedy - ; \
d(ZX¢ z) = (k + 1) ZX dz., )

t. j.
dQX:) = (k + 1) dU.
1) Viz Casopis 57 (1928), 87-94.

g8 L 131



Je-li tedy k + — 1, je funkee U z rovnice (2) dana V)'frazém

U —‘k_—}- l(Xlac1 + .o+ X)) + C,

(3)

kde C je konstanta. To je jednoduchy vzorec pro integrové,lﬁ
tplného diferencidlu (2), platny pro ¥ + — 1, ktery byl odvozen
v citovaném &lanku. V tomto ¢lanku se soustfedime na zbyvajicf

(6)

ptipad k = — 1. Budte tedy X; v (2) homogenn{ funkece stupné — 1,
takZe po substituci
Uy ;—:(‘V e 2’ 3) 3 n)

jest
1 .
Xi = “‘Pi(uz, 2oy 'U:”) (?' = 1’ =50 n);
&,
podle (4) je pak nyni
n
>Xa; = A (A konstanta).
i=1
Odtud
: X, = z, x? 2, Poltz, v Un) T,

takZe pravou stranu v (2) lze psati ve tvaru

A——+ Z(p,. (%gy .., Up)

:t, y=2 x12
nadez (viz jesté (6) a (7)) lze (2) psatl ve tvaru

3

dU =d (A log |z,|) + z¢,(u2, ceey Up) du,.

Soudet
Zz(p,,(ue, veey Uy) du,,

z, do, — z, dx; .

(7)

(8)

(9)

(10)

do néhoZ za u, a za du, dosadim podle {6), je tedy rozdilem dvou
tplnych diferenciali a je tedy sdm uplnym diferencidlem. Ale

soudet, (10) jest Gplnym diferencidlem také tehdy, jsou-li u,, .

nezdvisle proménnymi; nebot z (6), (7) plyne
[ 3X v 1 899,.

L %, - ou,
pro u = 2, 3, ..., n, takze podle (3) je

Op, _ O _
.az“_ (/“17_2,35'

.o ).
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Existuje tedy funkce y (u,, ..., u,), majici uplny diferencisl (10),
takZe (2) neboli (9) lze psatl téz

dU = d (4 log [z,]) + Z L du, an

kde u, jsou vSude uréena vzorei (6).

A naopa.k je-li v (ug, ..., u,) jakdkoliv funkce, je pravi
strana rovnice (11) Gplnym dlferenclélem v némz koeflclenty pﬁ
dz; jsou homogenni funkce stupné — 1. Nebot piSeme-li

oy
a—uv = (p,,(uz, » ..,un),

lze rovnici.(11) podle (6) ihned psati ve tvaru

A Zn\ %, dx, — 2, do
dU =— .. B S b}
v + Z (171 ” xl) x,? ~
Tedy: Rovnice (11), v niZz y (%g, ..., ) je libovolna funkee,
pii Gemz za u,, ..., Up; du,, ..., du, dosazujeme x,, ..., ,; dz,, ...,

dz, podle vzorecu
z, 1
U, = ;5—1’ du, = a:_ (x, Az, — x, dx;,), .
nam dava nejobecnéjif totalni diferencilni rovnici tvaru (2)s homo—'
gennfmi koeficienty stupné — 1.

Parcialni derivace funkce y, t. j. funkce ¢,, oviem mohou
ale nemusi byti homogenni.

2. Jsou-li X; v (2) homogenni fddu k + — 1, lze integraci
rovnice (2) ihned provésti vzocem (5). Ale pro k = — 1 je tomu
jinak, nebot rovnice (11) ukazuje, Zze U (z,, ..., x,) nemierne
obdrZeti bez uZiti obvyklych zpﬁsobﬁ integrace uplnych deeren-
ciélt. Nebot z (11) plyne

U@y, «v.r Tn) — A Yog |ay| = | ij‘y(uz; oo Up) du,  (12)

kde pravd strana znalf vysledek integrace tplného diferencidlu
(10), v ném% za u,, ..., u, je dosazeno podle (6). Pojmu-li tedy
do funkce o (uz, = u“) additivni integratni konstantu, plyne
z (12)

U(xy, ..., x,) — A log |z,| = w(zz a:,.)' (13)

Z

Najdu-li tedy néjakym zpisobem funkci U, je tim nalezena i funkce
v (g, ..., u,) a naopak, Integrace totdlnfho diferencidlu (2) s homo-
gennimi koeficienty X; stupné — 1 je tedy tkol pravé tak obtiZny
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jako integrace totalniho diferencislu (10) s libovolnymi koeficienty
@» & 8 n — 1 nezdvisle proménnymi (na pf. pro n = 2 je integrace
tot. diferencidlu (10) ekvivalentni s vypodtem integrilu

| J s (us) du,). ,
3. Rovnice (11) davé nejobecnéjsi tvar totalni rovnice (2)
8 homogennimi koeficienty stupné ¥ = — 1. Rozie§me podabnou
filohu pro k¥ + — 1. Rovnice (5) ¥ik4, Ze U je — a% na konstantu
C — homogenni funkce f (z,, ..., z,) stupné k + 1, tak¥e (2) ma
tvar
' av -3 4 g, (14)
-;18:1:.- b . ‘

kde f je homogenni funkce stupné k + 1. Naopak, je-li f (z,, ..., Zn)
homogenni stupné & + 1, jsou koeficienty pti dz; v (14) homogenni
stupng k. Tim'je Gloha Fesena.
4. Jako aplikaci vySetiujme diferencialni homogenni rovnici
X(z,y)dz + Y(z,y)dy = 0, (15)
kde leva strana je totalnf diferencial a funkce X, ¥ jsou homogenni
‘stupné k. Je-li £ += — 1, je obecny integrél podle (5) dén vzorcem
‘ X.z2+Y.y=(k+1)C=0C,, :
‘kde C resp. C, znad{ integraéni konstantu. Budiz za druhé k = — 1

takZe podle (8) je X .2 + Y .y = «, (x konstanta), nadez
X=ua.2"!'—Yy.z'a(15) nabude tvaru

0.

o dx zdy —ydx
= T Y x. o
- Ale podle piedpokladu

I
Y (z,y) = ;'P(;),
takze substituce v = y . x—! vede k rovgici
"‘xif_*_ p(u)du =0, t.j. alog|z| + [e(u)du = C,
' kde, po vypoétu integralu jest dosaditi w = y.x—!. Je patrno,

%e v tomto piipadé £ = — 1 neposkytuje tento zptsob Zidnych
vyhod proti obvyklé methodé. > :

5. P¥iklady.
1. Najdéte funkei U, vyhovujiei rovnici .

(2:1:?——32’ y'*’zc 2 2 .z
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2y 322 y? 2 A
+—sm dy +( +:§cos—x—)dz.

Koeficienty pii dz, dy, dz (jez zde i v nasledujicim piikladé oznadime
X, Y, Z)sphiuji podminky integrability a rovnici Xz + Yy + Zz =
= 2, nadez

dU=_xz.dx+Y

xdy——ydx_I_Z:vdz—zdx.
z ’

x
dosadim-li za Y, Z a polozim-li y . z—! = v, z. 2! = ¢, obdrZim:

aU = %(dx 4 2vsintde + (3 + v*cosf) dt.

'P‘osledni dva ¢leny tvori totdlni diferencial, ale jeho Ako‘eﬁciéntjr
nejsou homogenni funkce. Integrujeme-li obvyklym zpiisobem
a zavedeme-li nakonec opét z, y, z, obdrzime

U—2log|x|+— sin = + —{—C

2. V rovnici

dU =+ (2acz2 — &%y — 3y%z) dx + (x2 2yz) dy +

jsou rovn®z splnény podminky integrability a jest Xz + b Yy +
+ Zz = 0. Obdobnym zpiisobem jako v pfedeslém piipadé obdr-
Zime

AU = (1 + 2ut) dv + (v2 — 2¢) dt.

Zde prava strana je soultem t¥i totélnich ,,homogennich‘‘ diferen-
cidli stupné 0,1, 2, totiz dU = dv— 2t dt + (2vt dv + »2 dt),
integruji-li kazdy &len podle vzorce (5), obdrzim

20t . v + v2.

U-—v——+ 3

+ C,
t. j.

y 2y
Ueg—mtmt0
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Remarque a ’article ,,Sur P'intégration des différentielles totales<1).

(Résumé de Particle précédent.)

Considérons 1’équation (2), ol les X sont des fonctions homo-
génes du degré k satisfaisant aux conditions (3). Si k¥ + — 1,
P'intégrale de (2) est donnée par (5) et ’équation (2) la plus générale
de ce genre est de la forme (14), ou f(zy, ..., %,) est une fonction
homogéne quelconque du degré £ + 1. Pour k£ = — 1, les choses
sont plus compliquées: la forme la plus générale de I'équation (2)
est donnée par (11), ou A4 est une constante quelconque et ou
p(ug, ..., uy) est une fonction arbitraire; les wu,, du, sont définis
par (6). L’intégration de (2) pour k = — 1 exige donc I'intégration
d’une différentielle totale (10) (& » — 1 variables) qui peut étre
absolument arbitraire. (On suppose partout la continuité des déri-
vées partielles rentrant dans le calcul.)

1) Cf. Casopis 57 (1928), 87—94.
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CGasopis pro pdstovani matematiky a fysiky, roé. 72 (1947)

Contact des courbes et des hypersphéres dans
un espace euclidien 4 n dimensions. — Courbes
sphériques.

Karel Havli¢ek, Praha.
L’Université Charles, séminaire de géometrie.

(Regu le 15 mars 1947.)

1. Soit R, un espace euclidien a n dimensions (n = 2) aux
coordonnées cartésiennes rectangulaires. En outre choisissons la
notation et la terminologie de M. V. Hlavaty¢4). Alors un vecteur v
aura » composantes v, v, ..., v,. Désignons par u.v = u, v, +
+ ... + %, v, le produit scalaire de deux vecteurs u, v, et conve-
nons d’appeler par radius vecteur X le vecteur aux extrémités
(0,0, ..., 0) et (z, %y, ..., Zy)-

Soit r le radius vecteur d’une courbe réelle non isotrope de R,,
de sorte que ds + 0. On a donc

r=r(s). (1)

Nous supposons que r soit de classe » + 1 au.moins. Nous consi-
dérerons seulement un tel intervalle de paramétre s, dans lequel
il n’y a que des points généraux de notre courbe, c’est-a-dire, nous
supposerons, que la matrice '

” ?"1, rlsa vy 'r’n l]
soit du rang 1 pour toutes les valeurs de s (les accents désignent les
dérivées par rapport a s). .
Désignons par t, !n,®n, ...,”—'n les vecteurs unitaires dans
les directions de la tangente, de la 1%re, 2i¢me (5 — ])itme normale
de la courbe. Alors, le déterminant

tl’ t!’ ooy t’l o
lnli lnb ) lnn 1 (2)
n-—-lnl n ln’ , n—ln”

est orthogonal, c’est-a-dire
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tit—=1, n.%n=1,1."n=0, *n.*n =0, (3)
Ap=12 ..,0n—1; 1% p).

Convenons d’appeler hyperplan normal au point de la courbe I’hyper-
plan des vecteurs *n (A = 1,2, ..., n —1).

Soient ki + 0(A=1,2,...,n— 1) les courbures scalaires
de la courbe. On a done les formules de Frenet bien connues
tl = k]_ ln
1n'=. _kl t+ kzzn
' = —ky '+ ks °n (4)
n—2pn' — k”_z n—3p + ka~1 n—1lp
n—ln’ e k"_l n—2n
Désignons par g, (A=1,2, ...,n—1) les rayons des cour-
bures, alors
, 1 )
o= A=12 ..,n—1) (5)

Une hypersphére plongée dans R, est donnée par 1’équation
x—p). x—p)=7r (6)

~Dans cet article, nous allons considérer le contact de la courbe
(1) avec 'hypersphére (6) et la condition nécessaire et suffisante
pour que la courbe (1) soit située sur ’hyperspheére (6), mais nous
n’allons pas étudier le probléme du contact de la courbe (1)avec les
sphéres a &k dimensions (k < » — l). Les sphéres osculatrices a k
dimensions ont été étudiées par M. E Egervéry ).

2. La puissance du point r par rapport a I’ hvpersphere (6) étant
déslgnée par P,ona \
P=(@—p:0r—p)—r (7)
Si r représente le point quelconque de la courbe (1), la puissance
P = P(s) est une fonction réelle du paramétre s.
Dehmtlon 1. Quand les équations
P(s)
. lim

s s s |/ \=0 l 2
o (8 — 89)° o

‘sont satisfaites pour x = 0, 1, 2, ..., ¢, nous disons que l’hypersphére
(6) a le contact d’ordre q au moins avec la courbe (1) au point 8 = s,.
De plus nous disons que ce contact est précisément d’ordre q quand
en méme temps Pinégalité
lim

8—>8,

P(s)
PPN

est ausst satisfaite.

138



Théoréme 1. Pour que Uhypersphére (6) ast le comtact d ordre q
au moins avec la courbe (1) aw point s = 8o, 1l faut et il suffit que les
éqmztwns

P(sy) = P'(8) = P"(8) = ... = Pl0(g,) = 0 (8)
soient satisfaites; pour que ce contact s0it précisément d’ordre q, il faut
et il suffit qu’a coté des équations (8) Uimégalité P(e+V(sy) =i= 0 soit
satisfaite.

Nous pouvons démontrer facilement ce théoréme en appli-
quant la formule de Taylor

P(s) = P(s) +*~

ol Z désigne le reste.

Théoréme 2. La condition nécessaire et suffisante pour que
Uhypersphére (6) ait le contact d’ordre ¢ = 0 au moins avec la courbe (1)
au point 8 = 8,, est: ce point est situé sur I’hyperspheére (6). De plus,
la condition nécessaire et suffisante pour que ce contact soit d’ordré
q = 1 au moins, est: le centre de Uhypersphére (6) est situé dans U’ hyper-
plan normal de la courbe au point s = s,. Dans ce cas Uhypersphére
(6) touche la courbe (1) au point donné.

Démonstration. Le cas du contact d’ordre ¢ = 0 est déja
compris dans le théoréme 1. Etudions le cas ¢ = 1. La dérivée
de la fonction P(s) est donnée par la formule

P’(s) = 2r(s) . [F(s) — p]. 9

Si I’on pose ry = 1(s,), t, = t(s,) = r'(sy), la condition nécessaire
et suffisante pour le contact d’ordre ¢ = 1 est (voir (8) et (9)):

to. (lo—p) =0, (9)

c’est-a-dire: les vecteurs t, et rp— p sont perpendiculaires entre

eux. Cela étant, nous pouvons écrire
n—1

ro!_ p= Z ¢ *no, .(ano = *n(s,)) . (10)

30

’ (8 — S )q+ !
P'(s) + ... + @Tol)! Pat(s) + Z,

ouci(A=1,2,...,n—1) sont les pa;ra,metres arbitraires et indé-
pendants entre eux. Le radius vecteur p du centre de I’ hypersphére
est donné par la formule (10), alors

n—1

p= "o—zcllno 7 (10%)

Les équations (10), resp. (10’) sont déja les équa.tlons para,metnques
de I’hyperplan normal de la courbe (1) au point s = s, avec les
paramétres variables c;. . :
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Considéfons maintenant le contact d’ordre ¢ > 1. Dans ces
cas nous ne pouvons pas choisir le centre de I’hypersphére tout
a fait arbitrairement dans I’hyperplan (10’), parce que les para-
meétres c; ne sont plus indépendants entre eux.— Le théoréme
suivant n’ est qu’un théoréme auxiliaire.

Théoréme 3. Les dérivées du vecteur unitaire t de la courbe (1)
par rapport & 8 sont déterminées par les formules

q
1@ = Aot + 2> Aga™n (g =1,2, ...,n— 1)
A=1
e _ (11)
t™ = Ay ot + 2 Ana'n
i=1

ot les expressions A, sont domnées par les relations de récurrence
au moyen des termes précédents:

Ay, =0, A=k
= A'q—l,o - k1Aq~1,1

Agi = A'gi+ kidg—1,i1 — ki1 Ag-1,i1
a0t =A'q 3,01+ q—lAq——l —2
(7 S kqu*l -1 =kiky ... kg 0
n,0 == Aln—l 0 k An-—] 1 (12')
n,j = A’ n—1,4 -+ kAn—l ;—1 —_— k; +1An~—1,7'+1
n,n—1 — A n—1,n—1 + n——l fn—1,n—2

(t=12..,9—2) (¢=23,...,n—1)

G=12,...,m—2)

La démonstration se fait par un calcul mécanique a 1'aide des
formules de Frenet. La premiére relation (11) pour ¢ = 1 est la
premiére formule (4) de Frenet. En dérivant I’équation

oD =4, 30t + Aga 1+ ...+ Agy,0—1 70,
nous avons

MO =4 ot + A+ .+ AN
4+ Ag 10 Y4+ Adga ' .o+ dgayq 0
En employant les formules (4) de Frenet, nous obtenons les équa-
tions (11) et (12). Parce que nous supposons k,; + 0, nous avons
Pinégalité importante 4,, + 0
Dans les théorémes suwants, nous consldérons le contact
d’ordre ¢ > 2.

Théoréme 4. Le contact de Uhypersphére (6) avec la courbe (1)
au point 8 = 8, soit d’ordre ¢ au moins, 2 < q < n; dans ce cas les
paramétres ¢y, Cy, ..., Cg—1 (VOIr les formules (10), resp. (10')) sont
déterminés d’une manidre univoque, tandis gue les paramétres cg,
Cq+1y ++ 5 Cu—y SONL arbitraires.

B b b B B

L]
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Démonstration. Supposons tout d’abord ¢ = 2. Nous avons
Pls)=2[".(r—p) + 1]
En écrivant 1" = t’, nous obtenons & I’aide des équations (8), (10),
(11) et (12) la condition suivante pour le contact d’ordre ¢ = 2:

n—1

1+ (F1)o *ny - Z cx'ng = 0.
=1

(Le symbole (...), désigne la valeur de la fonction considérée au
point s = s,.) — Au moyen des formules (3) nous pouvons tirer
de cette équation la relation pour le paramétre c;:

¢ =—(01) = —(kil)o.

Alors, c’est le cas ¢ = 2. — Supposons maintenant, que notre
théoréme soit vrai pour le contact d’ordre ¢ — 1, c’est-a-dire que
les paramétres c¢,, ¢, ..., c4—2 soient déja fixés. Pour ‘obtenir le
paramétre ¢, 1, il est utile de calculer la dérivée P(@(s) au moyen
de la formule (9):

P@(s) = 2 [0 . (r—p) + 8],

o 'expression § est donnée par la formule

S:(qu)r(ﬂ~1>.r’ —|—(q;1)r<'1—2>.r”+ comse

+ ('q & 1) N L O )

En écrivant r® = (¢—1), nous obtenons & 1’aide des équations (3),
(8), (10), (11), (12) la condition

(Ag—1,1)0¢1 + -+« + (Ag—1,¢—2)oC¢—2 + (Aq—l,q—l)océ—l + (S)(; =0. (13)

Cette équation définit le paramétre ¢,_,, parce que les expressions
(4i,x)o-6t (8)o ne sont pas des fonctions des c;, et parce qu’il y a
Ag—1,01 * 0 (voir le théoréeme 3.). Enfin, pour les parameétres
Cgs Cg+1, -+ +» Cn—1, 1’équation (13) ne présente aucune condition
nouvelle. Le théoréme 4. est ainsi démontré.

On peut formuler le théoréme que nous venons de démontrer
d’une autre maniére. i L

Corollaire. Le lieu des centres de toutes les hypersphéres, qui ont
le contact d’ordre q au moins (1 < g < n) avec une courbe au point
8 = 8, est un espace euclidien R,_, a n — q dimensions, dit I’espace
polaire d’ordre q du point s = 8, de la courbe. Dans le cas n + g, cet
espace R,_, est paralléle aux normales ng (A =¢q, ¢+ 1,...,n—1).

En effet, le centre de I'hypersphére qui a le contact d’ordre
g au moins avec la courbe, est donné par les équations (10), resp.
(10°). Le théoréme 4. nous dit que dans ces équations il n’y a que
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les parameétres cg4 cg41, .-, Ca—1, qui sont arbitraires; alors, ces
équations définissent un "espace euclidien & n — g dimensions.
Le cas ¢ = 1 était déja considéré dans le théoréme 2., parce que
le premier espace polaire (c’est-a-dire I’espace polaire d’ordre ¢ = 1)
n’ est que ’hyperplan normal de notre courbe. L’espace polaire
d’ordre ¢ = n est seulement un point, c’est-a-dire le centre de ’hy-
persphére qui a le contact -d’ordre ¢ = » au moins avec notre
courbe.

Définition 2. Nous disons qu’une hypersphere est osculatrice
au point de la courbe, st elle a le contact d’ordre ¢ = n au moins avec
la courbe au point considéré.

Théoréme 5. Désignons par R la longuer du rayon de Uhyper-
sphére osculatrice au point s = s, de la courbe (1); cette longueur est
donnée par la relation

n—I1

B =D o, (14)
i=1

les coefficsents c, étant donnés par le théoréme 4.

Ce résultat est une conséquence des équations (3) et (10),
parce que
n—1 n—1

R = (rp—p).(t—p) = (glca ny) . ‘Zﬂ* “Ny).

Si 'on calcule les coefficients ¢, dans les cas n = 2, 3, 4, 5,
ona:

n22’ q=2’ Ci=—01

n > 3, q=3, 02=_0'1§’2 ,

n§4, g=4, cg=— (9192) ﬂ-elka] ¢ ,

n Z 5, g=05, cq=—{([(0'103) + 0:1ka] 05)" + 0'10sks} 04

(bien entendu, les valeurs des fonctions k1 = gl sont prises au point
A

.8 = 8).
Les longueurs des rayons des hypersphéres osculatrices sont

données par les relations qui sont d’accord avec les résultats de
M. E. Egervary?):
n = 2, R = glz .
n=3, R'=p?®+ (Q:lgl)z .
n=4, R =p?®+ (91193)’ - [(9,19:)' + eiks]* o5’
n=25 R*= o +.(g 19:)' + [(e 19:), 4 91,"’:]’ e +
“+ {([(Q 102)" + 01ks] 03)" + @'104%s)* 04

Les cas n < 3 se trouvent presque dans tous les cours de la géometrie
différentielle. Le cas » = 4 est considéré plus profondément par
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M. O. Boruvkal), qui étudie la courbe spécialle avec les courbures
scalaires constantes, alors k; = const + 0.

3. Considérons encore les courbes sphériques qm sont déter-
minées par la définition suivante:

Définition 3. Une courbe sur une hypersphére s'appele courbe
sphérique.

Théoréme 6. Une courbe sphérique et I hypersphére, o cette courbe
est sttuée, ont le contact d’ordre infint en tous les points de la courbe.

La démonstration est évidente, car I’équation P(s) = 0 est
satisfaite pour toutes les valeurs du parameétre s (voir la définition 1).

Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
courbe soit sphérique.

Théoréme 7. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
courbe soit sphérique, est: tous les hyperplans mormaux de cette
courbe ont un point fixe en commun au moins; ce point est le centre
de Uhypersphére, sur laquelle notre courbe est située.

Supposons d’abord que notre courbe C soit sphérique; cette
courbe est donc située sur une hypersphére qui a le contact d’ordre
g = 1 au moins le long de ' (voir théoréme 6.). Il en résulte que
le centre de cette hypersphére est situé dans tous les hyperplans
normaux de notre courbe C (voir le théoréme 2. ). Alors, la condition
du théoréme 7. est nécessaire.

Supposons au contraire que cette condition est satisfaite:

11 existe un point fixe p qui satisfait & I’équation

(p—r(s)].ts) = 0. (15)
Soit K(s) = [r(s) —p] . [r(8) —p] la fonctlon du parameétre s dont
la dérivée est donnée par la formule
K'(s) =2[r(s) —p].r (8)
Si P’on écrit 1’ = t, on a a l'aide de la’ formule (15) K'(s) = 0, d’our
K(s) = const. C'est déja I’équation de I’hypersphére cherchée.

Théoréme 8. Soient ay, a,, ..., a, les fonctions du paraméire s,
qut sont données par les relations de récurrence:

...... e s b ) . .16
a;=a'i10i+aizskir0 t=23,...,n—1) (19).

Un = — @'p_1 On—1-
Pour qu’une courbe soit sphérique, il faut et il suffit que U'équation

différentielle
Op — Gp—3 =0 . (17)

S0t mtwfmte pour tous les points de la courbe.
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Nous pouvons démontrer ce théoréeme a I'aide des équations
linéaires suivantes:

x—r).t=0

X—r)."n—a; A=12..,n—1) 18
ol x est le radius vecteur du point quelconque de 1’hyperplan
considéré et r, t, *n sont les vecteurs dépendants de s.

Supposons d’abord que notre courbe soit sphérique. Alors,
il existe un point fixe p (voir le théoréme 7.) qui satisfait a la
condition (15), c’est-a-dire & la premiére équation du systéme (18).
SiT’on calcule la dérivée de (15), on a (a4 ’aide de formules de Frenet)
(p—r).n=ay;

le point p satisfait aussi & la deuxiéme équation du systéme (18).
Nous pouvons ainsi déduire que ce point p satisfait a toutes les
équations du systéme (18). La derniére de ces équations est

M—r)."n=a, .

En prenant la dérivée de cette équation, il viendra (a I’aide des for-
mules de Frenet) ’

(p—r)."%n = a,.
Alors, le point p vérifie la relation
(x—r)."n = a,. (19)

11 en résulte que la solution du systéme (18) satisfait aussi a I’équa-
tion (19), d’olt @, = a,—s. Done, la condition (17) est nécessaire. -
Supposons au contraire que cette condition (17) est satisfaite.
11 en résulte que la solution du systéme (18) satisfait aussi al’équa-
tion (19): en effet, le déterminant du systéme (18), c’est-a-dire le
déterminant (2), est différent de zéro, alors les équations (18)
admettent une solution x = p(s), et parce que la condition (17)
est satisfaite, cette solution vérifie aussi 1’équation (19). Alors,
nous pouvons écrire X = p(s). Sil’on calcule la dérivée de la prémiére
équation (18), on a
- T (0. (k) =1
Il en résulte (a I’ alde de la deuxiéme des équations (18) et de k; + O)
quily a ,
p.t=0. (20)
Si I'on applique cette méthode a toutes les équations (18), on a a
I’side de I’équation (19) les conditions suivantes:
pP. =0 1=12..,0n=—1) (21)

Les conditions (20) et (21) ne sont que le systéme des équations
linéaires et homogénes pour les composantes inconnues du vecteur
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p’. Mais le déterminant (2) de ce systéme est différent de zéro; il en
résulte qu’il y a
Pr=pr=..=pa=0,

d’ou p(s) = const. Ce point fixe p est indépendant du paramétre s
et il satisfait & la condition (15) pour toutes les valeurs du para-
métre s. Il en résulte que la condition du théoréme 7 est satisfaite;
notre courbe est sphérique.

Si I’on calcule la condition (17) dans les cas n = 2, 3, 4, 5, on a:

n = 25 gll = O:
n =3, (9192)92+91—0
n =4, [(0'102) sl Qs + (01k205) 03 + 0102 = 0,

n =5, {[(9 102)'0s]' 04}’ 94 + [(e.k 293) 04 + 0 1@2"394] 04+
+ [(e'102) + e:iks] 03 =

Les cas » < 3 sont bien connus. J’ai déduit le cas spépial
n = 5 dans un autre travail,®) mais par une autre méthode.

Nous avons une application facile du théoréme 8., dans le cas ot
les courbures scalaires sont constantes non nulles (k; = const, + 0,
A=1,2,...,n— 1). Celles parmi ces courbes qui sont plongées dans
un espace & un nombre pair de dimensions, s’appellent hypercir-
conjerences (resp. circonférences pour n = 2); et, au contraire, celles
qui sont plongées dans un espace & un nombre impair de dimensions,
s’appelent hyperhélices (resp. hélices pour n = 3). Dans ces cas, il y
a toujours @, = 0 et de plus: si ¢ est un nombre pair, il y a aussi
ag = 0; si g est un nombre impair,ilyaa, + 0 (0 < g < n). A Paide
du théoréme 8., nous pouvons dire:

Les hypercirconférences sont des courbes sphériques, et au contraire
les hyperhélices ne sont pas des courbes sphériques. (Voir les travaux
de M. O. Boriivka?l) et de M. M. Syptak.®))

*
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. Styk k#ivky a nadkoule v n-rozmérném prostoru euklidovském.
K¥ivky stérické.

(Obsah ptedeslého élanku).

V n-rozmérném prostoru euklidovském piedpokladejme kiivku,
kterd ma v uvazovaném prostoru nenulové kiivosti k3 + 0, (1 =
1,2,...,n—1). Geometrické misto stifedd vSech nadkouli, které
maji s takovou kiivkou v urditém bodé styk nejméné fadu ¢
(1L g n), je jisty (n—gq) rozmérny euklidovsky prostor,
t. zv. g-ty poldrni prostor uvazovaného bodu kfivky; tento polarni
prostor je rovnobéZny s prostorem, uréenym poslednimi n — ¢
normalami kiivky v uvazovaném bodé. V ptipadé ¢ = n redukuje
se tento polarn{ prostor na bod a piisluSnd nadkoule se nazyva
oskulaéni. ‘

Ktivka, jejiz v8echny body lezi na néjaké nadkouli, se nazy-
v4 sférickd. Nutnd a dostadujici podminka pro to, aby kiivka byla
sférickd, je splnéni diferencidlni rovnice a, — ap—2 = 0 v kazdém
jejim bodé; funkce a; (+ = 0,1, 2, ..., ») jsou dany rekurentnimi

vztahy (16) jako funkce oblouku dané kiivky, gi = kl (A=1,2,...
A

..., n— 1) jsou poloméry k¥ivosti. Snadnou aplikaci této véty dosta-
vame pro piipad, Ze kiivosti kiivky jsou konstantni, k; = const +
+0, (A=1,2,...,m —1). Vychazi znamy vysledek: je-li n &islo
sudé, pak tato kfivka — t. zv. nadkruZnice — je sféricka, a naopak,
je-li n &islo liché, pak tato kiivka — t. zv. nadSroubovice — neni
sféricka.
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Gasopis pro péstovani matematiky a fysiky, rot. 72 (1947)

k3

Constantes thermiques des météorites.

FrantiSek Link et Otakar Petracek, Praha.
(Regu le 25 adut 1947).

Détermination des constantes thermiques des météorites en yue de
classement des météores d’apres leurs trajectoires géocentriques. On propose
différents types de visibilité des météores que 1’on compare avec les observa-
tions.

1. Courbe de vie d’un météore. — Dans la vie d’'un météore
on peut distinguer les phases suivantes représentées sur la fig. 1.
Nous y avons représenté la température 7' du corps météorique en
fonction du temps en supposant 'apport continu de la chaleur.

T P BN b
c < 2
d
—t >

<
<

9
7} - f i
%
temps
Fig. 1. Courbe de vie d’un météore isotherme. En haut différents types de
visibilité. -

Dans le cas du corps isotherme la température croit jusqu’a
la température de fusion 7', avec I'apport de chaleur égal a g,.
La fusion & température contante demandera la chaleur f et 1’élé-
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vation suivante de la température jusqu’a la température de vapo-
risation 7, la chaleur g,. Finalement poyr la vaporisation on aura
* la chaleur v. Ces quantités de chaleur sont rapportées & 1’unité
de poids (I’'atome ou la molécule). '

Dans le cas d’un corps non isotherme on doit considérer la
température moyenne du corps météorique 7',,. La fusion commen-
cera a la surface quand la température moynne sera inférieure a la
température de fusion. La chaleur consomée sera par suite inférieur
a ¢,. La fusion sera finie a la température moyenne supérieure a 7'
avec I'apport de chaleur supérieur a f. Le debut de vaporisation
aura lieu & la température inférieure a 7', avec la chaleur ¢’, infé-
rieure & ¢, et la vaporisation demandera plus de chaleur que ».
D’ailleurs nous discuterons plus tard ces circonstances plus en

détail.

2. Différents types de visibilité. — La fusion et la vaporisation
représentent dans la vie météorique des discontinuités qui peuvent
se refléter sur sa courbe de lumiére. Celle-ci généralement mal
connue posséde toutefois deux points importants — l’apparition
et la disparition. On peut se demander en quel rapport se trouvent
ces points avec la courbe de vie météorique et avec les constantes
thermiques qui la caractérisent.

Dans la discussion suivante nous admettrons que la visibilité
du météore s’étend entre les différents points de la courbe de vie
comme nous avons indiqué par les fléches a, b, ¢, d, e. Nous adopte-
rons ici la premiére approximation d’Opik [1] que nous générali-
serons pour tous les cas discutés dans ce travail.!) Nous admettrons
que la période de visibilité coincide toujours avec la dispersion
du corps météorique soit par dissipation dans 1’état liquide soit par
vaporitation et la fin de visibilité (le point .de disparition) sera
donnée par la dispersion compléte du corps météorique.?)

a) Dissipation pendant la fusion.

Dans le cas isotherme la visibilité commencera au debut de la
tusion et finira quand celle-ci sera finie. Ce cas consideré par Opik [1]
donne pour le rapport des masses d’air traversées depuis l'entrée
dans. atmosphére jusqu’a la disparition et jusqu’a 1’apparition
la valeur

Ma S
M, 7

1) La notation d’Opik n’a pas été conservée dans notre travail,

%) Dans tout ce qui suit on admet le mode de dissippation caractéris-
tique au cylindre droit qui se déplace suivant la direction de son axe. Un
corps 3ui serait sphérique durant tout son trajet dans I’atmosphére ter-
restre donne les constantes trois fois plus grandes (3a, 3b, etc).
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Dans le cas non-isotherme la somme ¢, + f sera la méme,
mais la chaleur ¢’; sera inférieure & ¢, de fagon que a’ > a. La dif-
férence sera autant plus grande que le corps météorique différe
de I’état isotherme.

b) Dissipation pendant la vaporisation.

Dans le cas isotherme la visibilité commence quand le corps
météorique atteint la température de vaporisation. Dans ce cas on
d’apreés Opik : »

Ms g+ f+at+o
Mo G+i+a

Dans le cas non-isotherme le numérateur ¢, + f + g2 + v
ne changera pas mais le dénominateur sera ¢'; 4+ f 4+ ¢’s < ¢y +
+ f + ¢, parceque la vaporisation commencera plutot que dans
le cas isotherme. Par suite on aura b’ > b. Cette possibilité nous

~a conduit & considérer encore les cas suivants qui ne sont pas traités
par Opik.

¢) Dissvpation commence a la fin de la fusion.

Le rapport des masses sera

c="1 +f+g+v
¢+ f
d) Dissipation commence au début de la fusion.
Le rapport des masses sera

d — Gt+f+ag+v
%
e) Dissipation commence au début de la fusion et finit au, debut
de la vaporisation.
Le rapport des masses sera

e=Btlita
- ' %

Ces trois types de visibilité nouveaux, que nous avons ajoutés,
pourraient paraitre un peu artificiels & premiére vue, mais nous
aurons l'occasion de vérifier leur existence d’aprés les observations.
Les constantes thermiques a, b, ¢, d, ¢ que nous venons de definir
seront discutées dans la suite.

3. Premiére approximation des constantes thermiques peut
étre calculée & la base des régles suivantes:

Régle de Dulong et Petit: La chaleur atomique est sensiblement
constante et voisine de 6 calories.

Régle de Richards: La chaleur atomique de fusion divisée par
la température absolue de fusion donne le nombre voisin de 2.
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- ~Régle de Trouton: La chaleur atomique de vaporisation divisée
par la température de vaporisation donne le nombre voisin de 21.

*  Finalement nous utiliserons ici une régle trés grossiére qui
indique que la température absolue de fusion est environ moitié
de la température absolue de vaporisation.

" A Paide de ces régles on trouve en partant de 0°K les valeurs
suivantes des constantes thermiques des météores:

@ = 6T,6—;12T, =4 =1,33, loga = 0,12,
b = %%%%: 4, log b = 0,60,

¢c = 377‘”8—;_1!2&: 7, log ¢ = 0,84,
d = ﬂ#i = 28 — 9,33, logd = 0,97,
e = M,—”(;;f—Tf = = 2,33, log e = 0,36.

On pourrait établir des relations analogues pour les composés
chimiques mais leur validité serait treés restreinte.

4. Constantes thermiques des métanx. — Pour obtenir des
valeurs plus précises des constantes thermiques il faut recourir aux
mesures de laboratoire. En ce qui concerne les sidérites nous dispo-
sons heureusement de nombreuses mesures puisqu’il s’agit de mé-
taux dont la métalurgie est de premiére importance, comme c’est
le cas de fer par exemple. D'un grand nombre de métaux nous
avons choisi ceux dont on posséde des dates les plus siires et qui
rentrent dans la composition des sidérites (p).

Tableau I. [2, 3].

p ‘ql: Ty f 92 Tu v V b d
% |keal | °K |keal keal | °K | kecal

Fe | 90,50 | 15,6 |1800| 3,6 | 11,6 13000 |85,0 | 1,23 | 3,76 | 6,04 | 7,43 | 1,98

Ni| 8,5010,6 1725| 4,1 | 18,1 |3450|87,0|1,39 3,65 |8,15|11,3 | 3,10

Oo} 0,60 14,4 1753 | 3,8 | 26,6 |3458187,0| 1,26 | 2,94 | 7,25 | 8,11 | 3,10

Cu| 0,06 7,6|1357) 3,1 | 11,5 |2868|72,8| 1,40 | 4,32 | 8,89 | 12,5 3,00

Cr | 0,06|13,4[1873| 3,6 | 4,8|2600)|69,3|1,37|4,65)5,84| 7,40 | 1,63
T -

99,72 Moyenne ponderée .. | 1,24 | 3,74 | 6,23 | 7,77 | 2,09
: log 0,09 | 0,57 | 0,79 | 0,89 | 0,32

ﬁlﬁp}k[i}l 12,1 lBOOi 3,6 I 10,0 | 2800 80,0 | 0,11 | 0,61 | 0,83 0,94]0,33
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8. Constantes thermiques des aérolithes. — Ici le probléme est
beaucoup plus difficile puisque les mesures manquent dans la plu-
part des cas. Toutefois nous sommes arrivés a calculer pour quelques
minerais météoriques les constantes suivantes:

Tableau II. [2, 3, 4].

9 T; f P} va v
keal| °K |kecal|keal| °K |kecal

MgSiO; .. | 42 | 1800 | 15 | 20 | 2500 | 158 | 1,36| 3,05/ 4,13! 5,60| 1,83
CaSiO;.... | 41 | 1570 | 13 | 23 | 2500 | 160 | 1,32| 3,21| 4,58/ 6,03| 1,88
CaAl,Si,0g | 90 | 1770 | 29 | 54| 2500 | 388 | 1,32| 3,24| 4,70| 6,23| 1,92
NaAlSizO4 69 | 1380 | 13 | 81 1,19 2,36
Opik/gr 0,569/ 1800 | 0,12!0,23| 3000 | 1,98| 1,20| 3,11| 4,11} 4,95| 1,60

Moyenne 1,28| 3,16| 4,39| 5,71| 1,92
log 0,11) 0,50 0,64| 0,76/ 0,28

Dans les calcul de ce tableau nous avons admis que les silicates
se décomposent en oxydes a la température de 2 500°K qui est la
température de vaporisation la plus basse de nos trois oxydes
Si0O,, MgO et CaO. A partir de ce moment commence la vapori-
sation dont la chaleur v comprend les chaleurs ¢, des autres oxydes
et ’énergie de dissociation du silicate en question.*)

Exemple:
kecal
MgSiO; jusqu’a la fusion .................. 42 ... q,
lafusion ....iivnvisaiiicsoninnnnn 15 ... f
jusqua 2500°K .................. 20 ...q,
la dissociation .................... 21
Si0, la vaporisation....................... 63 "
MgO jusqu’a 3 070°K....... e 17 J T
MgO la vaporisation ...................... 57

6. Discussion des résultats. — Comparons d’abord les valeurs
des constantes thermiques pour les-sidérites (sid) et pour les aéro-
lithes (lit).

~ *) Une partie des calculs et des recherches bioliographiques‘ a été
effectuide par M. J. Stary et nous voudrions bien de lui exprimer ici nos
vifs remerciements.
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Fig. 2. Statistique des rapports log M, /M,. En abscisses: log M,/M,.

En ordonnées: Le nombre de cas observés dans l'intervalle de 0,05, expri-
mé en 9%, du nombre total n des météores.

On voit que les constantes a et ¢ se confondent pratiquement
dans les deux cas. D’autre part la constante ¢ (sid) différe peu de d
(lit). I1 en suit que ces types de visibilité doivent &tre assez frequents
puisque les sidérites et les aérolithes s’y accumulent.
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Dans la suite nous nous adresserons aux observations des mé-
téores. Sur la fig. 2 sont représentées les statistiques relatives aux 1857
météores divisés en trois catégories suivant leurs magnitudes [5].

Le maximum designé par A doit étre rattaché au type de visi-
bilité a. Ce maximum se déplace avec la magnitude décroissante
vers la droite comme I’on doit s’y attendre d’aprés la non-isothermie
croissante des noyaux météoriques. Ce maximum est commun
aux sidérites et aux aérolithes.

Le maximum E qui correspond au type de visibilité e. Commun
aux sidérites et aux aérolithes, il se déplace également vers la droite
a la suite de non-isothermie.

Les deux types de visibilité précédents (a, ¢) paraissent étre
trés sensibles & la non-isothermie du noyau du fait que le début
de visibilité est marqué par le début de fusion & la surface, qui peut
commencer, suivant la masse du noyau, bien avant la fusion com-
pléte du noyau.

Les maxima Bgq et B, correspondent au type de visibilité b
des sidérites et des aérolithes. Le maximum B4 parait manquer
parmi les météores brillants. Ceci est en accord avec les déductions
d’Opik.

Le maximum C,3—Dy;, et commun aux sidérites de visi-
bilité ¢ et aux aérolithes de visibilité d. L’importance de ce maximum
croit avec la masse des météores, ce qui en en accord avec la théorie.
Provisoirement il n’est pas possible de séparer les sidérites des
aérolithes comme c’est d’ailleurs le cas du maximum 4 et B.

Le maximum C); ne parait pas étre assez marqué sur nos
courbes. En effet étant donnée la mauvaise conductibilité calorique
des aérolithes le type de visibilité ¢ sera rare parmi les météorites
de cette composition.

Le maximum Dgq est visible sur nos courbes sauf pour les
météores trés brillants (< — 2,5™). Sur nos courbes on voit encore
d’autres maxima dont un au voisinage de 1,05 parait étre réel.
Son existence reste provisoirement sans interprétation.

7. Conclusions. — La discussion des constantes thermiques des
météores permet de tirer quelques conclusions dans ce domain
de recherches.

Les constantes thermiques des météores donnent_ avec les
statistiques météoriques la possibilité de controler les hypothéses
relatives & la densité de la haute atmosphére [5]. ‘

Dorénavant il sera possible de classer chaque météore, dont
la trajectoire géocentrique est connue, dans une de nos catégories
et dans le cas favorable de déterminer en plus sa composition.

Ces classements auront une certaine importance dans toutes
les recherches météoriques qui prendront un essor nouveau aprés
P'introduction des nouvelles méthodes d’observation par le radar.
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Note ajoutée & la correction des épreuves: La discussion dé-
taillée du nouveau matériel d’observation rend rend probable 'exis-
tence du type de visibilité F qui remplace sur nos courbes le type A.
La visibilité du type F commence & la fin de fusion et finit au début
de vaporisation. On trouve pour lod M;: M, = 0,23 pour les sidéri-
tes et = 0,20 pour les aérolithes.
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Tepelné konstanty meteoriti.
(Obsah pifedeslého ¢lanku.)

V prubéhu meteorického zjevu lze rozeznavati nékolik fazi
znazornénych schematicky na obr. 1 a souvisejicich tzce s te-
pelnymi konstantami meteorického materidlu. Tyto konstanty lze
uréiti na zikladé laboratornich méfeni. Ze statistik vySek za-
zehti a zhasnuti téméf 2000 meteoru Ize nalézti (obr. 2) typy vi-
ditelnosti z obr. 1 a kromé toho kontrolovati rizné hypothesy
tykajici se hustoty vysoké atmostéry. Naptisté bude mozno z vys-
ky zazehu a zhasnuti meteori — hlavné slab&fich — uréiti jejich
typ viditelnosti, po pfipadé i jejich slozeni v alternativé kamen-
né nebo zelezné. Tim je vlastné dina moznost jakési tepelné ana-
lysy meteortt v piipadech, kdy pro nedostatek svétla selhava
spektralni analysa.
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CGasepis pro péstovani matematiky a fysiky, ro. 72 (1947)

Sur la préparation des monocristaux du sélénium
‘ hexagonal.

Antonin Vagko, Praha.
. (Regu le 18 mars 1947).

On sait que le sélénium a été le premier représentant des
semiconducteurs, sur lequel on a trouvé en 1873 le phénomeéne de
photoconductivité. Bien que depuis lors un flux ininterrompu de
travaux concernant les propriétés électriques du sélénium ait été
publié, dont le nombre dépasse largement mille travaux, il n’existe
méme pas actuellement une unité de conception sur des questions
fondamentales, comme la grandeur absolue de la résistivité électri-
que et leur variation en fonction de la température. Le sélénium
représente actuellement un des éléments dont les propriétés physi-
ques sont les plus mal connues, et I’empirisme presque complet
régne encore dans ce domaine.!) Pour résoudre au moins ces ques-
tions fondamentales, on a tenté de les étudier sur des monocristaux.
Or la préparation de monocristaux grands et parfaits dans des
conditions reproductibles est un probléme essentiel.

I1 est connu que le sélénium se présente sous plusieurs variétés
allotropiques. Notons que sa forme hexagonale, improprement
appelée ,,métallique‘’, qui sera étudiée dans cet article, s’obtient
généralement par la sublimation du sélénium dans le vide ou a la
pression atmosphérique et par la condensation de la vapeur sur des
parois maintenues 4 des températures de I'ordre de 200°C. Il y a
plusieurs indications bibliographiques touchant la question de la
préparation des monocristaux de sélénium hexagonal par cette
méthode générale; citons Brown?), Miiller?), Straumanis*), Frank?®)
et d’autres plus anciens qu’on trouvera dans le Gmelin.®) Mais,
malheureusement, ces indications sont, pour la plupart, insuffi-
santes pour obtenir des résultats reproductibles. Les indications
les plus complétes ont été données par Frank.

Ce dernier a préparé des monocristaux, soit dans le vide,
mais & différentes températures fixes de sublimation allant de
275° C'a 235° C, la durée de la cristallisation étant de 16,5 heures
& 14 jours, — soit & la pression atmosphérique a 250° C pendant
37 jours. : ,
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Dans le vide, les monocristaux obtenus ont été d’autant plus
parfaits et plus grands que la température s’est plus approchée
de 235° C. Les cristaux en feuillets ont de 4 4 10 mm de long, de
3 &4 5mm de large, de 0,2 & 0,6 mm d’épaisseur, les cristaux en
aiguilles ayant de 2 & 13 mm de long et de 0,5 & 1,5 mm d’épaisseur.
A la pression atmosphérique, Frank n’a trouvé que des cristaux
en aiguilles, en prismes hexagonaux, de 4 & 6 mm de long et de
0,1 & 0,2 mm d’épaisseur.

L’article qui suit traite de la préparation des grands mono-
cristaux & la température de sublimation de 217,9° C,*) c. a. d.
a la température d’ébullition de la naphtaline, qui s’est montrée
trés favorable pour la croissance de grands monocristaux homo-
génes, et décrit en détail le procédé employé.

Préparation dans le vide.

Comme récipient pour la cristallisation, on a employé des
tubes en verre, dont la fig. 1. montre la forme et les dimensions.

A B

Fig. 1. Le récipient pour la cristallisation.

Par 'ouverture ¢ du tube, bien nettoyé et desséché, nous versons
. environ 20 gr de sélénium grossiérement pulvérisé (Selenium purum
* in bacillis, Schering 03552); il passe par les étranglements capil-
laires @ et b, pour se placer dans ’ampoule 4. Aprés quoi nous
joignons le tube C en position horizontale & la pompe & vapeur de
mercure et nous poussons le vide jusqu’a 10— mm Hg. Entre la
pompe a vapeur de mercure et le tube de cristallisation il faut
arréter la vapeur de mercure par congélation au moyen de lair
liquide.
Ensuite on place B dans un four électrique tubulaire qu’il
faut laisser pendant une heure & 400° C, en I’évacuant constamment
pendant ce temps pour débarrasser le verre des gaz absorbés. Aprés

*) Les fours & naphtaline sont employés dans la fabrication industrielle
des redresseurs de courant et des cellules photoélectriques & sélénium.
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cela, on écarte le fourneau et on laisse refroidir le tube. Pendant
le chauffage, 4 doit étre refroidi pour que le sélénium ne sublime
pas. Ensuite, on met le four sur 4 et on régle la température a
300° C, & la pression d’environ 10—3 mm Hg, de telle sorte que le
séléniulm commence & bouillir. Aprés 2 ou 3 heures tout le sélénium
est passé dans le tube B et il s’est condensé, pour la plus grande
partie a I’état amorphe, tandis que les impuretés restent en 4.
Apres avoir écarté le four et laissé refroidir le tube, on scelle celui-ci
a la lampe en a, puis en b. A ce moment, nous avons noté la pression
indiquée par le manométre; elle était inférieur a 10—* mm Hg. Le
tube détaché B est placé obhquement dans le four et chauffé a
300° C. Ici tout le sélénium s’accumule sur la partie inférieure du
tube, qu’il faut laisser saillir hors du fourneau. Aprés que tout le
sélénium s’est vaporisé, on interrompt le chauffage et on laisse le
tube refroidir dans le four; le récipient de cristallisation est alors
prét pour le thermostat de cristallisation.

Les fig. 2 et 3 montrent ce thermostat, dont la fig. 2 donne
en outre les principales dimensions. Dans la boite en téle A sont
placés des tuyaux horizontaux, dans lesquels on place les tubes
de cristallisation; on a mis 10 tubes en méme temps de chaque
coté. Tous ces tuyaux sont complétement recouverts par la naphta-
line utilisée comme liquide thermostatique. Le chauffage électrique
est assuré par deux résistances, placées sous le fond de la boite.
Le rendement du chauffage est convenablement réglé pour obtenir
une ébullition légére et réguliere du liquide thermostatique. Des
vapeurs de naphtaline se condensent sur le plafond de la boite 4,
refroidi par un courant d’eau. On peut ajuster le débit de 1’eau
pour en laisser tomber seulement 2—3 gouttes par seconde sur la
paroi. O est le trop plein d’écoulement. L’allonge K sert a remplir le
thermostat et en méme temps comme soupape de siireté. Toute
la boite 4 se trouve dans une autre boite B. L’intervalle entre les
deux boites est bourré de laine de verre servant I’isolement
thermique. '

Le tube de cristallisation préparé est enfoncé d’environ 10 cm
dans I'un des tuyaux horizontaux du thermostat, de maniére & ce
que le bout du tube fasse légérement saillie et soit tourné vers le
haut, afin que le sélénium fondu ne puisse pas s’écouler vers la
partie froide du tube. L’espace entre le tube de verre et le tuyau
thermostatique doit étre soigneusement bouché avec de la laine
de verre. Pendant tout le temps de la sublimation, la température
du thermostat doit étre maintenue exactement constante. Alors
les tubes de verre peuvent étre enlevés et ouverts avec précaution.
11 faut bien se garder de vouloir contréler la marche de la cristalli-
sation en retirant les tubes du thermostat, ce qui aurait pour effet
de la troubler.
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Fig. 2, 3. Le thermostat, a naphtaline.

Fig. 4. La section d’un tube d’un dia-
metre extérieur de 40 mm avec une
druse de cristaux en feuillets.
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Les cristaux obtenus par ce procédé sont trés réguliers, grands
et homogénes, et montrent des surfaces réfléchissantes, compléte-
ment polies. Souvent on trouve des druses de cristaux. La fig. 4
montre la section d’un tube d’'un diamétre extérieur de 40 mm
avec une druse bien formée de cristaux en feuillets, de grande
taille et trés homogeénes, qui se sont développés sur la paroi du
tube pendant 3 mois; sur la circonférence du tube on voit quelques
petits cristaux. Par une série de cristallisations on a trouvé que,
dans un bon vide, se forment de préférence des cristaux en feuillets
qui ont jusqu’'a 40 mm de long, 5 & 10 mm de large et 0,2 & 2 mm
d’épaisseur.

Préparation & la pression atmosphérique.

Par le méme procédé, on a préparé aussi des monocristaux
a la pression atmosphérique. Dans ce cas le récipient qui a servi

Fig. 5. La section d’un tube d’un diamétre.extérieur de 60 mm avec une
foule de cristaux en aiguilles.

a la cristallisation ne comprend que la partie B (fermée en a et
munie d’un goulot en ¢). Les récipients ont été remplis de sélénium
(Selenium purum in bacillis, Schering 03552) et bouchés. Les
cristaux ainsi obtenus sont seulement des aiguilles, ayant jusqu’a
40 mm de long et 0,1 & 0,8 mm d’épaisseur. La fig. 5 montre la
section d'un tube, ayant un diamétre de 60 mm, avec une foule
de ces cristaux, obtenus par cristallisation durant 8 mois. Les plus
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grands cristaux étaient creux & lextrémité la plus épaisse, ainsi
que Miiller et Straumanis ’avaient observé (1. c.).

Quant & P'orientation cristallographique, on peut dire que, dans
les cristaux en aiguilles, le grand axe géometrique se confond
avec l’axe cristallographique c¢. Au contraire, dans le cas des
cristaux en feuillets, qui sont formés par superposition paralléle
des aiguilles, I’axe ¢ est dans le plan du feuillet et perpendiculaire
au grand axe géométrique. Les stries transversales des cristaux
de la fig. 4 montrent la direction de I'axe optique.

Les expériences étant encore en cours, les résultats cités ci-
dessus sont seulement provisoires.

C’est avec un plaisir extréme que je saisis I'occasion de remer-
cier le directeur de I'Institut de Physique de I'Université Charles
M. Aug. Zagek, qui m’a aidé de ses précieux conseils et a mis 4 ma
disposition les appareils nécessaires.

Je remercie aussi M. Slaba et M. Podany pour les excellents

" clichés des fig. 4 et 5.
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Pfispdvek k pd¥stovani jedincovych krystali hexagonélniho éelenu.
(Obsah pfedeslého &lanku.)

Piedesly ¢lanek se zabyva péstovanim velkych jedincovych
krystalti hexagondlniho selenu sublimaci ve vakuu a za atmosféric-
kého tlaku pii teploté 217,9° C v naftalinovém thermostatu. Ve
vakuu (< 10—* mm Hg) se vytvoiily homogenni, pievazné listkové
krystaly, az 40 mm dlouhé, 5--10 mm 8&iroké a 0,2--2 mm tlusté;
krystalisace trvala 3 mé&sice. Za atmosférického tlaku se vytvorily
krystaly jehlicovité a% 40 mm dlouhé a 0,1--0,8 mm tlusté; doba
krystalisace dosahovala 8 mésici, aviak nejvétif z téchto krystali
byly na silngjdim konei duté. '
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Gasopis pro pistovani matematiky a fysiky, red. 72 (1947)

Contribution a la théorie de Peffet photographique
d’intermittence.
Ladislav Zachoval, Cesky Brod.
(Recu le 10 juillet 1946).

L’auteur présente une théorie de 'effet d’intermittence fondée sur les
idées physiques concernant la formation de I'image latente. La raison, qui
nous autorise a négliger les processus chimiques dans ce cas est dannée.
Une émulsion supph.ﬁée qu fait I’objet des c_onsxderatlons, est définie,
de méme les conditions de la validité de la théorie sont indiquées. L'auteur
déduit les équations fondamentales de la théorie concernant I’augmentation
du nombre des grains développables dans ’émulsion simplifiée. Les consé-
quences de la théorie sont mises en paralléle avec 1’expérience. On indique
les raisons qui permettent d’appliquer la théorie formée pour une émulsion
trés simplifiée aux émulsions réelles.

La quantité de lumiére absorbée par la couche photographique
sensible détermine — suivant la loi de réciprocité le noircissement
de la couche. J désignant l'intensité de la lumiére et ¢ le temps de
pose, c’est le produit Ji¢ qui est décisif pour la densité résultante.

Mais l’application de la loi de réciprocité est soumise a des
exceptions. L'un des cas ou cette loi n’est pas en vigueur est le
suivant:

Une partie de la couche sensible photographlque est influencée
par la quantité J¢ de lumiére pendant I'intervalle ¢ sans intermit-
tence. Une autre partie de la méme couche sensible est influencée par
la méme quantité de lumiére J¢, mais cette fois-ci ’exposition
a la lumiére se fait a plusieurs intervalles (,les temps de pose
partiels*‘) séparés les uns des autres par des intervalles, pendant
lesquels aucune lumiére n’est incidente (,,les intervalles obscurs).
En général le noircissement résultant n’est pas le méme dans ces
deux cas, bien que la quantité totale de lumiére agissante soit la
méme dans le cas d’intermittence autent que dans celui de conti-
nuité. C’est ce qu’on appelle effet photographique d’intermittence.

Cet effet est d’'une importanee non seulement pratique, mais
encore théorique. Par exemple pour la sensitométrie ainsi que pour
la photométrie photographique c¢’est le disque tournant a seeteurs
évidés correspondant aux angles centraux différents, qui est la
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fagon la plus simple et trés précise de régler la quantité de lumiére.
Mais une conséquence de Iapplication d’un disque tournant est
souvent 1’éclairement intermittent.

La différence entre la densité provoquée par l’éclairement
continu et celle provoquée par 1’éclairement intermittent, corres-
pondant dans les deux cas & la méme quantité de lumiére J#, est
si petite, qu’il est presque impossible de supposer une différence
quelconque entre les processus chimiques pendant le développe-
ment. Ainsi effet d’intermittence est peut-étre un des cas o1 ’'on
peut observer les processus de la formation de 'image latente di-
rectement, sans complications dues aux processus chimiques de dé-
veloppement. :

I. Il y a beaucoup d’auteurs qui ont traité 1’effet d’intermittence
(1). Mais il est impossible de mettre en paralléle et de généraliser
la plupart des résultats obtenus. Les travaux de R. Davis (2) et
A. Kochs (3) sont les premiers qui ont montré la complication de
Peffet d’intermittence et les facteurs qui I'influencent d’une maniére
* un peu plus générale. Toutes les recherches faites jusqu’ici montrent
que les facteurs déterminant I’effet d’intermittence sont:

" 1. la longueur d’onde de la lumiére;

. 2. le nombre des intermittences;

3. l'intervalle de la courbe de noircissement dans lequel est
situé le noircissement en question;

4. I'intensité de la lumiére;

5. le rapport entre l'intervalle du temps, pendant lequel la
lumiére influence la courbe sensible et I'intervalle de 1’obscurité;

6. la sorte d’émulsion photographique.

Les recherches de R. Davis ont montré que 1’éclairement
intermittent provoque dans certains cas un noircissement plus
grand que I’éclairement continu, correspondant & la méme quantité
de lumiére. Les recherches de A. Kochs ont vérifié les résultats
obtenus par R. Davis et ont montré I'influence de la qualité de
I’émulsion sensible. Dans les dispositifs employés par R. Davis
ainsi que par A. Kochs pour obtenir les courbes caractéristiques
on variait les temps de pose par un disque tournant, & secteurs
évidés, dont on pouvait régler la vitesse. '

Les recherches de A. Kochs et R. Davis ont montré que le
caractére général de l'effet d’intermittence peut étre décrit de la
maniére suivante: soit D la différence entre la densité & I’éclairement
intermittent et celle & I’éclairement continu. Pour des faibles inten-
sités lumineuses et des temps de pose courts D est négatif. Les
intensités restant toujours faibles et les temps de pose s’allon-
geant, la valeur absolue de D croit jusqu’au maximum, puis décroit
a zéro. Si les temps de pose continuent & s’allonger, D devient.
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positif, croit jusqu’a un maximum et puis diminue & zéro. Il y
a des émulsions pour lesquelles on n’a observé qu’une seule valeur
du temps de pose, qui rend D égal & zéro. Pour un petit temps
de pose constant et une intensité lumineuse croissante, la. valeur
absolue de D diminue, puis D devient positif et croit avec I'inten;
sité croissante. Le caractére géné-
ral ici tracé semble étre le méme
pour une émulsion acide que pour
une émulsion & Pammoniac (Fig.
1,2, 3).

24

16

NE

o 147
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Fig. 1. L’effet d’intermittence pour
Péclairage 0,02 C. — M. Les AD
sont les valeurs moyennes pour
» = 8,p = 16, p = 32. (R. Davis).

Fig. 2. L’effet d’intermittence pour
I’éclairage 4 C. — M. Les fig. 1 et
2 se rapportent & la méme couche
sensible. Les 4D sont les valeurs

moyennes pour p = 8, p = 16,
. p = 32. (R. Davis).

Etant donné le caractére assez compliqué de la valeur D, qui
permet de décrire I’effet d’intermittence, il faut attendre des mesures
plus récentes et renoncer pour le moment & P'analyse.et & la critique
définitive des recherches si intéressantes et profondes de M. J. H.
Webb (4) et M. M. J. H. Webb et L. Silberstein (5). Ces recherches
concernent un cas spécial, oit la densité a été égale a 1, On ne peut
en conséquence généraliser les résultats obtenus.

I1. Avant les recherches de M. Davis et de M. Kochs les faits
connus étaient pour la plupart contradictoires et si confus, que la
formation d’une théorie de l'effet d’intermittence était trés diffi-
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cile. Les processus chimiques formaient la base d’un essai dont M.
M. J. M. Blair et M. C. Hylan sont les auteurs (6).

~. A ma oconnaissance personne n’a essayé jusqu’a présent d’inter-
préter les variations de la valeur D déerites par M. M. Davis et
Koehs en prenant pour point de départ les processus physiques
qui sont la base des idées actuelles sur I'image latente.

"~ " 'Lebut de ce travail est de chercher & s’assurer si les idées physi-
ques assez simples concernant la formation de I'image latente sont

|

—_—

Fig. 3. L’effet d’intermittence de la méme couche sensible pour les éclairages
ifférents et pour p = 16: A. la courbe caractéristique pour 1’éclairage non
. intermittent, correspondant & la courbe 1.

1. p = 16, V’éclairage 4 C. — M. 3. p = 16, ’éclairage 0,1 C. — M.
2. p = 16, I’éclairage 1 C. — M. 4. p = 16, I’éclairage 0,02 C. — M.
(R. Davis).

une base suffisante pour une théorie de l'effet d’intermittence
déorit par les variations de D. Les considérations ne s’attachent
qu’ & un modeéle simplifi¢ de la couche sensible et & une partie de la
courbe caractéristique. Les idées suivantes sur la formation de
Yimage latente ont été appliquées:

1. Un germe de développement unique suffit pour rendre tout
le grain AgBr développable (7);

2. un germe de développement est formé par un groupe d’ato-
mes ou ions qui ne fent pas une partie réguliére du réseau cristallin
d’'un grain AgBr (8,8a);

164



3. on peut s’imaginer la formation d’un tel groupe de la nianiére
suivante: pendant la production d’une émulsion des perturbations
locales prennent naissance dans les grains. Dans quelques. cas ‘ces
perturbations sont déja des groupes d’atomes qui ne font pas
partie du réseau. Un tel groupe est incapable de catalyser le dévelop-
pement, s’il est petit. Ce n’est qu’un groupe convenablement
volumineux, qui devient un germe de développement, c’est & dire
un endroit ol le développement commence. Si le groupe est devenu
assez gros déja pendant la production, il est la cause du voile de la
couche sensible. Un groupe encore petit peut devenir assez gros
pendant le temps de pose, quand les électrons enlevés par la lumidre
se raccrochent aux perturbations locales du réseau AgBr. Quel-
quefois un électron unique suffit pour engendrer le germe dun
groupe d’atomes. Mais dans la plupart des cas, pour agrandir
convenablement le groupe non seulement plusieurs électrons sont
nécessairesm ais aussi des ions positifs qui sont a ghaque tempéra-
ture libres dans les réseaux (9).

4. L’émulsion simplifiée, qui forme la couche sensible dans nos
considérations, a les propriétés caractéristiques suivantes:

a) tous les grains de cette émulsion sont identiques non seule-
ment en ce qui concerne I’étendue, mais aussi en ce qui concerné
la structure intérieure initiale;

b) les grains sont situés dans un plan;

¢) si un groupe d’atomes dans le grain devient le germe de
développement, le grain devient développable et le nombre des
grains développables augmente d’une unité. ;

11 faut encore limiter nos considérations

5. aux mtervalles obscurs assez longs, pour que le réseau
cristallin soit & 1’état stationnaire au commencement de chaque
temps de posc partiel;

6. aux densités qui sont proportionnelles au nombre des grams
développés (10).

L’émulsion ainsi slmphflee ne forme jamais une couche sensible
réelle. Mais on peut s'imaginer que chaque couche sensible réelle
est formée par la superpomtlon d’un grand nombre d’émulsions
simplifiées de la maniére décrite.

Désignons maintenant quelques nombres relatifs a l'unité
de surface de la couche sensible: soit N le nombre des groupes
d’atomes capables de devenir germes de développement par
I'action de la lumiére; soit z le nombre des grains AgBr; seit » le
nombre des électrons enlevés pendant 1 sec par I'action de la lumiére
éclairant la couche sensible, Enfin soit # le nombre des grains
devenus développables par 1’action de la lumiére et j le nombre
d’ions positifs, libres dans le réseau.
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IIT. La question principale pour nos considérations est la
suivante: de quelle maniére augmente le nombre des grains dévelop-
pables dans I’émulsion simplifiée sous les conditions énoncées?
Nous essayerons de répondre seulement pour deux cas les plus
simples:

a) Il suffit d’un seul électron pour faire du groupe d’atomes
le germe du développement. Il s’agit alors des grains les plus sensi-
bles, qui sont actifs méme par ’éclairement le plus faible.

b) Il suffit d’un électron avec un ion positif pour faire du groupe
d’atomes le germe du développement. La probabilité de la collision
électron — ion — groupe est moindre que la probabilité de la col-
lision électron-groupe. Il s’agit alors des grains dont la sensibilité
est un peu moindre que celle du cas a).

a) L’augmentation du nombre des grains développables dx
pendant le temps d¢ consiste en deux composantes:

dx da da
S o

%xt) est due aux grains développables, formés pendant d¢ par les
1

électrons enlevés dans le méme temps di. Le nombre de ces grains
est proportionnel au nombre des électrons enlevés dans I'unité de
temps et & ’excédent des groupes qui peuvent devenir dévelop-
pables en dehors des groupes qui sont dans les grains déja faits
développables et qui ne peuvent plus contribuer & la formation
d’autres grains développables. On a

(%x—t)l=bn(N—x§)=bng(z——w). (2) -

(((11—3—;) est due aux grains développables formés pendant d¢ par les
2

électrons libres au moment ¢ dans le réseau cristallin. Jusqu’au
moment ¢ nf électrons sont enlevés. Une partie ant de ces électrons
est déja située dans des positions fixes. La valeur «, nous la prenons
approximativement comme indépendante du temps et de 1'ax < 1.
Au moment considéré ¢ il y a nt (1 — «) électrons libres dans le réseau.
L’augmentation est dans ce cas proportionnelle au nombre des élec-

trons libres et au nombre g—(z — ) des positions convenables. On a

(%—xt)zzd(l—oc)ntﬁ:z(z——.:z:):Ant(z—-—x)g. (3)
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Alors

dz

Chle i (4)
et

x=N [1 e [%-‘(bwz‘u)] 5

supposant x = 0 pour ¢ = 0.

Il est trés probable que les facteurs b et 4 sont fonctlons du
nombre et du mouvement des ions positifs qui influencent les mou-
vements des électrons enlevés et limitent l'influence des électrons
qui ont été déja enlevés mais n’ont pas trouvé jusqu’ici les positions
définitives dans les groupes d’atomes. C’est la dépendance de la
courbe caractéristique de la température qui montre I’influence
des ions positifs (11).

En ce qui concerne les valeurs des facteurs b et 4, on peut dire
qu’a chaque électron enlevé correspond tout au plus un grain déve-
loppable AgBr, au moins dans la partie de la courbe caractéristique
qui fait I’objet de nos considérations. Alors,

%,%:%(At%—b)(Z—w)él’ -
O<b<i,
b+At<N(z 5 Y

Le nombre des grains développables formés par l'action de la
lumiére soit [x];, + [7];,, si le temps de pose est #,. Le terme [x];,
exprime le nombre des grains formés pendant le temps de pose.
Le terme [7];, exprime le nombre des grains formés aprés le temps
de pose par un processus qui est une analogie & la, réaction bimolé-
culaire. Le noircissement est proportionnel au nombre [x]s, + [z,
suivant les hypothéses.

L’augmentation du nombre des grains développables apres
le temps de pose est donnée par la relation:

dz N
B (l‘(,:— at) (z—x), t> 1, (9)

Soit ¢, + 7 le moment ou il n’y a pas d’électrons enlevés par la
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lumiére et encore libres dans le réseau cristallin. Alors

anN (1—a)?

[r), = [x], .6 * - + 2 [1 g &

Maintenant soit 7' le temps de pose pour l’éclairement non
intermittent. A cet éclairement correspondent les p temps de pose

2x

anN A 3(l—ak)‘] (10)

de la durée 2 pour l’éclairement intermittent. La différence entre

le noircissement & 'l’éclairement intermittent et le noircissement
a D'éclairement continu D est proportionnelle a la différence du
nombre des grains développables pour ces deux cas, c’est & dire
a la différence '

AD = {p [#]r + p [r]2} — {[&]r + [z} (11)
» »

et puisque nous supposons les intervalles obscurs assez longs plus
grands que 7, on a

_anN(T 2(1—a)? M(Z)' (_l-a)’
) ? 2a

AD=plalzft+¢ 7 = bppe{l—e
» s

»
an¥ | (1—a)y? _anN T,(l—a,'} (12)

—[x]T{l+€~Z T}—l—z{l—e 2 2a

Etant donnée la valeur probable du facteur 4, il est facile
de montrer que
’ _aN T (=)
z

e L (L3}

En conséquence
4D = 2 {p [+]Z — [x]z}- (14)
En supposant les intensités lumineuses faibles et par suite les

n faibles et des temps de pose courts, on peut négliger les termes
avec t* et plus petits: On a R

2

x'=Nm{b+ J‘,t(A L. b=)—-%¥bt2(14—%£v£.m)} (15)

et pour la valeur 4D ; B
— 1 Nnb? Nn 1
aD = 2NnT’(?~—— 1){5 (A __z_) —43 bT(l n ;) .
16
.(A-#Vz_”bz)}. . i
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Les expériences faites par M. M. Davis et Koohs montrent que
4D < Opourlaspet,ltsTetfa:iblesnd&nslaplupattdesc&s Alors

on peut supposer 4 — N___ 6% > 0.

Ona AD = 0 pour Tl,, = 0 et pour

3 z 1
1_+_-1_ Nnb 1+ 2414v
p A__"_"_bz

T, =

(17)

En conséquence AD < 0 pour 0 < T < T,
AD >0 pour 7' > T,.
La valeur de 7', diminue avec n croissant. Les variations de p

provoquent les vama.txons de 7'y d’étendue assez limitée.
Les valeurs de 7' : T',,,, = 0 et T, = § . Ty satisfont & I'équa-

tion 8% AD = 0 et indiquent les valeurs de 7', pour lesquellés AD

a la valeur maximum, qui est
_ g Bl— ) I __ Nab?
ADn =+ 0Ty ¥ |4 3z) S S VPN
( Nn |’

AD, est une fonction assez compliquée de n.

Les conséquences de la théorie indiquées jusqu'ici sont
d’accord avec les expériences (Fig. 1, 2, 4, 5).

Soit maintenant 7' invariable et pas trop grand. Si » varie
ona AD = 0pourn1=0etpom'

Mgy =§. N

b+AT(1+ ):{:l/bz-{—A*T’(l-{— )+§TAb(1+%)

THa |1 + —
(+3) .
ng < Mg (IQ)

=ty

4D < 0 pour 0 <n <My
Zﬁ>0pour ng<”<”8:
4D < 0 pour n > ny,
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en accord avec les recherches de M. Davis et conformément aux
expériences faites par M. T. Luft et M. C. E. Weinland (12, 13).

Les valeurs n, et m; sont proportionnelles au nombre des
grains z. La valeur d’intensité lumineuse et en conséquence n pour
laquelle AD = 0, diminue, si z est décroissant. Ainsi on peut expli-

Fig. 4. L’effet d’intermittence Fig. 5. L’effet d’intermittence
pour différents éclairages; pour différents éclairages,
I’émlusion Perutz, & ’ammoniac Pémulsion Perutz, acide (A.

(A. Kochs). Kochs).

quer — & notre avis — l’expérience suivante, faite par M. Kochs.
11 a baigné les couches sensibles dans des bains de différentes
concentrations de NayS;0,. Puis les couches ont été exposées & la
lumiére. La différence 4D variait avec la concentration de Na,S;0,
de la fagon suivante: pour des concentrations faibles elle était
négative, pour des concentrations plus grandes elle était -positive
et croissante avec une concentration croissante (Fig. 6). Les bains
de Na,S,0, dissolvaient les grains avec une vitesse proportionelle
3 la concentration de Na,S,0, et par ce processus le nombre z des
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grains diminuait. En conséquence 'intensité lumineuse pour laquelle
la différence 4D devient positive diminuait aussi.

La considération suivante concerne le cas ol on ne peut négli-
ger que les termes avec ° et plus petits. Dans ce cas

€= Nnt{b+ §t(A—liz7fb=)—%¥bt2(A —%bzlgﬁ)—

| . "
_ﬁ%rﬁ&m_%uw+#§;ﬂ} (20)

Fig. 6. L’influence du bain préalable de Na,S,0;. Les concentrations
0,6—49,. La durée du bain: 3 min (A. Kochs).

et par conséquence

2D = 2Nn’.l’2(%—l){% (A—%’-‘-bﬂ)—g{ﬁ.b.q*(; +%).

N N 11
.P—afﬂ—b§W0+7+?y
N N2\
. (5 A2—~Z—" bA + 3 b4)}. (21)

L’équation AD = 0 peut étre satisfaite soit par deux racines
réelles différentes, ou par deux racines réelles identiques, ou encore
par deux racines complexes, et ce sont les valeurs de b et A qui sont
décisives. Ces valeurs déterminent aussi les qualités de I’émulsion.
Dans la partie de la courbe caractéristique en considération on n’a
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observé aucune ou bien une ou deux valeurs du temps de pose —
pour différentes émulsions — pour lesquelles 4D = 0. Alors il n’y
a pas de désaccords entre Pexpérience et la théorie.

b) L’augmentation du nombre des grains développables dans
le cas b) est formée de la méme fagon que dans le cas a). De plus

T est probablement proportionnel au nombre j des ions positifs

libres dans le réseau ainsi qu’a la différence entre le nombre total N
des groupes d’atomes convenables et le nombre des ions qui ont
~ été capables d’atteindre les groupes convenables d’atomes pendant
le . Soit 4 le nombre de ces ions pour 1 sec. Les ions out une vitesse
moindre que les électrons. En conséquence:

S BN oy W—in@i+o), (22)

B étant une constante. Pour la premiére approximation on a

2 = BjNnt {b + 3 (A B e _) y B
23
fab—13 B7N?”i i4 =z | (23)
z i BjnN? |

et
— . 1 BjnN? b
= 272 L ph?
AD = 2 Bjn N*T (19 l){{;(A - b2 — N)

BynN‘*‘ BjnN®® | ,id =z \| @
(B )

L’équation 4D = 0 est satisfaite par 7, = 0 et

4 BN, b
7. — 1 z z N (25
YT L) B b_%BynN N B )
‘ ) "N " BjnN?

Pour ¢ = 0le cés b) devient & peu preés le cas a); alors le produit
Bj a une valeur probablement trés proche de N—!. La valeur de 7',
dens le cas b) différe de la valeur 7', du cas a) seulement par les
termes d’ordre N—2. Cela rend compréhensible 1’accord de la théorie
formée pour une émulsion extrémement simplifiée avec ’expérience.

La théorie de 1’effet d’intermittence fondée sur les idées ttés
simples relatives a la formation de I'image latente et les

physiques qui I’accompagnent, est capable d’expliquer le. mwbém
général de l'effet d’intermittence en fonction de I'intensité de la
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lumieére ainsi que du temps de pose. L’influence du bain préalable
de Na,S,0, semble aussi &tre expliquée par cette théorie.

La théorie indiquée est incapable de décrire ou d’expliquer les
effets dans lesquels les processus chimiqufs ne sont pas négligeables.
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Prispévek k theorii fotografického intermiten¢niho zjevu.
(Obsah predeslého c¢lanku).

Podle reciproéniho-zakona rozhoduje o vysledném zéernani
fotografické citlivé vrstvy za jinak stejnych podminek mnoZstvi
absorbované svételné energie.

Jednou z vyjimek tohoto zidkona je tak zvany intermitenéni
zjev, jehoz podstata je takova: svétlo intensity / dopadajici na
vrstvu po dobu ¢ zplsobi obecné jiné zéernani neZ svétlo téze
intensity I, kterym byla vrstva osvétlena p-krat po dobu #/p.
V obou piipadech je mnozstvi svételné energie, ktera na desku pu-
sobila, stejné, totiz I.t. Zjev méa prakticky vyznam pro sensito-
metrii i fotografickou fotometrii a theoreticky vyznam, protoZe
chemické procesy pii vySetfovani zjevu lze zanedbati.

I. Po starich autorech (1) ptispéli k poznani efektu hlavné
R. Davis (2) a A. Kochs (3). Oba zavedli pro charakteristiku déje
rozdil AD = zéernani p¥i osvétleni intermitenénim — zdernani pii
osvétleni neintermitenénim. Celkovy priibéh veli¢iny AD je patrny
zobr. 1a 2.

II. Pokus o theorii na zakladé chemickém obsahuje pojednani
(6). Neni zndmo, Ze by byl uéinén pokus vylozit efekt na podklade :
fysikdlnfm. O to se pokousi tato préce.
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Vychazi z fakti, Ze staci jediny zarodek vyvoje, aby se zrno
AgBr stalo vyvolatelnym (7); Ze zdrodek vyvoje je tvofen skupinou
atomi nebo iontt, které nepatii k pravidelné miizce AgBr (8, 8a)
a Ze takovy zarodek vyvoje vznika na poruchovych mistech miizky
doplnénych na vhodnou %elikost elektrony svétlem uvolnénymi,
po pi. positivnimi ionty, které jsou v miizce volné (9). Omezuje
se na zjednoduseny model emulse, v niz v8echna zrna jsou identicka
a lezf v jedné roviné. Zrna maji tu vlastnost, Ze vznikem jediného
zarodku vyvoje se celé zrno stava vyvolatelnym. A déle se theorie
omezuje na hustoty, pfi nichz je zéernani tmérno poétu vyvolatel-
nych zrn (10), a na pi¥ipady, Ze obdobi mezi dvéma Gisteénymi
exposicemi (obdobi tmy) jsou dosti dlouhd, aby mitizka byla ve
stacionarnim stavu na podatku kaZdé exposice. '

Zavadi se oznadeni pro hodnoty vztaZené na plo§nou jednotku
vrstvy: N je podet atomovych skupin, ze kterych se mohou stét
zérodky vyvoje, z je podet zrn AgBr; x je podet vyvolatelnych zrn;
n je pocet elektronit uvoliiovanych svétlem za 1sec; 7 je pocet vol-
nych kladnych iontd.

III. Jsou vySetfovany dva pripady:

a) stadi jediny elektron, aby ze skupiny atomu vznikl zirodek
vyvoje, ’

b) staci jeden elektron a jeden positivni iont, aby takovy ziro-
dek vznikl.

a) Rovnice (4) udava pfiristek vyvolatelnych zrn a je odvozena
za predpokladu, Ze vyvolatelnd zrna vznikaji v dobé dt jednak
z elektronti v té dobé uvoliiovanych, jednak z elektront, které
od diivéjska byly v mifZce volné. Vyraz pro podet vyvolatelnych
zrn v dobé ¢ je ddn rovnicf (5). Faktory b a A zavisi patrné na poétu
a pohyblivosti kladnych iontt v miiZzee (11). Jejich velikost je od-
hadnuta ve vyrazech (6, 7, 8) a to za pfedpokladu, Ze pFirtstek
vyvolatelnych zrn je mensi nebo nanejvys roven poétu uvolndnych
elektront. Rozdil zéerndni AD bude Gmérny vyrazu (11), ktery
nabyva za danych pfedpokladi hodnoty (16) zanedbame-li éleny
s T* a menf. Tento vyraz se anuluje pro exposi¢ni dobu (17).
AD nabyvi maximélni hodnoty (18) pro exp. dobu 7, = $7';.
Je-li exp. doba 7' konstantnf a méni-li se svételns intensita, anuluje
se AD pro n dané rovnici (19). Tyto dusledky theorie souhlast
s experimentem (obr. 3, 4, 5 a (12, (13)). Z vyrazu pro n,; (t. j. ze
zavislosti na 2) Ize vylozZit vliv predbézné 1azné Na,S,0, (obr. 6).
Vyraz (21) udava hodnotu rozdilu 4D pro dalsf pfiblizeni. Dasledky
plynouci z theorie v tomto p¥ipadé nejsou v rozporu s experimentem.

b) Rovnice (22) udévé ptiristek vyvolatelnych zrn v tomto
ptipadé. Od piipadu a) se lisi faktory j a (N — 4t). Vyznam prvého
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faktoru je zfejmy. Druhy faktor uddva pocet vhodnych mist,
na nichZ se mohou uchytit fotochemicky Géinné kladné ionty. ¢ je
pocet kladnych ionti, které mohou za 1 sec dospét na nékteré z mist

N. Rozdil AD (24) se v tomto p¥ipads anuluje pro exposiéni dobu
(25), lisici se od doby nalezené v piipadé a) jen o veli¢iny Fadové N—2.

IV. Theorie staéi na vyklad celkového pritbéhu intermitenéniho
zjevu v zavislosti na intensité svétla a exposiéni dobé. Nestaéi viak
na vyklad dé&ju, pti nichZ nelze zanedbévat chemické déje.
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