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CGasopis pro pdstovini matematiky a fysiky, rot. 72 (1947)

Autopolarné normalni jehlany polarnosti
n-rozmérného prostoru.

Jan Srb, Jihlava.
(Doslo dne 20. listopadu 1945.)

Pomoci véty, dokazané v prvni ¢éasti ¢lanku o autopolarnych
normélnich jehlanech, providim v druhé dasti syntheticky pro-
jektivni klasifikaci polarnosti, tedy i nadkvadrik n-rozmérného
prostoru. Jak lze touto cestou jednoduse dospét k afinnf a metrické
klasifikaci nadkvadrik, ukdzi v praci dalsi.

I

Pro kaZdou polarnost n»-rozmérného prostoru plati véta:
Awutopoldrné normdlnt jehlany téte poldrnosti n-rozmérného prostoru
jsou téhoZ druhu, t. j. piimkové hrany dvou riznych autopoldrnych
jehlant téze polarnosti n-rozmérného prostoru je vidy mozno tak
navzajem pfiradit, Ze kaZzdé hrané jednoho jehlanu odpovidéd je-
dind hrana druhého jehlanu tak, Ze hrandm prochézejicim jednim
vrcholem jednoho jehlanu odpovidaji hrany prochézejici jednim
vrcholem jehlanu druhého, a Ze involuce harmonickych péli indu-
kované polarnosti na korespondujicich si hrandch obou jehlani
jsou téhoz druhu.

1. Autopolarné trojihelnfky téze rovinné polé.rnosm 8 jednim
spoleénym vrcholem jsou téhoZz druhu.

Ditkaz: Poldrnosti mesinguldrni. Z bodu D jedné strany, na
pf. BC trojthelniku ABC promitnéme &ty¥i body 4, B, 8, 8"
(A == B == 8’ 3='8") druhé strany; na pf. AB, na tfeti stranu C4
do bodd 4, C, D’ D". Pak Dp (A, B, 8', 8") = Dp (4, C, D', D"),
« t. j. neoddéluji-li body 8’, 8” body A, B, neoddéluji také body
D', D" body A, C. Platf tedy v perSpektlvnostl se stiedy S, 8"
leicimi na strans AB trojihelnfku ABG
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(1,1) Neoddéluji-li stiedy 8’, S” vrcholy 4, B a koresponduji-li
v perspektivnosti se stfedem S’ bodum usetky BC(CB)!) body
tusedky AC, koresponduji také v perspektivnosti se stfedem 8"
bodim usetky BC(CB) body tsecky AC.

(1,2) V nezvrhlé rovinné polarnosti existuji pouze dva druhy
autopolarnych trojihelniki, a to s indukovanymi involucemi har-
monickych péli a) na vSech tfech stranach eliptickymi, b) na jedné
strané eliptickou a na dvou stranach hyperbolickymi.?)

Budte ABC, A'B’C' dva ruzné autopolarné trojahelniky téze
rovinné polarnosti se spoleénym vrcholem C, tedy s vrcholy 4, B
a A’, B’ lezicimi na jeho, polate. Budte déle P, P’ dva harmonické
poly na strang BC. Pak body P, = (AP x B'C)a P, = (A'P’' X
X B'C) jsou harmonické pély na strané B'C.

A) Bud na strané 4B indukovana eliptickd involuce harmo-
nickych péld, t. j. harmonické pély A’, B’ oddéluji vrcholy 4, B.
Je-li a > 0, je tedy Dp(4, B, A’, B') = — a. Potom je Dp(4, A’,
B,B)=1—Dpd,B,A'",B')=1++a> 0, t. j. body 4, A’ ne-
oddéluji body B, B'.

a) Bud také na strané BC indukovana eliptickd involuce har-
monickych péld, t. j. body P, P’ oddéluji body B, C. Lezi-li tedy
v trojihelniku BB’'C bod P na useéce BC, lezf bod P’ na tusetce
CB. Lezf-li bod P, na tseéce B'C(CB’), pak podle (1,1) lezi bod
P’, na useéce CB'(B'C), t. j. body P,, P’y oddéluji body B’, C
a involuce harmonickych péli na strané B’C trojahelniku 4'B’'C’
je elipticka. Podle (1,2), a) je indukovana na strané CA4 i C4’ také
elipticka involuce harmonickych péla.

b) Na strapé BC bud indukovana hyperbolickd involuce har-
monickych péld, t. j. body P, P’ neoddéluji body B, C. Lezi-li
tedy v trojihelniku BB’C bod P na tseéce BC, lezi také bod P’
na useéce BC. Lezi-li bod P, na tsecéce B'C(CB’), pak podle (1,1)

lezi také bod P’; na tuseéce B'C(CB’), t. j. body P, P’; neoddéluji

-body B’, C a involuce harmonickych péli na strané B’C je hyper-
bolicka. Podle (1,2), b) je na strané CA i CA’ indukovana hyper-
bolicka involuce harmonickych pélu.

B) Bud na strand§ AB = A'B’ indukovana hyperbolicka in-
voluce harmonickych péli. Podle (1,2) b. je v trojuhelniku 4BC
i A’B’'C’ na jedné z obou zbyvajicich stran indukovana elipticka,
na druhé hyperbolickd involuce harmonickych péli.

1) Ze dvou &éstf, na nd% d8li ptimku dva jeji rizné body 4, B, nazy-
vejme jednu Zast Gsetkou A B, &4st druhou tsedkou BA. Body 4, B necht
nenéleZeji Z4dné z obou usedek. ’

1) Syntheticky didkaz viz na pf. Vojtéch, Geometrie projektivni, 1932,
str. 308. ) ~
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V singuldrni rovinné polarnosti 1. druhu s jednim singu-
larnim bodem lezi jeden vrchol kaZdého autopolarného trojahel-
niku v tomto bodé, kterym tedy prochazeji dvé strany trojthel-
nfku s indukovanymi parabolickymi involucemi harmonickych
polia. Na tietf strané je pak indukovéna involuce harmonickych
pola v téze polarnosti bud jen eliptickd nebo jen hyperbolicka
podle toho, mé-li polarny svazek piimek s vrcholem v singularnim
bodé samodruzné paprsky imaginarni nebo realné. '

V singuldrni polarnosti 2. druhu s piimkou singularnich bodi,
lezi vidy jedna strana polarného trojahelniku v této pifmce. Na
ostatnich dvou stranich jsou vidy indukovany parabolické invo- -
luce harmonickych péla. Plati tedy 1. pro viechny rovinné polér-
nosti. ’ .

2. Jsou-li dany involuce harmonickych péli indukované po-
larnosti na hranach autopolarného normalniho jehlanu, prochaze-
jicich jednim vrcholem jehlanu, ktery nelezi v singularnim prostoru
polarnosti, jsou tim dany involuce harmonickych péli indukované
na vsech hranach jehlanu.

Dikaz. Budte dany involuce harmonickych pélu indukované
polarnosti n-rozmérného prostoru na hranach prochéazejicich vrcho-
lem 4z (k=1,...,n + 1) autopolarného normadlniho jehlanu.
Protoze podle piedpokladu bod Aj; neni singularni, mohou to byt
pouze involuce eliptickd, hyperbolickd nebo parabolicks se singu-
lairnim bodem jinym nez Aj. Vrcholy kaZdé jiné hrany jehlanu
Aid;j =j=£k, 1,9, k=1,...n+ 1) tvoii s A; autopolarny
trojahelnik A4;4;4; polarnosti indukované v jeho roving, na jehoz
strandch A4;A4; a A4;A4; jsou dany involuce harmonickych poli.
Jsou-li obé involuce nezvrhlé a jsou-li P, P’ resp. P, P'; harmo-
nické pély na strandch Apd; resp. Axd; [P = P’ == A = A,
P, == P,' == Az == A;] jsou L' = (4:4; x PP';) a L= (4i4; X
X AxM), kde je M = (4;P, x A;P’), dva harmonické pély na
strané 4:4;, jiné nez tyto body. Je-li jedna z involuci parabolicka,
na pf. na str. 4z4;, je druhd involuce na strané AxzA; nezvrhla.
Na strané 4;4; je pak indukovdna parabolickd involuce harmo-
nickych péli se singuldrnim bodem 4;.

3. Dva rtzné autopolarné norméalni jehlany téze nezvrhlé po-
larnosti n-rozmérného prostoru s » — 1 spoleénymi_vrcholy jsou
téhoZ druhu.

Dikaz. Budte J = [4,, Ay, 4g,..., Ags1], J° = [4S, 43, 45, ...,
.« ,An4q] dva autopolirné normélni jehlany téZe polarnosti n-
rozmérného prostoru s #n — 1 spoleénymi vrcholy A4, ..., Anti.
P#i vhodném oznadeni vrchola A3, A jsou involuce harmonickych
polé na hrandch ASAny1, A%4nw1 & AyAnyy, Ay Anyy stejného
druhu, protoze A,A,An;; a AJA34,., jsou autopolarné troj-
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thelniky polarnosti indukované v roviné (4,, 4,, An+1) = (43, 43,
Ag.1) majici spoleény vrchol A,.q, tedy podle 1. jsou oba troj-
thelniky téhoz druhu: A,4,Aniy ~ AYA54ns:. Hrany Apiid;
(=3, ..., n)jsouob&ma jehlanim spoleéné. Jsou tedy na korespon-
dujicich hranich obou jehlant, prochézejicich vrcholem Anyi,
indukovany involucemi harmonickych péla téhoz druhu. Podle
2. jsou tedy i na ostatnich korespondujicich hranidch indukovany
involuce harmonickych péli stejného druhu a tedy J ~ J°.

4. Budte J =[A4,, A,, ..., Aps1], J =[4", 4’5, ..., A'n+1]
dva rizné autopolarné normélni jehlany téie mesinguldrni polar-
nosti n-rozmérného prostoru. Volme n fad po n ¢lenech novych
autopoldrnych normalnich jehlanii této polarnosti takto:

Ji=[A}, A}, 4s, ..., Apsi], kde A7 je prisetik hrany 4,4,
jehlanu J s nadrovinou (4’y, 4y, ..., A’s). Jehlany J a Ji maj
n — 1 spoleénych vrcholi Ay, ..., Ant+1. Je tedy podle 3. J ~ J 1

Js=1[A}, 4% A% A,, ..., Aniy], kde A3 je prisedfk hrany
A3A; jehlanu J1 s nadrovinou (4’y, 4’5, ..., A’s). Jehlany JiaJ}
maji n — 1 spoleénych vrchola A1, Ay, ... Anyi. Je tedy podle 3.
Ji~Jh

Ji=1[A}, 43, ..., 421, Ak, Ab, Apge, ..., Aan], UL
< k £ n), kde vrchol A} je prisedik hrany Ay ' Agyq jehlanu Ji_,
s nadrovinou (4’,, 4’, ..., A’y). Jehlany Ji_; a Ji maji n— 1
spolednych vrehold A}, 43, ..., AiZ1, Agsa, ..., Ans1. Plati tedy
podle 3. Ji_; ~ Ji. Lexili vrchol A" jiz v nadroving (4, ...,
..., A's), polozme A = A%. Protoze pak Ji i zJ;lc, je také
Jie1 ~ Je

JL=[A4}, 43, ..., A%, A1), kde vrchol A7 je prisedik hrany
A% 'A,4, s nadrovinou (4, ..., A’s). Jehlany Ity d maji
n—1 spoleénych vrcholi A}, 43, ..., A2—i. Podle 3. je Jn_1 ~
~ J1. Protote je J ~ J} ~ Ji ~ J, jeJ ~ J5. V polarnf nadroving
(A'), A’y ..., A’) bodu A’ni leid n vrchold 4j, 43, ..., Ay jeh-
lanu Jh. Je tedy Api1= A'ns1, t. j. jeden vrchol jehlanu J» se
ztotoziiuje s jednim vrcholem jehlanu J'.

Druhou fadu autopoldrnych jehlanti J: (i=1,...,n) dané
polarnosti volme stejnym zptisobem jako jsme volili fadu prvou;

nahradime pouze jehlan J jehlanem J = [Ans1, 41, ..., 4n] a
polérnou nadrovinu (4’y, ..., A’s) bodu A's+1 poldrnou nadrovinou

{4’y ..., A'ns1, A'n_1) bodu A’s. Obdrifme tak fadu Jy ~ Ji ~
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~Js . ~de, tedy J ~dpy~dr, t. j. J ~ Jn, a dva vrcholy
jehlanu J; se ztotoziiuji s vrcholy A’s, A'n+1 jehlanu J.

Obecné volime k-tou fadu autopolarnych normalnich jehland
Jf (t=1,...,mk=1,...,n)stejnym zpisobem,%ako jsme volili
fadu prvou, nahradime pouze jehlan J jehlanem J5 ', ve kterém
zaménime poradi vrcholi tak, Ze vrchol posledni déme na prvé

misto. Dale nahradime polarnou nadrovinu (4'y, ..., 4’s) bodu
A’py1 polarnou nadrovinou (4'y, ..., A'n—k+1, A'n—k+s, - --» A'n1)
bodu A'n_rie. Je pak Ji '~ P TE e~ Jr, tedy J ~
i S tos IR, K j.J ~ Jk. k vreholt jehlanu J§ se ztoto#ni s vreholy
A'nwi2, A'nw+3, ..., A'n+1 jehlanu J'.

Pro k = n bude tedy J ~ J,. ProtoZe se nyni n vrcholé jeh-
lanu J ztotoZiiuje s » vrcholy jehlanu J’, je J' = Jy, a plati tedy
J ~dp ~J, 605 d ~J.

Singuldrni polarnost h-tého druhu (=1, ...,7n) ma jako
involuéni korelace jediny prostor S;—; singularnich bodi. Polarny
svaz, jehoZ basf je tento singularni prostor, protind nezavisly Sp—s
v mnezvrhlé polarnosti. Budte J = [4,, ..., An—s+1, Bn_),+2, ceny
Bplad' =[A 4, ..., A n—4+1, B'u—ni2, - .., B'nt1] dva rizné auto-
poldrné normalni Jehlany polarnosti h-tého druhu v n-rozmérném
prostoru. P¥fpadnou zménou oznateni lze vidy dociliti toho, Ze
vrcholy 4;, A’; (¢ =1, ...,n — h + 1) jsou vrcholy a.utopolarného
norméalnfho jehlanu nezvrhlé polarnosti v S,—;. Zbyvajici body Bj,
B'j (j=n—h+2,...,n+ 1) jsou singuldrni, protoze lezi v Ss—;.

Bud & = n. Pak je Sp—1 = Sa—1 @ Su—s = S,. Mé tedy kazdy
z obou jehlant J, J' jediny nesinguldrni vrchol 4,, (4,), kterym
tedy prochézf » hran s indukovanou parabolickou involucf harmo-
nickych péli. Podle 2. jsou tim urdeny involuce harmonickych
poli na ostatnich hranach a J ~ J'.

Bud h=n—1. Pak je S)—1 = Sp—p & Sp—1 = 8,. Polérny .
svaz 8 basf S,—g protind hrany 4,4, A’,4’, v nezvrhlé involuci
tého% druhu. Prochéz{ tedy vrcholy 4,, 4’, jedna hrana s nezvrhlou
involucf harmonickych pélia téhoz druhu a » — 1 hran s involucf
parabolickou. Je tedy podle 2. J ~ J'. ¢

Necht je 1<h<n—1. Bud J' =[4",..., A"an+1]
pramét jehlanu J’; == [4',, ..., A’a—n+1] ze singuldrntho prostoru
Sh—1 do prostoru Sp uréeného body A4,, ..., An—p+1 jehlanu J.
Protoze druh involuce je p¥i promitani invariantni, je J", ~J'; .
J"; je Yez autopolarného jehlanu J’ prostorem Sa—;, je tedy auto-
polarnym jehlanem nezvrhlé poldrnosti tohoto prostoru. Je proto
J”l ~J, = [4,, 4,, .. oy An—nt1], .. J'1~J”1 ~ Jy, ¢iliJ" ~Jy,
Je proto vidy moZno pifp. zménou oznadeni docilit toho, Ze na
korespondujicich hranidch A,4; A4 (¢ =2,...,n—h+ 1)
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jsou indukovany nezvrhlé involuce harmonickych péla téhoz druhu.
Na korespondujicich hranich A4,B;, 4" B'j(j=n—h—2,

,n + 1) jsou indukovény para,bohcke mvoluce harmomckych
p(‘)lu protoze 4,, A’y jsou nesinguldrni a B;, B’; singuldrni body.
Je tedy podle 2. J ~ J'.

Véta uvedena na pocatku I. dilu (v dalsim I.) plati tedy pro
viechny polarnosti z-rozmérného prostoru.

II.

1. V rovinné polarnosti pritadme strané polarného trojihel-
niku, na nfz je indukovana involuce harmonickych péliu: elipticka
znaménko -, hyperbolickd znaménko —, parabolickd 0. Strané
se viemi singuldrnimi body (0). Jsou-li dany involuce harmonic-
kych pélu indukované na dvou stranich polarneho trojahelniku,
které se neprotinaji v bodé singularnim, je uréen druh 1nvoluce
indukované na tieti strané podle pravidla:

)++ +>___>+: +—'_>—s—+_>_
b) + 0 >.0, — 00,
c) 0 0 = (0).
Dukaz. a) V nezvrhlé rovinné polarnosti existuji poldrné troj-
uhelniky typu + + -+, + — —. V druhém piipads plyne cyklickou
zaménou: — + —, — — +. b) V singularni polarnosti 1. druhu

existuji polarné trojuhelniky + 00, — 00, kde se pouze strany -+ 0
nebo — 0 neprotinaji v singuldrnim bodé&. c¢) V singuldrni polar-
nosti 2. druhu existuje polarny trojuhelnik typu 0 0 (0), kde se
pouze strany 0 0 neprotinaji v singularnim bodé.

2. Autopoldrnym normalnim jehlanem, na jehoz hranach pro-
chazejicich jednim jeho vrcholem nelezicim v singularnim prostoru
jsou ddny involuce harmonickych péld, je polarnost uréena. Druh
~ involuce harmonickych péli lze na kazdé z téchto hran voliti
" libovolné.

Dikaz. Bud [4,, ..., An+1] autopolirny normalni jehlan po-
‘larnosti. n-rozmérného prostoru. Protoze je prostor singuldrnich
bodu nejvyse (n — 1)-tozmérny, nelezi v ném alespoii jeden vrchol
jehlanu. Necht je to vrchol 4,. Na hranach 4,4; ¢ =2, ...,n + 1)
budte dany involuce harmonickych péli. Protoze bod A; nenf sin-
guldrni, nemiZe Zddnd hrana obsahovat pouze singuldrni body.

a) Necht neni na #4dné z hran A,4; indukovina involuce
parabolicka. K libovolné nadroving S, i, ktera neprochézi zadnym
vreholem jehlanu, sestrojime pél takto: K bodim Py = [Sp—; X

X (A4,A4x)] sestrojime harmonické pély P’; na hranich A4,4;.
Protoze je P == A, == A, je také P’y = A, = A a nadroviny
Sy =4y, ... Ay, Pliy Aps1, .oy Anpa), k=2, ..., 0+ 1)
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protinaji nadrovinu- (4,, ..., 4n+1) v n prostorech, (n — 2)-roz-
mérnych (4,, ..., Ak—1, Az+1, . .., An+1), které nemaji spoleéného
bodu. Jsou tedy polarné nadroviny s® poli Py, lezicich v Sp—,
nezavislé a protinaji se v jediném bodé P, ktery je pélem nadroviny
Sp—1. Prochazi-li nadrovina Sp,—; &k vrcholy (k = 1, ..., ») jehlanu,
]e pro tyto body Pi= Ay, S¥'1 = (4, ..., Ay, Az, Ags1, ..,

.y Apt1), a pol lezi v (n — k)-rozmérné sténé jehlanu, uréené
n — k + 1 vrcholy, jimiz S,—; neprochazi. Prochazi-li S,—; bodem
A,, sestrojime podle 1,2 involuce harmonickych polu na hranach
prochézejicich vrcholem, ktery v Sp—; nelezi.

b) Jsou-lina n —1 + 1 hranach 4,4,, ¢ =141, ...,n + 1)
indukovany parabolické involuce harmonickych péli, je prostor
Sp—y = [As4+1, ..., Ans1) singuldrni a kazda polarnd nadrovina
jim prochazi. Sn_l tedy protne na S,—; nezavisly prostor S;
(A4, ..., 4;) v prostoru S;—p. V nezvrhlé polarnosti v S;_;, uréené

utopolarmm normalnfim jehlanem [4,, .. Az] a involucemi
harmonickych péli na hranach A4.,4; (+ = , 1), sestrojime
k S;—; pél P podle ptedeslého odstavce Pak ]e prostor [P, Snal
sdruzen k poldrné nadroviné.S,—; v poldrném svazu s basi Sp—.
Duélné sestrojime k danému pélu polarnou nadrovinu.
c) T¥i libovolné vreholy A,, Aj, Ax (¢ =7 =k, 1,5, k=2, ...,
., + 1) jehlanu [4,, ..., Aps1] uréuji polarny trojuhelnik
A;A4;A: polarnosti indukované v jeho sténé témito vrcholy uréené.
Involuce harmonickych péla indukované na stranach 4.;4;, A4;4;,
4;Ay trojuhelnika 4;4;4; uréime podle pravidla 1. z trojihelniké
A4,4:4;, A A;Ax, A14;4r. V kazdém z téchto tif trojuhelniki jsou
na dvou stranach 4,4;, A,A4;; AjA;, A, Ax; A, 4;, A, Ax, které se
protinaji v nesingularnim bodé 4, involuce harmonickych poéli
dény. Mohou nyni nastat tyto piipady: Na hrandch 4,4 4,4;
A,A; jehlanu jsou dény involuce harmonickych pdli «) nepara-
bohcke a 1. v8echny tii téhoz druhu, pak je trojihelnik A =
= A;4;A; typu + + +, 2. dvé téhoz druhu a jedna druhu jiného,
pak je A typu + — —, B) jedna parabolickd a 1. dvé nepara-
bolické stejného druhu, pak je A typu 00 +, dvé neparabolické
rizného druhu, pak je A typu 00—, ) dvé parabolické a jedna
neparabolickd, pak je A typu (0) 00, d) vSechny t¥i parabolické,
pak je A typu (0) (0) (0).%) ’

3. Autopoldrny normdlni jehlan poldrnosti m-rozmérného pro-
storu md nej’uy’é'e te rizné druhy vrcholi, a to: k(0 < k< n + 1)
vrcholi, ;mmz prochdzt k — 1 hran s indukovanou eliptickou, 1 (0 <
<1< n+ 1) hran s indukovanou hyperbolickow a n — (k + 1 — 1)
hran s indukovanou parabolickou involuct harmonickych pdla;

%) Trejuhelnik autopolarny typu (0) (0) (0) existuje. Je urden tfemi
raznymi body singulérniho prostoru, které neleZi v té%e p¥imce.
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l vrchola, jimiZ prochdzi | — 1 hran s indukovanou eliptickou, k hran
8 indukovanou hyperbolickou a n — (k + 1 — 1) 8 indukovanou para-
bolickou tnvoluct harmonickych poli a n— (k + 1 — 1) wvrchola,
JimiZ prochdzi k + 1 hran s indukovanou parabolickou involuci har-
monickych poli @ n — (k + 1) hran, jejichZ vdechny body jsou sin-
guldrni.

Diikaz.?) Vhodnou volbou oznaceni lze vidy docilit toho, Ze
bod 1 nenf singulérni, a Ze na prvych £ — 1 hranach (1,2), (1,3), ...,
..+, (1, k) jsou indukovany eliptické, na dalsich ! hranach (1, & 4
4+ 1), ..., (1, k + I) hyperbolické, a na zbyvajicich » — (k + I —1)
hranich parabolické involuce harmonickych pélia. Schema hran
prochézejfcich vrcholem 1 mtZeme tedy psati takto:

L2 .. kk+1, .. k4+Lk4+Tl41,...,n4+1
1, 4 g = 0

Znaménko libovolné hrany (s, %) = (¢, 8), [¢ =], uréime z troj-
Ghelnfku 14, jehoZ dvé strany (1, ¢) a (1, ) se protinaji v nesingu-
léirnfm bodé 1 a na nichZ jsou involuce harmonickych pélia dany,
podle pravidla 1., t. j. kombinujeme-li podle tohoto pravidla zna-
ménko stojict pod s se znaménkem stojicim pod ¢. PiSeme-li zna-
ménka hran prochéazejicich r-tym vrcholem do r-tého ¥adku, je
prvé znaménko shodné se znaménkem stojicim v prvém fFadku
pod r, protoZe zn (s, 1) = zn (i, ). Dalsi znaménka pak obdrzime
kombinovénim tohoto prvého znaménka se znaménkem napsanym
pod ¢&fslem piislusného vrcholu v prvém fadku. (s,'s) ned4vé zna-
ménko %adné.*) Pro r-ty fddek tedy obdriime pro 2 < r < k: prvé
znaménko +, (k — 2)-krat + + — +,l-krdt + — > — n 4+ 1 —

%) Vrcholy 4; budeme v dalfim pro jednoduchost oznadovat pouze
jejich indexy.

4) Schema vSech hran jehlanu je pak toto:

1, 2, .., k=1, k k+1, k+2, .., k+l—1, k+, k+i+1, k+1+2, .., n, nt+l
1 .+ + + - - = — 0 0 0.0
2 . 4 . + o+ = = - —~ 0 0 o o
E—1 4+ + + - — 0 0 [
k + + + e == == 0 0 o 0
E+1 = = = = v % + + 0 0 0 0
E+2 - — - - 4+ + + 0 0 0 0
E+l—1 — — - - o+ o+ ; 0 0 0 o
k+1 - — — = 4+ o+ + 0 0 0 0
E+l+1 0 0 0 0 0 0 0 0 s (0) ©) (0)
kE+1+2 0 0 o 0 o 0 0 0 (0) . ©) (0)
" 0 0 0O 0 o0 0 . 0 0 (0) (0) . (0)

0 o 0 0 0 0 0 0 0) (0) 0)

- V)pr&sebﬂ:u i-tého Fédku a s-tého sloupce je znaménko hrany (1, 8) =
8,14
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—(k—l)=n—(k+1!—1)krit 4- 0> 0.Prok + 1 S<rlk+
+ 1: prvé znaménko —, (k— 1)-krdt — 4 — —, (I — 1)-krat
——— >+ an—(k+1—1)krit —0—>0. Pro k+1+1=<
< r < n+ 1: prvé znaménko 0, (k 4 I — 1)-krét 0  — 0, piip.
0—>0,n+1—(k+1)—1=mn—(+ l)-krat 0 0 — (0). Tim
je tvrzeni dokazano. _

3. Budn +1=Fk+1t.j.n—(k+1— 1) = 0, tedy piipad
polérnosti nesinguldrni. Autopolirné normélni jehlany ruznych
druht obdriime pouze pro ! = 0, nebo pifi l 4 0 pro k < 1, . j.
k<n—k+1, ¢l £<3(m+1). Tedy pro n sudé: 1 pro
1=0, }n pro I + 0, celkem 4n + 1. Pro n liché: 1 prol =0,
3(n 4+ 1) pro Il & 0, celkem }(n + 1) + 1.

Budn+1>k+1,t j.n—((k+1—1)>0, tedy piipad
polérnosti zvrhlé. Poloime k 4l =r, kde jer =1, ..., n. Riizné
autopolarné normélni jehlany obdriime opét pro I = 0, tedy pro
k = r, nebo p¥i I > 0 pro k<, t. j. k < 4r. Tedy pro viechna r od
1 do » a pro r lich4 }(r—1) + 1, pro r sudé $r + 1. Je proto
podet rtznych autopolarnych normélnich jehlani singuldrnich po-
larnosti pro » sudé: 1+2.(2+3+ ... +-3n) + 3(n 4+ 2) =
= }(n + 6)(n—2) + 3, pron licha: 142.(24+3+...+ 3(n + 1))=
= i(n 4 5)(n—1) + 1.

4. Budte [4,, ..., 4An+1), [Ci, - - -, Ont1] autopolarné normaln{
jehlany dvou riznych poldrnosti téhoz nebo dvou riznych n-roz-
mérnych prostori. Na » hranich As,+14; =1, ..., n) prvého
jehlanu zvolme po dvou libovolnych bodech B;, B';, na n hranach
Cn+10; (i =1, ...,n) druhého jehlanu po dvou libovolnych bo-
dech D.', D',’ tak, a.by A,.+1 =*= .B,' ES B’.', 0,.4.1 == D,: = D'i. Se-
strojime-li » — 1 bodd R; = (B;, Bi+y) X (B's, B'i+1) a n—1 bodid
T = (Ds, Dit1) X (D4, D'iy1), 6 =1, ...,n—1), plati: Nezvrhlé
kolineace K, kters ptifazuje n + 2 bodim Ag+1, By, B's, Ri body
- Cpt1, Cy, C'n, T, ptifazuje bodim B;, B’s body D, D's.

Dikaz. Protofte je A; =z Air1, Aasr = Bi %= B';, plati:
Ri == Api1 == Bi == B'y'== Biy1 %= B'iyq a jo tedy 8; = (4ns1, An,
An—1) = (An+1, B'n, Bn—1). Bod R o leif v rovind (Aa+1, An,
An_)napitimece (B'n—1, B'n—2), nelezf viak v Ss. Je tedy Ss= (4n+1,
Ap, Any, An—3)=(An+1, B'n, Rn—1, Ra3). Bod Ryp g lezi v ro-
ving (Ap+1, An—g, An—s) na piimce (B's—2, B'n—3), nelezf viak v Ss,
je tedy 8, = (An+1, An, An—, Ap—g, An3) = (4n+1, B'n, Ry,
Rn—z, Rn—s). Obecné bOd .Rﬂ,—i laii v rOViné (Au-’-l, Au._(g'—l), A”—‘)
na pimce (B'n—i—1), B's—i), neleii viak v 8;, je tedy Si+1=
= (Ap+1, Any «-+» Ans) = (4n+1, B'n, Bno1, ..., Rai). Protini
tedy dand p¥imka (R,, B,) nadrovinu Ss_; v bodé B, pimka
(Ry, B,) prostor Sp—g v bodd B;, a% konetné piimka (Rs_s,
Bp—g) rovinu Sy v bodé B, a pHmka (B, B,_,) primku
(A!H-l: A,) = (An+1, B’y) v bodé B,. Pak je By = (B.'m Rp 1) X
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X (An+1, Ba—), B’n——g = (B'y—1, Bn—2) X (An+1, Bn2), aZ Bll =
= (B'y, R)) X (An+1, By). Totéz plati i pro druhy jehlan, zaméni-
me-li pouze 4; za C;, B; za D; a R; za T;. Z dikazu je patrno, Ze
z n 4+ 2 bodt A1, By, B'n, R piip. Cnyy, Dy, D'n, T, neleit
zddnych » + 1 v téZe nadroviné. Je proto K nezvrhld.

5. Jsou-li jehlany [A4,, ..., Ant1], [Cy, - . ., Cny1] téhoz druhu,
je podle 2. mozno vhodnou volbou oznaceni docilit toho, Ze Ant1,
Cn+1 jsou nesingularni vrcholy téhoz druhu, a Ze na korespondu-
jicich hrandch A,.14i, Cat1C; (¢ =1, ...,n) jsou indukovany
involuce harmonickych péli téhoz druhu. Za body B;, B';, ptip.
D;, D'; volme na hranich s indukovanou eliptickou involuci harmo-
nickych p6ld dva jednoznaéné uréené realné harmonické pély,
které oddéluji harmonicky bod An41, p¥ip. Cn+1 8 jeho harmonic-
kym pélem indukovanym na této hrané, na hranach s indukovanou
hyperbolickou involuci harmonickych péli samodruzné body této
involuce a na hranach s indukovanou parabolickou involuci har-
monickych péli bod singulérni a libovolny bod této hrany rozdilny
od bodu singuldrniho a bodu Au+; (Cati). Ve vSech piipadech je
splnéna podminka A,y == B; = B';, Chy1 == D; = D';. Pievadi
tedy kolineace K jehlan [A4,, ..., Ansi] Vv jehlan [C,, ..., Ony4]
a involuce harmonickych poli na hranach 4,414; prvého jehlanu
v involuce harmonickych péli na hranach C,.:C; jehlanu druhého.

6. V kazdé polarnosti existuji autopolarné normalni jehlany;
podle véty I viechny téhoz druhu. Podle II,2 existuje ke kazdému
druhu autopoldrného normélntho jehlanu uréitého druhu uréita
polérnost. Podle I1,5 jsou polarnosti s autopolarnimi normélnimi
jehlany téhoz druhu kolinearné. Protoze druh involuce je invariant
realné kolineace, nemohou byt poldrnosti s autopolarnymi normél-
nimi jehlany rizného druhu kolinedrné. Udavaji tedy ¢isla, uvedena
v II,3 pro podet moznych druht autopoldrnych normélnich jeh-
land, podet projektivné riznych polarnosti n-rozmérného prostoru
pro realné kolineace.

Protoze incidenéni nadplocha kazdé polarnosti je nadkvadrika,
a protoze kazd4 nadkvadrika uréuje jistou polarnost prostoru k ni
piislugného, je uvedenym také dana projektivni klasifikace nad-

kvadrik pro redlné kolineace. :
) E

Sur les simplexes autopolaires d’une polarité de 1’espace
a n dimensions. '

(Résumé de I'article précédent.)

. Dans la premiere partie de 1’article lauteur démontre le théo-
réme suivant: Les pyramides normales (simplexes) autopolaires
d’une méme polarité de I’espace a » dimensions sont de la méme
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espece, c. & d., les arétes de deux différentes pyramides normales
autopolaires d’'une méme polarité de I’espace & n dimensions peuvent
toujours étre mises en correspondance d’une telle maniére qu’a
chaque aréte d’une des deux pyramides correspond une seule aréte
de l'autre, de sorte qu’aux arétes passant par un sommet d’une
des pyramides correspondent les arétes passant par un sommet de
Pautre et que les involutions des péles harmoniques engendrées
sur les arétes correspondantes des deux pyramides soient de la
méme espece.

Dans la deuxiéme partie de 1’article 'auteur démontre par voie
synthétique le théoréme suivant: Une pyramide normale autopo-
laire d’une polarité de I'espace & n dimensions posséde au plus
trois espéces différentes de sommets, & savoir: k(0 < k< n + 1)
sommets par lesquels passent (kK — 1) arétes contenant une in-
volution elliptique, I (0 <1< n 4 1) arétes contenant une in-
volution hyperbolique et » — (k 4+ I — 1) arétes contenant une
involution parabolique de poles harmoniques; ! sommets par les-
quels passent (I — 1) arétes contenant une involution elliptique,
k arétes contenant une involution hyperbolique et » — (K + I — 1)
arétes contenant une involution parabolique de pdles harmoniques
et n— (k41— 1) sommets par lesquels passent (k + [) arétes
contenant une involution parabolique de poéles harmoniques et
n — (k + 1) arétes dont tous les points sont singuliers.

A Taide de ces deux théorémes et de la collinéation par la-
quelle se correspondent mutuellement deux pyramides normales
autopolaires données de la méme espéce, I’'auteur effectue la classi-
fication projective des polarités, et, par suite, aussi celle des qua-
driques de l’espace & n dimensions par rapport aux collinéations
réelles.
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Gasopis pro pdstovani matematiky a fysiky, ro&. 72 (1947)

On the extension of the Jordan-Kronecker’s
»sPrinciple of reduction* for inseparable polynomials.
Stefan Schwarz, Bratislava. '
(Received January 15th, 1047.)

In this paper we shall prove two theorems concerning in-
geparable polynomials with coefficients in a given field P!).

Theorem 1. Let P be a commutative field of characteristic p,
which is not perfect. Let f(x) and g(x) be two eventually inseparable
srreducible polynomials with coefficients in P of degree m and n res-
pectively. Let «, B be the roots of f(x) = 0 and g(x) = 0 respectively.
Let

fla) = hias BP™ . fulws BY* ... hlas B, M
9(@) = go(; x)P°*. gol; ). . . golw; )P0, (2)
be the decompositions of f(x) and g(x) into irreducible factors in Py =
= P(B) and P, = P(x) respectively. Let the degrees of fi(z; B) and
gilx;x) bem; 1 =1,2,...,7) and n; (¢ = 1,2, ...,8) respectively
80 that the relations . _
mps + mep® + ... + mpr = m,
Pt + Nepfr + ...+ M= m,
are satisfied.
Under these suppositions the following relations hold:
1) wisr =s,
1t) by a suitable arrangement of the factors we have % = %
Ty
(for every 1),

1) Following a suggestion of prof. Dr. V1. Ko#inek, I extend here
the method applied in my paper ,,A hypercomplex proof of the Jordan-
Kronecker’s »grinciple of reduction«*, Casopis pro p&st. mat. fys., 71 (1946),
p. 17—20, to inseparable polynomials.

For another proof of these theorems see: Fr. K. Schmidt, Sitzungs-
berichte d. Heidelb. Akad. d. W., math. naturw. Klasse, 5. Abh., 1925.
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113) by the same arrangement of the factors we have e; = e;
(for every ¢).
Proof. We form the hypercomplex system over P
6 = P1 X P2-
We have
€ =P, X Py ="P;+ Pax + ... + Poa™ ! = Py[x] | (f(x)) =
= Pofa] | (falas B ... (frlx; B)P.

On the other hand we have the a,nalogous decomposition

S=P, X P,=P, +Pp+. + Pyt %‘Pl[x] | (9(x)) =
= Py[a] | (gala; )P .. (gs(@s )P
The commutative ring S is therefore expressible as a direct
sum of primary rings?)-

S=0,029,09:;D ... DDy, (3)

where
Dy =~ Pz[m] | (]‘i(x; ﬂ))pei (7/ =1,2,.. s 7').
Similarly the second decomposition in primary rings has the

form
S=N0Lold...al (4)
where ,
I; ~ Py[x] | (gslm; 2))P*¢ (1 =1,2,...,8).

Every primary commutative ring is irreducible, i. e. cannot
be decomposed in the direct sum of two subrings. Further, it is
well-known: The “decomposition of a ring with a unity in two-
sided direct irreducible components is (apart from the order of
its components) uniquely determined. Comparing the decompo-
sitions (3) and (4) we have therefore:

i) r=s,

ii) every @; = F., if the I'; are properly numbered

It follows from the last result '
Po2] | (filz; B))® )P" =~ P[] | (93 (=5 « x))”* %, (5)
The ring 0:; = P(8)[z] | (fi(z; B))*** is an algebra of order
nm;p% over P. The unique prime ideal of the ring 0; is the ideal
7 = (fi(x; B)). The exponent of ; is p%, i. e. the integer p% is the

least integer e for which 7;¢ is the zero ideal (0): ##%= (0). The
ideal 7; is the radical of 0;.

Similarly the ring 0': = P(x)[*] | (ge(; (x))”e‘ is an algebra
2) Beee.g.: Van der Waerden, Moderne Algebra IT, 1940, p. 42 and 151.



over P of order mnip°i. The ideal #'y = (gi(x; «)) is his unique
prime ideal and at the same time his radical. The exponent of
'y is ptl.

The rings 0;, 0'; are isomorphic (the isomorphism leaving P
invariant). We have therefore

i) nmip® = mngp®s,

ii) since it is obvious that the isomorphism carries elements
of the radical of 0; into elements of the radical of 0'1-_,. we have

also p’i = p°%, thus e; = ¢’; and nm; = 1y, q. e. d.

Theorem 2. Let the suppositions of Theorem 1 be satisfied.
Let us write gi(x; x) tn the form of an integral function in « of the
lowest degree. Then the greatest common divisor of f(x) and gi(f; x)

18 , ,
(f(x), (B ®)) = fi(x; B). (6)
Proof. Let us transform the right side of the isomorphism
Pol2] | (filw; B)P = Pyl2] | (gila; &)™

Applying the second theorem of isomorphism ((g(x)) is a sub-
modul of the ideal (f(£), gi(x; £)?) of the ring P[z, £]), welhave

Pulx] | (gi(z; x))*" = Pl=, &] | (f(8), gu(w; £)7") =
= Pz, £] | (9(2)) | (1(8), gilas &)%) | (9(2)) 22 Pl€] | (F(8), gu(B; £)P") ~
= P[] | (f(x), g:(B; x)7™).

Po[] | (file; B))P = Pofa] | (F(), gi(B; #)7™).

Thus we have

Therefore

filw; BY"E = (f(x), gi(B; x)P*),
fi(x;iﬂ) = (f(x)’ gi(ﬂ; x))! *

*

0 rozdireni Jordan-Kroneckerovho ,,Principu redukeie‘
na inseparabilné polynomy.

(Obsah predchadzajtceho élanku.)

Obsahom predchadzajice] poznamky je dokaz tychto viet:
Nech P je nedokonalé teleso charakteristiky p. Nech f(z) a
g(xz) st dva ireducibilné, po pripade inseparabilné, polynomy z te-
lesa P stuptiov m resp. ». Nech «, § sG korene rovnice f(xr) = 0
resp. g(x) = 0. Nech rozklady f(x) a g(x) v ireducibilnych saéini-



telov v telese P(B) resp. P(x) st dané vzfahmi (1) a (2). Stupne
polynomov fi(z; ), gi(x; «) nech st m; resp. m;. Potom plati:
l.r=s, . '
2. pri vhodnom wusporiadani faktorov e; = e'i, mn; = nm;,
3. ak piSeme g;(x; «) ako celistvi funkciu v « najnizsicho moz-
ného stupiia je polynom f;(z; ) dany vzfahom (6).
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CGasopis pro péstovani matematiky a fysiky, rot. 72 (1947)

Théorie photométrique de la pénombre pendant les
éclipses de Lune.

F. Link, Praha.
{Regu le 17 avril 1947.)

La théorie photométrique de la pénombre permet de mettre en évidence
un excés de lumiére au voisinage de la limite de I'ombre. L’auteur 1’explique
par la luminescence du sol lunaire sous I’effet des rayons ultraviolets emis par
Patmosphére solaire. Dans la lumiére globale de la Lune non eclipsée la pro-
portion de la composante luminescente pourrait atteindre 10%. On discute
ensuite quelques conséquences de cette hypothése de travail.

1. Introduetion. — Nous avons developpé il-y-a une dizaine
d’années la théorie photométrique des éclipses de Lune concernant
uniquement ’'ombre terrestre projetée sur la Lune [1]. Dans le pré-
sent travail nous nous proposons de donner quelques remarques
concernant la théorie de la pénombre negligée jusqu’a présent.

Un observateur situé sur la surface lunaire dans la pénombre
verrait une éclipse partielle de Soleil par la Terre. Nous allons
d’abord envisager une théorie simplifiée en supposant le disque
solaire éclipsé par la Terre circulaire et depourvue de l’atmosphere
ou d’autre milieu absorbant.

2. Théorie simplifiée de la pénombre. — Un observateur placé
sur la Lune & la distance y du centre de ’ombre voit une éclipse
partielle de Soleil. Du point de vue photométrique c¢’est en somme le
cas d’une variable & éclipses dont la théorie est assez connue pour
permettre un calcul rapide de la densité de la pénombre.

Posons l'intensité du Soleil non éclipsé égale & 1: Pendant une
certaine phase de 1’éclipse I’intensité du Soleil sera diminuée de x et
cétte perte de lumiére est une fonction de la distance des centres du
Soleil et de la Lune ,,') du rapport de leurs rayons k = R/ ¢ et
de la répartition de la brillance b sur le disque solaire. Pour cette
derniére on admet en général la loi suivante

1) On a y; = 0,998y. Dans la suite nous poserons y, = y. La méme
remarque est valable pour B vu de la Terre et de la Lune.
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BR) = 1 —x & B;LG]/RZQ -

ol x est une constante — fonction de la longueur d’onde. Cette con-
stante peut &tre déterminée par des mesures directes sauf peut étre
au voisinage immediat du bord solaire.

Dans la théorie des variables & éclipses on pose généralement

y =g [1+ kpl, &, )] )

ou la fonction p est donnée par différentes tables notamment par
celles de Zessewitsch [2, 3]. La densité de la pénombre sera alors

D[: — logye (1 — &) (3)
‘a la distance définie par (2).

Le rapport des rayons k varie assez peu entre 0,25 et 0,30, au-
tour de la valeur moyenne k£ = 0,28. Son influence sur la fonction
p ne dépasse pas 0,009 pour une variation de k entre 0,25 et 0,30 ce
qui donne une variation de la distance y égale a 0,16’. Si nous adop-
tons alors la valeur moyenne k = 0,28, I’erreur commise sur y sera

toujours inférieure & 0,1’ ce qui est parfaitement tolérable. La for-
mule (2) deviendra donc

y=mn¢ + Bg p(x, 0,28, ). (4)

On peut mesurer les distances du bord de ’ombre géométri-
que?) et nous aurons simplement

Y =y—aqg—7g+ By = Bg [1 + p(«, 0,28, %)] — 7 =

=ng {109,05 [1 + p(~, 0,28, %)] — 1}. (5)
Tableau 1.
x®
\ 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
D ‘

0,056 26,10 25,95 25,74 25,50 25,24 24,91
0,10 20,69 20,49 20,37 20,25 20,10 19,94
0,30 15,10 15,13 15,16 15,20 15,24 15,31
0,40 12,62 12,67 12,78 12,89 13,00 13,15
0,52 10,04 10,18 10,34 10,563 10,70 * 10,94
0,70 7,38 7,67 7,76 7,99 8,26 8,50
0,82 5,99 . 6,14 6,36 6,60 6,90 7,22
1,00 4,42 4,63 4,83 5,07 5,37 5,73
1,10 3,77 3,96 4,14 4,37 4,69 5,06
1,22 3,06 3,23 3,44 3,65 3,94 4,31
1,40 2,29 2,44 2,67 2,78 3,07 3,40
1,52 1,85 1,97 2,14 2,30 2,67 2,95

3) ='7:'« -+ 7o —R®.



On voit que la densité de la pénombre, étant une fonction de
la distance au bord de 'ombre géométrique, est indépendante de la
parallaxe lunaire.3) La méme propriété posséde aussi approximati-
vement ’'ombre au voisinage du son bord comme nous 'avons déja -
trouvé auparavent [1]. )

Dans le tableau suivant sont données quelques valeurs de y’ cal-
culées pour la parallaxe moyenne mn = 8,8". Etant donné la pré-
cision des bases de calcul, ’erreur a craindre atteint quelques unités
de la derniére décimale.

6] ‘ ;’w e
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Fig. 1. Densité de la pénombre d’aprés la théorie simplifiée. Les positions

relatives du Soleil et de la Terre pour les multiples de 5" en distances au bord

de I’ombre. Petits ronds: Eclipse du 14 septembre 1932 en rouge et en vert

d’aprés Rougier comme exemple d’une éclipse claire. Courbe interrompuet
les densités des radiations excitatrices = —- logy, &

Sur la fig. 1 sont représentées les courbes qui donnentles chiffres
ci-dessus. On y voit clairement 'influence de la longueur d’onde qui
change de signe au voisinage de y’ = 16’. La, en effet, le disque
solaire est biseoté par la Terre et I'influence de la répartition de la
brillance devient sensiblement nulle. -

3. Influence de ’atmosphére terrestre. — Supposons, comme il
est d’ailleurs tout a fait naturel, que les rayons solaires subissent
une absorption dans ’'atmosphére terrestre. Cette perte sera en pre-
miére approximation la fonction de la distance au centre de la Terre. -
Pour pouvoir I’étudier nous sommes obligés de caleuler 1’intensité
lumineuse d¢ d’un anneau élémentaire decoupé sur le Soleil par les

3) Dans les limites d’approximation concernant la valeur de k.
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rayons r et » -+ dr (voir la fig. 2). Nous avons trouvé dans un travall
antérieur [1]:

di
5= (1—2er+ 5 -VZryI (6)
_avec _
In = Jam /2 (1 + Jym + ...), -
R (r— ) ‘
m = 4sin? Lo, = ol 2 r 2)—, a = 3,1416...

Fig. 2. L’élément de la surface solaire.”

Dans notre cas on aura toujours r > 54’ ce qui donne pour
P’angle ¢, la limite supérieure ¢, << 17° environ. On peut donc écrire
avec une erreur ne depassant pas 1,5%, sin ¢, == ¢, et negliger avec
la méme approximation le second terme dans ’expression pour Ip.
Nous aurons alors les formules suivantes simplifiées

(I’-—-kcn . ' (8)

avec les quantités auxiliaires

Vo=
ot - | (9)

o= |/ Lvmo=e=m(1— V7% -fr—-wz)

‘ eontenues dins le tableau suivant.

) L’extra,lt du tableau publié ici a été calculé par M. Fr. Hiebik,

. membre de la Section de calculs de la Société astronomique tchéco-

slovaque & Prague. En vue d’applications ultérieures ce tableau

a été étendu pour les valeurs de r < 54’, Toutefois I’erreur qui en

résulte ne depasse pas 0,1 en P et en @. Pour les y < 46’ on trouve
le tableau analogue dans {1].
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Tableau II.
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6,2 45| 6,2 46| 6,1 4,56
générale, que nous allons
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\

6,2 4,56
Dansla théorie

»+RE
e = fT(r) [P — »Q] dr

y—R@®

6,3 4,6 6,3 4,6

4. Théorie générale.
developper, on tient compte de I’atmosph

fier d’'une certaine fagon 1’éclairement dans la p

notre théorie [1] de ’ombre, I’éclairement

est donné par 'intégrale



ou le facteur 7'(r) donne l'affaiblissement des rayons qui est fonction
de la distance r au centre de I'ombre auxiliaire. Dans les régions
externes de celle-ci cet affaiblissement est seulement due & la ré-
fraction, si nous negligeons I’absorption par I'ozone. On aura alors

1
T(r)= e 1 (11)
- S
dhymg + 7
pour
r= (¢ +7g) (1 + k) — o (12)

ol w est le double de la réfraction horizontale a l’altitude A,, qui est
Paltitude minimum des rayons dans ’atmosphére terrestre. Dans les
parties élevées de ’'atmospheére on peut simplifier cette expression en
écrivant

dow

dh,
est le gradient relatif de la densité .

=2 — fow, @ == CQV6,2SﬁO ou B, = dey 2 Go
dA,

Nous aurons alors

T(r) = ; (13)

6.28

14 c|/6,28

ne + 7o

ce qui nous permettra d’évaluer I'intégrale de 1'éclairement. En
dehors de I’éclipse nous aurons

Ezi’fﬁ(l”_i) (14)

%
Yo" Qo

5] 3

4

et le rapport
D = log,, “f— (15)
_donne la densité de la pénombre.

Nous donnerons ici un exemple du calcul de I’éclairement dans
la pénombre & la distance y = 43’ du centre, c’est-a-dire & la distan-
ce ¥’ = 1,9’ du bord de 'ombre (pour = = 57’).

Sur la fig. 3 la courbe inférieure DAB’BF donne les valeurs de
P — »Q en fonction de la distance r au centre de ’ombre auxiliaire.
L’aire de cette courbe compléte entre » = 59" et » = 27’ donne
I’éclairement £ en dehors de'l’éclipse. La courbe supérieure en plein
trait donne la densité de I’ombre auxiliaire — log 7'(r), la courbe en
pointillé comprend encore I’absorption par I'ozone vers 0,6 u que
nous negligerons dans la suite. De ces deux courbes (en haut et en
bas) résulte a 'aide de la formule (10) la courbe DAE'E dont aire
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donne 1’éclairement e suivant la formule en question. L’aire de la
courbe DAB’BC correspond & I’éclairement calculé d’aprés la théorie
simplifié du No. 2. On voit alors que l'effet de ’atmosphére dimi-
nue I’éclairement dans la pénombre. Autrement dit les valeurs du
tableau 1 représentent les densités minima qui auraient lieu en
absence de 1’atmosphére.

Les densités de 'ombre auxiliaire entre r = 57’ et 57,8" corres-
pondent aux altitudes des rayons entre 35 et 75 km. Nous y avons
adopté les valeurs de p et de 3 d’aprés nos Tables dioptriques [4]. Ces

25 he 30 PEL g
R m
5
Q-E i D’ O
54 |

Fig. 3. En haut: La densité de ’ombre auxiliaire. En bas: L’intégration de
P’éclairement pour la distance y = 43’. )

valeurs sont forcément plus ou moins approchées mais leur influence
ne peut faire augmenter 1’éclairement de telle fagon qu’ll puisse
depasser les valeurs du tableau I.

Nous insistons tout particuliérement, sur ce point parceque les
observations montrent que 1’éclairement au. voisinage du bord de.
Pombre est parfois plus grand que I’éclairement théorique, méme
quand on tient compte dans son calcul de tous les facteurs suscep-
tibles de I'augmenter.

Remarquons encore & la fin que du point de vue theorique tout
se passe comme si ’'atmosphére terrestre était opaque jusqu’a une
altitude voisine de 45 km et complétement transparente audessus.
Ceci revient a dire que les aires AB’E’ et E'C’'E sont égales. Dans ce
cas il faudrait prendre pour le bord de ’ombre la circonférence
r = 57,4’ et compter les distances y’ & partir de cette limite.

5. Lumiére diffusée dans P’atmosphére terrestre. L’obser-
vateur placé sur la Lune verrait I’atmosphére terrestre vivement
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éclairée par le Soleil et diffusant par suite de la lumiére dans 'ombre.
Nous pouvons nous demander avec Dubois [5], si cette frange
atmosphérique peut donner un effet appréciable dans 'ombre ou
dans la pénombre. Il est assez facile d’en fixer I'ordre de grandeur.

Admettons que 'atmospheére diffuse d’'une maniére appréciable
jusqu’a l'altitude de 11 km. En effet d’apres ce que nous disent les
aviateurs stratosphérique le ciel parait dans la stratosphére trés
sombre et sa brillance est negligeable par rapport a celle observée
a la surface terrestre. Une telle frange vue de la Lune apparait sous
un angle solide de 3 .10—% stéradian. La brillance du ciel pur a la
surface terrestre est de ’ordre de 1500 bougies/m? et celle d’un ciel
voilé trés brillant 10* bougies/m2. Adoptons ce dernier chiffre qui
nous donne ’éclairement sur la Lune

¢’ = brillance X angle solide = 3 . 10—2 lux. (186)

Or la densité de I’ombre au centre étant de ’ordre de 4, I’éclaire-
ment y sera de l'ordre de 13 lux environs. Nous voyons que I'in-
fluence de la lumiére diffusée par I’atmosphére est negligeable vis-a-
vis de I’éclairement solaire au centre de I’'ombre et a fortiori dans la
pénombre. On pourrait invoquer I'effet des poussieres atmosphéri-
que, qui diffusent plus de lumiére dans le sens des rayons incidents
mais de tels effet ne peuvent augmenter plus que dix fois la brillance
que nous avons déja adoptée trés grande. Méme dans ce cas extréme
P’éclairement par la frange atmosphérique ne ferait que 2,3%, de
Péclairement mesuré au centre de ’ombre.

De cette fagon nous avons épuisé tous les facteurs capables
d’augmenter 1’éclairement dans la pénomobre. Au contraire nous
avons negligé I’absorption par I’ozone et celle de la haute atmosphere
qui ne peuvent que le diminuer.

6. Comparaison avec les observations. — Maintenant nous
sommes en état de comparer notre théorie avec les observations.
Pour cela nous avons utilisé les observations suivantes:

1. 1921 X. 16. A. Danjon, C. R. 173 (1921), 706.
2. 1932 IX. 14. G. Rougier, J. d. Obs. 17 (1934), 65.
3. 1932 IX. 14. F. Link, C. R. 195 (1932), 1236.
4. 1936 I. 8. F. Link, J.d. Obs. 19 (1936), 129. :
5. 1938 XI. 7. F. Link et V1. Guth, Zeit. f. Astroph. 1
: (1939), 207.
6. 1942 III. 3. G. Rougier et J. Dubois
7. 1942 VIII. 26. G. Rougier et J. Dubois
8. 1943 II. 20. G. Rougier et J. Dubois ¢ (4)
9. 1943 VIII. 15. G. Rougier et J. Dubois l
10. 1945 XII. 18. G. Rougier et J. Dubois

4) D’aprés ’aimable communication des auteurs.
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Les numéros se rapportent aux points de la fig. 4 ou ’'on donne
les différences: densité observée-calculée en fonction de la distance y’
au bord de ’'ombre. Pour le calcul nous avons adopté » = 0,6 ce qui
correspond au millieu du spectre visible et les valeurs du tableau I.

On constate & premiére vue qu’il-y-a des éclipses qui donnent
les densités plus faibles que la théorie. Les différences O — C sont
variables d’une éclipse a autre, mais I’allure moyenne des différences
peut étre représentée par la courbe a traits interrompus, que nous
avons dessinée sur la fig. 4. A part de ces éclipses claires, il-y-a
aussi quelques éclipses normales par ex. No. 5 ou sombres comme

! +1 °5 9
X+ ' 2 06| 0
03 - I
@ e -4 o8
02 5
oQ\@ ® © [ 4
o1 e SRR ole © .
0 o ol e =—_2pe - ¥ =2y
. L 2 c | %00 ° o0 *h
° @
O" ° L]
o 5’ 1 15 20 %"

Fig. 4. Différences: densité observée — calculée pour les différentes éclipses
en fonction de la distance ¢’ au bord de I’ombre.

No. 9. Comme dans notre théorie ’absorption par ’ozone a été ne-
gligée, ce sont plutot les éclipses sombres qui doivent représenter le
cas normal, tandisque les autres sont affectées d’une source d’éclai-
rement supplémentaire qui diminue la densité théorique.

Pour expliquer cet excés d’éclairement dans la pénombre nous
avons proposé I’hypothése de la luminiscence du sol lunaire excitée
par les rayons dont le chemin différe de celui des rayons optiques
[6]. L’existence de la luminiscence de notre satellite parait probable
étant donné le bombardement par les rayons ultraviolets et cor-
pusculaires qui ne sont pas arrétés par 'atmosphére lunaire. D’apres
ce que nous enseignent les recherches solaires et ionosphériques le
Soleil doit émettre une grande quantité des rayons ultraviolets.
Il-y-a quelques indications que cette emission soit localisée dans
Patmosphére solaire et nos recherches qui suivent semblent con-
firmer ce point de vue. '

En ce qui concerne la luminescence elle-méme nous pouvons
donner ici quelques chiffres qui nous fixent sur 1’ordre de grandeur.
La brillance des produits specialement préparés atteint environ
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23 stilb par watt d’énergie excitatrice. La brillance moyenne de la
Pleine Lune est de 0,3 stilb. Comme nous verrons plus loin la bril-
lance hypothétique de la Lune due a la luminiscence atteint parfois
75 de cette valeur, soit environ 0,03 stilb. D’autre part I’éclairement
énergétique solaire accessible & nos mesures a la surface terrestre
et extrapolé 4 la limite de ’atmospheére est égale a S=0,13 watt/cm?.
Pour obtenir la brillance observée de 0,03 stilb, il suffirait d’avoir
un éclairement excitateur de 0,0013 watt/cm? soit 13, de S. Ceci
est valable pour une surface de grand pouvoir luminescent. Avec les
matiéres moins luminiscentes il faudrait alors admettre I’excitation
solaire plus forte. Une valeur minimum de ; 8, qui parait déja
probable, donnerait la limite supérieure du pouvoir luminescent de
la surface lunaire égale & 2—3 stilb/watt.

7. Eclairement par la basse atmosphére solaire. — Si la basse
atmospheére solaire, ¢’est-a-dire la chromosphére ou bien la couronne
intérieure sont les sources des radiations excitatrices, I'intensité de
ces radiations sera grosso modo proportionelle a ’angle y (voir la
fig. 1). 11 est facile de voir que cet angle varie d’une fagon différente
que la surface découverte du disque solaire. Autrement dit, ’éclai-
rement excitateur varie d’une autre maniére en fonction de la dis-
tance au bord que I’éclairement optique.

Ecrivons la brillance d’une plage lunaire en dehors de 1’éclipse
comme une somme de 1 — p de la brillance optique et de p de la
brillance luminescente. En appellant e et ¢ les intensités de 1’éclaire-
ment optique et excitateur a la distance y’ au bord de ’ombre, on
aura la brillance de la plage en ce point

b= (l—p)e+ pe oubien b=-¢e—+ p(c—e). (17)

La différence b — e = p (¢ — ¢) = O — C donne alors la différence
entre la brillance observée et la brillance optique calculée. Pour
calculer ¢ nous avons posé ¢ = y/360° ou I’angle y se determine par
un procédé géométrique évident. Quelques valeurs des différences
&£ — e en fonction de la distance au bord y’ sont contenues dans le
tableau suivant (pour x = 0,6)

Tableau III. - s
" | 2,5’ | 5 10’ ] 15’ ; 20’ 25’ 30’
e 021 | o030 | o4z| 053] o2l 07| o0
e 0,03 0,10 0,28 049 | 069 087, 098
e—e | +018 | +0,20 | +014 | +0,04 | —0,07 | —0,09 | —0,07

On voit qu’il-y-a une inversion au voisinage de p’ = 15'.
C’est 1a que les différences O — C doivent changer de signe. En
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effet si nous nous reportons a la figure 4, nous voyons qu’une telle
inversion existe pour la moyenne des mesures. Cela prouve qu’en
moyenne la source des radiations excitatrices se comporte suivant
notre hypotheése ci-dessus. Nous avons de cette fagon determiné
approximativement p = 0,1 et les écarts O - C ainsi calculés
donnent la courbe moyenne sur la fig. 4. Naturellement les diffé-
rences individuelles s’expliquent du‘fait que la couronne ou la
chromosphére ne possédent pas toujours de symeétrie autour du
centre de Soleil.

I1 ne faut pas perdre de vue aussi I'influence possible des rayons
corpusculaires qui peuvent également exciter la luminescence lu-
naire. La Lune peut étre atteinte par les faisceaux de ces rayons
émanés du Soleil et déviés dans le champs magnetique terrestre et
peut-étre aussi lunaire. Dans ces conditions il faudrait trouver si-
multanément avec les brillance anormales de la pénombre des per-
turbations magnétiques. Jusqu’a présent des telles correlations
n’ont pu étre constatées d’une fagon sure, mais des recherches ulté-
rieures basées sur un nombre plus grande d’éclipses permettront
d’éclucider cette question.

8. Autres conséquences de la luminescence lunaire. — Nous
avons trouvé que pendant plusieures éclipses la proportion de la
lumiére luminescente a atteint environ 109, de la lumiére totale de
la Pleine Lune. On peut se demander quelles sont les autres consé-
quences de ce fait. Nous en discuterons ici quelques unes. -

- a) Fluctiations de la lumiére globale de la Lune doivent atteindre
parfois le chiffre ci-dessus, c¢’est-a-dire 109, environ. Pour les deceler
il faut alors mesurer I’éclairement produit par la Lune a la surface
terrestre en le corrigeant de I'effet d’extinction, de 'effet de phase
et de distance. Parmis ces corrections, c’est la premiére qui est la
plus delicate. Les mesures de ce genre dont nous disposons jusqu’a
présent, ayant visé d’autres buts, se prétent assez mal a ce genre
d’études. Pour cela il faudrait mesurer systématiquement en plu-
sieures stations convenablement choisies la lumiére globale de la
Lune. Néanmoins les mesures de Rougier [7] semblent prouver
I’existence de fluctuations de ce genre.

Note ajoutée a la correction des épreuves. Nous avons pu éta-
blir une correlation entre les variations de la constante solaire et
celles de la magnitude globale de la Lune avec le coefficient de
corrélation r = 0,438 + 0,054 (e. p.), » = 94. Une variation de
1% dans la constante solaire produit une variation environ 30
fois plus grande dans l'intensité de la Lune. Nous pouvons rap-
procher ces résultats a4 ceux d’Abbot qui a trouvé que le rapport
des variations spectrales et des variations de la constante solaire
croit. vers les courtes longueurs d’onde et atteint la valeur de
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6 environ vers 3500 A. Ce rapport doit croitre d’avantage vers
vers les limites du spectre comme le semblent prouver le mesu-
tes optiques de Pettit et les résultats ionosphériques. Suivant
notre hypothése de travail les variations lunaires seraient régies
par les variations de I'ultraviolet solaire, inaccessible directement
dans tout son étendue & nos mesures directes. (Extrait d’une
Note présentée & la Réunion de Lyon, septembre 1947.)

b) Le phénoméne Linné consiste & 'augmentation de diameétre
de la tache blanchitre entourant un cratére (existant ou non) de ce
nom pendant que celui ci s’erifonce dans la pénombre. On y voyait
Peffet de la gelée ou d’autres effets dus au refroidissement progressif
de la surface ou une illusion optique. Mais il se peut que la tache
blanche soit constituée d’'une matiére du pouvoir luminescent plus
élevé que ’entourage et que dans la pénombre grace a la prépondé-
rance des rayons ultraviolets .sur les rayons optiques (voir le
tableau IIT) sa visibilité et son diameétre augmentent de ce fait.

Les mesures photométriques de cette plage seraient alors un
indiquateur plus sensible que les mesures de toute la surface lunaire.

* ¢) Laloi de Danjon relie la luminosité générale des éclipses avec
l’activité solaire [8]. Cette loi peut étre bien comprise sur la base de
la luminescence lunaire. Dans ce cas il semble que ce sont plutot les
radiations corpusculaires qui entrent en jeu. Sous leur influence la
surface lunaire émettrait une luminescence plus faible que celle que
nous avons étudiée ici. Son influence ne pourrait se manifester que
dans les parties centrales de I’ombre ol I’éclairement optique est
déja faible. Avant le minimum des taches la zone de celles-ci et aussi
la source des radiations corpusculaires descendent vers 1’équateur
solaire. Il en résulte la probabilité croissante pour que les corpuscu-
les atteignent la Lune et aussi la luminosité croissante des éclipses.
Apres le minimum de taches, les sources en basses latitudes disparais-
sent et sont remplacées par les sources en latitudes élevées. L’in-
fluence de celles-ci est naturellement moins grande d’ou une chute
brusque dans la luminosité des éclipses, qui est le fait le plus ca-
ractéristique de la loi de Danjon. A I'appui de cette explication nous
pouvons encore ajouter que la densité de 'ombre dans les parties
marginales ne semble pas suivre le rythme de I’activité solaire [9].
Donc l'influence du Soleil doit se manifester soit dans la basse
- atmospheére terrestre soit sur la Lune elle-méme comme nous avons
tenté de prouver.

d) La composition spectrale de la lumiére de Lune pourrait étre
étudiée du point de vue de la luminescence. Le spectre de lumines-
cence contient en général quelques bandes assez mal définies. Un tel
spectre serait assez difficile & deceler dans le spectre de la Lune en
dehors de la pénombre ot son intensité est une faible fraction (0,1)
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de la lumiére solaire. Mais dans la pénombre les circonstances de-
viennent plus favorables. Avec p = 109, on trouve qu’a 2,5’ du
bord de ombre la brillance optique et la brillance luminescente sont
déja du méme ordre de grandeur et a5’ du bord la brillance optique
est 2,5 plus grande. On se demande, si certaines particularités du
spectre au bord de ’'ombre signalées par Gauzit et Herman ne se-
raient pas explicables par la luminescence [10].

Conclusions. Le but de ce travail était surtout d’attirer
Pattention sur la pénombre terrestre qui a été negligée jusqu’a
présent. La théorie photométrique de la pénombre comparée avec
les observations a permis de decouvrir un phénoméne nouveau qui
est un excés appreciable de la lumiére dans la pénombre intérieure
et un trés faible défaut dans la pénombre extérieure. Nous ’avons
interpreté comme I’hypothése de travail par la luminescence du sol
lunaire excitée par les rayons ultravioletts émis par la basse atmo-
" sphére solaire. ‘

Dans l’esprit de cette interpretation la Lune constitue devant
nos yeux une cible sur laquelle il sera possible d’étudier les fluctua-
tions de I’emission ultraviolette solaire qui échappe aux mesures
directes. Ce serait en somme la premiére preuve optique de ce rayo-
nement dont on connait déja les effects électriques sur I’ionosphere.

Dans la suite de ce genre de recherches il faudrait d’abord
continuer les mesures des éclipses y compris celles par la pénombre.
Puis les mesures de la lumiére globale de la Lune et la photométrie
de certaines plages telle que la plage de Linné nous paraissent d’un
grand interét. Enfin une étude spectrale de la lumiére de notre
satellite tant dans la pénombre qu’en dehors de celle-ci pourrait
donner quelques résultats utils. Dans le domain de recherches de
laboratoire une étude de la luminescence de certains minerais dont
on soupgonne ’existence sur la Lune serait capable de completer les
recherches astronomiques proprement dites.

*

Fotometrické theorie polostinu p¥i zatmé&ni Mésice.
(Obsah predes§lého ¢lanku.)

Fotometricka theorie polostinu ukazuje ziejmé piebytek svétla
v okolf hranice stinu. Autor vysvétluje tento zjev luminiscenci mé-
siéni pudy, kterd je zpisobena ultrafialovymi paprsky, jeZ jsou vy-
zafovany sluneénf atmosférou. V celkovém svétle nezatemnéného
Mésice mohla by luminiscenéni slozka dosdhnouti 109,: Koneéné
diskutuje autor nékteré dusledky této pracovni hypothesy.

v
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§ 1. Introduction.

It is well known that in many binary alloys the atoms are
arranged in an ordered manner at low temperatures, whereas at
high temperatures the two sets of atoms are distributed at random
over the lattice. As the temperature is raised the transition from
the ordered to the disordered state manifests itself in many ways.
The specific heat and the electrical resistance, for exemple, behave
anomalousely. The first method of approximating to the partition
function of an alloy, and hence of obtaining its properties, was
given by Bragg and Williams.*) This theory on order-disorder
transformation was based upon the consideration of the ordering
as a co-operative phenomenon characteristic for large assemblies
of atoms, i. e. the long distance order. Bethe,**) on the other
hand, has developed the statistical theory based on the local
order, taking into account the only mutual interactions between
the neighbouring atoms. It is difficult to apply his statistical
problem here and furthermore, the physical properties now under
consideration, such as electrical conductivity, should mainly depend
on the order at long distances, showing a rapid change below the
transition temperature. Hence, for the present purpose, we have
adopted the theoretical results of the Bragg and Williams’ sta-
tistics on superlattice.

The present paper is almost entirely concerned with the
binary alloy CuzAu. The X-ray analysis shows that this alloy
has a face-centred cubic structure like pure gold or copper, and
that, in the superlattice state, the gold atoms occupy the corner

*) Proc. Roy. Soc. A vol. 145, (1934), p. 669; A vol. 151, (1935), p. 540.
**) Proc. Roy. Soc. A vol. 150, (1935), p. 552.
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positions of the elementary cells, while the copper atoms occupy
the remaining positions of the face-centred cube, as shown in
Fig. 1. This crystal structure remains unchanged during the order-
disorder transformation.

Let N be the total number of atoms in the crystal and F4N
(F4 = }) the number of gold atoms (Au) to be distributed among
these N lattice points. The number of copper atoms (Cu) is therefore
(1—F4)N=FgN (FB 2). For complete disorder the proba-

CuyAu

Fig. 1.

bility of any one of the N positions being occupied by a gold atom
is F4 and that by a copper atom is 1 — F, = Fp. In the perfect
ordered alloy on the other hand, both the Au and the Cu atoms
form their own superlattices, the two lattices interpenetrating
with each other. Let the number of lattice points in the gold
superlattice be F4N (x — sites), then the number in the copper
superlattice is (1 — F4) N (B-sites).

When the perfectly ordered arrangement is disturbed, some
of the gold atoms will move into f-sites, displacing an equal number
of copper atoms, which move into «-sites. We describe such si-
tuations by stating the fraction of «-sites still occupied by ,,right*
atoms; let this fraction be 7,. Then the degree of superlattice order
(Bragg-Wﬂhams long distance order) @ may be written

re—s Py _ra—Fa
1—F, — F5 (1)

We see that Bragg-Williams’ order parameter is so defined that it
i8 unity for perfect order and zero for random state.

In an equilibrium state defined by @ let ¥V be the energy
which is neccessary for the interchange of two neighbouring atoms
from a position of order to one of disorder. Then ¥V is a function
of @. Bragg and Williams made, for the sake of simplicity, the
following assumption:

D =

V@)=V, (2)

. m )



where V, is the energy required for the,creation of a pair of ,,wrong
atoms in a perfectly ordered alloy. By an elementary consideration
of statistical mechanics we obtain the following condition of
equilibrum*): '

1 1 vV
wher % is Boltzmann’s constant.

Eliminating V in the simultaneous equations (2) and (3),
we obtain the equilibrum value of @ corresponding to each value
of 7. The method of solution is a graphical one and was given by
Bragg and Williams.**) The values of Bragg-Williams’ parameter

@ for different temperatures obtained in this way are given in
table I.

§ 2. Influenee of order on the electrical resistivity of CuzAu alloy.

A. Experimental results.

Fig. 2 shows the effect of uniform long distance order on the
resistivity of a CuzAu alloy. At room temperature the specific

15.10%
"
s Cu,Au
g
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resistivity of the rapidly cooled disordered alloy, which is free
from large volumes of long distance order, was found to be
*) Bragg-Williams: loc. cit.; Nix-Shockley: Rev. of Mod. Physics,
Vol. 10, (1988), p. 16.
**) Bragg-Williams: loc. cit.
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11,4 . 10—% ohm . cm; on thé other hand an alloy cooled suffi-
ciently slowly to posses a uniform scheme of long distance order
of high degree, has a specific resistivity of 3,9.10—% ohm . cm.
The smooth curve below shows the equilibrium resistance-tempera-
ture curve of the alloy with coherent schemes of long distance
order.*) We see that upon the normal linear dependence on
temperature there is superimposed a rapidly increasing rise termi-
nated by a discontinnous jump at the temperature 372° C. Thus
the difference of ordinates between the line Q"K’,**) which is para-

z 10%2em
6 - AQN"-Fexperimenl
I Bpanzireory

I

Cy

n

-

Specific el. resistivity A0 wansr

100 200 300 400 ToC
Fig. 3.

llel to @K and the equilibrium curve, mentioned above, give the
anomalous specific resistance of the alloy due to the order-disorder
transformation. The value of this anomalous specific resistivity of
Cu,Au for different temperatures are given in the table I. (gexperiment!)
and in the figure 3.

B. The theory of resistance of alloys.

- Following the general quantummacanical theory of electrical
resistance as formulated by N. F. Mott,***) we may express the
resistivity as follows: the electrical conductivity of metal may be
written in the form:

Ne?

o=—nr,
m

*) Jones, Sykes; Proc. Roy. Soe. A vol. 166 (1938), p. 379.
**) Print Q' denontes the specific resistance of a perfectly ordered alloy
at zero temperature.
;‘;) Mott; Theory of the properties of Metals and alloys; Oxford 1936,
p. 247. -
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where 7 is the ,,time of relaxation®, equal to half the time between
collisions, N is the effective number of free electrons per unit
volume, and m, e is mass or charge of the electron respectlvely
hence for the resistivity we have

m 1
@ = 75—
T

Ne?
% may be also interpreted as the probability per unit time that

an electron makes a collision, or is scattered. We know further
that according to quantum mechanics, electrons will move through
a perfectly periodic field without being scattered at all; in a pure
metal or perfectly ordered alloy, the only pertubations from the
perfect periodic potential in which the conduction electrons move,
are due to the thermal vibrations, which give rise to a scattering
probability p; (say), proportional to the temperature. In the solid
solution or disordered alloy there will be a further departure of
the field from periodicity in the places wihich are occupied by
foreign atoms or atoms in wrong positions and hence there will
be a further scattering probability p, independent of the tempera-
ture. It may be shown that these probabilities are 1ndependent of
one another;*) we thus have

sz(@-i“l’o)

and hence for the anomalous resistivity of alloy due to the order—
disorder transformation

AQt-musf = 1\% Po- N (l)

We know that in pure copper or gold there is one free electron

per atom; we can thus suppose, that in the formula for Aggranes. in
the case of alloys Cu-Au, the effective number of electrons per
unit volume is identical with the number of atoms per unit volume.
On the other hand p, is given by the well known formula:**)

- fP(ﬁ ) (1 — cos &) sin § 27 dé, (2)

where P(#) is the probablhty per unit time that an electron is
scattered through the solid angle dw; P(®) is assumed to be inde-
pendent of the direction of motion of the electron. Thus we see
that we have to calculate the probability P(#) for any state of
disorder of alloy; and to do this we must know the pertubation
potential due to the atoms in wrong positions.

*) Mott; loe. cit.; p. 288 and 301.
**) See for exemple Mott, loc. cit., p. 262.
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C. The pertubation potential. "

_ In order to determine this pertubation potential we first take
pure gold or copper. Following Wigner and Seitz*) we fill up the
whole space with polyhedra, one surrounding each atom, in the
following way: for the face-centred structure we draw planes
bisecting the lines joining each atom to its nearest neighours and.
we thus obtain a dodecahedron surrounding each atom. We denote
the potential energy of a valence electron in each cell by Veu(r)
in pure copper and by 1V ,,(r) in pure gold and take them equal
to the potential energy of the free singly chargend ion of copper
and gold respectively.

We know that the wave function for the lowest electronic
state u(r) or #'(r), in the two pure metals, satisfies the Schrodinger
equation: '

2
Vi + 2 (B —Va)u =0,

and : ' 3)

872
V' + —%zﬁ (B'—Va)u =0

and also fulfiles the following conditions on the boundary of the
polyhedron
% T

0, (4)

where % denotes differentiation normal to the bounding plane.

For any other occupied electronic state with wave number
f in pure copper we shall assume the wave function to have the
_ form: ‘
W = ufr) e, (5)

where u(r) is independent of f. For the energy of the f-state we
obtain for pure copper:

h
E; =f¥’r" [— gzh% V24 ch(r)] Yy d, (5a)

. which reduces to Ey = E, + h*k?/8n?m. In the case of pure gold we
have similar relations:.

[ " pe
By = f Tr'*[— i O+ VA“(r)] Wy dv = B'y+ Bk?/8x*m, (6)

where we assume, for the wave function yy the following form
. , Py = u'(r) .0, (6a)
*) Phys. Rev. vol. 43, (1933), p. 804. -



The velocity of an electron in both cases is given‘by the formula:

ht

v = 3 grad; Ey = e—

The electrons behave, therefore, as though they are free.
In the crystal of pure copper or gold as a whole we may write

ij == ¢its") U(‘”} Y, Z)
or (7)
Yy = v U’(x’ Y, 2),

where U is equal to u(r) within each polyhedron in pure copper,
and U’ equal to u’(r) inside each polyhedron in pure gold.

~In the case of alloy CusAu we can proceede in a similar way.
To obtain the wave function of the lowest state, we have to solve
Schrodinger’s equation for each polyhedron with corresponding
potential energy of the free singly charged positive ion of copper or
gold and join these wave functions smoothly at the boundaries
of the cells.

Naturally it is deflcult to find the exact solution, but we can
show, shat it is easy give a solution for slightly different case.
We suppose that within the polyhedron occupied by the copper
atom the potential energy of an electron is given by: Veu(r) —
— (B, — E',) and inside the cell with gold atom the potential
energy is: Vau(r) + 2(#, — E'y); the meaning of Viy, Vau, B, and
E’y being the same as before. We see now that the solution of
Schrbdmger 8 equations with the boundary conditions (4), corres-
ponding to the lowest state in such a alloy, is composed of the

wave functions w(r) or u'(r) respectively, which are identical with -
the wave functions in the case of pure gold or copper.*) In ¢
of the alloy as a whole we may assume, that the wave function of
any occupied state with the wave number f has the form

et v) U(r)’ ' (8)

where U(r) is equal to u(r) within each cell with copper atom and
equal to #'(r) inside each polyhedron with gold atom. The energy
of the lowest state inside the cell with copper atom-is now: K, —
— HE, — E'y). The energy of the same state inside the cell with
gold atom has the same value and may be expressed by the formula:
E'y + } (By— E')). The energy of any other occupied state is -
given by formula:

*) We suppose that the values of the wave functions u(r) or u’'(r), which
satisfy the boundary conditions (4) and are hormalised to unity for the eell
in the alloy Cu, A, &re practically squal on the boundaries of polyhedra. This
condition as ean be easily seen from numerical calculations is fulfilled.

‘l' .



Ey,—1} (Eo—'E'o)\ h2k? ' (9)
’ . / + »Snzm'
E'y + § (By— E')

In our exact problem we must find the solution for the case
when the potential in the cells is equal to V¢, or Va4, respectively.
We therefore have to apply the ordinary pertubation method and
determine the exact energy and wave function of the lowest state.
The pertubing energy (4V) in a a]loy is — }|(Ey— E’y)| within
the cells with gold atoms and + } | E,— & 0[ within the cells
with copper atoms. It is well known that the first-order energy
correction is equal to the mean value of the pertubing energy
operator averaged over the unpertubed, or zero-order, wave
function. If we normalize the wave functions w(r) or #'(r) so that
the integrals: [u*u dr or [#'*u dr over each cells is equal to unity,
than we see that the first order energy correction 0 of the lowest
state-is zero in the alloy CuzAu for any state of disorder:

SE — JU¥*AVUdr N}.}|E,—E'|—N1}.1|E, — By _

- JU*U A fU*U dr 0,
where N denotes the number of atoms in the alloy and fdz’ is
taken over the space occupied by the alloy.

We may now suppose that we have solved with sufficent
accuracy this pertubation problem in the case of the perfect ordered
alloy and we thus know the exact wave functions of any occupied
state. But for our purposes it is sufficient to take the wave functions
in the approximate form (8). Let us now calculate the change of
energy of the electron in the ground state when two neighbouring
atoms interchange their places. The change of this energy in the
cel] which was former occupied by the copper atom is now:

[u*(r) (— |Ey —E’o\— |Ey — E'|) u(r) do* = -
= — |E, —E’ol Ju*(r) u(r) dv = — |By — E|,

where [dr denotes the integration over the polyhedron correspon-
ding  to ‘the copper atom. We obtain the energy with the same
absolute value but opposite sign for the cell occupied formerly by
a gold atom. We see thus that by interchanging two atoms in the
right positions, we are lntroducmg at each polyhedron the pertu-
bating potential + |E, — or— |E,— E’, l respectively, which
gives rise to'a ‘scattering of t e conducting electrons.- Accordingly
to our simplified assumptions (8) and (9), we suppose, that these
conducting electrons behave as though they were free—and -thus
the calculation of the probability P(9) is- reduced to the problem
of the scattering of free electrons by the constant field -+ |Ey— Bl
within eaeh polyhedron occupied by an atom in wrong posmon

- %



. D. The scattering probability in the case of nearly ordered
alloy. '

yWhen the alloy is nearly perfectly ordered the scattering
centres have very simple form. The interchange of the positions of
two neighbour-atoms gives rise to a perturbing potential which
is constant in both corresponding polyhedra and its value is
+ |By— E'y| or — |Ey— E'y| respectively. We can thus say,
that in the case of nearly perfectly ordered alloy the scattering
centres are formed by scattering dipoles, which are formed by two
kind of constant pertubing potential, filling up two adjacent cells.
These dipoles are distributed at randon in the alloy.

Before we start with the calculation of the scattering proba-
bility we express it in terms of the area J(:}) dw which an electron
must hit in order to be scattered into solid angle dw. If we de-
note by Jp(#) this probability calculated for a single scattering di-
pole, then clearly .

’ P(8) = aNavJ p(9), (10)
where x is a fraction giving the proportion of the scattering dipoles
present, Na number of atoms per unit volume and » is the velocity
of the electron.

Now it is easy to calculate the scattering probability Jp(#).
First it will be convenient to replace our polyhedra by the sphere
with the same volume, since the polyhedra approximate closely to
spheres. Our scattering dipoles thus consists of two identical
spheres, with radius a, in contact and inside one of these spheres
the scattering potential is + |E,— E'y|, within the other one
is — |Ey— E')|. For the incident, unpertubed wave of a con-
ducting electron we may take with good approximation the plane
wave: ¢/t as we are only interested in the electrons on the
Fermi’ surface. ; ' A e

In order to obtain the scattering probability Jp(#), we have to
find the wave function which consists of an incident wave and
scattered wave, so that, at large distances from the scattering
dipole, which is assumed to be at the origin,

. eikr
Prom @01 of— H(B), o))

We then have Jp(&) = |{(9)]2. ‘ :

If, moreover, |E,— E'g| (({mv* (v is the velocity of the
conducting electron, i. e. on the Fermi’ surface), as is the case in
the applications considered, the problem may be solved by Born’s
approximation, and we have*)

20— B [ i 7 0

*) Mott: loc. cit.;‘p. 87 and 88, eq. (3) and (5).
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where f and ¥ (|f| = |F'|) means are respectively the wave
vector of a colliding electron before and after the collision, AV is
the perbating potential of the scattering dipole and the integration
is over the space of the dipole.

We split now the pertubation potential in two parts: AV =
= AV, + AVy; AV, is equal to + |#, — B’y inside the sphere
with the center at the origin and the radius a and equal to zero
outside this sphere, whereas AV, is different from zero only in
the second sphere of equal volume, whose centre is at distance of

1(ji] = 2a) from the origin and AV, is equal there to — |E, — E',).

Accordingly, we can split our integral in (12) in two parts: a) A
first integral over the first sphere has the form

IEO — E’ol fei(r—t,’ t)) dt;
we introduce the polar coordinates », ©, ¢, with the polar axis
along with f —§f’, and after carrying out the intergration we
obtain

: dna® | B, — E', | f(2ka sin $9),

where z . (13)
f(x) = =3 (sin x — « cos z).

b) In the second integral we carry out the translation of the

origin of the coordinate system into the centre of the second

sphere 1 = t’ + 7. This integral has then a form:
— B, = B D [eit—,v) dp —
= — |Ey — E'y| 47a® f(2ka sin }9) . it
"From our preceeding analysis we then obtain for the scatte-
ring- probability Jp(¥#) the following expression:
2 —
|2 1By — B a® f(2ha sin 48) (1 — 6.7
i
As the orientation of the dipoles are random in the alloy we can

take for |1 — e‘“—"'—’;lz in the last formula its avarage value over
possible orientations. If we introduce the polar coordinates
with polar axis in the (f — {’)-direction, we have:
V 2x n
[ J2[1 — cos (4ka sin }3 cos z)] sin x dx de
[t — efe—27hjs =& O e -
[ feinzdedy
00
Y __ sin (4ka sin §3)
o 4ka sin 39 |

2
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We can thus write Jp(#) in the form:

87m2m sin (4ka sin §9)
To(?) = { dkasin 19 |
(14)

E. Scattering probability in the case of perfectly disordered
alloy.

In the case of a perfectly disordered alloy we can proceede
ih a similar manner. *

In the perfectly ordered alloy each gold atom is surrounded
by 12 copper atoms and among the 12 nearest neighbours of each
copper atom there are 4 gold atoms and 8 copper atoms. When the
alloy is perfectly disordered, we may say, that in the average each
,,wrong‘‘ atom of copper is surrounded by 3 gold atoms in wrong
positions and similary each ,,wrong‘‘ gold atom has as its nearest
neighbours 3 copper and 2 gold atoms in wrong positions.

If we denote now by Jo_o(9) dw the area per unit volume
which an electron must hit in order to be scattered into solid
angle dw, than for P(#) we have similar expression as before;
that is

e |By — B’y a,a}gf'(2ka sin 19) (2 —2

P(’l?) = Jo:.o(ﬁ) dw.
In order to calculate the probability Jo-o(#) in this case, we may
use the Born’s formula (12) again. We split the pertubation po-
tential AV into parts; each one is equal to + |E,— E'| or
— |By— E'y| in the sphere corresponding to the atom in the
wrong position. The integral in the expression (12) is then given
by the following sum: ' '
[eit—t.0 AV de = D feit—t.0 AV, dr,
T

where [dv; is taken over the sphere with the wrong atom in the
position given by the latice vector Tand AV, is the corresponding
pertubation potential.

To carry out the intergrations we transform the origin of the
coordinates into the ocentre of each spehre and we thus obtain:

Zfei(t—t',r) AV, dTl = z_fei(""r’_‘:;'l) AV, dr" =
T+ T
=3 et—tD fgit-—te) AV, dv',
l .
m the integration [dr’; is over each sphere in the new coordinale
system. :



For the square of this integral we than have
et AV def2 = (B, — B'o)? |[e1e) do')? Do+ P 0
7T (18)
where the double summation extends over all the latice points corres- -

ponding to the atoms in the wrong positions and the sign + or —
before the exponential term is to be taken according as the distance

l—1U between two atoms corresponds to like or to unlike atoms
respectively. We thus see that the integral in (15) has the same
form as in the preceding paragraph and its value is then given by
the formula (13).

“In order to carry out the duble summation in (15) it will be
sufflclent to take into account only two sets of terms:

a) The terms which correspond to T—7 = 0 and the numbe1
of which is equal to the total number of atoms in the wrong po-
sitions, i. e. to 2. } . } Na, where Na is the number of atoms per
unit volume.

b) The terms which correspond to two adjacent atoms. When
in this case we draw lines connecting each wrong atom with its
nearest neighbours in wrong positions; we see that these lines are
oriented at random in the alloy as a whole. According to what we
said at the begining of this paragraph, we can see at once, that
from each copper atom in the wrong position there dlverge on
the average 3 lines to its three nearest gold atoms also in the wrong
position; similarly from each wrong atom of gold 3 lines diverge
to the three nearest copper atoms and 2 lines to the two nearest
gold atoms also in the wrong position. Thus the total number of
such dublets is equal to:

NaF4Fp.(3+ 3)=Na}.}.6 in the case of two odjacent
unlike atoms and to Na FAFB 2=~Na$.1.2in the case of two
like atoms. - -

. Now we can easely carry out the summatlon in (15) for the

terms corresponding to [T—?[ = 2a. This sum is equal to

NaF  Fyg (2— 6) ¢t—¥.77)
where ¢i®—,77) means the average value taken over all possible
orientations of (T ——7’) in the space, i. e. it is thus equal to*)

*) The polar coordinates are introduced in the same way as before; i e i
with polar axis in (f — ¥)-direction.
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([ =t 2T g

e snzdrdp G (aka sin 38)
2% % "~ 4kasin {9

J ({ sin « do de H

/7

It is not necessary to take into account the set of the terms
in the double series (15) corresponding to the interaction of the
next nearest neighbours, as these terms lead in the final formula
for electrical resistivity, to integrals, whose values are practically
Zero.

If now we put expressions obtained above into the integral
(15) we have:

}fei(f‘f" O AV de|2 = (By —E',)? lfei(t—f’, “)dr'|2Na 2 }.
[2 4 sin (4ka sin ]‘,ﬁ)]

4ka sin 19

For the square of the integral in the last equation we take fhe
expression (13) and can thus write: .,
|0 AV def? =
— (By— ') (47 a*)* f*(2ka sin 10) Na 3 3 | 2 4 S (4ka sin 33)
— (By— B'y)* (47 a¥)* f(2ka sin 38) Na } 3 [2 )
_It is now possible to calculate probability Js_¢(#) by means
~of Born’s formula (12):

~

. 2 3)2
Tomol®) = {8" " “—} (By— B'y f(2kasin 48) Na 1 1 .
2‘_ 4 5in (4ka sin }9) (16)
' 4ka sin 39 |

F. Scattering probability in the disordered alloy.

-If we compare the formulae (14) and (16) for scattering pro-
bability in the two limiting cases, we can immediately sec, that
the average scattering probability per atom in the nearly perfectly
ordered alloy is: y

8n2ma® S . :
{”7{2“— (B, — E 0)} f2 (2ka sin 19) (1 =
and in the perfectly disordered alloy is (number of atoms in the
wrong positions = 2 Na F,Fp = 2 Na } })

{ 8x2ma®

sin (4ka sin }9)
4ka sin}d)

B

sin (4ka sin 39)\
4ka sin 9 ’

(B, — Eo’)}zﬁ(%a sin 39) (1 —2
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During the order-disorder transformations one of these ex-
pressions changes continuously into the other one. We will not
investigate this change in details; for our purposes it will be suffi-
cient to suppose, that this transition is proportional to the change
of Bragg’s order parameter @, defined by eq. (1) in the first chapter.
We thus assume, that the average scattering probability Ja(9)
per atom corresponding to the Bragg’s order @ is equal to

Jo(®) ={8nma

(B — E’o)} 12(2ka sin §9) (1 —@—®).
sin (4ka sin $9) (17)
— © " 4ka sin 19 )
Any more detailed calculation does not practically change
: " T ; . . sin (4ka sin }8)
the electrical resistivity; the integrals, which contain ~Binnip

as a factor in the integrand, have very small values.

§ 3. Final expression for resistivitly and comparison with the
experimental results.

After these calculations it is possible to write the final expres-
sion for the anomalous resistivity gganst. Of alloy CuzAu in the
different states of disorder. If we denote by y the number of atoms
in the wrong positions (i.e. y = 2 Na F 4F (1 — @)), then according
the formula (10) P(ﬁ) is clearly equal to: P(d) = yvJe(d) =
= 2 Na F4F3(1 — @) v o(8). If we assume Na = N (one electron
per atom) we may write the expressmn for anomalous resistivity
(1) in the form:-: -

Athnsf. = W Y. B, .
where (18)
B — [Jo(9) 2 (1 — cos ) sin & do.

M we put for J () the expression from (18) we can thus write the
formula for spéciﬁc resmtlwty m the final form.

wima® E)}

Aguanst = 22 2.3 1—¢){

sin (4ka sin }9)

.offa(zka sinw)(l_(z_—qb) Afa sin 39

)2n(l—cos 8) sin # d9.
(19)
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To compare this theoretical formula with experiment we are
accepting the following data:

. 1. It is well known that the lattice constant of the alloy
CuzAu- is 3,7.10—8 cm and hence for the radius of atomic sphere
we obtain: ¢ = 1,46 . 10—8 cm.

2. From the paper of N. F. Mott (The electrical resistance of
dilute solid solutions; Proc. of Camb. Phil. Soc., Vol. 32, p. 287,
1936) we choose for the value |E,— E')| =21 eV = 3,34.
. 1012 erg as corresponding to @ = 1,46 . 10—8 cm.

3. The maximum kinetic energy of the-conducting electrons
may be taken from the meassurements on the soft X-ray spectra
of pure copper carried out by Skinner*) and has the following
value: E,, — 8,5 eV; the corresponding value of the wave vector
k is then: 1,5. 108 em—! and the product 2ka is equal = 4,5. The
velocity v can, of course, be calculated from E,, by the formula

4. The integrals in the expression (19) were calculated nume-
rically and the following values and obtained

f [ f2(2ka sin 18) (1 — cos #) sin & 4§ — 0,014,

" sin (4ka sin 1)
[irakasin oy =g 1)

The values of the integrals which are contained in the integrand
factors corresponding to the interaction of nex-nearest nelghbours
are so small, that we can neglect them.

If we put these constants into (19); we obtain for the ano-
malous specific resistivity Agyanss. the values, which are tabulated
in the colum Aptranst-theory in the table I and shown in the fig. 3.

(1 — cos #) sin & d¥ = — 0,0006.

Table I.
e 2 A @¢ransf.-experim. Aetrausf.-t,heory.
_ 2 .cm 2.cm

372° 0 7,1.10—¢ 7,6.10—¢
372° 0,46 4,5 - 4,1
342° 0,64 2,8 2,7
313° 0,69 2,0 2,3
240° 0,83 1,0 1,3
166° 0,91 0,6 0,68

93° 0,96 0,33 0,30

20° 0,98 0,19 0,15

0° 1 0 0

%) Nature, vol. 140 (1937), p. 508.
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§ 4. Coneclusion.

When we compare the theoretical results with those obtained
by experiment, we see that the agreement between the theory
and the experiment is close. At the same time it is evident, that
anomalous change of resistivity during the order-disorder trans-
formation is governed by the long-distance order. The influence
of short-distance order may be expected only in the state of per-
fect disorder. It will manifests itself in as a slight change in the
sin (4ka sin &)

(4ka sin 19)
But this change with regard to the very small value of the corres-
ponding integral is without any practical effect on the final value
of electrical resistance.

Similar calculations were carried out for the alloy CuAu and
also in close agreement with experiment.

In conclusion I wish to thank Prof. N. F. Mott (Wills Labora-
tory, University of Bristol) and Prof. V. Trkal (Charles’ University
in Prague) for helpful interest in this work. At the same time, the
writer wishes to express his thanks to Mr. K. Huang for his valuable
criticism and advice.

numerical factor accompanying the term with —

sk
Theorie vliva uspofadini atomi na elektricky odpor slitiny.
(Obsah pfedchoziho ¢lanku.)

Usporadani atomt v jistych slitinach (na pf. CuzAu, CuAu) je
zavislé na teploté. Pri nizsich teplotach jsou atomy obou sloZek pra-
videlné uspofddany v prostorové mifzi (vznika t. zv. nadstruktura),
kdezto pii zvySovani teploty po¢nou si vyméiiovati navzajem mista
a stav dokonalé uspotfadanosti se porusuje. Tato transformace sli-
tiny z uspofadaného do neusporadaného stavu je provazena zménou
jistych fysikdlnich vlastnosti. Na pt. specifické teplo nebo elektricky
odpor se méni charakteristickym zptisobem.

Autor ukazuje, jak je moZno poéitat zménu elektrického od-
poru béhem transformace na zakladé kvantovémechanické theorie
elektrické vodivosti. V uspotadané slitiné je potencial vodivostnich
elektronit dokonale periodicky v souhlase s periodickym uspofadé-
nim atomt v krystalové mifzi. Béhem transformace se pravidelné
uspofddéni atomt rusi, vznikaji odchylky od dokonalé periodicity
potencialu, které zpusobi rozptyl vodlvostnich elektrond a tim
i jisty nadbyteény odpor.

Predpoklddéme-li, Ze zminény poruchovy potencial je charak-
terisovin podobnym zptisobem jako v Mottové theorii elektrické
vodivosti ziedénych tuhych roztoki, tu zminény rozptyl elektroni
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je moino poditat na zikladé Bornovy rozptylové formule. Je
moZno tedy predpovédét, jak elektricky odpor slitiny zdvisi na
stupni usporadani atomi.

Bragg a Williams v8ak ukazali, Ze je moZzné urdit stupeii uspo-
Fddanosti slitiny pfi jisté teploté z jednoduché statistické theorie.
Definujeme-li stupeii uspofadanosti podobnym zpisobem jako
Bragg a Williams, mZeme potom vypocitat ke kazdé teploté od-
povidajici elektricky odpor slitiny. V piipadé slitiny typu CuzAu
byly numerické vysledky, plynouci z theorie, porovniny s experi-
mentem a byla zji§téna uspokojujici shoda.
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