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Sestrojeni afinn{ kruZznice k eliptickému Fezu ndm velnti dobfe
také poslou#i, mame-li sestrojiti jesté vrieny stin pfi rovnobéZném
osvétleni spodni sefiznuté ¢asti na‘ rovinu podstavnou. V tomto
pifpadé je téz elipsa vrzeného stinu e’ afinné sdruzens s uvaZovanou
kruznicf.

4. Nakonec vSimnéme si konstrukce perspektivniho obra-
zu kruznice (v citov. ucebnici na str. 161" a dile). M&jme za

" alohu zobraziti v perspektivé kruZnici leZfci v rovind zékladnf
a majfci stted S (—3; 6; 0) a polomér r = 6 cm;.pro perspektivu
bud distance d = .24 a vyéka horizontu v = 7.

V pfipojeném obr. 6 je sestro;ena perspektlva kruZnice zna-
mym zpisobem.,

Pokladdm za dulezité sestrojiti tecny 1t, %, které v perspektiv-
nfm obraze jsou kolmé k ose z a uréiti _]e]wh dotykové body 7%
resp. 27*.- Tyto teény jsou ziejmé obrazy obrysovych povrchovych
pifmek kolmé valcové plochy, sestrojené nad danou kruznici.

Obrysové povrchové pi{mky stanovi teéné roviny, vedené
stfedem promitan{ k valecové plose. Stopy téchto teénych rovin na
roviné zakladni{ jsou teénami z bodu O, ke kruZnici £.

Po sklopeni roviny zakladni do primétny » pirejde kruzmce k
do (k) a bod O, do (0),, vzdéleného od poc¢itku soustavy soufadnic
o distanci d. Jeito tato distance je zpravidla nejméné 24 cm, je
(O), nepiistupny.

MuZeme v8ak narysovat opét kruZnici /, opsanou nad (S)(0),
jako nad prﬁmérem, kters na (k) vytind dotykové body (*T), (*T).
Jeji stfed 2 ma soutadnice 2[4 z,; 4(d— v;); 0], kde (25: ¥,) jsou sou-
Fadnice stfedu kruZnice S a d jest distance. Teéndam v bodech (177)
a (2T') odpovidaji hledané teiny elipsy e’. Urdime tudiZ nejprve
dotykové body 7" a 2T a v nich pak teény.

Pii sestrojovani perspektwnich obrazu obrysﬁ vélcovych
ploch je tato konstrukce nutna.
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Metodické poznimky k rovnicxam 2. stupiia
Dr Frant. Kriian, Bra,tnslava

Casto sa rovniciam 2. stupiia na strednej skole vemuje malo.
pozornosti. Ziak sa naudf Jeden — dva vzoree, ,niektory snid aj
vlastnosti korefiov a to mu mé postacif. Ked sa mu vzorec z hlavy-
vytratf, alebo ho popletie (najmi zna.mlenka), jev. koncoch. Kazdy
kolega-matematik vie, aka dolezitost maji rovnice 2. stupﬁa, jednak
v praktickych aplikdciach, jednak ako tvod k rovniciam vyééich
stuptiov. I ked sa na strednej Skole neprebera.]u, aZ na malé vy-
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nimky, ‘rovnice vyssich stupfiov, predsa povaZujem za velmi ddle-
#ité daf ziakovi nahliadnut do podstaty veci prave na jednoduchom
pripade rovnic 2. stupia.

Rovnice druhého stupiia. zadinam vidy touto jednoduchou
geometrickou tlohou: Aké st rozmery obdiaInfka, ked jeho plocha
je g a jeho obvod je 2p. Pravda, prvy priklad potita Ziak s mojou
pomocou 8 &iselne danymi hodnotami P, ¢ (aby priklad ,,vyélel“)
Dovolim mu, aby sostavoval sistavu dvoch rovnic o dvoch nezné- -

mych. Asi takto:
2(z+y) = 2p, )

z.y=gq. (2)

Doporuéim rovnicu (1) kritit dvomi a zdéraznim, Ze tu ide

o tlohu najst dve ¢&fsla, ked viem ich staéet a ich sGéin. Tym je pre-
budeny %4ujem Ziactva. Pokraduje sa dosadzovacou metodou.
Z rovnice (1) vyrata.me y, vsadime do rovnice (2) a po uprave

~ dostévame:

, —pr+q=0.

‘Mladik chce riesif d'a.]ej, gkisi jedno — druhé, ale k pozitivne-
mu vysledku sa zpravidla nedopracuje. Ndpadov na dalsf postup
byva v triede pravda mnoho. Postupujeme potom tak, Ze absolatny
&len dime na pravi stranu, doplnime lava stranu na Stvorec pri-
danim élena (4p)2, a aby rovnica ostala v platnosti, priddme tento
&len aj na druht stranu. Ako doplitovat dvojélen na §tvorec, treba
pravda Ziakov naudit a nacviéit skor, napr. pri zdvojmoctiovani

dvojélenov.
Dalgi krok:

(x— %:D)’ = (4p) —q.

‘Treba zdoraznit, %e tlen (1p)? je vidy kladny. Nasleduje odmocnenie
- oboch strin rovnice. Ak dvojenaénost oddvojmociiovania nebola do

- tiakov vitepend uZ skér, nedivme sa, %e na plus-— minus zabudn.

' Dochadza.me takto ku koncu ,,fazkej tilohy*:

(z— tphe = £ VAP —4,
212 = §p + V(i?’)z——q

Znovu pripominam, %e. pismeny p, ¢ v priklade zatial noflgu-
rujt. Poditame ciste numerlcky Je to pre Ziaka ndzornej$ie. Vyznam
indexov 1, 2 treba Ziakom velmi podrobne vysvetlit. Ziak lahko
pochopf, %o druhy koreii je v nafom pripade druhé nezndma v po-
- 'vodnej ststave. TaktieZ chipe, Ze poradie prvy, druhy nie je dole-

* Zité. Dpporudujem prepoéitat niekolko numerickych prikladov
* tymto postupom — bez vzorca. Treba ich pritom postupne sozna-
movaf s pojmami: &len kvadraticky, ¢&len linedrny, absolitny,
ghdinitel u élena kvadratickeho linedrneho..Zvolme raz priklad tak,
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~ aby hladany obdialnik bol Stvoree. Zpodiatku to Ziaka zarazf,
potom mé z toho radost. A nakoniec najvicsie prekva.peme volme *
p, q tak, aby prava strana rovnice bola zaporna. Oddvo]mocnovaﬁ
nemozno, ak eite nebola zavedend imagindrna jednotka. Ak uz bola
zavedena, strany nema]u v tomto pripade konkrétny smysel. Ked sa

pytate Ziaka, ako to, Ze sme ni¢ nevyratali, méloktory najde spravnu
odpoved. Doporuéujem polozit otdzku: Ak uddm I'ubovolne plochu
a obvod obdialnika, & ]estvu]e vidy obdialnfk spliiujaci dané pod-
mienky? Tu si ziak uvedomi ze nemdze byt plocha velké pri malom
obvode. Treba mu ale ob]asmﬁ Ze moze byt plocha. malé pri velkom
obvode. Aby sme tito okolnost ozrejr

mili, pripomenieme. mu druhd vetu ‘ /C
Euk]idovu a nacrtneme obrazok 1. . e
Opytame sa, aka je plocha obdial- ‘Ritv e

nika, ked jeho strany st «, a,z,. Pocho- / P £7.
pi, Ze v2. Aj to lahko pochopi, Ze tdto 4 p B
plocha je najvicsia, ked =, = z, =7, ‘ x I8 X3 :
ked hladany obdialnik je Stvorec. Po- 7 7 7

. chopi potom i to, Ze ak plocha ¢ ma byt - Obr. 1.

vicsia ako 72, je tloha neriesiteIna.

V dalsom vyklade doporucduje sa pripomenif Ziakom rozklad
kvadratickych t;OJclenov Déme na pr. tlohu uréit rozmery obdial-
nfka ked ]eho poloviény obvod je 24 a plocha 135. Uloha vedie °
k rovnici:

- — 242 1 135 = 0.

Zlada]me aby ziak rozloill kvadratlcky tro;élen Uvedomi si pritom,
ze skutoéne mé najst dve ¢isla, ktorych_ sacin je 135 a stéet 24. Ak
tieto oznaéime z,, z,, pochopi, Ze prave tieto &isla sii strany hlada-
ného obdialnika. "

Prevedieme rozklads
2 — 24z + 135 = (2 —15). (z — 9) = 0.

Zskladny poznatok, Ze saéin je nula vtedy a len vtedy, ak aspoﬁ
jeden ¢initel je nula, treba v Ziakoch doslovne vyvolat, pretoZe ho
» nemaja v popredi sv01ho vedomia. Ked tento poznatok stravili,
budd mat jasny obraz o vlastnostiach koretiov kvadratickej rov-
nice. _

Z hornej rovnice plynie: 2, = 15, 2, = 9. Treba tastejiie
zdoraziovat, ze suet koretiov jev absnlﬁtne] hodnote rovny saéi- -
nitelovi linedrneho ¢lena, ale je opa¢ného znamierka ako tento.

Len po tejto priprave mozno pnstuplt k odvodemu vzorea
pre rieSenie rovnice:
2+ pt+q=0
a to tak, %e paralelne poditame aj numericky priklad a,] rovniou

/
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8 koeficientami p, ¢. Pritom nutno neustéle u’pozoriio#&ﬂ na zna-
mienka. Ked dospejeme ku vzorcu; ‘

o2 =—4p + J@pf —¢
ukdZme Ziakovi, Ze tento vysledok vychidza aj z obrazku 1, lebo
vzdialenost PS je |/(3p)? — ¢. Vzhladom k tomu, Ze p je zaporné,
jer = — 4p ¢islo kladné. Z obrazku tiez vidief, Ze v tomto pripade,
to zn. pri ¢ > 0, je | V(gp)’——-ql < |4p|, a preto oba korene st
kladné. - ’

‘Utzitim Euklidovej poudky rieSime geometricky kazda kvadra-
tickd rovnicu s kladnym g. Pri zdpornom p st oba korene kladné, pri
kladnom oba korene zdporné. To musia Ziaci stravit. '

Euklidovej vety nemozno uZit na rieSenie kvadratickej rovnice
80 zdpornym ¢, uZ aj preto, ze v = Vq by bolo imagindrne. V tomto
pripade je jeden korefi kladny, druhy zdporny. Sudet koretiov je
rozdiel ich absolitnych hodnét. Ide o vyhladanie dvoch &isiel, ked
je dany ich sa¢in a ich rozdiel — brané v absolutnej hodnote.
V tomto pripade rieSime tilohu geometricky pouZitim vety o moc-
nosti bodu ku kruZniei.
. Sostrojime kruznicu o priemere | p |, k nej sostrojime dotyé-

nicu &na Mu nanesieme V— q (vid obr. 2). Bod P spojime so stredom
’ s " kruznice S. Na.se¢nici vzniknt
useky z; a z,.

Plati: ,
l2] . 2| =1ql,
[la] —| @l =15l

Useky x, a , st korene kva-
> dratickej. rovnice so zdpornym g¢.
7 A-.. Va¢sf z nich mé opaéné znamien-
ko ako p. Pritom

J@pP —¢ =P8 > | ip,
Vi —q> O.

- Korene st vidy redlne; Ziaci vidia hédzorne, predo. Pri tomto
geometrickom znédzornenif mozno ich cvidit sledovat zdvislost ko-
refiov' z,, z, na ¢ pri konstantnom p, alebo naopak. Tomuto spoésobu
* dévam prednost pred nomografickym riefenim rovnic 2. stuptia ako
.~ '8a to.poddva v nafich uéebniciach. Ziaci strednych §kél nemaji
", eBte pre tento druh matematického myslenia dost vyvinuty smysel.
. Skér chapu funkéna zévislost: o

L Yy=a+pr+q.

lebo
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Vedm si k danému z najst y, sostrojif funkciou dant krivku a po-
chopia, Ze prieseéniky tejto krivky s osou z st korene rovnice:
2?2+ pr+q=0.

Pochopia aj vyznam splyva,]uclch koretiov a komplexne sdruienych

koretiov.

Pri sGhrnnom opakovani v oktéve je uzitodné previest so
Ziakmi rozbor funkcie: y = 2* 4 pa + ¢ napr. takto:
' y—a+ (3p)* = 2* + pz + (3p)*,

y—Ilg—@p?l= (= + ip)*.

T o
Y
_ \P. P Z X
0 ‘2
q-sp)
X
’ . Obr. 3.
Po zaveden:
Yo =g — (3P)%
. Xy =—1p
dostéva,me:
) Y— Y= m~m,
odkial qk':' :
Yy—4% =1,
L ' X —— Ty = X,
dosté,vame vztah: 4
, Y = X“

Tu pochopia Ziaci, Ze-vietky funkcie y = z’ b pm —l- q st
tvarove shodné para.boly 8 vrcholami o sura.dmcla.ch

N\ Xy =—1p, N

Yo =9 — ({p)* = — D.

Upozornime ich, Ze y, rovna se zdporne vzatému dlsermmantu,
v dosledku &oho priese¢niky krivky s osou z, t. zn. reélne korene,
dostaneme len vtedy, ked y, < 0. '
. Pritom ako samozre;mosﬁ ]a:vi sa t4 skutoénost, fe v absolﬁtne]

hodnote: * - i .
: PIP’ PV (vxd obr. 3). .
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.7 V_dosledku tejto skutotnosti za pouZitia jedinej krivky:
Y = X3, ktora vkladdme pod prlezracny milimetrovy papier, na
ktorom sa vyznacené kotované osy, mozno riedit graficky vietka
rovnice druhého stuptia, len treba krivku vhodne umiestnif. Urcit

%y = — }p vyZaduje minimalnej prace, uréit y, = ¢ — (4p)? zna-
mend vyrdtat diskriminant. Preto toto grafické rieSenie je v pod-
state len grafickym odmociiovanim diskriminantu. — Nakolko

parabola: Y = X? md maly parameter, doporuduje-sa sostrojif
krivku tak, Ze Gsetky x zvié¢sime napr. na dvojnasobky a podla toho
aj os z kotujeme.

Odvodenie vzorca pre riefenie rovmice:

T a4 br+c=0 "

neprinaSa ideove ni¢ nového. Pravda, znalost vzorca nutno vyza-
dovaf. '

Goniometrického rie§enia rovnic druhého stupiia sa uZiva na
strednych skolach velmi zriedka. Substiticia:

i
tgcp——&b——«— pri ac <0

zd4 sa na prvy pohlad umelou. A predsa, mé nézorny geometricky
vyznam, ak rieSime rovnicu graficky pouzitim vety o mocnosti
bodu ku kruZnici. Nakolko: p = '97, q= —c~, je

21/:& l/"_
ip~

Uhol ¢ jé vyznadeny na obr. 2. Zavedenim uhlu ¢ vychidzajt
korene rovnice 2. stupiia pre pripad a > 0, ¢ < 0 vo forme:

[

c
Z, _.——V——-; cotg 1.
O tom sa Tahko o presvedéime z"obr. 2, lebo, ak SP SP, =
. -’_sz»le OP, = P@; = | z,|, OPy= PQ:"‘l“’a[a X OP,P =
ST OPP1 = W: a preto ' A :

tg g =

tgp =

|x2|

V__

| lay | ==qtglg, | ol = V———?‘ cotg 4.
Vhééi z koreiiov m4é opaéné zna,mlenko ako p

' qdkial’

\l i Py
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