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losti V‘V (B"'B’ L BO), sméru viak opaﬁného je rychlost yapr
bodu 7’ ve sméru kolmém na V'V’ omezena spojnici V'B'.
- Okamzﬂ;y stfed otacenf V, normaly n,, tedy stfed kiivosti
pro vrchol ¥V, je v prise¢fku normaly n, se spojnicf V1V,
Obdobné jednoduchd konstrukece je i pro poéatku bliz$i pri-
sedik kiivky (c) sfbra.]ektorli (b) Tam ovSem rychlostl ViV a B'\B’
jsou sobé rovné velikost{ i smérem.
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Analytické a synthetické studium kfivky tf¥etiho stup-
n¢ dané tifemi pary konjugovanych bodu. Singularity.
" Dr Véelav Stépinsky, Mor. Ostrava.

Vychodiskem nagich Gvah je véta: Geometrické misto bodu,
jehoz spojnice se tfemi body roviny (4, B, C) protinaji tii pfimky
roviny (o,, 0,, 03) v bodech leZicich na téze pfimce, je obecnd kiivka
trettho stupné. Dilkaz této véty podal H. Grassmann') pomoci
bodového poétu a A. Clebsch pomoci eliptickych argumentii.
Podédme jednoduchy analyticky dikaz véty, ukaZeme, Ze toto urceni
k¥ivky je totozné s uréenim tfemi pary konjugovanych bodd, bu-
deme se zabyvati konstrukcemi kiivky takto uréené a vyéeti'ova,ti
piipady singularni.

_ Trojahelnik uréeny body 4, B, C nazyvejme trojuhelnfkem
prvofadym a trojahelnik o strandch 01, 05, 03 8 vrcholech O, 0,, O,
(0, proti O,) trojuhelnfkem druhofadym. Druhofady t:rojﬁheln’ik
zvolme za zakladn{ trojihelnfk projektivnich soufadnic. Soufadnice

-bodu O, jsou 1:0:0, bodu O, 0:1:0a bodu O; 0:0 : 1. Soufad-

-nice bodi 4, B, C jsoua, :a, :azresp. b, : b, : by a ¢, : ¢, : c3. Hledd-
me rovnici geometnckého mista bodid X (z,, 3, ag). Pro spojnici X4

- dostdvame rovnici

51 52 58
T T, 25| = 0,
' G G Qg | -
kde &; (1, = 1, 2, 3) jsou souFadnice promenného bodu této pHmky.
Podobné XB a XC maji rovnice N
§1& & 1606
‘ Ty Ty Ty | = 0 re8p. | T, Ty 25| = 0.
.~ by b, by G Cy Cg

" Pio prl"lse(‘:n)" bod M (m,, my, my) piimek XA, m uréime soufad-
‘1) Crellettv JoprnaL 86_,._str. 117. - S
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nice ze soustavy B I / .

£1+O Eg—l—o 53_0351z2zz'l+52 xsz'l +§a xlxz —o.
pomerem
| 2 — 'xel) Ty Xy
my I Mmy I Mg = 0 |a2 a, a5 @

a podobné soufadnice prﬁseéiku N = (XB . 0,0,)

s T Ty | .| % 2|
Ny Ny M b, b, £0S by by |
Koneéné bod P = (XC . 0,0,) je stanoven pomérem
. | 2 2, Ty X3 | .
PPz Ps= lei e Cy Cy " 0.

Body M, N, P budou leZeti na pfimce, kdyz

ol Batrl | B
A Ay | | Q3 Oy
Zy Za || ¥s Lo 1 = (),
by by |0 |5y by
Xy Ty | Xy Ty |
€ C3||Ce C3|

Pouhym dosazenim p¥isluinych soufadnic se presvédéime, ze kiivka
tiettho stupnd urdend touto rovnici prochdzi jednak Zesti body
0,, 0,, 03, A B;C a jedté témito daldimi Besti prisetfky (4B .
. 0,0,) = 0', (40, . BO)) = 0";, (AC . 0,0,) = 0',, (40,.00,) =
= 0"y, (BC .0,0;) = 0',, (BO; .CO,) = 0",. V této konfiguraci
urduji viak body k¥ivky tfettho stupné pod]e Cayleyez) étvefiny
korespondenéni; jsou to ctvermy A, Oy; B, 02, , 01; O,C — B, Oy;
C0,, z tehoz dile vyplyva, Ze dvopce na pf. A 0,; BO,; 0’,,0”
urdujf 6 vrcholii uplného &étyrstranu vepsaného na¥ kiivee a jsou
tudfz pary bodové AO;; BO,; COy; 0',0";; 0, 0”y; 05, 075 dvojiny ~
bodu kon]ugovanych (Cayley tamtez) : :
Piipometime si jesté, co mame rozuméti pod obecnou polohou
trojiny konjugovanych parﬁ bodovych. Nemé-li kiivka degenero-
vati, je. nutné, aby se Zadny z diniteli a,, b,, ¢; nerovnal nule, to
znamend, Ze nesmi %adny z bodu 4, B, C konjugovany k pislus-
nému z trojiny O, Oy, Oy leZeti na spojnici zbyvajicich bodu této
trojiny. Ze stejného divodu je nutné, aby platily vztahy a,b, —
— bjay += 0, a,c; — age; = 0 & byeg — byey + 0, coz znadl geometric-
ky, Ze spojnice dvou bodu z trojice 4, B, C nesmi prochédzeti tfetim

' 2')8Mémou‘e sur les courbes du tro;snéme ordre, Liouville Jouma.l 9,
str. 28 : .
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. bodem trojice 01, 0,, 08 Kdyz ]snie si takto zapstﬂx zcela obecnou -
. polohu danych konjugovanych pari, miZeme ptistoupiti ke kon-
strukei na&f k¥ivky (obr. 1).
Zvolili ]sme konjugované pary a, ol, bjo,; ¢, 05 (v obrazcich
jsou body oznateny pismeny malymi a p¥imky velkym1) Budeme
-vyhledavati body kfivky na paprscich svazku o,." . _
Vytknéme na zvoleném paprsku 0 body 1, 2, 3, 4, ... libovolné
a promitnéme tuto fadu jednak z bodu a na 0,05, dostaneme fadu.

| 12,24, ... a jednak z bodu b na 0,05 do bodu 7%, 2, ... Rady I¢, v, .
1%, 2, ... jsou projektivni a spojnice 7910, 2"2” 33 ... obalmi
' kuieloseéku Bodum . 1, 2, ... pﬁsluée]i ]ednoznacné teény této
kuZelosedky (K2). Na paprscich 10 a 0,0, vzniks pak nésledujfcf pi-
buznost: Bodu I na 10 pifslusf jednoznadné prisetik (1°1° . 0,0,) =1';
obecnd libovolnému bodu j tady 10 piieluf jediny bod j’ fady 0,0,
. naopak to viak neplati. Bodu 5’ rady 0,0, pHisludejf dva body fady
10, které dostaneme, kdyZ z bodu ;' vedeme teiny ke K?'a jejich
priset{ky s pfimkami 0,0, 0,04 spojime s body a, b. Pmseénik téch-
to spojnic je bod J-
Pk{buznost ve sméru 1, I’ je jednojednoznaéné a ve sméru 1'1
]ednodVOJmaéné bod o, je jejim bodem samodruinym a tudiz
" obalujf spojnice 17, 22', ... opét kuieloseéku, oznaéme ji L2. Ve-
. ‘deme-li bodem c t.eény ke kuzeloseéoe L2, protnou tyto paprsek 0

~
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ve dvou bodech !z, 2z, jeZ jsou body uvaZované k¥ivky -tfetfho
stupné. V obraze byly téZ sestrojeny piimky !X, 2X, které ndleif
podle definice kiivky bodim !z, 2z. Z uvedené konstrukce jednotli-
vych bodi kiivky se potvrzuje, Ze je kiivka skuteéné stupné tietfho.
Ukézali jsme konstrukei bodi kiivky, jez se nachazejf na paprseich . -
svazku o, (nebo o,, 0;), podobné muiZeme urcovatl body kiivky na
paprscich svazki o vrcholech a, b, c.

Mysleme si na p¥. bodem a libovolny paprsek 4 a zyvolme
na A - fadu bodd 1, 2, 3, ... a promitnéme ji z bodu b na
olo,,, dostaneme fadu 1%, 2%, ... a promitnutim z bodu ¢ na p¥{mku
0,0, Tfadu I¢, 2, . Rady bodové 16, 2%, ... a I¢, 2, ... jsou projek-
tivnf a jejich spOJm'ce obalujf kuZelosecku (A42), ktera se dotyké
pFimek 0,05, 0,0,. Kdybychom pak vedli k této kuZelosedce teény
z bodu e, pak tyto teény X, (X,) majf tu vlastnost, Ze jejich prise-
éfky 8 primkaml 0§05, 0,03, 0,05 Spojeny resp. s body @, b, ¢ urdujf tii

* paprsky, jez prochazejf jedinym bodem z,, (x;) nasf krlvky ttettho
fadu. Body tyto lezi souc¢asné na vytéeném paprsku A.

Piipady smgularni

Nechf o, = a, po dosazeni do rovnice kiivky a, = 1, a, = 0
aa;=20 obdrzime rovnici kiivky ve tvaru
x, T |
6 Cg|

I T3 Lo T Ty Ly Xy

Iba b2 bl b Cy Cg

kiivka je raciondlnf a ma dvojny bod v bodsé o, = a. Vysledek mi-
‘Zeme vyslowtl vétou: Geometrickym mistem bodda =z té
vlastnosti, %e paprsky sm&fujici z tschto bodd ke tfem
pevnym bodim a, =0, b,c protinajf strany trojuhelnika
@ = 0y, 03, 03 res. Oy, Oy, 04 vzdy ve tfech bodech lezicich na
ptimece, je kfivka tfetiho stupné s dvojnym bodem v bodé
a =0, advéma pary konjugovanych bodu b, 0, a ¢, 0.

Na podkladé geometfické definice kfivky sestro;ime ]e]i body
na paprscich svazku o, = a (obr. 2). Vedme bodem a paprsek M, ~
ktery proting kiivku v bodé m. Spojime-li bod m s vrcholy a, b, ¢
-a tyto spojnice protindme se stranami0,, O,, O,;, dostdivame body
m", m®, m®, které lezf na pifimce M°. Vytkneme-li si tedy paprsek M,
-mﬁieme zjistiti jeho prﬁseéik 8 krlvkou, budeme-li zna,tl polohu
. ptimky Mo. :

" Z bodt mb, m¢ miZeme sestrojiti bod m dvéma zpusoby atimsi
zajistime i*pfesnost konstrukce tohoto bodu. ;
' Zvolme na M fadu bodﬂ 1,2,3,... a promitnéme tyto i"a.du

jednak z bodu b na piimku olo, do bodi 7%, 2, ... a jednak z bodue¢
na p¥mku 0,0, do bod 1¢, 2, . i‘ady tyto budou prol ektxvni a pro-

= 0;

5 ’ ' ~ "+ ' Des



ISR Ny
b

x . . A -
toZe maji bod o, samodruiny, budou téZ perspektivni se stfedem .
perspektivity s = (1°1¢. 2¢2°). Spojime-li bod m? se stredem s,
dostdvéame primku M°. ’ :
Ot4éi-li se paprsek M kolem stiedu o, = a, ménf i stfed per-
* spektivity s™ svoji polohu a vztah je tu jednoduchy. Stiedy per-

spektivity s™ pohybujf se po piimce .be, jednojednoznaéns piibuz-

N " nost bodd s™ a (M . bo) je involutornf a z bodu o, se promits tato
- involuce involuci svazku paprskového, jeji% samodruzné paprsky
- splyvajf s tetnami dvojného bodu o, = a. Tato involuce je tudiZ
' toto¥n4 s involuef, jeZ prom{td konjugované pary bodi nadf kfivky.
- “Stfedy perspektivity uvaZovanych projektivnich trad. 1%, 2%, ...,
' 1o, 2, ... prolibovolny paprsek M lef na be z toho divodu, Ze prvky-
-~ Fad pﬁsfuﬁné p;ﬂseéiku-(M . be) lezf na spojnici be. Involuce svazku
~ plyne z involutornf p¥shusnosti paprski 0,05 & oc. Paprsek M mize

1 . “
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‘splynouti s p¥Hsluinym paprskem o,s™ jen v tom pripadé kdyi bod m
splyvé s bodem o, = a, tedy na teén$ v dvojném bodé knvky

Primky M° jako spojnice bodi s™ a m® uréujf na p¥imkach bcfa. 050,
projektivni fady a obaluji kuZelosetku (ZX?2), kterd se dotyka teden _
v dvojném bodé nasf kubické kiivky (obr. 2). :

Na podklad® vySetienych vztahi miiZeme sestrojovati racio-

nélni kiivku tfetfho stupng, kdyZ je ddna nékterym z nédsledujfcich
zpisobu uréenf.

1. Raclonalni kiivka trettho stupné je da.na, bodem dvo;nym
a dvéma péry bodi konjugovanych.
2. Ktivka C2 je ddna bodem dvojnym, jednim pirem bodi
konjugovanych a jekté daldfmi ttemi body obydejnymi, -
"~ 3. Ktivka O )e dana bodem dvojnym s pisludnymi fe¢nam

a daldfmi étyfmi svymi obecnymi body, z nichz dva mohou by
sdruZend nnagmé,rni A pod

) 5e : s 7 -> ' Do? v



-~ Speoia.lisujéme-li déle polohu vrcholi a, b, ¢, 0,, 0,; 05, dojdeme
aZ ke konstrukei a vlastnostem kuZelosetky.
Zvolme na pf. a = o0, b = 0,, pak dostavame po tpravé rovnici

3} 2%y

kfivka se rozpadd v pimku x; = 0 a v kuZelosedku 2x,2,cq —
— &g (226, + 2,¢5) = 0. Body o0y, 0, 05, ¢ budou miti na kuZelosecce
n&jakou zvla¥tnfi vzajemnou polohu. Uréfme rovnice teden nasf ku-
Zelosetky v bodech o, 0,, 05. Bod 0, ma teénu 2csx, — Cotg = 0,
v bodé o, je tetna 2cyx; — ¢;23 = O a teéna v bodé o3 mé rovnici
6%, + ¢,%, = 0. Z prvnich dvou rovnic miZeme odvoditi jesté
rovnici ¢,x; — ¢;2, = 0. Dospivime k vété: Zvolime-li na kuzelo-
" sedce t¥i body o,, 0, 05 & bod &tvrty ¢ na spojnici pélu o’ piimky 0,0,
s bodem oy, pak miZeme povaZovati kuZeloseSku za geometrické
misto bodu té vlastnosti, Ze jejich spojnice s body oy, 0,, ¢ protnou
pHimky 0,04, 0,05, 0,0, (vZdy v uvedeném pofadi) v bodech, je7 lezf
na piimce. Ke kazdému bodu kuzelosetky pfindleif timto zpiisobem .
urditd piimka a viechny tyto pimky prochézeji bodem o’y (plem
pHmky 0,0,). Dalsfm rozborem rovnice nasf kuZelosecky a z jeji
geometrické definice mohli bychom zjistiti jesté jiné vztahy a kon-
strukce, jako piiklad uvidime konstrukei étvrtého spoleéného pri-
setfku dvou kuZelosetek; Fedeni této tlohy je patrno z obrazce
(obr. 3). ' '
Mohli bychom uvaZovati také jeité o jinych specidlnich ptipa-
dech polohy bodu a, b, ¢, 0,, 05, 05. K zajimavéjdim vysledkim viak
dospéjeme, budeme-li se zabyvati roziffenim nagich avah do prosto-
+ ru trojrozmérného a vicerozmérného. g

T, X,
¢ C3

Ty X

=0,
Cy Cg

Loy
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