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On a generalization of Fourier series. |

. Joset Korous, Praha.
(Received June 12, 1945.) ‘ ;
o

1. Prelmimary'

Before we proceed -to’ formulate the problem which wxll be
discussed, we need several_definitions. :

First of all, T introduce the followmg sets of real numbers: 5

1. {l,} denotes the set of real numbers I, (v = 0, +1, +2,...), =™
satisfying the following conditions: . - R

l;<l,+~1, l_l <0§10’ l,=v-{-_—a+ L,

where a*) is a fixed real number and  _- ) ,

limsup |4 < 0 BB | P

r=4 : - \ ) ST

~ The aggregate of all possible {/;} is denoted by A4,(a).

 2: Ay(a) C A,(a) is the aggregate of all {1,} satisfying

for |»| > 1 and

“ N

Flefcam L ae

3. Ay(a) C Aq(a) contams a.ll {l,} satisfying
> . 2y = o(log 1|v|)forv-.j;oo
7 4. To A(a) C 4y(a) belong all {1} with’ SR
SN A ——O(Ivl—llog—l T BRI s ¥
for |v] > 1-and AT
g z|1,|< .

yg,—-m . ‘ ¥ \

i

o
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For brewty, we put A40)'= 4;, where\z =1,23, 4.
To every {l,} we associate an integral function .of a complex
variable

=y

lte) = 1) [T (1_,1)6, (1,7)
We denote by L;(a) the class of all I(z) belonging to {I, } € Aia)

and. write simply Z; instead of L;(0).
Further, we put for I(z) € L,

-

o k(z) = U(2) cotg 2z + of2) )
where . .
_ 2 = l(v) l(O) '
Q(z) - 7_‘— vﬁz@ 'V('V . z) nz + b’*) (l)g)

b bemg an arbitrary real constant.
If I(z) € L,, we define also

alv—

(1,10)

-%2.5

and denote by P the class of all such o(z).

‘ . 2. The problem. ‘
Let « be a real number and f(z) a real function defined'in
. [&, « + x]**) and such that |f(x)| is integrable (in the sense of
Lebesgue) over this interval. (2, l)
~ Our object is to investigate expansions of such functions in
_series _
; lim D (a,cosl,  + b,sinlx)t) (2,2)
i N=00 y=—n "
- ;for xefx,x + n] and {l,} € 4,.
. *) The convergence of this series and of the series (1,10) will be made *
- evident in the proof of lemma 4.
._**) [a, b] is a closed, {a, b) an apen interval.

%) Mr. Walsh oocupled himself in a paper entitled ,,A generahmtlon of

: the Fourier cosine semes“ (Am M. S. Transactions 22) with a similar series;

.‘ Hl_s series is (wmh our not,atlons) 2 a, eds 1, for e [0, 7] underthe followmg

v==0 < _ 2%
_s:mult,aneous a.ssumptlons,
O T .'Zn‘1‘<aoandl°+421’<—}-
R S =1 : n=1

Wlth the aid of the theory of functions of an infinite number of variables
.- Mr. Walsh - ‘proves the equiconvergence of his series with that of Fourier, *
(A cesine senes is obtained from 2,2), if . g. o = ——1}1: and /(t) maneVen

funot.xon g . e
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“The boefficienté a, and b, ai'e} giv'en by the following formulas - -

a, = }k(l, ){l’(l )1 f f(t) cos Lt dt,

s

— )T () f f(t) sin Ledr, - (2:8)

where l(z) belongs to the same {l,,}
It is seen at once that the Fourier. series of the function
f@®) in [&, ~ -[- n] is a special case of (2,2). Th1s Fourier series is

n =00 1="-

hm Z (a’, cos vx 4 b’, sin vz), | (2,4)

where

l atn
a’, f f(t) cos v df,

[

b, f f(t) sin »¢ dt, L (2,‘5)

and tends to zero in (x — 7, ).
Further, we observe that the coefficients (2,3) are not deter-
mined umquely, for their formudas contain an arbitrary constant b.*)
Put

L -  sam f) = Z (a, cos L,z + b sin [,z) .
Wlth ooefflclents (2,3) and
' Sn(2; f)_Z(a coswx-{—b’ sin vz)

thh ocoefficients (2 5), n being a posmve integer.

Puttlng Y
o nmn—¢§ynuerwuw—m
.é.nd-i :
i o R Y Z cos [v(:v——t)]
#aﬂbvlous that M::_" ,

%wn-thmnw

.-'\ \‘--‘) Gonsequently the coefficients (2,5) are not unique. Rsplacmg them .
- by (-4 (1) b)a’, and (1 + (— 1)” b) &/, respectively, we obtain a series _
--6qmcoﬂv&%:nt with (2.4) 9n (x; & + 7), 5ub not in i (6 — 7, &) B we Tay
“Qlﬂy sonvince ourael\ms by methods used in the heory of Fourier ‘series.
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>a+n

&(w = f f(8) Kn(z, t) dt.

. If (BR) denotes the cu-cumference of the circle (z} =R, it
follows by the theorem of residues for almost all valnes of n*)

: ..Aa'x‘n‘d'

ka(2, t)_—— f k(z)f 1(z) cos [(x — ¢t) z] dz.
Putting 3
on(2, ‘)=r J e cos (e —1) ddz (30)

' _a.nd replacing k(z) by (1, 8), we obtam

1
kn(z,t) = e ("{g)cotg 71z €08 [(x—1) z] dz
: + Qn(% i) = n(xs t) 4- en(z, t),
* 8o that '

sn(a f) — Su(a ) =77<t) a@mhd. @)

‘We observe that if the last mtegral tends to zero for » —+ oo,
the series (2,2) and (2,4) are equiconvergent so that the question: of
the convergence of (2,2) reduces to that of the corresponding -
Fourier series. In the next chapter we-glve some sufficient condi-
tions for this equiconvergence, while in chapter 4 an analogue of the
B(iemann-Lebesgue theorem on coeffwxents (2,3) is estabhshed

3. Theorem on convergence.

In this chapter I establish the followmg theorem: :
: (A) When f(z) is of bounded vammon in [o, x + n] then [or
ze(x,x + 7) '
8n(; f) — Salz; f)—»Oforn——>oo ' (31)'
- wniformlyin (6 0, & + 7 —1), where 7 is an arbitrary f;:ved, real
-~ number in (0, 1).' >
" * . Thesum of {2,2) is therefore ¢ [f(z — 0) + f(a: + 0)], as. rsmus
- from the theory of Fourier series. .
- (B).When.{l)} e A, then (3,1) holds for any fum‘hon '(2 1)
* _um/ormly in (« + 7,4+ n—1n) “ ;
e (0 Whem {l,} ¢A, and q(z)eP (3 1) is true alao for

s o5 %) In 6o uenve of (l 1) it is obvnous jhat no zero ei 1(}) oohwh 7
G withn+«}, dn'r:englugdonough R "

RS b - : . £ o5 w s
‘ i A <) ) . - s <
z o : AN .

ST e ’ e T & 7 3
gl e e . “ s AR it o\
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provided that [(t) i3 of bounded variation in (x + & — n,'x + n), and
for x = o + 7, if f(t) possesses the same property in (x, x + n).*)
(D) When {l,} € A, and o(z) € P, (3,1) i3 satisfied uniformly in
{&; & + =] :
- Before proceedmg to the proof. of this theorem, I introduce

some notations which will be employed in what follows (also in the ‘

next chapter) and prove some preliminary lemmas.

Notations.

l. B is any fixed number in (6 lim sup 4,1, })-
M V=400

,\/’ N

. 1 is any number in (0, 1).

3 @ € [—m, @] is the argument of a complex variable z = refe
where r > 0.

4. ¢; 0 =1, 2, ...) are positive constants independent of r as
well as of ¢ € [— =, #]. They may depend on B. The numbering is
independent in every lemma.

5. n denotes in this chapter a positive integer, in the next
chapter any integer. o

6. k; are positive consta,nts independent of » and of q (see
Lemma. 5e.8.).

1. M(a) = (—oo,oo> Z[(v+a—av+ o+ O+ —

y=-—aw -

—a—8,v—a 4 0)+ th—9, bt 8) +(—bh— 8 —L + 3,
where 4 is an arbitrary constant in (0, 5% ). M = M(0).

Lemma 1. ‘Suppose l(z) € L, and r € (1, o0) M. If
“A(z) = 1(2) cosec nz,

then ) ' .
ot < | A(re®) | < cqrf. v (3,56) -
Proof. Smce by (1, l)
' A <A < 1 - (3,8)"
bfor almoat all va,lues of », we have . - e
! 'r——iTﬂ_ <v T an

, fm" a.ll va.lues ofre (ro; ) M, Where ro> 0is properly chdeen, and
all Jvalues of thh one possible exoeptlon. L o

i ‘) Thase oondlf,wns canoeming f(2) are sufflment, thou' neoesuty u not



"~ Accordingly, for the same 'vahes of rand» ,

f i Lo g
.1°g!1“re¢w_vH< =T |+ T M), s
(3 7) may be false for a |#| e (r — 5, 7 + Tr)- Butmthis cast
A,
|logl 1—————H<|10glr—vo|| + [log lr——l.,|!<2log 5
(3,9)

+ Further, putting

a) = ] !(1 — li) ev,

we deduce easily

- 1 .
llog |g\(ref?) || < 64’ + ¢y Z I < G A3,10)

lvl=r?

" and by a similar argument

where ‘ T~ .
a@) = [T (1*%)&;
¢ |» ! .
We may now write ! . o
M) =~ @ e [T - T] (1—;—_‘5—'). 3,12)
: ll<r 7 pri<e '

B Ta.kmg the real parts of logarlthms of both sxdes and utﬂismg
. (8,6)—(3,11), it follows ,
He

log 13re)11 < + 3 log(
r—]v]l

. 1
[log Iez(re“”) H <en . (3:11)

il\/

BRidESa _
. NN,V"'2+ 72 T—-I‘V‘

“In thls formula N, = (—- 7%, — 1), when ¢ € [—— in, 3n] and N, ==

== (1, r?) for the remaining values of tp Sxmllarly Ng = (0, gr) or

=41 0) and Ny= (— 1%, 78) — N, —N,. .

. & Hence we deduce by employing (3, 6) : o ’

T uog |A(re¥®) || < ¢y + Alog 72 + Alogr* —logr) + .
<t oo + A [log §r - log (r! — )l < e, + BAlogr, .

L e Mogldrenll <o+ flogr, T
Mhehiseqmva.lentto(ali) e A




" ‘Lemima 2. If g(z) € Ly(a) and -
. 71e) = gfe) oosee [z — a],
then /or reM(a) and fa| < 1
o < lylre®)| < e, (3,13)
Proof. Let g, = v 4 a + 9, be the zeros of g(z). - ‘ ;
Using the well-known formula

sin 7 (¢ — @) = 227 (; L q) I (1——v’.‘a)ei
¢ T

P=—00

sin 7

bemg replaced by n when @ = 0, and proceedmg on the lines.
of the prevmus proof, we_obtain

sin 7a ()_ ﬁ v+a ﬁ (1______7’:__‘.1) R (3,14)

e WY s=h 2V

- The convergence of both produets is evident from (i 3). ,
From (1,2) it can be easﬂy seen that taking r ¢ M(a) la.rge
enough, we have ‘
Y, 55
r_-—:v——l——cﬂ I < %,

and consequently

.

Py ¢ S .
r——lv—}—ab

re"”—ftf—a'

log |1 —

<2

for all values of ».
- Accordingly, - . _ °

" A k ' I"
log Iy(re) | < e +2| 2 + 2 + Zi

sl Vr<l-1<2r 'l'léﬂf4"""‘"|""{‘..?|,
<c,,-i—c.]/rr--1_+_c5 max- ]}l,,]logr+ ‘w | e} :
Yr<isj<2 - ‘ ;|v|zzrv '7. v

’

and the result follows from (1,2).and (1,3)... . . o .-
,LemmaB Whenuzsrealandlul > l,weluwe o, 0N e
) = 0wy, o @IB)

L 9(’“) 0(1)‘ vy, Y (818

II m is an mteger, £y T N B S Y

Jlglm + a) S k Ir.-!. e

k bemg a poaitwe constant mdependent pf Mmoo
\ Proof (3 15) holds by (3,5) for the above u ¢ M

\
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", Puting

1".(%) =T l(u)

a.nd onuttmg in (3, 12) the term 1 — 1,,, , we deduce by re.pea-‘

" ting with this modlflcatlon the analysis in the proof of Lemma 1
Im(u) = O(|u |f) -
also for wueM+ (m—¥8m-+41—9).
Hence for these values of u

lw) = (u — lp) Am(u )

sin .

= 0(1) O(|u|f) = O(lu ), (3,18)

' a.nd the left-hand side being mdependent of m, (3,18) holds for all -

where

\\-

.

‘real values of u.

* The proof of (8,16) follows on the same lines by modifying the
proof of Lemma 2. We have

sin [n(u — a)]
9(“) (% — gm) Ym(®) —ms
ym(u) = O(1) for ue(m + a— 38, m 4 a + 9).
Hence ' :
C qgm+ )| = |ymymim + @),
and (3,17) follows immediately. )
Lemma 4. Suppose re(l, oos M. Then

- Lo Jelret)| < Cx"‘" oo (3,19) -
ST YII When {I,} e Ay, then : : :
s o letrew) | < . (3,20)
‘III Wken {L} e A, and g(z) € P, then o =
o(re¥?) = o(1) for r—> 0o o ('3,21)'
umjm-mly m [— =, x]. R : o
IV If {L} e A, and o(z) € P, then
S letren) <ert 0 (3,22)-;
l\#;gro_of I Puttmg 7 = reie, we have by (3 15) for r e M a.nd:fif-
9 zl(y) : c‘,-MJ .
: lo=ar| See=par (a,zs)

wheﬂoe the oonvérgenoe of L 9) follows mmedlately.*) e
. s



The Jlast expressxon bemg O(lv]’*‘), O(rﬁ 11'-—-— lv ]-“1) and
O(r {v|f-2) for |» | < 47, §r < |v| < 2r and |v| = 2r resp_eotxvely,
we obtain on carrying out the summation of (3, 23) with respect .
to v € (o0, o)

lo(reir) | < cyrflog r < cor?,
where f < f’ <
. II Suppose o(z) ¢ P.*) Then by (3,17) for re M .
1) | |4

[ - . E
| <=l ,

The convergence of (1,10) is now evident by (1, 3)
Further, we have :
. 7,
|e(re-v)|<c7[ >4+ 2 £ 2 4+ 3 T-Tl“
' P O T~ i<y Eslrlse Iv1>2r
= S (3.29)

The first sum gives O(]/7r—1), the second and the third ones are
O(max |4,] log r), while the last one is o(1) for r - oo by (l 3).
Vr< jry=2r

Hence 1t can be easﬂy geen that (3,21) and also (3,20) in the casé
when g(z) e P are a consequence of (1,4) and (1,2) respectively.
(3,20) is established also for the case when p(z) does not belong to P,
for such a o(2) differs from a p(z) ¢ P only by a constant provuYed
that {l } € A!

“'When {,} ¢ 4,, the first two sums and the last one in (3,24) -
‘are less than c,r-—lz tA4, while the third sum is by (l 51
O(r—l log—!rlogr) :—O?r—l), and. (3,22) is proved. ‘
, Lemma 5. Let ¢ ¢ [—m, ] be a constant independent of n and
! = max |A—(2)|. Fhen for almost all values of n :

lzl=n+} '
I(q) = [ lesl—(z) dz| < kind, (3,25)
: An+}) - s :
and if lgh<m, " - S e
Lig < 2 (3,26)

- —lgl”
. . Proof. Puttmg R=n+1} and ta.kmg n large enough,**) we "s
’ obtam for z = Rel» . .

ll-‘(z)l <l lcoseo 7tz = 2le, [l + e —2e,cos (2:tRcos¢)]—-\¥< k,lel
.‘whe:& el e—“-Rhl“wl i

i *). Conaequently )} s 4, S
") Notlce the’fobtnote on page }l
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2 k'_‘ Smee slntp > 271 @ for g e (0, 3n), we haye" _
o e 2n i
A=T1,(q) < I@Rf exp (—qR singp-—nR |sing|)de <

< k4Rf exp [2R7t—1 (lgl —m) @l dp <

’

(3,27)
= k,,Rf do < kyn.
;When lgl < =, (3, 27) yuelds
191,(0) < kB[ exp [2Ra=X(1g|— =) ¢] dp =
: ' e ‘
: k‘ﬂR ke
I < )
) (T 2R(@—1g) " a—lql
w_hxch completes the proof.
Lemma 6.
(i) enlz, t) = 0(1) for n— o ©(3,28)

umformly with reapect to ve(lx +n,«+ n——n) as well as to
te [(x, o« + n).
Sy (11) I f moreover, {l,} e Ay and (2) € P then

on(2, t] = O(1) (3,20)

'um]ormlyjorxe[a x 4+ 7] and te [x, & + 7]
: i Prdof. Put |z —t| = ¢ and g = max |g(z)|. Using the nota-

: lz|=n+}
nons of the previous lemma. it is immediately seen from (2,8) that

lon(, 1) | < olIal(g) 4 In(— 9)]. .
. Observing that in virtue of (1,2) n 4+ 3eM for almost a.]]

- velueg of n,ﬂthe last expression. is less than LW in the case (1) by”

(3 20), (3 26) and (3 13), and less than k,n—ln = Ic2 in the ca.sp (i) .
by (3,22), (3,25) and (3,13).

‘;"mp:formlyformc[a—{-ﬂ,a-\-n—n] - L T
(b) When g(z) eP and {l,} € A,, (3 30) holda umformg'a‘la;

N

’

' “Lemma 7. Let tl and t, be any two numbers in [x, x + ®]. Then ,
(a) fg,.(z, t)dt = o(1) for n >0 R (3,30) .

[‘ b S

SNy




. R I ok . "‘l- ‘_Vﬁbr . -.A_‘

oy x §

1

@) =g [ e e@ @) sin [0—2) A dz,
'4:7‘[1/(,”_%) ’ ! ) 7 . -
we deduce easily, retaining the notations of the preceding proof and . '~
supposing that ¢ e [a, a + 7] o, e

| Tn(@, 1) < n—0[Ta(g) + Ln(—)]. * ,
Now, the results are obtained by employing (3,19), (3,26) and
(3,5) for the case (a) and by employing (3,21), (3,25) and (3,13) for
the_case (b). ' . .

Proof of the theorem.

Suppose that f(f) is a non-decreasing finite function in
[«, « + =]. By applying the second mean-value theorem -of the in- *
tegral calculus to (2,7), we see that (2,7) tends to zero uniformly in -
(x + 1, « + 7« — n) in virtue of (3,30). A function of bounded varia-
tion being a differenge of two such functions, (A) is established.

In order to prove (B) and (D), we observe that'both statements
are true by (A) and (3,31) respectively when f(x) is a polynomial
P(2) in [«, & + «], for a polynomial is of bounded variation. Now,
f(!) being any function defined by (2,1), we have by (3,28) and
(3,29) respectively : o :

~

2% 2 - ; -

| Teale, ) (10 — PO < 170 — POl b,

where k; is independent of =z € (x -[L‘ﬁ,oc 4+ a7—n) and of
ze [a, » 4 7] regpectively. The last integral can be made arbitrarily U
small by a suitable choice of P(t). Combiningthese results we see -
that (B) and (D) are established. . ,
‘C is proved by combining the methods of the proofs of A
and of B. - ' . "
' 4. Theorem on the coefficients.
In this chapter the following theorem will be proved: JE
"~ The coefficients a, and b, given by (2,3) tend to zero forn =+,
provided that{l,} € A, and that {(t) is a function defined by (2,1): -
2 . N E
Since by the 'Riemann-Lebesgue theorem [1(2) et dt — O for
n — -+ oo, it is:sufficient to prove a " K
L HWEE=0a). -
Suppose |n| so large that |4, < }. T R
- When I, + n, we have . e e
A 5 LA L l(ﬂv) 1 = L lw) _
BT A k(zn) = ols) = 0(1)'—'H: f-;vﬂzw — L

L e on gy DA

i

\

—_ s - . 1 s = }‘ “ound
3 A 3 ' 5 c f l e
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& Argumg as in the proof of Lemma, 4 we see that the last qum.
-.is O(1) for n =+ o0. Further, it follows by (3, 17)

4 ' . l(n) —0(1). | .
' Accordingly, k(l,) = Q(l). >
en l, = n, we have :
: , & 4
M) = v+ 5 e,
. e

whence we éee that
[kl < [V(n)| + K.

- Accordingly, our problem reduces to the proof of the inequali-
. ties

.

ky < [UV(la)| < ks - (4,1)

ObserVIDg that by (1,2) 1, e M(— }) for almost all values of =,
" (4,1) follows immediately from (4,10) and (3,13).
In order to prove (4 10), i. e. Lemma 10, two .more lemma.s are ’
. ~necessary.

. Lemma 8. If l(2) e Ly, and I = (8,r, Oy) where %<1l and
ﬂ, > 1 are constants independent of r and @, then for z = reie and
Fe(2, o) M

IM

11.(2)1 < > et e 42

¢ v ltI
Hence , . » ’
' |X(2)] < ¢y log—17r. ., (43)
Proof. Taking loga,mthms of (3,14) for a == 0 and differen-
tmtmg, we obtain .

| Ye) = A
oL - @), A —ne—b)

B Usmg (3, 13), (1,2) and (1, 3), it is ea,sdy seen. that for all suf-' :
fxelently large ,va.lues of re ‘ e

I

ST A . L ] 2
yog SR s ;1 i9) | < . LI . T ,
LR L 04[1 IZN+|IZII+I'IZM =P

Al

;'» <L ogrr—? +{c.,'|zd (r___ T 4 c.,r-l < csr-l + c.'log—l r i
<<=m108—1 s o ol
. [Lemma 9. The zeros z' of the function U'(z) where l(z) € L are alt

: _realaﬂdmther ' .
{z'.}fAm or {z'}eA(— oo




Pro[)f The order of Uz)is 1, for l(z) isa ca,nomca,l produot and

the exponent of convergence of its zeros is equal to 1. Thereforp, -
by a well-known theorem of Laguerre I’, are all real ‘and are sepa- _7

rated from each other by the zeros of I(2). B

In order that !’y > 0 and I'_{ < 0 we have to fix the numbermg
S0 ‘that either

. .v—l < l’v < ll'
or
‘ : lr < ll: < lv+rl-
Put I,* = I’, in the first case and 1,* ’,—1 in the second case.

.Denote by I, the open 1nterva1 the end-points of whlch are
n — % and l,*. It is obvious that.for we I, -

U — 3) | < [Uu)k; (4,6)

furthermore '
' ln — })1 < 1(*) |- , &7

From (1,2) we see that, given any fixed 7€ (0, 1), we can,

. choose & and a positive N(x,) so that
I'uine) =n—1+4ny, n—n)]CM
for all valués of |n| > N(z,).

Put 4,*=10*—n -+ } We can easxlv show that there is
a fixed #, € (0, 1) such that

’ AR T o (48)

for all values of |n| > N(n,). For, if (4,8) were false we could choose
Uy € I, so that

Iuo'—n'i-%l“"i——%, ‘

and gince also uo € I'n(no) C. M/ (3,13) and (4,6) would yleld

An—13)| _ |Un—14) sin 7wu,
Aue) | | Uug) |sin [z (n— })]

whlch is impossible if 7, is small enough.  *

ky < | < sin m)o,

-

' Since by (4,8) cos n).,.* > 0 and Iy e M for a.lmost all va.lues' :

of n, we deduce from (4,7) in a similar manner

\ v- : l),zn — i) < 008 e | g . | '

Al *)
) 1
for all suﬁ'lcmntly large values of Inl, whence :

P ]

or by (3,13)




g S R L T L nﬁ,.,'
' 5 sm’ )
where 17, ¢ I, ’
. Hence by (4,3)
. / [A*] < Koy ll'(l"n)l = O(IOE—1 In ). (4,9)
Hereby the first required property of {I’,} is proved
In order to prove also

o

3

Y=-—00

" 'we employ (4,2), (4,9 and (1,3)..Observing tha,t ", € M for almost
" all values of s, we have for N — o

S 59_.:0(‘ < A.(z,z)z
. HES s~ ¢ - .

8
R U R N E e NN A LA s ol

<k Il»" l’(l"n) I

" *
3

<o,

P ls]>N Hal<|v|<2]s]
S =o)+0[ 2 Al 2 |a|—1(|l”l——iv|)—2]—
! lv|>4N lel>41v]
) J ®© 1 2
=.o(1)+0[ S Ihlle S ( )]—o(l)
. S Liv| 3N o8t i ‘
“ ..whenoce the result. - T - \
-~ Lemma 19. Putting _
h==——l-1l;l when 1, = 0, and % = 1(0) when =0, we Rans
X L d), @10

promded that U(z) € Ly. -

St g g
KR O

" Proof. I'(z) being an mbegral function of order 1, it can be
wntten in the form '

“o z.0, o

l'(z) bevz(z—-l y TT (1 - l )e' = her* b(z) = hev? 1’(2), cos nz_. ‘
“,y is a real number, for l'(z) is reaI for real values of 2. e

.i. 'The zeros I’, of the function #(z) belonging to Ay(% §),
‘i(z) eL,(i }) and Lewma 2 yields for gll real values ofu € M(-—-—i ).
- o e > k) & o
snd’ eonsequently also
R - Jtu)t> ka ) ;
'n.?"'*——-
g ‘) k‘ a.rqhete posmvé constants mdependent of w under comxdemhon..



& ¥ > O ( 2 e “h
5 / w it

On the other ha,nd we obta,m from (.3 13) and (4 3)

ll'(u)l = |mA(u) cos u 4 A'(u) sin wu | < ky
for we M.
Were now y > 0, it would follow for u € (1, ) MM 1)

ky > |U(w}|-= [h|ev® |t(u)] > kohers — o

for u — co, which is impossible. The impossibility of y < 0 is shown
similarly. Accordingly, y = 0 and (4,10) is proved..

*
0 jistém zobecnéni Fourierovych Fad.
- (Obsah ptedeslého élanku,)

Funkci reilné proménné f(x) s variaci konetnou lze pro
x e (x, « + 7m),*) kde « je libovolné &fslo realné, rozvinouti v fadu

Si(@, cos e + b, sin,z) = § [f(z + 0) + flo — 0)),.

pfi dem?Z I, jsou &isla hovict podminkdm :
A l<ll+1’l—1<0<l09| ‘—'1'""'7&:,
lim sup |4, | < {5 '
y=4wm

a koeficienty a, a b jsou dény vzorei (2,3) (v1z (1, 7 (I 10)) d

Piedpokladame-li jesté (1,2) a (1,3), je nase rada, pro Jakoukoh'
funkei v intervalu (x,« 3+ =) integrace schopnou**) v tomto inter-
valu ekv1konvergentni s fadou Fourierovou s koeﬁclenty (2, 5) Za =
tohoto predpokladu plati také \.

a,—> 0, b,—~ 0 pro » = 4 oo.

" Za dalifch predpokladi pro I, plati vyge zminena ekv1konver-
gence téZ pror=ca x=a +n. .
. \

]

v /

BN B i DR
_~ #), Interval otevieny. ' ' v '
i ”) Ve smyslu Lebes,mleové ;i co do a.bso]utni hodnot.y _
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A hypercomplex proof of the Jordan- Kronecker’s‘
sPrinciple of reduction®.

ftefan Schwarz, Bratislava.
(Received November 1st, 1945.)

L

This important theorem of the Galois’ theory can be proved
very simply by means of only elementary facts known from the -
theory of algebras.

Let f(x) and g(x) .be two .separable irreducible polynomials of
degree m resp. n over a commulative field P. Let x, B be the roots of
f(z) = 0 and g(x) = O respectively. Let us denote Py = P(cx) and

Pz = P(ﬂ) Let
f(x) = fi(x) . fz(x) e el x). . (1)

9(z) = g1(2) - o) ... gs(2) . - (2)
be the decomposztzons of f(z) and g(x) mto irreducible‘factors of degree
mi (t=1,2,..,r)and n; (1 =1, 2. i Py and Py re.spectwel'y.,
Then, the J ordan Kronecker’s Pmnczple of reduction says: It is

1) r=s,

11) by a suitable arrangement of the /actor % =— ( for everyi).

The proof is as follows. We form the hypercomplex system ~
6—hxh
over P:

- We can write S in two different manners.
It is first (we use the usual notation)

S =Pip,= Py + Pox + Pya + ... + Ppa™ 1 P2[‘,z]/(f(?))‘\.
On the other hand we have also

S =Pp =P+ P+ P+ .+ P PRIGE),
where P,[z], Py[z] denpte rmgs of polynomlals in one va.na.ble z over
Py and P, re: pectlvely : e

Ve oo S L ' T ety
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The structures of the rmgs of rema.mder-c]asses on. the rlght
_side of the last relations can be easily given. Writing the factori-
/ B&tlon of j(z) in Py[z] as above, we have

[6 = Pz[z]/(/\z )) = Pz[z]/ (f- fn 2

But, this ring ‘can be written as a direct sum of the flelds (Dl,
. ., @, corresponding!) to the irreducible factors £(2), fao(2), -

fr(") m Py[2].

 Therefore

S=0,0P®...0 P,
<1>,~P,[z]/<f.<z>) i=.1,2,.

" where - <

In the same manner we treat the second equa,tlon (2) and we
- obtain the direct decomposition

6 P1OP2O @Fh

by = Pi[2]/(9:(2)), 1=1,2,

S The decomposmon of a ring,’ possessmg a unit, in two-sxded
dlrect irreducible components is uniquely determmedz) Therefore,
“itis

: i) r = ¢ and ' '
‘ ii) by a suitable arrangement I'; = &; (for every ¢), °

wh‘_ere ‘

e
P[21/(g4(2)) == Pyl2]/(fi(2))-

The order of the field P,[z] (g.(z)) over the field P is ewdently
‘m . n;.- The order of P,[z]/(/;(z))over Pisn.m.

From that isomorphisme follows therefore
: mn; = nm;,

m mg

e\ T e . \ _— == —

/n'.
\

3

Cged | |

From the momorplusme just proved o

&f) C Pz)(ed@) == Pz /((2).

"7 1), Bese. g.: Van der Wasrden, Moderns Algebra I, Berlin 1931.p i,
’) Beee g.: Van der Wwerden, ibid., p. 162. _
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follows an interesting and";fery‘ easy proof of the following theorem
due to A. Loewy (M. Z., 15,1922, p. 266) ).

Let — ‘under the same supposztwns as above — the explicite
factorisation of f(x) and g(x) in Py and Py respectively be

f(x) = fl(a’, ﬂ) . f2 z, ﬂ) fe(x; ﬂ)’
9(2) = q(2, &) . 9o(, &) ... gu(2, ).

lf we write gi(x, x) in the form of an integral function in « of the
lowest degree (what is possible because P(x) = P[«]) and replace in
gi(x, o) the variable x by the number § and the number o by the inde-
terminate -x, we obtain a polynomial g;(f, x) possessing the following
propriety: ]‘l (z, B) is the greatest common divisor of f(x) and gi(B, x).

Proof: We shall transform the left side of the isomorphisme

Pulx]/(gi(», &) = Pol2]/(fi(=.B)). - *)
First it is evidently

Pi[2]/(gi(x, «)) =~ P[x, 5]/(/ ), gil, &),

where P[z, &] is the polynomial domain of all polynomials in two
variables x and & with coefficients in the commutative field P. In
fact, « satisfies the equation f(£) = 0, which is irreducible in P.
Applying the transformatlon z— & &— x we have the further
isomorphisme

Pilz]/(9i(x, x)) = Plz, £/(f(x), gi( (£, 2))..

Accordmg to the second theorem of lsomorphlsme ((g(&)) 18
a sub-modul of the ideal (f(z), gi(¢, x))) we obtain :

P,€]/(f(x), gi(&, @) == P, E/(9(€))/({(2), gi(&, 2))/(9(£))-
But the last, expression is evidently isomofphjc with
, Palz]/((2), gi(8, 2)).
Tt'is therefore

Pi[2]/(gi(2, x)) == Py[]/(f{%), g:(B, ).

Comparing it with the relation (*) we have

Po[2]/(f(x), 9:(B, 2)) == P[]/ (fi(=, B))- -

’l‘herefore (in the sense of division!)

fiz, B) = (f(2), gi(B,.2),
q. e. d. i

\

3) This theorem enables us to find the po}ynommal gi(z) corrqspondmg
to f,(«) and inversely. '

o , 19
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Hyperkomplexny d8kaz Jordan-Kroneckerovej vety o vzajomnej
. redukeii. '

(Obsah predoslého ¢lanku.)

Obsahom tejto poznidmky je zaujimavy dokaz tejto -— pre
Galoisovu teoriu délezitej — vety, pochddzajicej od Kroneckera:

Nech f(z) a g(z) st dva ireducibilné polynomy z telesa P,
stuptiov m resp. n, z ktorych prvy resp. druhy nech mé koreii
‘resp. . Nech v P(«x) plati rozklad g(x) v ireducibilnych suéinitel’ov
tvaru (2)-a v P(B) rozklad f(x) v tvaru (1). '

Potom plati:

1. r=a23s,

. mi m
2. pri vhodnom poradi 1—1—“ =
A

kde m;, n; s stupne polynomov fi(x) resp. gi(z). .

Dokaz prevedieme tak, Ze hyperkomplexny systém P, x P,
rozlozime formalne dvoma sposobmi (odpovedajtcimi rozkladom
f(z) a g(x)) na direktny sacet telies a uzijeme jednoznacénosti takého
rozkladu.

Z izomorfizmu (*) dokazali sme potom tito vetu pochédza-
jeu od A. Loewyho: Pisme gi(z) a fi(x) ako celistva -funkciu
vV « resp..f najniz§ieho stupiia v tvaru gi(z, x) resp. fi(z, f). Potom
plati: fi(z, B) je najvicSiou spol. mierou polynomov f(z) a gi(8, x).
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Pi’*isp‘évek k reducibilité¢ binomickych kongruenci

Stefan Schwarz, Bratislava.
(Doslo 1. listopadu 1945.)
"L
Obsahem této poznamky jest rozieseni otazky po poétu a stup—
nich ireducibilnich faktorti binomické kongruence
"—a =0 (modp), (n,p)=(ap) =1 _ (l)
Pokud j de o linearnf faktory takové kongruence, jest vieobecné.
znam klasicky vysledek, ktery f{ka: nutnd a postadujici podminka
pro to, aby kongruence (1) méla FeSent, jest splnéni vztahu
p—t ' '

a ¢ =1 (mod p),

!

kde d = (n, p — 1). Jestlize jest tato podminka splnéna, mé (1)
pravé d feseni. :

V této poznamce ukazeme, jak lze nalézti vysledek podobného -
razu i pro faktory k-tého stupné. Nejenom vysledky, nybrz i postup
dikazu sém o sobé, nepostrida jisté za]imavostl .

Platf véta: : i

Necht jest dina kongruence (1) n-tého stupné. Necht k
jest celé cislo 1< k< n'Poloime di = (p* — 1, n). Znakem
or oznadme podet ireducibilnfch faktoru k-tého stupné
kongruence (1). Necht koneénd ¥’ > k" > k" > ... > 1 jsou
v8ichni délitelé éisla &k, mensi nez k. Potom plati

L] P"—l

v 1. prota k, pro kteréd jesta % =1 (mod p), _
je kox + kK'or'+ K'or 4 ... + 0, = 0 (mod p);  (2)

2. pro ta k, pro kterd jest a % = 1 (mod p),

je kor + Kor + Ko + ... + o Izdk‘(modp). - (3)

21



Poznédmka: Vztahy (2) a (3) davaji zi'ejr'héArekurentni relace,
z nichz lze o, 0y, ..., 0x bezprostiedné vypocisti (alespoii pro
n < p). ‘

Dtukaz: Necht ¢(x) je libovolny (mod p) ireducibilni polynom
k-tého stupné s racionalnimi celymi koeficienty. Jeden jeho kofen,
lezfcf ve vhodném rozsffenf télesa tiid zbytka (mod p) K, oznaéme
znakem §. Jak jest znamo, jsou potom vSechny kofeny vSech ne-
rozloZitelnych polynomu k-tého stupné nad télesem zbytkovych
tfid mod p obsazeny v télese K,(j). V témz télese jsou dile obsaZeny
i viechny koteny vsech nerozlomtelnych polynomi stupnu K,k
k", ...,1, kde k', k", k”’ , 1 maji nahoie zavedeny vyznam.
Téleso K 2(7) obsahu]e p ‘elementi tvaru -

f=catajtef+ .. ta T 0sasp—1 (4

KaZdy element & 5= 0 (mod p) hovi vztahu

£ ~1=1 (mod p).
Pro & = 0 (mod p) jest oviem
&*~1=0 (mod p)..)

Uvazujme vyraz

2, [ —ap*=t (mod p),

kde soudet se vztahuje na viechny elementy (4)v pottu p*. V tomto
soudtu bude (mod p) tolik jedni¢ek, kolik jest zavorek ruznych od
nuly a tolik nul (mod p), kolik mé kongruence (1) kofent mezi ele-
menty (4).
: Veli¢iny (4) hovi v8ak pouze ired. polynomum stupné k, resp.
-~ k', resp. k", ... atd. Pii tom ke kaZdému ired. polynomu stupné
 k-tého piislusf skupina & vehcm & ze skupiny velid¢in (4). Podobné
pro délitele &', k7, ... atd. .

Jeito soucet obsahuje pF séitancﬁ jest ziejmé
Z[a:"-——a]ﬂk—l = p¥ — kor — kK'op — kK oy — ... — 0, (mod p) (5)
Abychom upravili soudet na levé strané, pnpomeﬁme si: ze vztahu '

#1—1=]l@—8 (modp)
~ plyne elementérnimi a,lgebra.lckyml upravami pro potenénf souéty
o 0 (mod ro p* —1 ¢4,
, 85226‘ _ /0 (mod p), pro p* ti
; \——l(modp), prop——l/z

1) Jinak lze také Hei: Platf ok — = IT () (mod p), kde soudin se
vztahuje na vi¥echny (mod p) ired. polynomy ¢ ( x), jich stupent déli k.
2 ‘

s
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Vztah (5) upravu]eme umocnénim zavorky Jezto budeme dle x
séftati, budou nas zajimati pouze &leny s %, kde exponent ¢ jest
dglitelny &fslem p* — 1. To jsou gleny, v nich¥ exponent u z jest
tvaru ‘
n(pk—ﬁl—l.pj"'l) @=01,..dg—1).
o odg

Zbyvajfci ¢leny miZeme vynechati.
Jest tedy, oznadime-li k vili prehlednosti na chvili o = kak +
+ + 01,

l=dp—1 T‘.__k—‘ pF—1\ "(?";14.”::1)' l.p::l
_a——zz ——l) lpk_:l.x' . .a./

dx

(mod p).
Provedeme-h sumaci dle &, jest :

dr—1 , 1 [ P — 1 o ’
o=2(—1) % |, pP—1la" % (modp)
! A\
dy
Déle je viak
P —1

(p,,___‘l ) (pk;l)(pk——z)...( —1. —7“——) _
l . .

pt—1 - F =
: 1P 1(1.7" 14-1)...2.1

di 7z dk

L . pk——l )
= (—1) ‘i;c— (mod p).
Tedy
: . dp—1 —k___‘ h s ‘
N o= a , (mod p). 6). -
N =) -
Nyni nutno rozezndvati dva pripady ' s
1 Jelli -

pk—1 -

@ % %1 (mod n,

je -

o= »—r*-“ (mod p), .
.o t 5 a'/dk ~_l ’
' o =0 (modp),



jinak , (=R

: kor + k'op + ...>4+ 0, = 0 (mod p).

2. Je-li . 7
' A : :

. ' a ‘% =1 (modp), .~ i

plyne z relace (6) '

:Iﬁ»l
o > 1 (mod p),
l1--0 :
t. j. . .
kor + K'or + ... + 0 = dr (mod p).

Tim jest nafe véta dokazana.

II.

' Z rovnie (2) a (3) lze vypocistl explicitné veli¢iny oy, oy, ..., On.
- K vuli ]ednoduchostl zavedme symbol d;, ktery definujeme takto:
. P
/0 pro ta k, pro ktera jest a e £ 1 (mod ?),
(S pk—l

\dk, pro ta k, pro ktera jest a T =1 (mod P).
Systém rekurentnich relaci vypada ta,kto.

. 0'1 = ¢y,
20, + 0y = by,
g : 303 + 0y = 0,
i 40, + 20y + 0y = 0,,. (mod p) (7)
bos 4 0y = . .

6o¢ + 303 + 2U¢ + o= 53,

........................

- Odtud plyne pﬂmo (pokud index u pf*isluéného o nenf d¥li-
telny p) . -

.Ul == 61’

Og-=. i (62 e 61)7 ) 3

03 = 4§ (05 — &y); ' -

0'4 =4 (04— &), " (mod p) . - (8
JJ (66 l)a '

Ua = f(d,-—63~—62+ 8)),
V piipadd n' < p lldé,va Boustav& (7) hodnotu veli¢in o, a,,_‘
. jednoznand. V pHpad$ n > p neddvé viak (7) o &islech.

o',, o,,, Oap) - zé,dﬂynh mformaci Rela.ce Pro 0y, Ogyp, Taps ¢ vypa ;

(2 EAR P . iy e b S = A ' L;
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pap + 0, = Op,
21"731: + pop.+ 20, + 0y = 521»
3pogp + pop + 303 + 0y = - Ogp, (9)

...........................

S¢itanci obsahujici o,, 04, 03p, ... jsou =0 (mod p), v relacich vy-
pa,dnou a vztahy (9) da,va,]i pak prvni relace (7) zarovein se shodami
8, = 68y, 8, = Oy, atd., jez lze dokazati ostatné také piimo. Veliciny
g,, 0y, T3, ..., kKteré nejsou tvaru oy, nejsou pak relacemi (8) také
uréeny jednoznaéné (jsouce uddny pouze mod p). (Pfirozené v kon-
kretnich piipadech lze je vzhledem ke vztahu o, + 20, 4 305 +
+ ... 4+ no, = n urditi zpravidla bez nama,hy ) '

Z odvozenych vysledkt lze ¢initi ruzné zajimavé zavéry pro
ired. faktory k-tého stupné dané komgruence. Pro linedrni faktory
dévd o, = 4, pro n < p pfimo vysledek v avodu zmfinény. Pro
faktory kvadratické; kubické a obecnéji pro faktory prvoéiselného
stupné ¢ platf tato véta:

Necht n, o}, de maji nahoie zavedeny vyznam. Necht
qg>1 je prvocislem (p,q) = 1. Potom pro é&islo o, plati
tyto vztahy: Ty

1. Je-1i
p—L A
a4 =1 (mod p),
je
- i‘{(p"~l n) - (p — 1,n)} (modp). .
2. Je- 11 \
p—1 ' -
a 4 %1 (mod p) (*)
a kromé toho \ :
At .
x)a % =1 (modp) je g, = 0 (mod p). -
p?—1

B) a % =1 (mod p), jé op =~ (p“—vl,n)

P#i tom; Pripa,d 28 miie (ale nemusi) nastati ]enom
tenkrate, plati-li ¢/ p—1. Je-li gf p—1, nastane bud pif- .
-pad 2x, anebo pripa.d 155 A

p—1 p?—i

Dukaz ‘1. Necht a @ =1 (mod p). Pak je tia % =1

_ '(-ﬁaod ). K dikazu tohoto tvrzeni stadf dokazati, Ze 6islo ’_,{"—1
: : ke :

. jest misobkem ésla I—)%—l—, t. j. Ze podil



jest &islem celym. Jelikoz (n, p — 1) = d;, je n = . dl, p—1=
= fB.d;, kde («, 8) = 1. Tedy ]est

pr—1p—1_  9p—1 p—1 _ (p—1.2
Td, d, @ —Ln) p—1Ln) (p—1.Zn)
p—1 pX 1z
, di~ (fdy. Z,0dy) dy (BT a)
kde znakem X jsme oznadili =1+ p + p® + ... + p?-1. Jeidto
déle («, B) =1, jest (ﬁZ o) dehtelem Sisla X a podﬂ
" gislem celym. i ~

V rovnicich o, =6, g = %-(64 — 61.) jest tedy 6, =d,,

ﬂ—-——z ) ]est

8¢ = dg, coz davéa horni vzorec. . )
-1 <
2. Nechf jest dile @ % =1 (mod p) Prvni rovnice dava
1!"—1

0,=0 (modp). Jeli nadto ¢ % =1 (mod p), jest J, -—d,
— (pt— 1, ), tedy o =§(pv—1 n).

pq_l -
Je liviaka % =1 (mod P) Jest d, = 0, tedy oy = 0 (mod p),
“e.b.d.

UkéZeme nynf, Ze plati ligfp—1a rela.ce (*), nastane nutné
. pi—1 p—1
pi'ipad 2«. Predpokladejme, 7e plati @ % = 1,0 % =1 (mod P)
a ptejme se, jaké disledky z toho plynou pro #slo q Vidéli j jsme, Ze
1ze psati
g1 1
dq dy
p—-l

o kde 8 je celym dslem. Vzhledem k pfedpoklddu ad =1 (mod P)

. P—1

" muZe byti &sloa & shodno s 1 (mod p) jenom tenkrate, majf-li s
& d, spole¢ného délitele m > 1. Jeito je dy/p — 1 a 8/, plati také
" mfp—1 a m/Z. Z prvnf relace plyne p =1 (mod m). Ze vzta.hu _
s m/Z' plyne viak

b ' 1'+P+ P+ ...+ 'l—fl—O(modm),

N T R I S N 0 (mod m), .

S 1 T : 0 (mod m). ’

.8,

HI i II

‘ q
o8

B



Jezto je a> 1 prvocislem je ¢ = m, tedy gq/p — 1 Pifpad Zﬂ je
tedy mozny jenom tenkrate, plati-li ¢/p — 1, c. b. d.

Z odvozené véty lze Ciniti rizné zavéry. J ednoduchym dusled-
kem jest na pifklad. tato véta:

, Polynom 2" —a, (a,p) = (n,p) =1 jest mod p nerozlo-‘
zitelny tehdy a jen tehdy, je-li pro kazdé k <n splnén
vztah
p=1 '
a % =1 (mod p).
a platf-li pro k =n
Pl -~
a % =1 (mod p).

Dikaz: a) Je-li podminka ve vété uvedens splnena je systém

(2) a (3) tvaru

01;:0,
20, + 0, =0,
303 + 0, =0,

no, +n'op + ... + 014 =d, = 0.
Odtud plyne po fadé o

oy = 20y = 30y = ... = (N — 1) Oy =,
tedy

na, %= 0 (mod p). :

0y + 20, + 303+ ... + non="n

plyne pak, Ze je nutnd o, = J, tedy ¢, = 0, = ... = Gp—, = 0.

Uzitim rovnice

b) Budi# obricend k = » < n prvn{ index takovy, Ze |

a &% = 1 (mod p),
kdezto pro k£ < x je
P

. A a % =1 (mod p).
Potom ze VZta,liﬁ (2), (3) plyne opét
o, = 20, =303 = v, =(x— 1) 0y— =0,
% .0, = 0 (mod p).

Tedy je ox 4 0, t. j. polynom 2" —a jest modulo p rozloZitelny; '
maje ireducibilnf faktor stupné x < n. Nadto vychazi rovnéi Ze -
je # = 0 (mod p). : ;

1
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Abychom, spravné odhadli dosah odvozenych vét, provedéme
jesté dva instruktivni piiklady.

Pifklad 1. Jest vy8et¥iti rozklad polynomu
xt 41
dle modulu p.
Potiebné velidiny jsou sestaveny v tabulku:

' ¥ | ¥ 9| =
| | | | J[s J Al {l]e
p je tvaru - 3 B N o = BN
R T R U U L B
L =5 = s ~ -
p=4k+3 2 4 | 2 4 [ —1 ]| 1 |—1[1
l. P
L |p=8k+1| 4 } 4 | 4 | 4 | 1 1 | 1 1
'Q 7/
A ] 3
‘ g p=8k+5| 4 4 | 4 4 d—1] 1 |—1] &

Systémy kongruenci (2) a (3) jsou tyto:
“a) pro p tvaru 4k + 3

. . .O‘IEO, 200 + 0, =4, 303+ 0, =0, 40,+ 20, + 0y = 4,
R A ' :

0,=03=0,=0, 0,=2;

b) pro p tvaru 8k + 1
on=4 2,+0 =4 30+0q
% '

i

4, 40‘ + 202 "+‘ 01 = 4,

0,=4, 0,=03=0,=0;
¢) pro p tvaru 8k + 5 '
0,=0, 20,+0, =4, 30;+0, =0, 4do,+ 20, + 0; = 4,
t. j.

0, =03=0,=0, 0,=2.
Dokézali jsme tedy tuto vétu: »
‘ Polynom x* 4 1 jest modulo kazdého prvoéisla p roz-
- lo%itelny a to; je-li p tvaru 8k <+ 3,5,7 na dva faktory
il.ru'};léh? stupné; je-li p tvaru 8¢ + 1 na &tyfi faktory
inedrni. - . :

~ 28
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Poznamka: Existence racionilné nerozlozitelnych polynoma,
jeZ jsou rozlozitelné dle kazdého prvodiselného modulu p, jest znd-
ma. Da se na pifklad jednodule dokdzati, Ze md tuto vlastnost
kaZzdy ired. polynom s rac. koeficienty 4. stupné, jehoz Galoisovou
grupou jest Kleinova ¢tyikova grupa.?) Ostatné plyne bezprostied-
né z teorie t¥idnich téles, Ze totéZz plati (s eventualni vyjimkou
kone¢ného podétu prvocisel) pro kazdy abelovsky polynom, jehoz
Galoisova grupa ma tu vlastnost, Ze ¥4d kaZdého elementu jest
mensi nez fad grupy, t. j. neni cyklickou. (Na piiklad jest tomu tak
pro kazdou rovnici pro déleni kruhu »-tého stupné, je-li n + 2, 4,
pt, 2p%, kde p je liché &fslo.)

Priklad 2. Ptejme se, jak se rozpadne polynom .

: 2?2 —a (mod p), (10)
je-li g prvoéislem, g < p.

Zde jest ¢&fslo dy = {p* — 1, ¢) rovné bud &slu ¢ nebo &slu 1.
Necht p patii mod ¢ k exponentu 1. _
a) Necht jest nejdiive ! = 1. Pak jest di = (p* —1,¢q) = ¢
pro kazdé k=1, 2, ..., q.
o) Je-li
1
a? =1 (mod p),
pak jest také
p*—1 p—1 . :
a? =1 a?¢ =1, .. atd

Systém kongruenci (7) je tvaru

0 =49,
202 + 0 =4q (mod p)
g0 + 0y, =

Jeito je ¢ < p, plyne z prvni kongruence o; = ¢ a tedy o, = o3 =
= ... = 0y = 0. Polynom (10) se tiplné rozpadne.

p) Je-li : ' '

. _ p—1
' a ? %1 (mod p),
pak k sestaveni kongruencf musfme v&déti, které jest nejniZif -
¢slo k, pro které jest
k-1 '
a ? =1 (mod p).
%) Na to upozornil na speciélnim ptipad? ji¥ Frobenius (Berl. Berichte -

1896, I, str. 689, srovnej Pélys - Szegd, Aufgaben aus der Analysis II,
str. 361) a Hilbert (Gott. ‘Nachrichten 1897, str. 63, Werke II, str. 388-9.)

2%
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Ziejmé plati : ’

Bk_l 2 phk—1 —1 <
a1 _aq (1+p(-p+ +p )‘"a,” (mod p).
[Posledni relace plyne z toho, Ze je 1 +p + p® + ... + pF—1 =
P——l
=k (modp—1).] Aviak vzhledem k pfedpokladu « =R
p——]

(mod p) muze byti ¢islo a ¢ ** shodno 8 1 (mod p) ]enom tehdy,
je-li ¢ délitelem ¢&isla k. Nejmensi takové &islo jest £ = q. Tedy
v tomto piipadé jest

p—1 p=1 ot p1—1

a? %1, a® £1, .., a 7 =1 a¢ =1 (modp).

Podle véty sub II dokaza.ne jest tedy polynom 2! —a (mod P)
ireducibilni.

b) Necht jest za druhé I > 1. Pak ]est
dl_"’l’ dz_ls ssey dl—l'—l, dl:q
UkéZeme nejdiive, Ze jest nynf splnén vztah
s ,
a% =1 (modp), (k=1,2,...,1).
Pro k=1,2,...,1—1 je to zfejmé. Pro k = [ uvaime, %e celé

1 ph—1 .-
#slo 2 1_» - ! lze psati ve tvaru

dy
14 =1
(p—1). +P+q +p
P¥i tom jest naznadeny podil celym ¢islem. Kdyby totiz g dslilo
P— 1 a nikoliv vypsany soudet, bylo by I = 1, coz je proti pred-
-1

pokladu. Tedy jest té%z a ¢ =1 (mod p).

Systém kongruencf pro &isla oy, 0y, ..., 6 vypadé tedy fa,kto

2 0'1:—-1,
20, + 0y = 1,
.......... tiriieienneene.. (mod p)
R (l_l)al—1+" _*_'O'IE ’
‘ log 4+ ... 4+ 0, =
+ Odtud plyne -
Cay=1, 20=0 30=0, .., (l—l)o‘z._l-_:() loj=q— 1.,

~ Jeito je g <p a jeito platf 0, + 20, + .. +l¢n+ -t
- + g0, = ¢, je jediné Feden :

01—-1 ldt—'q——l, Ug=63=...=dl._1'=0.



Méme vysledek nas polynom se rozpadl na faktor stupne

q9—
N

Uhrnem mame vétu:

-Je dana kongruence 2l —a (mod p), ¢ < p. Necht p a g

jsoudvérizna pevodisla. Necht P patri mod g k exponentul
p_l w—r-

Je-lil=1aa ? =1 (mod p) rozpadne se ‘kongruence na
. ol

samé linedrni faktory. Je-lil=1aa ¢ =1 (modp), jest

polynom ireducibilnf. Je-li I>1, rozpadne se x4 —a

‘(mod p) na jeden faktor lmearni anal ]
l-tého.?)

*
Contribution & la réductibilité des congruences binomiques. -
(Résumé de l'article précédent.)

-prvniho a na faktorﬁ stupné I-tého.

~

.faktorﬁ stupné

Soit (1) une congruence du degré n, (n, p) = (a, p) = 1. Soit k
un nombre entier, 1 < k < n. Posons dk (p* — 1, n). Soit oy le
nombre des facteurs irréductibles du degré-k de la congruence (1).
Soient enfin &' > k" > ... > 1 tous les diviseurs de k plus petits
que k. Alors les relatlons_ suivantes ont lieu:

1. pour les k, pour lesquels

k

P 1
a % o1 (mod p),
oh o kok + Koy + k"ox + ... + 0, = 0 (mod p);
: 2 pour Ies k, pour lesquels
pF—1
a % =1 (mod p),
o8 8 kor + Kop + Kow + ... + 0, = di (mod p).

Ces relations forment une généralisation d’un résultat classique
bien connu concernant le nombre des racines rationnelles de la
congruence (1). Elles donnent des formules récurrentes, qm four-
nissent — en général — les nombres oy, 0y, ..., o, (mod p).’ :

Quelques applications aux équatl,ons ‘spéciales servent a
1llustrer la portée des résultats trouvés.

3) Jako specidlni p#ipad -obsaZen Jest v této v&ts znéuw rozklad

=1
rovnice pro d¥leni kruhu 2?—1 = 0 (mod p). Tady jest vidya ¢ =1.
Pifpad ! = la ! > 1 1ze formulovati jednotn&: z?—1 "= 0 (mod p) rozpadne
s na jeden faktor lineérni a.q—l-—-faktoru stupnd I-tého. (Lehce se dokéie, i

e plati oviem i v piipadé p< q.)
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" Gasopis pro plstoﬁnl matematiky a\ﬁslky; rod. 71 (I946) .

Sur une généralisation d’un théoré¢me des MM.
Blichfeldt et Visser dans la géométrie des nombres.
: Viadimir Knichali -
(Regu le 25 mars 1946.)
M. Jessen généralisa un des théorémes de M. Blichfeldt!) de

la maniére suivante. Soit {£;} une suite de points de I’espace carté-
sien R, a n dimensions (n > 1, entier). Si M C R,, désignons par

» (M) le nombre d’indices 7 > 1 pour lesquels &; ¢ M. Etant donnés

a € R,, n> 0, nous désignerons par. H,° le cube (intervalle) dans R,
au oentre a et & aréte .

Soit

b = limsup sup > AiA>0.

71— aeRy

Soit M C R un ensemble avec Ia mesure lebesgulenne lnté-
rieure 0 < m;(M) < 0. - .
Alors il existe une telle translatlon dans R, par laquelle
Pensemble M se transforme en un ensemble M’ tel que?)
C v(M?) > imi(M),

M mgmflant un sousensemble convenable de M’. L

»(H,?)
n"

M. Visser’) généralisa’ ce théoréme de la maniére suivante.

11'remplaga la fonction d’ensembles’ »(M) par une fonction arbi-
traire additive, non négative, finie pour tous les M bornés, définie

pour les ensembles’ d’une certaine famille addltlve tontenant, tous

les ensembles boreliens.,
Par une famille additive!) U d’ensembles d’un espace R nous
entendrons une famille jouissante de la propriété suivante:

1) Bhohfeldt H. F.: A new principle in the geometry of numbers, with -

some applications. Trans. Amer. Math. Soc. 15 (1914), 227.

*¥ Le théoréme jouit d’une forme appliquée & la généralisation.

%) Visser C.: On a theorem in the geometry of numbers and a property
of mass distributions ‘in n-dimensional space. Akad. Wetensch. Amsterdam,
Proc. 42 (1939), 487.-

‘) Saks 8.: Theory of the Integral, Warszawa 1937, p. 7, §4

.
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Par une fonctvon d’ensembles v(M ) additive, non néqatwe [bref
mesure, en anglais meusure )] sur une famille additive Ql nous allons
entendre une fonction réelle qui est définie pour tous les M ¢ U et
rempht les condit ons suivantes:

1. '0<1(M)< o0 pour Mte
2. v(z M) Z »(M;) pour chaque suite {M;}

& ensembles dNJOlnts de 2.

Sans restreindre la généralité on peut formuler le théoréme

de M. Visser de la fagon suivante. Pour chaque ensemble borelien M

ayant une mesure lebesquienne 0 < m(M) < oo il exisle une trans-

lation qui transforme M en M’ tel que v(M') > ) .m(M). En effet,

. chaque ensemble M contient un seusensemble borelien N C M tel

© . que m(N) = mi(L).

—~ A présent on va généraliser le théoréme cité de la maniere
suivante. On remplacera le groupe de translations dans I, par un
certain groupe de homéomorphies dans un espace métrique plus

' général et la mesure de Lebesgue par une mesure générale. Cepen-
dant on va se borner aux espaces R a mesure finie. D’une part

- cette,restriction admet une formulation du théoréme principal bien
simple, d’autre part elle n a pas un caracté e trop restrictif. En
.effet, on va montrer dans la suite que le théoréme de M. Visser
résulte comme une conséquence du notre theoreme par un simple
passage a la limite, -

Théordme 1. Soit § un groupe mémsé séparable et mulnplwatzf

" Sotent o.£ et éyal ment Ex des transformations continues en & ¢ S pour

, tout x € 8 (pour « fixé «& signifie une. homéomorphie de 8 'm S). .

. . Soient a(I’) et ©(I') deux mesures définies pour tous les ensembles
- boreliens I' C 8. Soit 0 < ¢(8) < 0, 0 < 7(8) < 0.

Pour chaque ensemble borelien I'C 8 nl existe alors xel, BeS

A

3 L e I < < =(8) olal) f ‘ )
etaeS B 8 tels que ¢ et
. o(8) «(IB) = #8) o(x'T) 6

.. = 'Démonstration. Evidemment il suffit de prouver la relation (1).
Par, & bn va’ désigner le’ prodmt cartésxen S x 8 (métnsé par la

5) Voir ¢) p. 16,5 9.
. %) La mgn heatxon des symboles Pﬁ eto. et évndente

1
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métrique babituelle: o ((, f), (o, £) = |/e¥e, &) F (B F)).
Pour I"C 8 soit P = P(I") 'ensemble de points (v, f) ¢ S tels que. -

apf e I'. T étant un ensemble borelien, P(I") lui-méme est borelien.

En effet, soit d abord I un ensemble fermé. Soit {y,, 7, ...} un
ensemble dénombrable et dense dans S. Désignons par I'¢ (n = 1,

2,...) lensemble de points (x,f)e S tels que o (yif, I') < -71; ,

I, est un ensemble ouvert dans . : -
Désignons par ," P'ensemble de points (x, ) e @ tels que:
el yi) < —-
Evidemment 4, est également ouvert dans . On ‘a alors
PA) =11 2 i 4

n=1i=1

‘ i @ '
ce qui représente un ensemble G, dans S. Si I'= > I on a évi-
£ - g = :

demment P(I") = i .C])(I’i) et également S — P(I) = PGS — IN).
N . \

Désignons par B la famille de tous les ensembles I" C S pour les-
quels P(I) est borelien dans S. B étant uné famille additive et
contenant tous les ensembles fermés, elle contient tous les ensembles
boreliens dans &. . . : : ‘ : ' :
Une famille g7-mesurable’) dans & est la plus petite famille
additive d’ensembles de & contenant tous les produits cartésiens
M x N ou M resp. N parcourent tous les ensembles de S o- resp.-
T-mesurables. & étant séparable il est aisé de voir que chaque

ensemble ouvert dans & est gr-mesurable, car on peut le représenter

comme une somme dénombrable d’ensembles de la forme M x .N .

ol M, N sont ouverts, donc mesurables dans 8. Alors, la g7-famille
d’ensembles de & contient tous les ensembles boreliens. '

‘Puisque nous supposons dans notre théoréme que I" soit
borelien dans 8, P = P(I") est un ensemble or-mesurable dans S.

Alors, d’apres le théoréme de Fubini on af)[I < 7(8, . o(8)]
® > I = [de(x) do(f) =[[de(x) [ do(p)) =

-8

25!‘0 (a;lp) d-‘;(a). P L :\

Jaffirme qu’il existe un « ¢ § i;el que o (a—) > £ Supposons™

‘ . ; =(8) e
que cette inégalité ne soit pas vraie, donc que pour tous les o ¢ §
1) Voir), p. 82, §9. B E e 4R

%) Voir ¢), p. 85./ L D ' U _ SN
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,v_,v = E - ‘. . !

- on ‘ait o (cx‘lp) < —= Désugnom par S (n =1, 2, ...) Pensemble

( )

2

; de tous les o pour lesquels o (x=1I') < IS) 711) Evidemment
on a S =lim 8, donc 0<(8) = lim 7(S,). Alors il existe un tel n
pour lequel t(S,,) s B 23') Ensuite on a

- f o(a—1I") dr(a). f f = S) (S — 8,) 4

. . ST S )
W (1), 1+(8,) !
—{—T(S)(l—*?)‘t(ﬂ gl(l—-—)<l

nt(S)

ce qui est une contradiction.
D’une maniére analogue on obtient

f[dﬂ(ﬂ) f _dz(x)] —f (') do(p).
-On montre également qu 1l doit exister un Be S tel qu'on ait
I
(Ip-1) < —
IS oy
.cas précédent

Dans le cas coentraire on aurait comme dans le

f () ao(p) > [ oy do) = 1.

De ces deux relatlons 11 suit qu il existe & € S, B S tels que

4 : (S) a(a—lf) = 1= o(8) =( I‘ﬂ—l) , ,
- e~q. f d‘ . ' .
- Théoréme 2. Sownt remplzes -les suppositions du théoréme 1.
Soit o(I's) = o(I") pour chaque & € S et pour chaque I' C S borelien.
Pour chaque rcs barelzen il existe alors B, f' € S tels que

7(8) a(I) ;
PT) s opl). ) (3)

" La demonstratlon est évidente.

- Théordme 3. Soit R un’ espace métrique, séparable. Soient v(M Y,

y(M ) deux mesures définies pour tous les M C R boreliens. Soit
—0<w(lf)< 0, 0 < u(B) < .

.80t S un oertam grqupe tranmhf de homéomorphws de R en R .

ﬁuppoem . '

SRR B qudemateunaeR(f;eS pourz—- 1,2. )telque E.a—-»a

miram §,x-> zpour chaque :ceRet 5,--1a—>a :

(BP)<

4
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4 2 que,u(ocM ——;z(M)pourchaaueasSetpourchaqueMCR o
horelien, -
3. qu’il existe un b € R tel que l’eqal@te w('b) = ,u(I"“b) est
urave pour chaque I' C S pour lequel I'b, I'—1b sont boreliens dans R.
Alors, pour chaque M C R borelien'il existe B.p €8S tels que

o < 2O <. @

Démeonstration. On va apphquer le théoréme 2. Etabhssons
d’abord In métrique dans le groupe S. On sait qu’il existe un a e R -
jouissant de la propriété 1. Faisons vorrespendre a chaque x e S
le point. f(») = xa € R. La transformation f(«x) transforme S.en R
_(transitivité du groupe S) et elle est bmmvoque En effet, si aa = fa
(x, e8) on-a p—lxa =a donc &a-> a pour & = f—lx, donc.
ﬁ—lzxw z pour z € R, f~1x = 1, « = f. D’une fagon plus générale,
xx = Bz pour certain z ¢ R entraine « = g.

Définissons dans S la distance par o(x, 8) = o[f(s), f(8)]- La

transformation f(«) est alors une homéomorphie et 1’espace S est
donc séparable. Soit « € S. Pour & — & [&;, & €8] on a f(&) — f(£),
done & — &a, donc aéia— xéa, a&; — k. Alors sz est une trans-
formation, continue en &.

Pour & — & on a &a — Ea dono E”lé',;a - a, ,, done (d’ap-és la

supposition 1) £=1£6~a — {'a, &if—'a > qa, §§t—1a —>a, &la—>

> &g, &1 —> & .

Alors &1 represente une homéomorphie de .S en S. Ex est’

également une transformation eontinue en £, car fx'= (x—1&—1)—1
(éx est donc une homeomorphle de S en 8). Si.I" est borelien dans 8§,

évidemment I'-1 est aussi borelien'dans § et il y en a de méme

avec I'(z) dans R pour.chaque z ¢ R, car x = xa entra,me F('t)
= I'va = f{I'x) oh F'x est borelien dans §. -
On sait qu’il existe un b € R jouissant de la propneté 3. Posuns .
o(I") = u(I'b), «(I") = »(I'b) pour I'C S borelien.
0, T sont évidemment deux mesures dans S. On a a(S)
= pu(8b) = u(R) et également 7(8) = v(R). Soit aeS, I'CS
borelien. Alors on a ~
' o(Fx) = u(I'ab) = w1 —1b) = u(I'—1) = u(I'b) = o(I'). ; .
Soit M borelien dans R et soit I" 'ensemble de tous les & € § pour

lesquels &b e M, donc I'b = M. °I" est donc évidemment borelien

da,ns S. D’aprés le théoréme 2 il existe alors ﬁ, B e S tels que

(1) <"‘R’(§‘f )< ).

D’aprés . . TR
e = M(M ) T(ﬂr ) = 9(pIb) = v(ﬁM W 7(B'T) = w(B'M)
on obtient immédiaterent la thése du notre théordme.

A S S )
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Sl le grou S est commutatif on peut supprimer l& supposn

' tion 3 dans le théoréme précédent. En effet, on a

Théordme 4. Soient »(M), u(M) deux mesures définies pour tous
les M boreliens dans Uespace métrique 8epamble R. Soit 0 < »(R) <
<o, 0 < u(R) < co.

 Soit S un groupe transitif et commutatzf de homeomorphzes de R
en R Supposons que ula M) = u(M ) pour chaque « € S et pour cha-
que M C R borelien.

‘ Pour chague M C R borelien il existe alors 8, ' € S tels que

o) < ML < gy, @

"Démonstration. On prouve d’une fagon tout-a-fait analogue

" "a celle de la démonstration du théoréme précédent que f(a) =

= aa € R est une transformation biunivoque de S en R (a étant
- un point quelconque de R). Ensuite on établira la méme métrique
. qu’auparavant. Le groupe S étant commutatif il en résulte que
non seulement af mais aussi £x est une transformatlon ‘continue
en § (x;, &€ 8). :
Posons o(I") = u(I'a), ©(I") = »(I'a) pour I" C 8 borelien."
Alors on a o\l0) = u(l'aa) = u(xla) = u(l'a) = o(I"). Notre
. thése s’en suit immédiatement.
' Remargue. On peut aisément étendre le théoréme 2 aussi au
. <cas 7(8) = oo [mais ¢(8) < ]. En parcourant la démonstration
du théoréme 1 on voit facilement que la thése (3) du théoréme 2 '

- ]th dans ce cas de la forme suivante:

Pour chaque I'C S borelien [¢(I") > 0] et pour chaque 2 réel
- il existe un f ¢ § tel que 7(8') > 2. Il en est de méme pour la these
.. du théoréme 3 et. 4 dans le cas ¥»(R) = .

. Soit R = R, I’espace cartésien & » dimensions (n =1, entner)
Pour ses points et pour les opérations avec eux on va se servir des
notations habituelles dans le calcul vectoriel. Nous desngnerons par
B(5) Pensemble de points (3,7, iy7, ..., in) (7 > 0) ol h, ig, .

. parcourent tous les nombres entiors. Si 'on. a a— b @(7,) ‘on

o a.ppelle a congruent avec b modulo 7 [a = b (mod 7)]. Désngnons‘
' par 'H,° I'ensemble de points (x,, 2, .., &n) pour lesquo]s — i<
SHN é L < $7; 4 = 1,2, ..., n. Cest un cube au centre 0 et & aréte 7.

" Boit H,*=H,* + a (un cube au centre a et & aréte 7). Les cubes
o H o a; parcourt tous les points &(z) sont disjoints et couvrent
> R, Soit m(M) la mesure lebesguienne de I’ensemble M C R.’

.U . Théoréme$, Soit 5 > 0. Soit »(M) une mesure définie pour tous
2 lea M C R boreliens. Supposons

s wM + x) —-. v(M) - ¢ o (5)
t},".MrchaQuex-O(modﬂ) Sm‘°<"(H°)<°° e




"Pour chaque M C R borné el borelien il existe alors .a, a’ e R tels
que . : o
‘ v(H®

oM A a) < —'—HL”L.(M-) < HM + a).

‘Démonstration. On va appliquer le théoréme 4. Choisissons un
r > 0 impair tel que M C H®,, (on va supprimer l'indice ry jusqu’a

la fin de la démonstration). Construisons I'espace R en, 1dent1f1ant
tous les points congruents mod r.

Pour a, b ¢ R définissons la distance par légahte suivante:
o(a, b) = min o(z, y) [o(x, y) étant la distance en R]. I uffit de
T=a

prouver l”{rfébgalité ola, ) < < o(a, ¢) + plc, b). D’apres la définition
il existe x=a, y=0>b, 2, =2 =c tels que ¢(a,c)= o(z, 2),
oc, ) = o(z, y) = e(zu Y+ 2 —2)
Done o
(a:b) < Q(x:y+21—zz)< Q(T zl) + Q(z1:y+ Zl"”z):
= p(a, ¢) + (e, b). :

L’espace R est évidemment séparable (méme compact)

Nous allons dire que ’ensemble 4 C R appa,rtlent aR(ACR)
lorsque zed, y = x = yeA. Lorsque A C B et lorsque A4 est
borelien dans R, il est aussi borelien dans R.

Si A est borelien dans R posons ) = m(A H°), v(A) =
=v(A4 . H°).

Ce sont évidemment des mesures dans I’espace R. Dorénavant
a; va parcoumr tous les points d’ensemble ®(rn). Soit N = Z(M +

+ a;). Cette somme posséde des termes dlS]omts, car M C H°. 5 Alors'
N est évidemment borelien dans R. Pour a eRona .

N + a) = v[H° . Z(M.+ 4+ a)] = v[2H° (M + @i+ a)) =
=2H (M +ait+a)] = 2B (M +a) o=
= Zv[ﬂ—% (M + a)] = vZH—az (M + d) = v[(M + a) R]

) Dono
(N + a) = v(M i a) ; o - (8)
ot également ' :
(N + a) = m(M + a) m(M)- R ()
Enamte ona ' L !
,u(R) = M(H° R) = m(H°) = (fn)" -8

- - . “._
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Les points b; pa,rc;)uréht Pensémble ®(y). On a (r est impair)
#R) = »(H°) = vZH b H° = Hpbi= > v(H,b) =

bse H bjeH®
- 2 v(H° ,) = r(H°,).
bl
Done . i '
v(R) = r"v(H° ) . 9)

Smt S le groupe dé toutes les translations dans R. Deux points -
congruents se transforment par une translation en points congruents

eux-méme. S est évidemment transitif et commutatif.

Pour chaque A borelien dans R et pour chaque a¢ R on a

e u(A +a) =m[H°.(4 + a)] = m(H—“ A+ a)=mH-".4)=

L oana € R tels que’

| - Done [daprés (6), (7), (8), (9)]
;,1_3-‘ O )<M<v(M+a)
- oqfds

=mH. 4. ZH%) - zm H— . H% . A) =
Zm[H—“—“n " (A - a,)] = Zm H>v—  H° . A) =
_m2H° A.H—e ae=m¢H° 4) = p(d).
Donc la supposutlon du théoréme_ 4 est remplie. 11 existe alors

: Nty BAE)
v(+) I3

(N+a)
#(

7‘"”/

“ Lemme 1. Soit a R 7 > 0. Soit »(M ) une mesure défmle pour

: - " tous les M CR borehe;ls So;t »(H) < oo pour chaque cube H C R.

Il existe alors ume mesure (M ) définie pour tous les M C R

© boreliens telle que M C H,* => 3(M) = »(M) et telle que »(M +
s + x) = ¥(M) pour chaque z ¢ B(z) ot pour chaque M borelien.

"'-== v(M H,, S O) = y(M).

Démonstration, Le point a; va parcourir 'ensemble ®().-Pour
M e R borehen posons v(M )= zv(M H,"—% + a;). )
- Evidemment WM) est une. mesure dans R. Si M C H,* on ne-

pout avoir M. H,%~% == @ que pour a; = 0. Alors on a v(M) =
]i?nsmte pour z € @(n) ona ‘

‘ v(M + z) ,__vL(M + :v) H"—“' +a]=/




Démonstratlon du theoreme de M Visser. Oh va apphquer le.
théoréme 5. Soit M borelien dans R, soit 0 < m(M ) << oo. Choisis-
sons un A" tel.que A > A’ > 1 > 0. _Ev1demment lim M . H? = M.

. =
Choisissons ¢ assez grand pour que

I —

m(M) (10y

m(Mi) > f
ol
M= M. HY? , (11)
Chmsnssonq ensuite a et > 0 tels que ' )
. A vES i

. — > 1] = —— = A 12
| <+ 8 VA T M

Pour A C R borelien posons .
' v(4) =v(4.Hy*). (13)

Evidemment »’ est une mesure dans Ret v'(R) < oo.
D’aprés le lemme 1 il existe une mesure #(4) telle que (pom'
A C R borelien). A
: . vﬁA) =1v'(A) pour A4 C H“,,.|.3i T T b
et telle que (14)
' A + x) = v(A) pour: x (3(17 + 3@)
On a [a; parcourt ®(n + 3i), lindice # + 30 est suprimé]
W(H y55) = 2 9(H° . Hiv ) = > p(H—% . H) =
: k ' k )
_ ' = y(H®) == v'(H?) == v(H,*).
Alors on a’ .
L 0< ’V(Ho,“ 3,') < oo. ! ;
D’apres le théoréme 5 il existe un = ¢ R tel que [voir (lO), 1 l-), (12)]

T y(H,*) . m(M,)
> V(.M',+ x) > IRy T ( + 31)'! l/l’ l/l' f : e
dono tel que _ ' -
WM+ 3) > AomM). - -(8)

Pour un point % € &(» +-3¢) convenable on a donc v[(M + a:)
H"+"] > 0. Ensuite on a [voir (13), (14)]

' o (M + x) Ho+¥] = ,
Av[(M;+x—u) Hel = v'[(M; + 2= u). H"]—-
=(Mi+ z—wu), H"] > 0. \
Dono (M‘+x—u) HS + 0. PuxsqueM.CH ona,M +z— '
~—u C H*. Donc H""""H“:#:ﬂ et H."’“"CH“.,+3. Donc
Mg + T—u C Hs -+ done éaprés (14), (13) “ :

.



T H-Av(Mg—i—w———u)_v(M, v—w) =
= v[H,". (M.+z——u)j<1(M,+z—u)<v(M+x——u)
Alors on a d’apreés (15)

- v(ﬂ[+x~—u)>v(]|[ +x——u)—v(M,+x)>1 m(M)
- oqfd. -
; Dans le cas ot1 »(M) est une fonction additive spéciale du

théoréme de M. Jessen on peut supprimer quelques suppositions
des théorémes 1,2, 3, 4.

Dans les théorémes suivants R signifie un espace fixé et S
un groupe de transformations blumvoques de R en R. Dans I’espace
"R soient donnés % points: a,, a,, . . 4 étant un sonsensemble
de R, v(A4) signifie le nombre de poznts a; contenns dans A." Alors
on a v(R) =bh. St ae R, AC R, alors F(a, A) signifie I’ensemble de

s tous les x € S tels que x~1a € A.
: Théoréme 6. Soit o(I") une mesure définie pour tous les I' d’une
famille d’ensembles additive 'S de groupe S. Soit 0 < o(S) < oo.

Soit M C R. Soit I'(x, M) a-mesurahle pour tous les x € R et le
nombre o[I'(z, M)] = |M| soit tndépendent de x.

Alors il existe o, o’ € S tels que i

- | M|
. “o(S)
Démonstratlon. Supposons que l’megahté

(S )
soit vraie pour tous les « ¢ S

Soit I ’ensemble de tous les & « 8 pour lesquels M contlent
~le point a;; soit I'i* = 8§ — I'i. T’ensemble de tous les x ¢ S pour
. leaquels &M contient exactement s points a;, i, ..., a;, du systéme

"~ {a,}, est évidemment donné par la formule ‘ o
: Iy . Ti...T. Ty * ... T* ()
'Cet ensemble est o-mesurable, car I'; = I’(a;, M). Par £ nous. allons

désigner le systéme de tous ces ensembles (1) dlS]Olnts couymnt 8.
243; ] On a-donc

s oM o oy (16)

hiM = zo<1)=z“; o=
i i= r;
e I'el

- z a(r; > 1 > 2 o(I') . ' = h’a(ﬂ’) = h|Ml

z 1."(8
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On peut prouver l’autre part de l’megahté (16) d’une mamére
tout-a-fait analogue.
Théoréme 7. Soit 1 (M) une mesure définie pzmr tous les M d’une
famille additive d’ens mbles de R. Soit 0 << u(R) < oo.
Soit S un groupe transitif de transformations biunivoques de B
en R. Supposons 3 e
1. ‘que u(ad) = u(A) pour chaque A /.l-mesumble et pour chaque
X € 2
2. qu il existe un @ eRtllquexeS, 00 =a = x =1 (identité
et tel que, I" étant un sousensemble de S gt I'a étant en outre un ensemb
w-mesurable, zben est de méme pour I'~'a et on a

. | wlw) = ya).
Pour chaque M u-mesurable il existe alors &, o e,S{tels que
h . u(M)
u(R) .
' Démomtratibn.\ "On va appliquer le theoreme 6. Soit @ le point
mentionné dans la supposition 2. 4 parcourant la u-famille additive,
I'(a, A) C S parcourt aussi une famille additive S. £ parcourant le
gro ipe S, éa représente une transformation biunivoque de S en R.
Alors, pour que /" soit un élément de &, il faut et il suffit que I'a
soit u-mesurable. Pour ces I'= I(a, A) yposons [transitivité] '
ol = p(Ta) = p(I'~1a) = p(A).

Evidemment I'(a, R) = 8, dono

o(8) = p(R). ; 5as)

y(aM) < —2— < w(o' M). : (17)

Soit z € R. Soit z = £a. Soit M u-mesurable dans R. Comme . .

’on sait I'(z, M) signifie 'ensemble de tous les y € § pour lesquels

on a y—1%a € M. Pour cela il faut.et il suffit que (y—1&)~1ella, M), .

donc que &~y ¢ I'(@, M), c. 4. d. y € £I'(a, M). On a donc ['(z, M)
== &l(a, M). I'(x, M) est donc a-mesurable car M = I" -1(a, M) a,
donc I'(a, M ) a et par conséquence &l(a, M) a sont ,u-mesurables '
Ona - ;
o[I'(=, M)] = o(¢T(a, M)] = u[eT'(a. M) a] =
= pll'@, M) a] = [, M) 6] = (M},

D’aprés ces relations et d aprés (16), (18), il résulte (17).

Théoréme 8. Soit u(M) une mesure définie pour tous les M d"z‘ne' o
famille additive d’ ensembles de R. Soit 0 < u(R) < o. '

Soit 8 un groupe tra'rmn/ -commutatif de- traneformatwm biuni- -

voques de R en R.‘Soit u (aA) = ,u(A) pour chaque A p-mesurable

etpourtouaaeS

AR - B



_ | Paur chaque M ',u-mesurablé_il existe alors o, &’ ¢ S tels r.jué
' h. M (-M ) ) ’ 7
Démonstration. On va appliquer le théoréme 6. Soit @ un point
.arbitraire de R. A parcourant la u-famille additive, I'(a, 4) lui--
méme parcourt aussi une famille additive ©. Pour tous ces I" posons
: | o) = p(I'—'a) = u(A). |
On a o(8) = u(R). Soit M u-mesurable et soit z ¢ R. Soit z = &a.
On sait que I'(z, M) est ’ensemble de tous les y € S pour lesquels
y—1ta ¢ M. Pour cela, il faut et il suffit que ytla ¢¢—1M c. a. d.
que y € I'(a, £&—1M). Donc on a I'(x, M) = I'(a} £'M). M étant
u-mesurable il y en a de méme pour &—'M, donc I'(x, M) est
o-mesurable dans S. Ensuite on a

o[z, M)] = u[I'"Yx, M) a] = u[I'—a, &~1M)a] =
| = pl(E M) = p(M). -
D’aprés le théoréme 6 on a (17) cqfd. S

-

* .
O zobecnéni vity Blichfeldt-Visserovy z geometrie &isel.
' (Vytah z predchézejfciho &lanku.)

V prostoru R, v ném# je definovana ,,mira* (M) (nezdporna,
- aditivnif mnoZinova funkce?)’) na aditivnim systému mnozZin &),
budiz ddno h bodu: a,a,, ..., as. Necht 0 < u(R) < . Necht
. #(4) znadf podet bodu a; vyskytujicich se v mnoZiné 4 C R. Stfedni

. . . h v(R) -
hustota mno#iny téchto bodd v R je — - = ——— = c. Budiz §-
o v W @) o

jistd grupa prostych zobrazenf prostoru R na R, zachovavajicf miru

“ VR (b aeS Me® = pla(M)] = u(M)). Toto pojednéni za-

"~ byvé se otdzkou: za jakych podminek existuje pro danou mnozinu
"M € S takové transformace « z S, pro kterou transformovans mno-
Zina «M obsahuje alespoii cu(M) bodii a; [t. zn. »(a M) > cu(M)].
.V tomto pojednén{ je studovén té% podobny problém pro obecngji,
.- aditivni, nezdpornou, mnoZinovou funkci »(4). Véty zde uvedené

: jsou v jistém smyslu zobecnénim znadmé Blichfeldtovy véty z geo-
. ‘metrie &¢sel, kde v podobném problému?') se jedna pouze o grupu

. vérch translaci v n~din$ensioné,lnim. kartézském prostoru.
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' Cis‘dpis pro péstbvénl Amatel'ﬁatlky a tysiky, rot. 71 (1946)

- . » . o N
I

Sur Ia _distﬁbution des mesures sur une.vsphéfe an

dimensions. -
Vladimir Knichal, Praha.
(Regu le 19 mai 1946.)

Dans mon article!) ,,Sur une généralisation d’un théoréme des
MM. Blichfeldt et Visser dans la geometrle des nombres‘ ]’a,l réussi
a prouver le théoréme suivant:

Théoréme 1. Soit S un groupe métrique et séparable (multzph-
catif). Soient x& et Ex des transformations continues en & e S por
tout x € 8 (donc, x étant donné, x& signifie une homéomorphie de
S en S). Soient o(I') et ©(I") deux mesures?) définies pour tout I' C S

borelien. Soit 0 < o(8) <o, 0 < 7(8) <. Soit o(I'x) =a(I)

" pour tout « € S et pour tout I'C S borelien. Pour chaque ensemble
rcs bnrehen il existe alars ﬂ, B’ e S tels que

(8) o(I')
a(S)

Dans la note suivante je Voudials présenter — par apphcatlon

P

(ﬂl‘)< < upr). I ¢

du théoréme cité — la solution d’un probléme da & M. Rossler — .

d’un probléme tout-a-fait analogue & un théoréme de M. Blichfeldt
oonnu de la géométrie des nombres: Soient dormés h points z;,
Zy, ..., X4 arbitraires sur une sphére & n dimensions et & I'aire P et

un ensemble M situé sur cette sphére & la mesure (lebesgmenne) '

wu(M). Alors sur l’umté d’aire tombent en moyenne - points ;.

Si la dlstrfbutlon -de points a; étalt homogeéne, l’ensemble M oon-

tiendrait env1rons ;i u(M) de points eités. ,On se pose la question -

siTon peut ,,fa.n‘e tourner“ l’ensemble M quelle que soit la distri--

" 1) Casopis pro. péstovéhi matematxky 8 fysxky, Torme 71, 1946 page 33
Théereme 2.
%) 8. Saks, Theory of the Integml Warszawa 19'{7, . 16 (une mesure
- e8t une foncpion d’ensembles ‘non négative et dénombrablement addmve)

.
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bution de oes points; de Ia fa(;on que ’ensemble tranéf,b‘fmé par cette
rotatlon contxenne au moins. P (M) points ;. Ce probléme, méme
un probléme un peu plus général, est résolu d’une maniére affir-
‘mative par le théoréme suivant: )
Théoréme 2. Soit n > 1 un nombre entzer Soit K K une
sphere & n dimensions
, 2t ot B o 2t = 1 ®
sala memque habituelle (comme un sousensemble d’un espace Ry, ;
cartésien & » + 1 dimensions). Soit u(N) laire d'un ensemble
N C K borelien. Soit v(N) une mesure?) arbitraire définie pour tout
" N C K borelien. Soit’) 0 < »(K) < c0.

. Pour chagque M C K borelien il existe alors des transformations
B, B’ tsométriques positives (c. a d. des transformations linéaires ho-
mogenes, orthogonales au. déterminant 1, transformant alors la

- surface (2) en soi-méme d’une maniére 1sometr1que — briévement
‘appellées ,,rotations*) de la sphére K telles que U'on ait
' o W(K) (M)
u(K)
Avant de démontrer le théoréme 2 nous allons établir d’abord.
quelques remarques et lemmes.
Dans ’espace R, nous allons déslgner les points et les ra,yons
vecteurs correspondants par les mémes lettres.
Soit ,f une transformatlon isométrique de la surface K en K
"Pour z e K posons f(x)_. z'. Pour xz,ye K on a‘) (2 —y')2=
==k done

»pM) < = (). @)

Y=z.y (4)

Dési.gnons les pomts (1,0,0, ...;,0),1(0,1,0;...,0) .5 (0,0, 0, ..., 1)

~ qui se trouvent gur la sphere K successivement Par ag, a;, Qy, .. ., Gn.

- Ce systeme de points représente une base linéaire orthogonale dans
R, .1 (car a = 1, a; . ax = 0 pour i = k). Selon (4), /o, a'y, ..., a'y
“forment évidement aussi une base lindaire orthogonale et T'on a
a'y = ;aha,, ol ag sont- des coefficients réels, Ces coefficients

“ fortment d’a.pres (4) une matrice orthogonalé au -déterminant
. Jomt =4 1. 8i|ow| =+ 1 on a la transformation isométrique
posmve, dans le cas contralre négatxve Etm,nt & = (Zgy Ty 109 a:,.),

——

) 3) Dans la note citée sub 1) on peut #'instruir comment le cas d’un lvs o
Y 'bémé de k potnts x; se peut déduire corime un éas p&rtlcuher du théoréme 2.°
¥ ést b‘) Dans le‘cas v(K) = 0 la relation (3) est aussi satmfmte. mais ce cas
P ') En appliquant la aymbohque du oa.lcul veotonel

<
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& = (X X'yyennr ,‘) onaz= sza. et x = Zﬂ,a % alors d’ apres

Wxi=x.a;=2".a; = ﬂ,, donc ' -—Zxka k —Zxkxha, ——qu @i,
donc . B

x = %:O‘kixk- ' (5)

La transformatien f est doncreprésentée par une transformation (5)
linéaire orthogonale des coordonnées ;.

D’autre part, soit a’y, a’y, ..., @’y une base I]nealre orthogonale '
située sur K. Il existe alors une seule transformation isométrique f

telle que I’on ait f(a;) = a’s. Si z = yzlq,, on a évidemment [v01r (4)]

' = H{w) = me _ (6)

Le systéme de toutes les transformatlons isométriques resp.

isométriques positives de K en K forme un groupe S = S, resp.
8 = 8,. Ces groupes sont évidemment transitifs.

La sphére K [voir (2)] est un espace compact.

Définissons une métrique dans I’espace S comme il suif: e

Posons L

(ﬂ)=supia(x)—ﬂ(x)1 max|ax) )| N

pour &, B e S. o(x, ﬁ) rempht les postulats d’une metrlque
Lemme 1. La transformation { = &n dépend d’une mamere con-
tinue du couple &, e S. .
Démonstration. Soient &, 7o € S, Ly = &yo, € > 0. La sphére
étant compacte, on peut choisir e > 0 tel que 'on ‘ait | &(x) —
— &y(z") | < le pour |z — o' | < ¢€'; x, @' e K. Soit (&, &) < e,

o(n, o) < ¢’. On obtient ensuite o(&n, &) < 9(577, Em) + o(&m,

o) = sap | éne — Emz | + suPI Eonx — Eonoxl < sulgl §y —
-Eoyl+suplioy—-foy |<%e+ée—e

z/,uc N

Lemme 2. La tramformatwn &1 dépe'nd d’une maniére continue |

de la transformation & e S. . ’ v

Démonstration. Soit & e S, ¢ > 0. Il existe alors g > 0 tel

que 1’on ait | §0~1w—§—1x | <epour 2,2 e K, |z—2a'| <é&.
Soit e(¢, &)< &'. On a ensuite p(é-1, &) = sup} P Wl &z I-—

=& SuPI y— 50_‘Ey| =y Eo“‘Eoy = Eo“’ﬁyl < sup | {2z —

2—2 <&

—_— 5 /—-lz l < 8. ( - - - z, z'e _ .
' Corpllalres.._Si o € Sesp. S et si & parcourt l’espace 8 resp. 8,

AY
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alors sz,- Ex, £-1 reprééonte chs;que une homéombrphie de S en S
resp. de Sen 8. Six ¢ & resp. Setsi FC S resp. S est un ensemble
borelien®), les ensembles «I', I'x, I'—! sont aussi boreliens. ¢

Lemme 3. L’espa,ce S et par suite aussi lespace S (qui est un
'séusensemble fermé de I’espace S) est un espace compact.
Démonstration. Soit ;e (i = 1, 2, ...). K étant compact,
on peut choisir de la suite {«;} une suite {ﬂ,} partlelle de maniére que.
Biax — a'y pour z—> o, k=0,1,2,...,n. On a donc (Bi).
. (Biw) > a’x . a’y. o .
Ma_ls [d’aprés (4)] on a (ﬁ,ak) (Pir) = ar . aqp. Il s’en suit

a'y.a'y=ar.a. Le systéine a'y, a'y,...,a', est donc une base
orthogonale Soit f une transformation 1sometr1que transformant
aren a’y. Soit z = (x,, xy, ..., ;) € K et ¢ > 0 et choisissons ¢ assez
’ £
*grand pour que Pon ait | ﬁ.ak——ak| _;-II, k=0,1,...,
On a | pix — fz | = | Zxk(ﬁiak) e szk(ﬂak){ < ;I Piar — a'e| <
g(n+l)—-¥“l——~€ = » .

\

.1l g’en guit f;— f e 8.
Nous allons considérer le lemme suivant comme connu.
Lemme 4. N C K étant borelien et « étant un élément de S, on a?)
u(6N) = p(N) et 0 < u(K) < oo.
. Dorénavant soit S, le systeme de tels xef pour lesquels
xa = a (& cause de brieveté on écrit.a, = a). S, forme évidemment

~un groupe.

Lemme 5. Le groupe S, est isomerphe et isométrique avec le
- groupe Sp—y (n = 1, entier).

. Démonstratlon Soit « € Sq. ax détermine donc uné transfor-
"mation positive isométrique de la surface K,—; en soi méme (on
- peut considérer K, ; comme un sousensemble de K, en posant
- zeK, 1<>zeK, x.a=0). D’autre part, «’ étant une transfor-
' mation positive isométrique de la surface K,_; en soi-wiéme, on
peut la prolonger en toute la surface K,: En effet, définissons o
- de telle fagon que Ton ait xa = a et zxat = oa’a; pour 1 == 0, 1,

- 'n— 1. Cette correspondance « «— «" est évidemment 1somorphe
- Elle est méme isométrique, ce que nous démontrons de suite.
&, B étang des éléments de S, et 2 étant un élément de K, déflmssons
ye K —1 de maniére que 'on ait x = = Ay + A’a (4 X réels) [ =

8) I'c S étant borelien. dans S il est borehen aussi dan.s S et réelpro

~quament (S est fermé dans S)
7) «N est par suite aussi borelien danﬂ K.

‘4
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“9’ a, l——-V(z-—-l' )’ d0ﬂ0 1’+l"==l HI lj Ona&ong
law-—ﬁZI = | A(ay——ﬁy)+1’(aa——ﬁa)1 —'M,|zxy-———ﬂyl< ‘

< |ay—Py| et donc sup[oc:c——ﬂx[ suplay——ﬂy Puisque

T veEp
on a aussi sup | zxy—ﬂyl < supl ax — Bz |, on obtient pour la
veKn o

distance dans l'espace Sn_1 [ (oc f) = olx, B).
Lemme 6. Il existe un T C S jouissant des propriétés suivantes:

1. Pour chaque x ¢ K il em.ste exaclement un seul x = xye€ T ’

tel que Von ait xa = x.

2. 81 eS8, xeT, xa +=—a,on a f— laﬁeT

3. xeT entraine x—1eT.

4. oy, x0¢ T entraine | al—‘a —ag7la | =] e — oa| La
transformation biunivoque x «—— x' de l'espace K en sot-méme donnée

par la relation &y = (xz)—* est donc tsométrique et (en vertu du lem-

me 4) ne change pas la mesure u.
C b oy, g 0, €T xg e Ty xo@ #—a o —> cxua pour | z—>oo
entraine o; — xg POUr i — oo.
Démonstration. Pour » = 1 il suffit de poser 7' = 8. SOIt
done n > 2. Soit U le groupe de tous les x e § pour lesquels on a

aas =a; (5 =1,2,...,n—1). Soit T le systéme de toytes les trans-

formations de la forme p—1xp ou B parcourt les éléments de Sz et &
ceux de U. Pour z ¢ K-il existe y ¢ K,,_; tel que z=Ay-A'a (4, A’ réels, ,

donc 4% + 1’2 = 1). Ensuite il existe un f € S, tel que fy = a,. Soit
o € S la transformation qui transforme a,, al, -++ Gn—1, @ Tespective-
mént en points‘+ A'ay,— Aa, a,, ..., ap—1, Aq, —{-« A'a qui formeént
une base orthogonale au déterminant + 1 située dans K. On a donc
aelU et p~lafa=p laa=p i, + Aa)= Af—la, + A'f—1a =

'= Ay + A'a = z. Pour chaque z e K il existe donec un élément:

y € T tel que ya = . Si ¢ + — a, il n’existe qu’un tel y. Supposons - *

que 'on ait f—1afa = f™—1x'f'a = —a pour B, f’ € Ss; &, &’ € U. Onr

a ensuite f—laa = ﬂ"“zx a, done ﬂzxa =o', o0 B=pB el

Evidemment on a aa = i.la., + Ag, &’a = }.’la‘, + Ay (tous les 1.
sont réels, 4,2 + 4,2 = 4,2 + 4} = 1), done i.’,a,, + A = Afay +-

+ 2. En multlphant cette relation - par a = Ba (produit scalaire)
on obtient A’y = A, et donc A, = + 4, ,
“done soit 1: 4; =+ 0, Bay = + ay, .
soxt 2: z',_xlqo donc a'a = aa = + a.

v Da.ns le premier cas on a. aa = Aa, <+ Aa, aa,, = Mgty — @
(a est une transformation positive mométnque) et aa; = a; pout-
=12, ,n——-l et également a'c = + May + a; aa‘==.'

—d/'l,an¥l,a aa,-—~a. pour =12, —1 Pumque ﬂa,—
.‘ _' :._ ‘. | .\- A - ._' b , _' ”t

r.<
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Qiao,'ﬁ'&l’_’ @, @ .fa;=Pa.Pas = a.a; =0 ét d’une manidre-

analogue a, . fai =0 pour i =1,2,...,n—1, on obtient pa; =

. 7

e z}.uak pourz =1, 2; isss n—1. 11 ’en suit Boa = B(Aa, + Aya)=
k=1

=+ }.,ao—i-l,a (x/ffa_oca— + Aa, + Aa, done ﬁaa_—aﬁa

" D’une fa,on analogue on a Baa, = a'Ba, et ensuite aa; = fa; =
n—1 n—l

'__zl.kak et cxﬂa,—oc T)..kak_z}ukakpouro_ 1,2, ...,n—1.

k=
On obtlent donc Baa; = a’Ba; pour i =0, 1,2, ..., n, donc Bx =
=B, done f—1af = f—1a'f’. y
Dans le second cas on ne peut pas avoir oa = — @, car on
obtiendrait f—1xfa = p—! (— a) = — a contrairement & l’hypothese
Onadonca’a = xa = a, &'y = oy = aoetensulte o'a; = cag= a;
pour ¢t =1,2,...,m — 1. Done on a &’ = a =1 ('identité). On
" a donc aussi ﬁ—laﬂ p—'f.
- Boit maintenant 7' le systéme des x € T’ tels que I'on ait soit
a8 = — a soit anCT
‘ Démonstration de la thése 1 pour . 11 suffit de démon-

trer qu’il existe un et un seul « ¢ 7' tel que na = — a. C’est donc-
* cet o qui fait correspondre la base —ay, ay, ..., @n—1, — @ & la base
orthogonale Gy, @y, ..., @. Sil’on avait oa = ﬁa et &, B € U on aurait

évidemment « = ﬁ.

S o ‘Démonstration de la thése 2. Si l'on a feSs aeT,
o aa. 4 —aona aeT et évidemment f—1ap e 7. Pplsque ﬂ“—laﬁa =
g B ‘oa Fp-(—a)=—a,onaf-afeT

v
3
s

: Démonstration de la thése 3. Si xe T on a «aeT, donc

7'- & = B~1a'B; 0l f e 8y o’ € U, done a—' = -1’18 ¢ T, oar a’1 e U.
. 8i a~'(@) = —aon.a a—leT. Si x~la=—aon aa(—-—a)—-a ,

Coa = —a, donexelU, o YeUCT.

Démonstratlon de la thése 4. Solt d’ abord o ¢ U. Ensuite
+ Aa, (la matrwe -des.

on & aa'= 2,0 + Aa, et donc oa, =

-coefficients doit étre orthogonale et au détermmant 1). Il s’en suit

"o = o0 ialay, oy = — Apnla b onc a~la =

*z-~—11a——-1.a ot . .
oca+a“1a--2}.1a,_2(a aa)a (8)_

: Sl o .e T (donc «' €T) on obtient o’ = 8_10(,8, oﬁ Be Sa, v € U. La
S relation (8) est- dono vraie et par conséquent (fa = a) f—1afa + .

“ﬁrﬂ lzu—l;f?a--—.=2(a fA—lxpa) a, var a . flafa = fa . afa =& . oca.
Onadonna—lq-—Z(a ‘o'a) @ ~oa'a. Poura,,a‘zTetenposa.nt
aw-—-arﬁ-v on 8oy la—agTlal=|2(a. v)a-<-v|

#Vw »)'—~4(a una v)+v2=|v1 S
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Demonstratlon de'la thése 5. 8 ‘étant compaot on peut
choisir de chaque suite partielle de al, oy, 03, +.. UNE suite partielle

Y1s Vo5 V3 « - telle que 'y', ﬁq, ILX PR ou ﬂ;GSa, (X’ii U et Oil les
suites {oc',:} et {f;} sont convergentes. Soit a’;— &'y, fi— fy. On

a donc a'gar =a; pour k=1,2,....,n—1 et fya =a, donc -

x'g € U, PoeSs En vertu des lemmes 1 et 2 on a yi—> Bo—ta’ofe =

—yoeTety,a—> Yo, doncyoa_aoa =1=—~a Yo €T, done yy = . -
"Il s’en suit o; — .

Lemme€ 7. Dans S, soit définie une mesure w(F) pour chaque
I’C 8, borelien. Soit 0 < w(S,) < . Il existe alors une mesure ©(I”)
pour I' C 8- borelien telle que I'on aip

() = v(M)

' pouf chaque M C K borelien. I'y y signifie U'ensemble de tous les
x €8S tels que oa e M. L’ensemble I'y est évidemment un ensemble
horelien dans S.

Démonstration. Soit 7' ’ensemble construit-dans le lemme 6.
Soit y € S; décomposons y = «f en un produit tel que « €T,
pe S,, (on a ya = ofa = axa, donc x = n,, est déterminé d’une .
maniére univoque et évidemment g = x—1y ¢ S,). Considérons dans
ce sens I’espace S comme le produit cartésien K X S, [y = (ya,
Xya—1y)]. Désignons par IN le plus petit systéme additif®) contenant
tous les ensembles M X A ou M resp. A est borelien dans K resp. .
8. Le systéme 9N contient tous les I'C S boreliens. 11 sufflt de
démontrer qu’il contienne tous les I'C S ouverts. -

Posons I} = I' — x_48s. 548, étant fermé dans S & est par
conséquent un ensemble ouvert dans 8. Soit y e I’l, y=of (xeT,
B € 84, done aa + — a). Chmsxssons e> 0 tel que y’" €8, o(y’, y) <
< & = y' eI}. 1l existe un & > 0 tel que I'on ait o(x'f’, (xﬁ)<e
pour o(a’, o) < & et,pour o(f,B) <& (lemme-1). Il gen- suit

= 'f e I. Choisissons (la proprieté 5 de l’ensemble T) un

"> 0tel que &’ € T, p(x'@, aa) < &" = p(a’, o) < &. Il existe donc
un tel entourage M, du point xa dans' K et un tel entourage A, du -
_point # dans 8, que M, X A, C I,. On voit aisément que M, X A,
est un ensemble ouvert dans §.?) § étant compa,cb et donc sépa.rable
on a Il e M.

8) 8. Saks, Theory of the Integral, p- 7. »
%) En effet, saityyeM; X Ay p,~> o3 PORONS Vo = iofgs Vp = X,Bp
(x5 €T, ﬁtsS pour 3=0,1,2,...), donc ay &= —a. On a y,a—> pa,

c’est-a-dire. x,a — o, d’oi1 ’on dédult‘. d’'une part «, € M, pour n>n, ‘

d’autre part x, — «, (thése 5 du lemme ‘6}. On a ensmte O MY, > a,—’y.,
(femme 1 et 2), c’est-a-dire 8, — B, done f, ¢ A, pour n > ny, donc enfin
}-,, e M, x Ay pour n > Max (n,, n,)

-
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- Ensuite, ’enseémble I". o _,8, (partie commune) est ouvert dans
&—aSq, doné a"4I". 8, est ouvert dans S, et'par suite I'. x_ oSz = °
= {—a} X a"al". Sq, ot {— a} resp. x"al" . 8, est borelien dans A
resp. dans S,.
Définissons pour1°) I'e M:

o' ul _S) f do(p) f dv(z) = —— f oliz) f dos(p

\ BeSy X fel’ NBel
~ ze K BeS,

60113 M un ensemble borelien dans K On a ensuite 7'y = M X8,

[(x € K, BeSa); azﬂel"u© & azMoa,aaM@xeM], donc

(I y)= (S) fdw ﬂ)fdv(x w(8Sq) . v(M).

BeS, xeM

Lemme 8. Sozt définie wne mesure u;(F) pour tous les I'C S.
‘boréliens. Soit

2. w(al) = w(F) pour xelS, et pour tous les I' C Sq boreliens:

3. w(I'1) = w(I") pour tous lés I' C 8, boreliens..

Alors il existe une mesure o(I") définie pour tous les I'C S bore-
liens telle que

1. o(I'n) = (M) pour tous les M C K boreliens;

2. a(ypI") = o(I') pour y € S et pour tous les I' C S boreliens;

3. 'o(I'1) = o(I") pour tous les I' C S_boreliens.

‘Démonstration. La mesure ¢ soit définie & I’aide de la mesure
 u de la méme maniére que la mesure 7 & l'aide de celle » dans le

lemme précédent. Ainsi il est évident que la theése 1 (analogue & celle

du lemme 7) est vraie (voir le lemme 4).

: Démonstratlon de la thése 2. Soit I borehen dans S. On a

(x € K B, p e Sa) : :

alyl) = oy f du(a) f do(p) - S)f (y2) f do(p
L (1')

ayBeyl @ygBerl’

et ensmte (car Xym Vg € Sa)

ao«r) L f du(a) f dao( a"ly%ﬂ)—
(8Sa) ) ,
: (S) du(a) f doff) = o)

z Tya,Blevl -
) azﬂcl .

(iVOir l& proprlété 2 de la mesure w et le Iemme 4)
T 10) S Saks, Theory of the Integml p. 85

b . . -
A 82 - v
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])émonstratioﬁ de la thése 3. On a(x, 2,y e K ; BeSa)

1 1 [ !
e Ay = - —1 )
o) = o f do(B) f du(e) = —- f dofp=) f du(a)
A agfel™ L B8, -
rF—ua , zF—a
En posant &, = x,—1 (voir la propriété 4 du lemme 6 et la propriété 3
de la mesure w) on obtient

\ 1 =gy — L 2
(=) = gy [[0t8) [t =10 = s faoip) [ auta

B vy BT eI B Boayrell

rf—a T F—a
En posant fayf—! =, (Bxgf—'eT, voir la propriété 2 de l'en-
semble T) c. & d. y =8 = fosf—'a= fxra = ', il s’en suit

A0 = ey [[4) [ dugn =
il

()
- J}q_’) f dor(B) f dily) = o(I).

xyﬁrl"
"E-——ua
B8 ayﬁzf

Lemme 9. Dans S = 8, (n = 1, 2, ...) il existe une mesure a(I) -
définie pour tous les I' C 8 boreliens telle que

1. o(I'n) = u(M) pour tous les M C K boreliens [donc 0 <
< a(8) = uw(K) <ol - » T '
: 2. o(xI") = o(I") pour & € S et pour tous les I' C S boreliens;

3. o(I"1) = o(I") pour tous les I C 8 boreliens.

Démonstration. Nous allons démontrer ce lemme a l'aide
de I'induction compléte par rapport & n en appliquant.le lemme 8.
Dans le cas n = 1 8, contient seulement la transformation iden-.
tique 1. On pose w(#) = 0, o({1}) = 1. Les suppositions 1, 2, 3 sont
remplies dans ce lemme et par conséquent méme les théses 1, 2, 3
ce qui est en accord avec 1és théses 1, 2, 3 du notre lemme. ,

~ Soit, m > 2 (m entier). Supposons que notre lemme soit prouvé - -

pour. n = m — 1. Le groupe (Sm)s,, st en vertu du lemrne 5 iso-
morphé et isométrique aveo le groupe Sn—;. Selon la’ supposition .
d’induction il-existe donc dans ’espace S, 1 et par suite méme °
dans (Sp)a, une mesure w(I") définie pour tout I'C S, borelien de
~ telle fagon que les prémisses du lemme 8 soient, remplies. Ce lemme
donne immédiatement notre thése pour n = m. )

- Lemme lO._'Dans’l’espace 8 il existe une mesure v(I") pour tous
lesI'C S boreliem‘ telle que . . i ‘ L

- &’\



\ oI M) = v(Mi
,ponr tous les M C K boreliens.

Démonstration. On va apphquer le lemme 7. Pour n = |
définissons la mesure w dans I'espace S, de la méme maniére qu’au
commencement de la démonstration précédente. Pour n > 18,
est en vertu du lemme 5 momorphe et isométrique avec S,—;; alors,
d’apres le lemme 9, il existe une mesure w dans S, telle que 0<
< w(8;) <co. Il en résulte sans peine notre thése.

Démonstration du théoréme 2. Nous allons appliquer le
théoréme 1. Le groupe S = S, est métrique et séparable (lemme 3).
Les transformations «& et &x sont continues en & € S pour tous les

.« €8 (lemme 1). Soient ¢(I") et 7(I") deux mesures définies dans les

..lemmes 9, 10. En vertu du lemme 9 on a 0 < o(S) < et o(In) =
= o(x—llLl) =o(l" ') = o(I') pour tout x e S et pour tous les
I'C 8. boreliens. Selon le lemme 10 on a 0 < 7(S) = 7(I'k) =
= »(K) < oo, car dans le théoréme 2. on a supposé 0 < »(K) <oo.

. En appliquant le théoréme 1 on obtient immédiatement pour
I' = I'y la thése du théoréme 2 en considérant que v(8I'm) =
— (o) = ¥(BM), 1(8) = »(K), o(S) = w(K), o(I'nr) = u(M).

*

L O rozloZeni m¥r na n-dimensionalni plose kulové.
. (Vytah z predchézejiciho ¢lanku.)

;1 Budiz » > 1, celé. Budiz K n-dimensionalni plocha kulova.
Necht u(N) znadi ploény obsah (borelovské) mmnoziny N C K. Budiz
»(N) libovolné mira?) definovand pro viechna borelovski N C K.
[na pf. necht »(N) znaéf poéet bodi z‘daného kone¢ného systému
"“bodu: z,, ¥, ..., &, lezicich na kouli, které padnou do mnoziny N].
- Necht 0 < v(K) < . Pak pro kazdé borelovské M CK ex1stu1i
* ' ,,otoleni” B, B’ plochy kulové K tak, Ze plati (3).
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t‘,asopis pro pistovﬂnl matematuky a fysiky, rot. 7! (l946)

. O k-posunutiach.
Anton Kotzig, Bratislava.
(Doslo diia 13. mija 1946.)

Nech st k, n dané prlrodzené disla, 1 <k <. Vysetrajme

n-rozmerny priestor R, (pomma,ny ako mnozina v8etkych s&stemov ‘

[y, %3 ..., #a] = &, kde 280 t. zv. saradnice bodu §). Budeme nazy-

vat k- posunutim také posunutie v priestore Ry, pri ktorom sa zmeni

naJmeneJ jedna a najviac k stradnic, ktoré sa zmensia o celé &isla

a ostatné garadnice zostgni bez zmeny. Nech je dalej M mno#ina

vSetkych bodov, ktorych véetky sumdmce s celé nezaporné éfsla,
- potom plati veta:

Existuje jedna a len jedna mnoilna. A, ktors ma tieto -

tri vlastnosti:

1. AC M.

2. Ak je ¢e M — A, exwtu)e k-posunutie, které pre->

vadza bod & v bod mnqZiny 4.

3. Ak j jeéeAaakjenbod, vznlka]ucl 2 5 k- poaunutim :

nele%i n v mnozine 4.

Mnozina 4 je potom definovans. takto Nech je ¢=

= [@,, %, ..., 5] bod o celych nezapornych stradniciach.
Rozvxﬁme saradnice v dyadlckéj sustave

x; = S‘ b,.(w,-) am. (3 =1, 2, feey n).

m=0 Y

- tbm(x:) = 0 alebo = I, pre ka%dé i je oviem maximélne ko-
neény podet isel b (z;) rézny od nuly) Potom bod & patrf

do mnoZiny: A vtedy a len vtedy, ak je

bu(2s) + ban(2s) + - + bm(an) = 0 (miod (k + ), (*r?"-é'

pre ka%dé celé m > 0.

" Def.: Ak bod o (v ¢ M) urtitym k-posunutim prejde v bod o', -

budeme hovorit, %e bod ~ je podiatoény, o' vysledny bod tohoto .
k- posunutm Ak prevedieme postupne. viac (napr. 8). k-posunuti -

_ tak,Ze vysledny bod jednoho k-posunutia povaujeme za poélatoény 2
‘bod d?aléleho k-,posunutxa, ]ednothvé polohy bodu bude. nam udéva.i}

L.
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postupnost bodov: Sy oy s Takejto postupnosti budeme -ho-

. ivorit k:retaz 'z bodu a,.

Doékaz vety: DokdZeme teraz, Ze existuje maximélne jedna
mnoZina majica vlastnosti 1., 2., 3. ,
' Dokaz: Predpokladajme, Ze existuj dve také mnoziny 4, B,
ktoré maja vlastnosti 1., 2., 3.Aby A == B, musf existovat aspott
jeden bod taky, %e je elementom len jednej z tychto mnozin. Bez
tjmy vieobecnosti moéZeme predpokladat, Ze existuje bod g,
o ktorom plati: 8, € B, a zaroven f, nelezi v 4. SkonStruujme k-retaz
z bodu f, tymto spésobom: Prvé k-posunutie prevedihe tak, aby
‘platilo B, € A (jé to moZné na zaklade vlastnosti 2., lebo f, nelezi
v-A). Na zéklade vlastnosti 3. vSak potom plati: f;, nelez{ v B.

Moézeme tedy druhé k-posunutie volit tak, aby f, € B; na zaklade

vlastnosti 8. bude platit: 8, nele#f v A a tretie k-posunutie mo#Zno
voli? tak, aby platilo: f; € A nelezf v B, atd. Tymto sposobom do-

. cielime toho, Ze o bodoch tejto k-retazi bude platit:
’ - PueB; Pu neleii v 4
Bauire A; Pt neleiil v B .
Uvaime, ze kazdym k-posunutim sa najmenej jedna stradnica
umensdf. Je zrejmé, Ze pre nejaké j bude najmenej jedna stiradnica

pre vietky Il =0, 1, 2,

" bodu g; zéporna. Ale to nie je moZné, leho musf byt §; ¢ M; preto je -

- zrejmé, Ze nemozu existovat dve rézne mnoZiny majice vlastnosti
1,2,8. (Ze nemoze existovaf viac takych mnozin, je z dokazu tie%
<. zrejmé.) ) .
5 Ide este o dokaz, e mnoZina definovand podmienkami (*) m4
viagtnosti 1., 2., 3.: ‘ ’

v

- . Ka#dé celé nezdporné &slo z dé’'sa rozvinit v dvojkovej

. (dyadickej) ststave, pri ¢om budeme stéle uifvat oznacenia
o z=" bn(z) 2" (bu(z) = 0, alebo = 1).} (1)

¢ i : y m=0 . 3 :
.. - Ak je dans Mubovoln4 skupina A, sklidajica sa z celych nezépor-
‘- nyoch &fsel . , :
\ S Tl - - @y, Ay - ..y amg) (2)

a

e e

1) Pre kaZdé také x je oviem opidt maximdlne konedny polet &isel .

L _'i);(a:) rozny ‘'od nuly. -

_ %) Tieto Yisla ay, ..., dp nemusia byt navzéjom rézne, bude zéleZat na -

X~ tom, koPkokrat sa ka¥dé z nich y tej skupine vyskytuje. Naproti tomu narh
. +mebude zéle¥at na tom, v jakom poriadku su &isla a,, ay, ..., a, napisané.
Weda napr.: 2, 2, 0, 7, 7, 2 bude t4 istd skupine ako 0, 2, 7, 2, 7, 2, ale in4 ne¥
: 2,0, 7, alebo 2, 2, 2, 0,.7. Adkol'vek teda ,,skupina‘ (uZivam imyselne tohoto
¢ hbuti)rélneho slova) je mie¥o trochu iného ne%. ,,mno%ina*, budeme: uivat
~Symboliky obvykléj ¢ teorie mno¥in: Ked jo A skupina a,, ..., a,, ak je B
skupina by, .., b, & 8k oznat{me C skupinu gy, ..., @y, by, ..+, by, budeme pisat
O=4+ B,B=C+:4,4CcC (A jo,tastou’ C),a,¢ 4,05 ¢ 4, ..., a,cd

'V’,_Xa‘ je"'?;pikaqip" i kupiny 4)‘atd.' Nedorozumenie'je iste vylitené.

\
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“budeme zna;kom om(A) oznadovat zbytok éisl:a‘ ‘

b(@) + bu(aa) + ... + bu(ap) = 3 bt (3).

zed
podla modulu k& + 1, takie 0 < on,(4) < k.
Nech je teraz S, Tubovolng skupina n celych nezdpornych é&isel

. Tys Tgy o oey Xpe ‘ ‘ (4)

Budem hovont Ze skupina T0 celych nezapornych é&isel
i Yo Yo oo Yn (5)
vznikd z S, k-posunutim, ak je y, :<__ xp pre p=1,2,...,n a ak

nerovnosf y, < x, plati najmenej pre jednu a najviac pre £ hodnét p.
Ak skupina (4) spliiuje rovnice

om(Sy) =0 pre m =1, 2, 3, ’ (6)

a ak skupina (5) (oznacme ju T',) vznika k- posunut(m z 8y, nemozu
byt splnené vietky rovnice

on(Te) =0 (m=1,2,3,...). (7) -

Lebo nech je m, najvicsia hodnota m taka, Ze je bn(y,) < bum(p)

aspoii pre jedno p (1 < p < n). Zo vzfahov y, < g, bm(yq) =

= bm(z,), platnych pre-m > m,, ¢ = 1, 2, ..., n plynie, Ze je nutne

buny(Yg) < bm,(%,) PTre g =1, 2, » takze z bm,(y) je mensie nez
yelys

zbm,(z) aspoil o 1 a najviac o k. Nakol’ko amo(So) =0, nemoze byt’

Um,,( ) =0. d

Aby sme dokédzali zdkladna vetu staci teda,, ked doké,zeme
este toto:

- Nech je dané skupina (4) celych nezapornych &sel — ozhadme
ju 8y, ktora nespliiuje vietky rovnice (6) Potom existuje skupma. Ty,
vznikajtea z S, k-posunutim a také, Ze platia vietky rovnice (7).'

Dokaz Budeme definovat celé dslo > 0, skupiny

o e Bpey € v c&c& . (8)
Pi=8 18 (=12..,n) B ()
celé disla E : : ' :
my > my > ...> My > Myy = — L.9) ~(10)
dw&mmmm F . T
L O Oy +- .,a:;1‘4 _ (11)

sposbbom, ktory teraz popiSeme.

') ‘Smysel symbolu je jasny.. Obecne ak je A skupina a,, a,, ap

- aak je f(x) lubovalna funkcla., znadf syrd]ﬂolZf(w) ¢fslo anl) + l(a.,) —1- ‘4
+ f(a,). ) zed _ ) )
?) Cislo m,, | za.védmm len pm pohodlie.
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Z (8); (9) plynie, Ze : -
Sp=P 4+ P4 ...+ P+ 8 (i=12..,7), (12)
obecnejsie
S=Pia+...+Pi4+ 8 (057<i1< ), ©(13)
Specidlne R

Sg=P,+ Py+ ...+ Pp+ 8. . (14)

- Pre vietky dostatoéne velké m je -bum(xp) = 0, teda om(S,) = 0;
podla predpokladu ex1stuje viak m, také, ze

Gﬂh( 0) > O \ (15)

Zvolme za m, najviciie ¢islo, pre ktoré platl (15). Polozme am,(So) ==
= am a z ¢isel z;, x,, s Tn vyberme um Gisel

Z1,15 Lr,5 + o0 x‘»"nrﬁ,’ (16)

pre ktoré je b (x) = 1; ¢&isla (18) nech tvoria skupinu P, kladieme
potom 8, = 8, — P,, takie P, = 8, — &), 0 < gy, < k. Predpokls-
dajme, Ze sme uz definovali pre 1ste p=1 skupmy

8, C8p 1C...C 8, ‘s (17)
) P;i=8i—8; (i= 1,2, 5 i3 P) ‘ (18)
celé ¢isla . L :

m>my> ... >my =0 3 (19)

a celé kladné ¢éfsla )

A T e Oy F (20)
tak, ze ' . Ca ) ' 20

- O+t o <k (21

" aie kad4 skupina P; ; sa skladé z a"'".l disel; pre p = 1 sme to prave
"udinili.
Skupma, Sy, = 8;— (P, + ... + P,) sa skladé, Z n—am

el Oy '>n—k > 0sel. Ak ngexistuje Ziadne &fslo m, pre
Z ktoré by platllo ' : _
C omy>m >0, 0<a,,,(S,,)<k—- vo;;‘ ‘(22)
l-=l
' ,poloime %= p, mys1 =—1 a sme s indukciou hotovi Ak véak

- existuje také éfslo m, pre ktoré platf (22) —Z"nech je m, . najvidsie
také éislo m— polozme o,,. +1(Sr) u,,.p s takie podl’a (22) jo
) i : , LA S
e u,,.m>o za,.“gk
Vyberme dale] zo, skupinyﬂ,, skupmu amp # dsel

T SR
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z X e Xpr1s B, (23

p+11 Tp+1,2 pHlgh (23)

pre ktoré je by, ,(z) = 1, tato skupinu ozna¢me Pp ., a polozme

8p+1==8p — Pp.1. Vidime, Ze vztahy (17) az (21) bud teraz platit

3 indexom .p + 1 namiesto p. Nakolko kazdd skupina obsahuje

asponi jedno ¢islo, je videf, Ze sa postup musi najneskorsie po =»

krokoch zastavit, takze dospejeme takto k systému s vlastnostiami
(8) az (13).

Z toho, ako bol indukény krok (prvy a (p + 1)-y) prevedeny,

je zrejmé este toto: Predevsetkym je

Om, + Omy + oo+ om Sk, (24)
teda istotne .
/ 1< 7z k.
Za druhé: P; sa sklada z ai,Ti' ¢isel, pri ¢om pre xeP; je
bufx) =1, teda on(Pi) = O, - :

~ Za tretie: :
Omg = Om(Sim1) (=1,2,..,7), (25)
takze podla vlastnosti druhej je
onlS) = OmSim1 —P) =0 (i=1,2,..,a2).  (26)
Za Stvrté: - ' . .
' om(Sy) = 0 £ (27)
pre m > m,. ' < ’

Za piate: Pre ,
mi > m > Mmit1 z=12..,n)
neplati (22), t. j. je V‘ _
budto on(Sy) = 0, alebo ou(S) > k— 3 o' (28)
p i=1

(mi >m >miyqr; 1=1,2,..., 7).

Deraz nahradim skupinu 8§, novou skupinou 8’, (sloZenou. tiez
z n celych nezdpornych ¢&isel) takto: Skupinu S, nechdm bez zmeny,
kdezto ¢fsla kazdej skupiny 'P; (i = 1, 2, ..., #) zmenim takto:

Ak je z € P;, nahradim &fslo z &fslom ' )

\

al=' > ™ 4+ 3 ba(x)2™ (29)
3 O=sm=my; m >m; ) : .
) mE My, My 15 o vy My ], My . .
T. j. koeficienty pri 2™ (m > m;) nechdm bez zmeny, koeficienty pri
2mi, 2mit+1, ..., 2™ nahradim nulami (vieme, Ze v = bol koeficient
pri 2™ rovny 1), ostatné koeficienty nahradim jedni¢kami. Nakolko
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prvy sucet v (29) je mens{ nez 2mi, je o’ < . Skuplnu ¢isel z', ktort
takto dostaneme zo skupiny P;, oznaéme P’; polozme este
8w=8 S8i=Pix1+ ...+ P+8, ¢0=0,1,...,7— 1).(30)
Cisla z 8’y vznikly teda z &isel skupiny S, tak, 7e sme &isla skupiny
P, + P, + ... + P, zmendili, ostatné nechali bez zmeny.

Je zrejmsé toto:

1. Ak je m > m,, je: ~ ,
O'm(S ) = O'm(S ) ——- 0. (31)
2. Ak jem=my(p=12..n), je podla (29) by (z) =0
pre ¢’ € P’;, akondhle 1 < p . '

$.3° _

Omy(P'y + Py + ...+ P'p) = 0,

Omy(S'a) = O ().

Ale pre z’' e §'p, t.j. & €Ppii+ ...+ P+ 85) je podla (29)
a v dosledku rovnice S, = 8', zre]me b, (') = bm,(7),%) takie
Tm,(8'p) = om,(8p) = 0 [vid (26)]. -

t. j:

Teda: : \
Pre m=m, (p=12...,7) je

o (§) = 0. ‘ (32)
3. Ak je m,,>m >mpe1 (p=1,2,..,7) plati toto: ked je

£ ePpiy+.... + P+ 8, tj. o eS’,,, ]epodl’a (29) a v ddsledku

rovnice S, = S';, zrejme by,(x') = bu(x), tedy

om(S 1:) = om(Sp)- (33)

Nahradime konecne &isla skupiny 8= P', + Plg+ o ¥
-+ P, 4+ 8% novymi é&islami, ktoré budd tvorlﬁ novi skupmu S".,,

o n &slach a buda sostrojené takto:

1. Cfsla z S, nechdme bez zmeny.
. 2 Koeflclenty bn(z’) pre m > m, a prave tak koeflclenty
b ('), buy(Z), .., bm (') nechdm bez zmeny pre kazde z' €8

Podla (31), (32) ‘bude potom °
om(8"y) = 0 pre m > m, a prave tak pre m = m,, - ~ (34)
m= My, ..., M = My,

3. Nech je koneéne m cislo splitujtace nerovnosﬁ mp >m>
> mp 4y (1 < p £ n). Potom zmenim koeficienty bn,(z’) takto:

5) ' Pre 7 p=x odpadne oviem P’ o1 T e P',,, podobne v analogic-

kych Gpri{adoch
i nakom 2z znadfm to &slo z S 2 kﬁotého vzmklo cislo 2’ zmenou,
one udanou v (29) ' .
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I. Bud je o4,(Sp) = 0. Potom Véetky koeflclenty bm(a') pre
vietky «' € P'1 + ... + P’, nahradim nulami [u 2’ boly tieto koefi-
cienty rovné 1, vid (29)], kdezto u vietkych z’e P,, H-{— .+
+ P+ 8n= S necham b, (z’) bez zmeny

Potom bude teda '

Um(Sllo) = Um(S,p) = Um(Sp) = 0 (35)
[vid (33)].
II. Alebo neni ,(8,) = 0. Potom je podla (28)
P
Com(Sp) > k— > o
je1

nakolko a,(Sp) < k a nakolko plati (24), je istotne

E+ 1SS ol + ou(S,) < 2k. (36)
j=1
Je : ' ‘
om(S’) = | E bm(2") + Z bm(')
QP R ey it P+ ¥y

(mod (£ +- 1)). (37)
Ale podla (29) a v désledku rovnice 8, = S je
2 ’ 3 bm(x') = Z ) b(x) == om(Sp)

2'eP'pyqt.. +P 548, zePp 1+ +Pa+ 8 :
(mod (k + l)-)

kdeito prvy suce‘o v (37) sa sklad4 zo samych jednidiek. Teda
om(S's) = Om, + ... + 00! + Om (8p) (mod (k +1)).  (38)
Nakolko 0 < o0u(8'y) < k, plynie z (36), (38) zrejme
om(S'y) + &+ 1 = ﬁ L o(Sy) <'z I bk,
6§ i _ '
om(Qy) < 'z O, | C(39)
Nakolko dalej vietky ¢isla o
x'eP’l-}-P'z—}— 4 Py
(ktorych pocet je prave rovny z o” ') majt koeficient b,,.(x y=1,

moézem tieto koeficienty podla (39) zmenit tak, Ze u g,4(S’y) tychto !
Cisel 2’ e P\ + P’y 4. + P’ Koeficient b,,.(:c ) = 1 nahradim
nulou, u ostatnych Hsel 2’ eP’l + ... + P, jako aj u vietkych
tisel 2’ €8’y necham by (') bez zmeny Potom bude zrejme

o8 =0. .~ (40) .,
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Systém 8", prave konstruovany vyhovuje teda rovmici (40)
pre vsetky celé m > 0 [vid tiez (34), (35)]. Okrem toho vznikol
8"z S, k- posunutim lebo ¢fsla skupiny P, + P, + ... -+ P, (¢o
" je najmenej jedno ¢islo a najviac £ ¢isel) sme zmensili, ostatné sme
ponechali bez zmeny. Tym je dokaz prevedeny.

£
Sur les ,.translations k.
(Résumé de l'article précédent.)

. Soient k, n deux nombres entiers donnés, 1 < k£ < n. Soit R,
I’espace cartésien a n dimensions. Considérons une translation quel-
conque (caractérisée par » nombres a,, a,, ..., a,) qui transforme
chaque point & = [y, ..., n] € R, en [, — a,, ..., T, — G,]. Cette
translation soit appellée une ,,translation £, si les conditions sui-
vantes sont remplies:

1. Chaque nombre a, est entier et non négatif (= 0).

2: Si I'on désigne par [ le nombre de ceux parmi les nombres
@y, ..., a, qui sont différents de zéro, on a 1 <1 < k.

Pour le developpement d’un nombre entier « = 0 quelconque
dans le systéeme dyadique nous allons constamment employer la
'notatlon suivante:

= C =" bm(x) 2™ (bm(x) égal & 0 ou & 1). (1)
0 \

Par M nous allons désigner I’ensemble de tous les points
- [#, ..., xs] dont toutes les coordonnées z; sont entiéres et non
'negatlves ,

Théordme. I1 existe un ensemble 4 et pas plus qu'un
seul, jouissant des propriétés sulvantes

I.ACM.

II. Si §e A et sinprovient de £ par une translatlon k.

on a nnoneAd.

: III. Aucontraire,sife M — A4,ilexisteunetranslation
k qui transforme £ en un point de 4.

L’ensemble 4 est défini de la maniére suivante: Un
point : \
| b=l .. wle M (2
. appaftient &4 4, si 'on a ‘

B(a) + ... + bu(@a) = 0 (mod (k + 1)) pour m = 0,1,2,... (3)

3
i 8

i .:et dans ce das seulement.

.. Démonstration de 1’unicité. Supposons que deux en-
.. sembles dlfférents A,, A, jouissent des propriétés I, IT, III. Il existe

T
Noea

'v,“ .
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alors p. ex. un point & € 4, — 4,. 1l existe alors un point £, € 4,
provenant de &, par une translation k (voir III), donc &, ¢ A, — A4,
(voir IT). Ensuite, il existe un point &, € 4,, provenant de &, par une
translation k (voir III), donc & e A, — A4, (voir II) ete. Il existe
donc une suite infinie &, &, ..., ol &y, e 4y — A4, &3,,1 € A; — A, et
ou &, provient de &, ; par une translation k. Done, & partir d’un
certain rang, une coordonnée au moins de &,, est négative — contra-
diction (voir I). ' :

Reste de la démonstration. Soit maintenant A I'ensemble
de tous les points (2) qui satisfont (3). Il nous reste & démontrer
que 4 posséde les propriétés I1, I1I (car I est évidente): '

Propriété I1. Soit & = [x;, ..., ] € 4 et soit 5 = [y, ..., Yn]e€
€ M un point provenant de & par une translation k. Soit  le plus
grand nombre tel que la suite b.(y,), ..., b.(y») ne soit pas identique
a b,(x), ..., bu(x,). Evidemment, on a ou bien b,(x;) = b,(y:) ou bien
bu(x:i) = 1, b,(y:) = 0; désignons par ! le nombre des indices ¢, pour
lesquels la seconde éventualité a lieu; on a évidemment 1 < I < k,
et donc (voir (3)) bu(yy) + ... + bu(ya) = —1 == 0 (mod (k + 1)),
donc ne M — A. '

Propriété III. Soit donné un point

§=[xy, ..., xn]e M — A . (4)

11 faut démontrer Pexistence d’un pbint appartenant a 4 et pro-
venant de & par une translation k. Pour cela, nous allons en premier
lieu décomposer d’une maniére convenable le systéme

Eys Bas - oi65 T . C(5) -
que nous désignons par S,.}) , ‘
Si § est un ‘systéme des ném_bres entiers non négatifs a,, a,. .

..., @y et f une fonction, nous allons poser ng(x) =fa) + ... +
: S .

Eni particulier, nous allons désigner pat ¢,,(S) le reste du nombre
3 bm(z) suivant le module £ + 1, done T

KESNOES S e

1) Lesnombres Zy, <.+ X, peuvent &tre en partie égaux. Nous regardons
deux systémes comme identiques si 1'un d’eux provient de 'autre par une .
permutation de ses ,,éléments, de sorte que p. ex. 0, 2,7, 3,0, 2, 2, ‘est le.
méme systéme que 0, 0, 2, 2, 2,'3, 7, mais il'est différent de 0, 2, 3, 7 de méme"
que'de 0, 2, 0, 7, 3. Quoique la notion d™un ,,systéme* est différente de celle
d’un ,,ensemble*, nous empruntons' quelques notations & la théorie des en-

. Sembles (sans qu'aucune confusion ‘soit & craindre), 4 savoir: .Si nous dé-
signonk par 4 le systéme a,,,.., a,, par B le systéme by, ..., b, et par C le
systéme ay, ..., @, by, ..., b,, nous allons écrire: a; e 4, AcC, 4 + B=0,
B = C—A4. (P.v-egt. A + B = C.équiveut 8 B = C —~ A, ce qui n’est pas
vrai dens la théorie des ensembles.) ' L v ?_, .

zeS
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- Nous allons définir par mduchon un nombre entier . > 0, les

systémes ; ;
SnCSn-‘IC---CSlCSOs (7)
Pi=81—8 (1<Li< ) T (8)
et les nombres entiers ‘ ‘ .
My Mg o> M > Mppy=—1, (9)
6% >0, 0h, >0, ..., o >.0, ~(10)

satisfais&nf, Pinégalité »

» a?’ml+...+o;‘1_<_k : ' (11)
comme il suit. -
Remarquons d’abord que (7 ), (8) entraine

Soit m, le plus grand nombre tel que aml(So) >0 (m1 exmte
d’aprés (4)). Posons ob, = o (S); parmi les nombres Xyy soop B

~ choisissons un systéme- partiel P, qui consiste de oy, nombres x

satisfaisant la condition b, (z) = 1. Pospns% 8, =8, — Pl, donc
P, =8,—8, 0<om < k.
Supposons que l’on ait déja défini S,,.. S,, Pl, s ,,,\ml,_ oo
Mg Oy ity o',’;; pour in certain p > 1 et'que o, + . + o’,';.;l» <k
§’il n’existe aucun nombre m tel que 'on alt

Mp>m20, 0<on(S)<k—S o, , (13)
) : j=1 _

poéons =P, My, = — 1 et Iinduction est finie. S’il existe un

" tel i (dans ce cas Sy ne peut pas etre vide), soit m; +1 le plus grand
- nombre m qui satisfait (13) et soit ”mp+1 Om,, +1(;S',) Nous choisis-
‘sons de S, un systéme partiel P, ,, qui consiste de a,,,p 4, Mombres

 tels que by, ,(z) =1 et nous posons 8,11 =8, ——P,,.,_l

En procédant ainsi, on obfient enfin =, 8; Pi,.m;, cr,..s qui

- satisfont (7)—(11).

. Remarquons enfin les ‘conséquences sulvantes qui découlent

FEE _de la fagon dont nous avons défini les S;, P, ..

- (A) P; consiste préclsément de om; e éféments pour Z€ P., o

(®) Ona ol = onfSiy), done | N
e omd8) = (S — P) =0 <1<f<n> ' (e
(QI) On a ’

B '_aml(So)’=>Otpoﬁr;m->, M. . (18)



(®) Pour m; ’>vm > mi+1 1rs i £ n), on ﬁ'a. pas (L3), donc
‘on a
ou bien 0,(S;) = 0 ou blen orm(S) > k—z o’,;;l. (16)
i=1
Ayant ainsi décompose So, nous allons remplacer S, par un
autre systeme
~ Sy: x'y, a:’z, ey X' (17)
comme il suit: Posons 8’ = S, Mais si z, ¢ P; 11 < ), rem-
plagons z, par le nombre
2, = > 2m 4 D bp(ay) 2™ (18)

0=m=m; m>m;

m*m My 1My

(done 'y < @, car bm(x;) = 1); nous obtenons ainsi de P; un
nouveau systéme P’; et nous posons

Si=Pin+ ...+ P+ 8 (051 <n). (19)
On. voit immédiatement:
om(S'y) = om(Sp) = 0 pour m > m, (20)

(voir (15), (18)). i
Pour m = m, et pour m,ePl, 1< p, on a by, (z ») = 0 (voir
(18)), donc o, (P 4 ...+ P'3) =0, om o(80) = om,(8'p); mais
pour z,eSp = Ppy1 + ... + P, + S on a by(z',) = b,,,(x,.) (voir
(18)), donc om,(8'y) = om,(Sp) = 0 (voir (14)), done
om,(8%) =0 pour 1< p< 7. (21)
Simy>m>mpyq et si x,ePpyy+ ...+ Py + S, on a d’aprés
(18) bm(w r) = bm(z,), done _
om(S'p) = 0m(Sp) pour m, >m > myiq. (22)
Rempla(;ons enfin S’y par un nouveau systeme
8% &, 2% .., '

Pour définir 8”,, il suffit de définir b ( "y) pour chaque r (1 g r<
< n) et chaque m > 0, ce que nous allons faire maintenant.

Pour m > m, et pour m = my, My, ..., My POSONS byu(z",) =
= bp(x',) (pour r = 1, ., 1), d’olt (voir (20) (21))

om(8%) = 0 . (2:?)
pour m > m, et pour m = my, m,, ..., M. ‘ '
Soit maintenant m, >m > m,.;. Deux cas sont & dlstmguer
I am(Sp) = 0. Posons (voir (18)) bm(z",) = bm(x )—1=20
pour ,ePy+ ...+ Py, bm(x y) = bm(a’ ,) pour el » done -

\

'5 s . . 656



(volr (22)) 2 - )
" S Um(S”o) = Um(S’p) = om(S. p) = 0. (24)
II. 0,.(S,) > 0, donc op(S,)-> k —

j=

oﬂ,;,‘ (v01r (16)).
Done (voir (11)) = ‘
k4 1< on(Sy) + S ot

j=1

A

2k. (25)
. Ona
om(S0) = 2 @)+ 2 bula's) (mod (k+1)). - (26)
r‘P'+ +Pp S'p -
Mais (voir (18)) pour z', e P’y + ... + P’p on a by(2',) = 1, tandis
que pour z', e 8’y on a bu(z's) = bu(w,), de sorte que (26) donne
 on(S'0) = om, + oo+ onp + om(Sy) (mod (k + 1))
La c_ompara.ison avec (25) donne '

8')) + k + 1 = om(S,) +2 > o’“‘,
mais on(Sp) <k + 1, done
. . om(S'0) < Om, + ... + O

“on peut donc poser bp(z",) = 0 pour a,,,(S o) valeurs de l'indice
r tels que z', € P'; + ... + P’ (pour ces &'y, on avait bmy(x’ ,.) =1);
pour toutes.les autres valeurs de 7, on pose by(x";) = bm(z’y). On
a alors :

- om(80) = on(S') — om(8's) =0 (mod (k + 1)),

“om(8"y) = 0. Donc (voxr aussi (23), (24)) am(8"y) = 0 pour chaque
m 2> 0. Donc 1€ point ¢ = [2";, ..., "»] appartient & A et il pro-
vient de & par une translation k, car

', < &, < x, pour 2, e P, + ... + Py,

, : . z", = x, pour @, € S,, .
et P, +,.. + P, consiste' de oy, + ... + ;’,._‘ <k éléments.
(voir (11)). _ A
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Casopis pro péstbv({nl matematiky a fysiky, rot. 71 (1946)

Une note sur les fonctions aux valeurs intermédiaires.
Vaclav Hruska, Prague.
- (Regu le avril 1945.)

1. — Définition. — Soit donnée une fonction
fl), a<x<b. - (L,1)

Soient « # f deux points quelconques de l'intervalle (1,1), dans
lesquels f(x) a des valeurs différentes .

Hx) = 4 + B = f(p).

Si dans un pomt convenable situé entre « et B la fonction f(z) de-
vient égale a toute valeur choisie entre 4 et B, je dis que f(x) est
une fonction aux valeurs intermédiaires.

A Paide de cette définition nous pouvons donner aun théoreme
bien connu de Darboux?) la forme sulva,nte

Théoréme. Soit

fle), a<z<b ’ mm

une fonction ayant une dérivée dans chaque point de l'intervalle
(1,2). Cette dérivée est une fonction aux valeurs intermédiaires
dans l'intervalle (1,2).

Remarque. — De méme les fonctlons continues dans I'inter-
valle (1,1), ont naturellement la propriété mentionnée dans la
Définition, ce que I’on démontre ordinairement d’une fagon indé-
pendante du théoréme de DarBoUX. Mais on peut aussi le démontrer -
comme une conséquence de ce théoréme, car toute fonotion con-
tinue est aussi une dérivée de son intégrale définie de Cauchy-.
Riemann, ayant la limite supérieure variable.

2. — Je ne crois pas que le théoréme suivant sur les fonctlons
aux valeurs intermédiaires ait déja été prononcé

Théoréme. — Soient » "
f(x) et‘gv(x),a,<z<b oL (21)

1).Ch. J. de la VALLEE- Pousm Cours d‘a.nalyse mﬁmtéslmale-
t. 1; p. 70 (71éme éd., Paris, 1930, Gauthxer-Vﬂla.rs) _
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deux fonctions quj pessédent des dérivées du premier ordre f'(z)
®t ¢'(x) partout dans I'intervalle (2,1), dont la dérivée ¢’(z) va
constamment en croissant ou constamment en décrossant dans (2,1).
Alors la fonction ,

i)~ @ — 1@

2.3
?(@) —¢'(@) ©3

est une fonctlon aux valeurs intermédiaires dans (2 1).
Démonstration. — Soit, par exemple, ¢’ () une fonction

a.llant constamment en décroissant dans (2,1), c est -a-dire
¢'(a) > ¢'(x) > ¢'(2) > ¢'(B), (2,4)
a<x<z< g< b

J ‘Soit p. ex. aussi - '

o -A=1(zx)>lﬁ= . : (2,5)
~ Choisissons une valeur L quelconque entre 4 et B,

A>L>B (2,6)

et considérons la fonction
x(x) = f(x) — z . f'(a) — L [p(x) — x . ¢'(@)], a < -’v< b.
Elle a une dérivée .
1 (x) = f(x) — f'(a) — L [¢'(x) — ¢'(a)] (2,7)
partout dans
- ' alzSp (2,8)

.qui a des valeurs

x(a) = f'( a)—f(a)—L[tr(a)—tp(a)] =

Ao) [¢'(a) — ¢'(@)] — L [¢"(a) — ¢'(a)] =

(A4 —L) [¢'(x) — ¢'(a)] <O,

f(8) —1'(@)— L [9(8) — ¢'(a] =

i) [9/9) — '@ L [p(9) '] =

: =B—L)[¢B)—¢@]>0 :

"dans les points z = & et x = f. Alors, d aprés le théoréme de
DABBOUX elle a la valeur

1) =0 a<t<p
dans un pomt E entre « et ﬂ c’est-a-dire

P

T x’(ﬁ)

: fey—re _ p £ d.
T Mé) (E) (a) Il
R Remarquede larédaction. Dans le théoréme de M. Hrudka,

i~ ‘on.peut se passer de la supposition. concernant la monotonie de
" ¢'(x). En offet, on peut énéncer le théoréme suivant:
Soient. F(a:), G(x) deux fonctions réelles possédant
3.dans l’mtervalle fermé {a;by des dérivées finies F'(x),

08 . .



G'(x) %) Soit G'(x) 0pouralx S b'°’) et posons 4 = F’(a)
:@'(a), B= F'(b): G'(b). Si A =+ B, alors la fonction F'(z):
:@(x) prend, dans lmtervalle ouvert (a,b), toutes les

va,leurs situées-entre 4 et B.

Démonstration. Soit p. ex. 4 < B et soit C un nombre

quelconque tel que 4 < C < B. Evidemment il existe un nombre ‘
h > 0 tel que ’

F(a + h) — F(a) Fo) —Fo—h) .,
Gat h—o@ <’ <ae)— 6o ath<bh
Choisissons un tel A. La fonction )
__ F(x +.h) — F(x)
o) = G + 1 — 6

est continue dans l'intervalle fermé {(a, b —A) (voir?) et l’on a
fla) < C < f(b—r). 1 existe donc un E tel que

(E-I—h) C G(& + h) = F(§) — C G(2).
’D apres le théoreme de Rolle, il existe un # tel que
a<éE<n<E+h<Dh F’(n) CG@(n) =0, c.q.f.d

Dans le cas particulier G(x) = = on retrouve le théoréme de Dar-
boux.

c’est-a-dire

V. Jarnik. *

*

Poznimka o funkeich s intermediirnimi hodnotami.
(Obsah ptedes&lého &lanku.)

Budte F(z), G(x) reilné funkce v uzavieném intervalu {a, b),
jeZz maji v <a, b) konetnou derivaci (v bodé a zprava, v bodé b
zleva). Necht G“(z) = 0 proa < z < b. Poloime A = F'(a) : G'(a),
B = F'(b) : G’(b). Potom plat{: je-li A + B, nabyva funkce F'(z) :
:@'(x) v otevieném intervalu (a, b) véech hodnot, le#icich mezi
Msly A, B.

[ ~

’) Ou ¥#’(a), G’(a) désignent des dénvées du cété droit au poinb aet
F’(b), G'(b) des dérivées du coté gauche au point b. )

')Poura<a<ﬂ<bona.donc :
G(B) — G(x) = (ﬂ-—-a)G’(y)¢0 (x < y<B).
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Gasopis pro pdstovéni matematiky a fysiky, rot. 71 (1946)

Pohyb proménného rovinného ttvaru.
Zdenék él’irko. ‘Praha.
(Doslo dne 22. prosmce 1945.)

1. Budiz déna rovinna kiivka I" a budiz ¢ jeji oblouk, poéitany
od jistého bodu. Zavedme tento oblouk jako parametr na kiivce;.
oznadfme-li r radiusvektor obecného bodu M kiivky I, miizeme
psét jeji rovnici ve vektorovém tvaru

t = t(o). o : (1)

O slozkach z = z(g), y = y(o) vektoru v predpokladejme, Ze jsou
jednoznaénymi funkcemi parametru ¢ v jistém spoleéném oboru
a %e maji prvni a druhou derivaci. — Budeme v dal$fm nazyvat
kiivku I' ktivkou zédkladni; kromé toho nazveme pravouhlou
soustavu X' soutadnic z, y, k nimz je kiivka rovnici (1) vztaZena,
soystavou -absolutni.

Vedle této absolutni soustavy X' zavedme je$té pravoihlou
soustavu ‘2 soufadnic ‘z, ‘y takto: kladnou osou usetek nové sou-
stavy budiz kladné tedéna zakladni kiivky I'" v obecném bodé jejim
M, kladnou osou pofadnic budiz pFfsludnd kladnd norméla; pFitom
kladné smysly noyych os soufadnic jsou definovany obvyklym .
zpisobem.!) Soustavu nazveme soustavou relativnf.

Koneéné budiZz P bod, jehoZz soufadnice v relativn{ soustavé ‘2
jsou (‘z;'y). — Jestlize se relativni soustava pohybuje podél z4-
kladni krlvky I a Jesthze kromé tohoto zakladniho pohybu ma
bod P v soustavé ' X zaroveii jesté sviij pohyb vlastmi, od zakladnfho
pohybu neodvisly, tu popiSe vieobecné trajektorii ’I1 oznatéime-li R
radiusvektor bodu P, vztaZeny k absolutni soustavé _je rovnice
krlvky 'T" ve vektorovém tvaru

R =1t + 'zt + ‘yn. (@)

Ptitom jsou t = t(o) resp. n = n(o) ]ednotkovy vektor teény resp :
normé.]y zékladni krlvky T, skalé,ry _ |

x = 37(0’, 9)’ y= 3/(0» 9) (31)

1) Viz Véclav Hlavaw, Diferencidlni geometne kiivek a ‘ploch a tenso-
rovy po¥et, Praha 1937; 21 nésl ]
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) a tedy

jsou jednoznaéné funkce dvou nezavislych ‘parametrit o, o v Jistém
spoleéném oboru, které maji prvni derivaci. Je tedy také
‘ @ = Q(U, Q). " (32)

o je — jako vySe — oblouk zakladni kiivky I, ¢ je parametr, jimZ
stanovime vlastnf pohyb bodu P v relativni soustavé. — K¥ivku 'I"
budeme v dal$im nazyvat kf¥ivkou odvozenou.

2. Pro kiivku 'I" odvodime nyni jisté zakladni vztahy. —
Diferencujeme-li rovnici (2), obdrzime nejprve .

dR = dr + d('zt) + d(‘yn)
a tedy, vzhledem k rovnicim (3,) a vztahtim r; = t, 1, = fo =1, =0,
dR = tdo + 'zt, do + 'zt do + ‘z,t dp —l—} (4)
+ 'yando + ‘yn, do. + “yen do.
Podle vzorct Frenetovych-Serretovych viak platf
' to = kn, n, = — kt,
kdeZ k = k(o) je kiivost zdkladn{ kiivky I" v bodé (o).
 Muzeme tedy psat rovnici (4) také ve tvaru
= (do + ’x,o do + ‘%, do — "yk do) t 4] (5)
+ ('yodo + ‘ysdo + ‘xk do) n.| .

Oznatme T = ¥(',’y) resp. N = N('z, 'y) vektor tetny
resp. nori‘naly odvozené knvky 'r as]e]i oblouk. Platf tudiz nejprve

dR

- F’; - Q\

- a tedy podle (5) -

R ‘ S ds = At + Bn, (6)
.jestlize jsme poloZili pro strudnost -

A =do + 'z,do + ‘2, do — ykda} (1)
B=  'ydo + 'ysdo + '®k do .
Vy]édrime-h ]eété vektor € linearné pomoci skalari 7', T oy
[ =Tyt + T it
P R ds = (Tt + Tyn) ds, : (8)
‘ obdriime srovnanjm rovnic (6), (8) ‘
S (A—T,ds)t+ (B—Tyds)n =0
= A = T' d8 = 0, - .
B-ﬁ@:a} ; )

‘ Hledané zédkladni vztahy ziskdme, dosadime-li v rovnicich (9)

AN | T
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za A, B podle (7): ‘ '

(1 + "ws — ‘yk) do + '@, do — 1", ds = 0,
('ys + ‘xk) do + "ypdo — Ty ds = 0.
3. Obecné rovnice (10) specialisujme! — Jestlize bod P je

v relativni soustavé pevny (bez vlastniho pohybu), pak je

(10)

%o ="y, =0 aoviemi dp = 0,

take rovnice (10) se zjednodusi: '
1+ "%y —"yk)do — T, ds = 0, 11
(‘Yo + 'zk) do — T, ds = O. ah

Oznatime-li d’z resp. d'y diferencidly soufadnic ‘z,"y bodu P
v relativnf soustavé, pak bude

dl dly

T =T G T
ta.kze rovnice (11) mizeme psat ve tvaru
d =1 + Lo — yk, l
. do
dy (12)
do = Yo + xk. l

V této podobé nejsou rovnice ( 12) nic jiného, nez t. zv. fundamen-
tdlni rovnice Cesarovy, jez jsou vychodiskem pro pfirozenou
analysu kfivek.?) S tohoto hledlska mohli bychom nazvat rov-
nice (10) - -

d'z dg
‘ e 14 .v,,~ylc+ %o 4o
dy , , d

»»zobecnénymi rovnicemi Cesarovyml
Z rovnic (12) obdrzime Jpro thel », kbery svird tedna .odvozené
kiivky 'I" s relativni osou 'z (v piipadé, Ze bod P nema vlastnf
pohyb), vyraz
d'y "yo + 'k

tgv = _d__';i_m; ;_ A (13)

pro étverec elementu oblouku ds? této knvky pak nalezneme '
ds? = d'a? + d'y* = }
= [(1+ "z, — ;ylc)2 + (yo + ‘zk)*] do®.f -~
2) V:z Emesto Cesaro, Lezioni di geometria intrinseca (ném. Vorlesun-
gen iiber matiirliche Geometrie, ptéel. Gerhard Kowalewski, Berlin 1926

(11. vyd.], 21 nasl.); Georg Scheffers, Einflihrung in die Theorie der Kq.rven
in der Ebene und im Raume, Berlin 1923 (III. vyd.), 91 nésl. :

(14);.
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Stanavme nyni odvozenou kiivkn ‘I temlto dalsfmi poza-
davky:

't =1l0), 'y=0,

“kdeZ (o) je libovolnd (reguldrnf) funkce oblouku v zékladnf kiivky

I'. Pak obdrzime z rovnice (13) -

! | _ gl
¢ili .
V(o) —kl(o) cotgy + 1 = 0; (15)

z rovnice (14)
ds? = [(1 + U'(0))? + k2 1%(c)] de?

& tudf# vzhledem k rovnici (15) (z4ddme-li zarover, a,by oblouk s

rostl s rostoucim obloukem o) . .
Cds = k——l.(") do. S e

Rovnice (15), (16) budeme aphkovat na pohyb promenného
rovinného utvaru.”)

4. Z rovnice (15) plyne
dl(c) = k l(0) cotg » do — do.
Jestlize oznacime dv kontingenéni ahel zékladnf krlvky I a dile

N(o) = — e o) > muzeme napsat pfedchazejici rovnici ve tvaru
do] ,= ‘
l(a) = [N(o) cos » ——E] dz. (17)
Pfi stejném oznadeni obdriime z rovnice (16) vztah
ds = N(o) drz. ' (18)

\ Uva.zu]me konedns dvé zakladnf kiivky I3, Iy obecné rizné
a daldf kfivku 'I";obecné rozdilnou od kiivek I3, F, Z libovolného
bodu ‘kiivky ‘I" vedme teény ke k¥ivkam I7, I',; oznaéme A jejich

~ » thel. Jsou-li d= kontmgenéni ahly kiivek [y (¢ = 1, 2), pak platf
‘ nerrve

dl = df] _ dTn
3) K jiné geometrické apljkaci rovnic (15), (18), jeZ pochézi od Her-

wiga, uvedme: Je-li k = k(o) J)hmzenou rovnici zékladnf kiivky I' & pied-

" poklédédme-li, Ze Ghel » jo stdl
.-tefen zdkladnf kiivky I' (pod ‘Ghlem »). Rovhici ! t&chto trajektorif nalez-
-neme 2z diferencidlni rovnice lineérni 1. ¥adu (156); znf

4

je odvozend ktivka ‘I isogonélnf trajektorif

~ Yo) =exp (cotg v . [k do) [C — [exp (— cotg v . [k do) do], .
(¢ Le integra¥ni konstanta. Rovnice (16) spolu 8 rovnigef pf'edohé.mjfci urduje
oblouk této trajektorie. Viz Gino Ioria, Curve piane specmh algebriche

“1'e trunscendentl, I1, Milano 1930; 306 nésl.

- E /
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a tudiz ‘podle 'rbvnice (18)
, . : 1 1 .

i = (N1 Nz) ds; (19)

kdez opét Ni(o:) = lsii(;(:% (¢ =1, 2) je element oblouku k¥ivky ‘I

Rovnice (17), (18), (19) 1ze ihned interpretovat v kinematice
proménného rovinného utvaru:
Necht se tisetka 4,4, proménlivé délky I pohybu1e svyml kraj-
nimi body A4,, 4, po danych dvou kiivkach I}, ‘T, obecné riznych
" a jeji pohyb budiz Fizen tak, Ze zlstava stile teénou dané k¥ivky I,
obecné rozdflné od kfivek "I}, "I (obr. 1). Oznac¢ime-li, v souhlase
8 predchazejicim vykladem, o
oblouk kiivky I, dz jeji kon-
tingenénf thel, s; oblouk kiivky
T a l; ¢asti, v néz je tisetka
4,4, v dané fazi pohybu roz-
délena bodem dotyku s kfivkou
I'(i=1,2), pakzména délky
dl asecky I pii prechodu z faze
dané do faze soumezné (pfi po- Obr. 1.
Sinutf tsedky 4,4, po kiivee
I') je patrné rovna algebraickému soudtu zmén obou ]e]ich casti, t. j.

dl = diy + dl,,
pti éemZ plati podle rovnice (17)

dl; = (N,- coS ¥; ——g—:—_) \'dt, N;= Ei-lni o (20,)

(=12
Pongévadz zmény di,, dl, maji opa¢ns znaménka, miZeme psati také
|dl| = | N, cos v, — Ny cos v, | dv = D dr; (20,)

vyznam délky D je patrny z obrizku. Vztah (20,) je v3ak zndmy
jako druh3 zékladnf rovnice d’Ocagneova, vztah (20,) ]ako '
prvnfi zdkladni rovnice Mannheimova (pro zménu délky pm
pohybu proménného rovinného utvaru). '

_ Pfi zminéném posinuti bude zména oblou»ku ds; ki\kay
déna rovnicf (18), totiz

ds; = Nidr; (21,)

(=12 . o
odtud pro pomér obou zmén _
: R dsl N, @1,)
N A

-~ .' ‘ : - 3



Vztah (21,) je totoZny s prvnf zdkladnfrovnici d’Ocagneovou
(pro zménu oblouku pfi pohybu proménného rovinného utvaru).
vztah (21,) jé pak tieti zdkladni rovnice Mannheimova (pro
pomér zmén oblouki; tento vztah byl ostatné znamy jiz Newto-
novi). A~
_ Koneéns necht se pohybuje tihel a,a, poménlivé velikosti 1 tak,
Ze svymi rameny a,, a, se dotykd dvou danych kiivek I, I', obecné
riznych, pii éem# jeho pohyb je Fizen tak, Ze vrchol Ghlu probfh4
danou kiivkou ‘I, obecné rozdilnou od k¥ivek I, I', (obr. 2). Ozna-
6fme-li zase o; oblouk kfivky I';, dz; kontin-
genénf thel jeji (¢ = 1, 2), s oblouk kiivky T,
pak-zména Ghlu dA Ghlu 4 pfi pfechodu z fa-
ze dané do fize soumezné (pii poSinuti Ghlu
~ .
a,a, po kiivee ‘I") je patrné dana rovnici (19)
1 1
S
Rovnice (22) je totoind s t¥eti zdkladni
rovnici d’Ocagneovou a druhou zé-
kladnirovnici Mannheimovou (pro zmsé-
nu thlu pfi pohybu proménného rovinného
atvaru). : . . ;
5. V.zavéru poznamenejme toto: Autorem zikladnich rovnic
pro pohyb proménného rovinného tutvaru je A. Mannheim?);
zptsob, jimZ tyto rovnice odvodil, neni viak prosty ndmitek.%)
Presny dikaz methodou t. zv. infinitesimdlnf geometrie podal
teprve M. d’Ocagne’), alé pro kazdou rovnici samostatné, pozméniv

také Mannheimovo pofadi. Vyznam vzorci dostateéns prokazuji
jejich rizné geometrické aplikace.?)

[dd] = ds, 22)

Obr. 2.

©. %) Nazyvéi je ,formules primordiales‘‘ a uvefejnil jé poprvé v knize

E. Bour, Cours de Mécanique et Machines, I, Cinématique, Paris 1865

(str. 51—52, 57, 59), poté ve vlastnich spisech: Cours de Géométrié descrip-
tive comprenant: les éléments de la Géométrie cinématique, Paris 1880 a 18

(I. a I1. vyd.), str. 202—204 resp. 203—-205); Principes'et développements de
Géométrie Cinématique, Paris 1894, str. 44—48. o

%) Zptlisob, kterym Mannheim dokazuje své vzorce, 1ze posouditi-také

& dikazu vzorce (20,); jak je poddn v knize V. Jarolimek a B. Prochéazka,

s _Deskriptivni geometrie pro vysoké Skoly technické, Praha 1909; str. 389.

8, Nazyvé je ,formules fondamentales. Viz jeho spisy: Cours de -

= Géométrie descriptive et de Gédométrie infinitésimale, Paris 1896, str. 258 a&

264; Cours de Géométrie pure et appliquée,. I, Paris 1917; II, Paris 1918
(str. 123—131 prvniho dflu); Cours de Géométrie, Paris 1930; str. 38—43.
Zpiisob, kterym d’Ocagne dokazuje své vzorce, lze posondit z ditikazh, jak,

" jsou podény.'v knize J. Sobotka, Differencidlni geometrie, I, Praha 1909;
" .atr. 408 nésl.; 446 nésl. e R

O

- Sébotkov_é.

?) V uvedenych spisech Mannheimovych, d’Ocagneovych a v knize

.



V této praci jsem podal jejic-h. d‘l‘ika,z. pouiivaje jednotného
hlediska a analytické methody. Vyznam rovnic (10) je viak mnohem
%ir8f a daleko pfesahuje tizky obor kinematiky proménného rovin-

ného utvaru.
. *

Sur le mouvement d’une figure plane variable.
(Résumé de I'article précédent).

Pour I’étude des propriétés géométriques d’une figure plane
variable qui se meut dans son plan, on se sert habituellement de
certaines relations dites ,,primordiales’‘ ou ,,fondamentales** qui
étaient déduites a son temps par MM. Mannheim et d’Ocagne
(cfr oeuvre magistral de Mannheim ou traités divers de d’Ocagne).
Ces relations ne sont qu’un cas trés particulier des équations
générales, que nous appelons ,les équations généralisées de M.
Cesaro pour I'analyse intrins que des courbes planes*“. La dé-
monstration de ces équations et leur spécialisation & celles de’
Mannheim et de d’Ocagne font ’objet de notre travail.
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Casopis pro pstovini matematiky a fysiky, rot. 71 (1946)

Exploration météorique de la haute atmosphére.
F. Link, Praha.
(Regu le 18 fnars 1945.)

-

Sommafre. L’ apphcatlon d’une méthode basée sur la théorie metéomque
d’Opik pbrmet de confirmer les résultats des sondages crépusculaires de la
haute atmosphere en ce qui concerne le faible gradient de densité. Sa varia-
tion saisoniére a pu étre mise en évidence. En outre cette méthode permet
d’étudier les différentes catégories des météorites, dont une fut inconnue
jusqu’s présent. Les essaims météoriques (Perséides et Léonides) ne se
dllstmguent pas essentiellement de météores sporadiques.

1. Introduction. L’exploration de la haute atmosphére & Vaide
des phénomeénes météoriques a été inaugurée par le travail bien
connu de Lindemann et Dobson en 1923 [1]. Quoique la théorie
exposée dans ce travail s’est montrée incorrecte, elle fut le point de
départ d’une série de travaux concernant ce domain intéressant de
géophysique. Sans vouloir entrer ici dans les détails des récentes
théories nous en exposerons néanmoins quelques points saillants.
' Pendant son trajet dans les couches raréfiées de la haute atmo-
sphere, le météorite rencontre les molécules d’air. Ces choques indx—
viduels font perdre progressivement 1’énergie cmétnque trés impor-
tante du météorite. Elle se consomme en partie & I’évaporation du
météorite et le reste est utilisé a 'accélération des molécules d’air
rencontrées. Le rapport de ces deux énergies dépend du degré de
I'élasticité des choques peu connu jusqu’a présent. Quant a la
lumiére visible du météore, elle est due principalement & la récom-
binaison des molécules ionisées par choques, mais une trés faible
fraction de I’énergie totale du météore est utilisée & cet effet. La-
dessus régne encore une trés grande incertitude,

Nous avons montré il y a une dizaine d’années [2] que les me-
sures de la brillance du ciel crépusculaire au zénit peuvent servir
de, sondages optiques de la haute atmosphére. L’application de
notre méthode conduit notamment au faible gradient de dgnsité et
son’ diminution avec l'altitude entre 50 et 1560 km, ce d%‘i fut en.
accord avec les résultats de Lindemann et Dobson. Comme leur
théorie s’est montrée inexacte, il nous a paru nécessaire de voir, si -
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I'accord persiste aussi avec les nouvelles théories météoriques. Pour
la comparaison nous avons choisi la théorie d’Opik, qui malgré les
maigres dates d’ohservations est susceptible d’'une interprétation
pratique, non seulement du point de vue que nous poursuivons,
mais aussi en ee qui concerne l’astronomle metéonque proprement
dite.

2. Bases de la méthode. Dans 1’élaboration de notre méthode
- de Iexploration de la haute atmosphére nous avons été guidés par
‘Ies considérations suivantes:

- 1°, Le probléme météorique de la haute atmosphére contient
trop d’inconnues. T chons alors d’en éliminer la plus importante
qui est la densité de I’air.

2°. Les dafes d’observation sont en général maigres et peu
précises. Parmi elles les altitudes d’apparition et de disparition sont
les plus dignes de confiance et les plus nombreuses.

' 3°. L’éclat du météore est une quantité genéralement mal
déterminée. Son introduction dans la méthode implique en méme
temps la connaissance de la vitesse, qui elle aussi est mal déterminée.
En plus le mécanisme de la production de la lumiére est peu connu.

Ces considérations nous ont conduit a la méthode basée sur
la théorie d'Opik [3]. Les limites de son application sont discutées
en ddétail dans le travail cité. Conténtons nous de dire ici qu’elle
est applicable aux météores faibles, dont la limite nous avons fixé

a m 2> 1. Ceci n’a rien d’absolu, mais I’expérience a montré que
cette magmtude sépare deux groupes de météores, qui se compor-
tent d’une maniére nettement différente (voir No 6).

WNotre méthode ne demande que les altitudes d’ apparition h, et
de disparition A, sans parler de la magnitude nécessaire pour le
classement seulement. Nous la prennons telle qu’elle est donnée
par les observations sans aucune reduction au zénit. Le rapport
des masses d’air tmversees par le météore depuls 'entrée dans
Patmosphére terrestre ]usqu a l’appantlon et jusqu’a la disparition
est d’aprés Opik égal a

M, q +h ' ‘

==k )
ou g est la. quantité de la chaleur nécessaire pour porter un gramme
_ de la matiérp météorique a la température d’évaporation et % la
. ohaleur nécessaire pour 1’évaporation qui suit. Ce rapport est alors
uniquement une fonction de la composition du météorite. Pour les
sidérite en pur fer Opik donne' pour & = 4,1, tandisque pour les
météoreg pierreux on estime k = 2,9 apprommatn ement.

Notre méthode consiste prmmpalement a déterminer ce rapport

en partant des masses d’air connues par une autre méthode (crépus-

oculaire dans notre ca.s) et & traiter Btatistiquement ces rapports .



" obtenus pour un grand nombre de météores." Si d’une part tous'les
météorites appartenaient a ces deux catégories et si d'autre part
les masses d’air étaient connues pour toutes les trajectdires-obser-
vées, on ne-devrait rencontrer dans nos statistiques que les deux
rapports cités. En réalité nous trouverons une certaine dispersion
et m me les décalages dus & l'imprécision des dates d’observation
et de la théorie. La discussion des ces circonstances basée sur un
nombre suffisant d’observations permettra alors de jetter quel-
ques lumiéres sur la structure peu connue de la haute atmosphére.

3. Calcul des masses d’air.. Tant que I'inclinaison de la trajec-
toire sur la verticale n’est pas trop grande (i< 75 ) on peut remplacer
le rapport des masses d’air traversées par le météore par le rappnrt
des masses d’air comptées suivant la verticale aux points d’appari-
tion et de disparition.

Nous avons done -

L=tk @

Le calcul des masses verticales m, et mg suppgse connue la
structure de la haute atmosphére en fonction de I'altitude, c’est
a dire la densité de l’air ¢ en fonction de I'altitude k. La fonction
o = f(h) étant connue soit sous sa forme analytique ou numérique,
on peut évaluer les intégrales

’
/

7ﬂ4=fgdhetma=fgdh (3)

Dans l’a,tmosphere exponentlelle ol la. densxte de \lair varie

suivant la loi :
_ o e=ge (4)

on & simplement la formule :

logk = logﬁ‘ = f (ha— hd), - | (5)

qm nous servira au debut de nos discussions, ‘

. ‘Dans la discussion approfondie nous avons utilisé les masses
d’air._calculées par Iintégration numérique & partir des densités
crépu&culalres [4]. Les dates nécessalres sont résumés dans le

tableau I.

4. Le matérwl d’observahon résulte de dxfférentes collectmns
de trajectoires réelles dont voici I’énumération succinte (Tableau II).
De ce nombre total on a di d’éliminer un certain nombre de

trajectoires de météores trop brillants discutés séparement et puis

toutes les trajectoires trop basses (hy < 46 km), trop élevées

(hg > 200 km) et trop inclinées (¢ > 76). Naturellement on a aussi - .-

éllmmé les trajectoires mcomplet.es Des trajecfmres qui sonb

. - /
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. ZO Auteur Publication | Genre de météores trg;ec-
o .. toires
1.| W. F. Derining | M. N. 57, 72, 76 Toutes sortes 788
2. ! P. Sawicky A. N. 228 Perséides 1907—25 | 386
3. | Ph. Broch ~A. N. 190 Perséides 19. siécle 118
4.| D. M. Wills- Pop. Astr. 42, 43 . Léonides 1933—34 346
6. | Ch. P. Olivier | Publ..Flower Obs. Léonides 1932 | 97
6. | Teichgriaber A.N. Toutes sortes 30

¥ i - N
- 5% " Tableauy I.-
Densités et masses d’air d’aprés les observations crépusculaires [4].

1 \
Al’::f{urges —log e I’ , — log m
30 1,90 1,05
40 2,65 1,61
50 3,04 2,13
- 60 3,60 2,63
70 4,17 | 3,02
80 4,54 3,29
90 4,80 3,63
100 5,04 3,75
120 5,61 ~ 4,19
140 5,95 . 4,69
160 6,36 4,94
180 6,71 5,27
L 200 7,04 5,68 .

Tableau II.
Trajectoires reélles des météores.

a . \ ¢ * -
Yestées, on a formé une cartothéque contenant en tout 881 tra-
jectoires, qui vont nous servir dans la discussion suivante.

- b1 Statistique des ditférences d’altitudes. Nous avons d’abord

“effectué le classement statistique des différences d’altitudes d’appa-

rition et de disparition 4k = h, — k4 en vue d’une information

" _.préalable sur les cornditions dans la haute atmosphére. Le classe-
. 'mént_était effectué pour trois intervales d’altitudes nmoyennes
ho = }(ha 4 hy), o’est a dire pour hy = 50—79 km, hy = 80—109km
et hy = 110—150 km. Les résultats sont contenus dans le tableau
* IIT ¢t représentés sur la fig. 1. On y voit quatre maxima de fré--

. quenoces désignés successivement par A, B, C et D que ’on retrouve

" ‘surtout dans les deux iritervales extrémes. v b

R [
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Dans P’atmosphére exponentielle les maxima de frequences
correspondraient d’aprés la formule (5)

k= B (ha — ha) = 4R (5)

aux différentes catégories de météorites. Mais, indépendement de
cette question, le décalage des courbes vers la droite peut s’inter-

SoT
n

S0-79%km

0 10 20 20 40 %
~ . hhy

Fig. 1. Statistique des différences A, — k.

pi'eter comme une diminution du gradient de densité avec I'altitude
croissante. Entre 50—79 km et 110--150 km le rapport des gra- -
dients peut étre estimé d’apres la formule derivée de'la formule (5)

BilBs = Ash/ Ak, . ) (6) ‘
- Celle-ci donne pour les différents maxima ' B
A B G D

Bilby  15/9=1,67 24/18 =133 30/24=1,63 45/33 =136

soit 1,5 en moyenne. Ce ra.pport correspond a peu prés aux condi-
tions de la table T calculée d’aprés les densités orépusculaires. Cette

vaeriation notable du gradient de densité fait albts nécessmre de '

passer a.ux ra.pports des masses d’air.

e LT R e R 8
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<" . .Tablesu IL
Statistique des différences h, — h; en fonstion de § (k, + h,) (voir la fig. 1).

_ - Nombre de cas pour (k, + k;)
hy, — kg km :
|50 — 79 km |80—109 km [110—150 km
*5— 17 13 10 5
810 19 20 8
11—13 |- 10 29 N 10
14—16 11 29 18
” 17—19 24 41 13
2022 10 - 31 12
2325 16 54 21
26—28 7 29 11
29—31 1 22 7
32—34 7 25 13
35—37 6 18 12
38—40 3 18. 18
4143 3 17 9
4446 ~c 8 5 12
47—49 — 5 2
50—52 10 10 —
52—54 ° — 4 p =
138 7367 171
L J

6. Statistique des rapports des masses d’air. Dans la discussion
qui va suivre nous avons dressé umne statistique des rapports des
masses d’air prises dans la colonne 3 du tableau I. Les premiers

" essaies faits sur le nombre total d’observations ont donné des résul-
- tats fort complexes. C’est pourquoi rious avons di traiter séparé-
ment la periode d’été avril-septembre et celle d’hiver octobre-mars.
.~ Les résultats obtenus aprés cétte division sont excellents (voir le
- . tableau IV et la fig. 2)."En outre on a separé le groupe de Léonides
! et de Perséides. Ce dernier est malheureusement peu homogéne du
- fait que nous avons dfi éliminer nombreuses trajectoires faute de
_ magnitudes ou & cause des chiffres parfois trop fantaisistes ren-

~ contrés dans le matériel d’observations.”

*. . L’examen de nos courbes concernart les météores sporadiques*)
~ . fait ressortir 'existence des trois maxima de fréquence A, B, C. Les
. “autres maxima B, et D sont plus ou moins hypothétiques. Suivant
+ : toute probabilité le sommet % correspond aux météorites pierreux
et le sommet C aux fers météoriques. Leurs positions moynnes

../ #)y C'est-ainsi que nous appellerons les météores, autres que Tes Léonides '
1" ob les Persdides. Le gros de ces météores est constitué par les météorbs
.. . reéllement sporadiques et une faible fraction appartient aux éssaims..

: " “‘ . ~ v Loera
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3B+ i3')' = 0,47 = log kp-et }(C + C) = 0;70 s log k¢ sont en
bon accord avec les valeurs théoriques 0,47 et 0,62. De cet accord
on peut encore conclure a I’exactitude essentielle de nos densités

crépusculaires.. Quant au premier maximum A il rend probable
existence d’une troisiéme, catégorie de météorites inconnue jusqu’a

A

0- _ 05 . 10 . logk 15
' Fig. 2. Statistique des rapportes des masses d’air.

présent. La détermination expérimentale du rapport k pour les
différentes matiéres pourrait peut étre donner une indication sur
la composition chimique de cette nouvelle catégorie, si ce ne sont
pas tout simplement les conditions toutes différentes de celles que
suppose la théorie, qui seraient responsablés du premier maximum
(A) de fréquences. . s -

Les essaims météoriques de Léonides et de Perséides ont été
discutés & part. Leurs courbes de fréquences (veir la fig. 2) mon- |
trent plusieurs maxima de fréquences dont le premier peut étre
identifié & coup slr avec le maximum A des météores sporadiques.

- Sa position est intermediaire entre la courbe d'été et celle d'biver. *
Quant aux autres maxima, les identifications ne sont que plus ou
moins probables d’autant plusque les dates concernant les Perséides
ne sont pas toujours de toute premiere qualité. En tous cas il ne se



Tableau IV. .
0 Statmtxque des rapports des masses d’air = log k (voir la fig. 2). . ¢

v

o ’ * Nombre de cas t
log k ‘ Eté : | - Hiver i
\ H
Sporadiques | . Perséides ] Sporadiques | Léonides
t
©0,10—14 1 2 2 g-
15—19 15 7 4 4 !
-20—24 24 A 5 8 11 i
256—29 16 10 A 10 12 :
0,30—34 14 7 15 A’ 5
3539 11 5 12 10
4044 25 B 5 11 8
45—49 15 11 B 19 128
0,50—54 18 7 21 B’ "8
556—59 14 6B,y | 15 13 B, ?
60—64 16 9 I 16 g
65—69 26 C 6 13 1307t
. 10—74 14 15 C? 20 C’ 10
0,75—79 14 4 11 8
80—84 ;12 8 9 3
86—89 186 D? 12 D? 3 5
. 90—94 9 8 .5 4
. 9599 .8 3 8D'? 4 .
1,00—04 10 7 . 3 — §
05—09 2 7 8 = :
10—14 6 10 5 2
15—19 1 6 1 2
20—24 "4 7 2 0
1,25—29 — 5 4 : 3
30—34 3 5 4 3
3530 . 4 3 — 1
40—44 2 7 1 ' 2
45—49 w ¥ "9 o= =
301 202 298 150
. ~ Nombre total: 881 ’

- météores des essaims et les météores sporadiques.

Les bolides, c’est-a-dire les météores plus brillants que 1,

"ma.nifeste dans nos courbes a.ucuné différence notable entre les

-comportent d’une maniére différente. Nous avons pu dresser, une
- gtatistique des rapports k pour 238 exemplaires exclus a cause de
leurs éclat de la premiére statistique (tableau IV). La courbe de
“fréquence montre aux faibles valeurs de k quelque ressemblance
“avec oelle des: météores faibles. (voir la fig. 3). Plus loin au lieu de

=~ -
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descendre brusquement, comme le font les faibles météores, la
courbe continue & se maintenir aux valeurs élevées. Comme d’autre

part I'application de la théorie d’Opik n’est plus permise dans ce
cas, nous ne I'avons pas discuté plus en détail.

10

, 0 : > 1 !
05 . 10 logk

Fig. 3. Statistique des rapports k pour les météores brillants (en haut) et les
météores faibles (en bas). L’intervale de log k est le double de celui de la fig. 2.

La confn'ma,tlon des résultats crépusculaxres par la méthode
météorique concerne naturellement le faiblergradient de densité et
ne dit rien des valeurs. absolues de la densité. Ni I'une ni Pautre
méthode ne peuvent fournir les valeurs absolues de la densité, comme
il ressort de leur principe, qui consiste 2 comparer les rapports des
masses d’air parcourues par les rayons ou par-les météores. De ce .
principe résulte aussi I’ 1mposslb1hté d’étudier la structure détaillée .
de la haute atmosphérs, puisque dans le calcul des masses d’air par.
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N Tintégration des densités s’effacent plus ou moins toutes les partj-

_.devons juger les résultats acquis.

cularités da la fonotion o = f(h). C’est de ce point de vue que nous

7. Influences diverses. Nos statistiques des rapports des masses
d’air permettent d'étudier I'influence de différents facteurs sur la

" structure de la haute atmosphére.

. d’altitude [5].

. a) Variation annuelle est visible & premiére vue sur nos courbes
de fréquences. Le décalage des maxima de fréquence peut étre
interpreté comme une variation du gradient de densité. Le sens de

" .cette variation est tel que le gradient est plus fort en été qu’en

hiver. Si cette variation était uniquement due aux variations de la
température et non a celle du poids moléculaire, I'ionosphére vers
100 km d’altitude serait plus froide en été qu’en hiver. (‘ela est
valable pour les conditions nocturnes. Un phénoméne semblable se
rencontre dans les sondages par le son des régions entre 30 et 50 km

- Il est difficile de calculer exactement I'amplitude de tempéra-
ture nécessaire pour produire l'effet observé d’autant plus que
Pamplitude ne doit pas étre nécessairement la méme aux différen-
tes altitudes. La supposition de I'atmosphére exponentielle ne peut
servir ici qu’en premiére approximation, mais comme ordre de
grandeur ’élevation de la température de 25%, environ peut rendre
compte des faits observés. ’ ' :

b) Variation nocturne n’a pu étre bien étudiée étant donné que

la plupart des observations se placent dans la premiére partie de la

- nuit et nous disposons d’un nombre trés restreint d’observations

matinales.

~¢) Influence de Uactivité solaire a été examinée sommairement.
On a formé deux groupes d’observations. Dans le premier sont
classées les observations effectuées dans les années, dont le nombre
relatif moyen ‘de taches dépasse 20, et ce groupe d’observations

" embrasse alors le maximum d’activité solaire. Dans le secbnd

~ groupe sont les autres observations, qui se rapportent au minimum.

88 s ;

On n’a pu trouver de différences notables sauf peut-étre le fait, que
les courbes trouvées pendant le minimum d’activité solaire parais-

~  sent moins troublées et les maxima des fréquences y sont plus pro-

noncés, que pendant 1e's maxima d’activité. v ,
8. Conclusions. La théorie d’Opik appliquée aux météores

disparition seulement, d’arriver aux conclusions suivantes:

faibles (> 1) permet, en partant des altitudes d’apparition et de

~.."1% La statistique des différences d"altitude\s entre le point

. d'apparition et de disparition indique une diminution du gradient
. de densité avec laltitude: ' “ ;oA

[
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2°. La statlsthue correspondantﬁ des’ ma,sses d air revéle des
maxima de fréquencé, qui d’aprés la théorie indiquent I'existence
des trois categorles de météorites, dont deux (B et C) correspondent
aux types pierreux et metalliques et la premi re constitue probable-
ment une nouvelle classe de météorites.

3°. Les masses d’air nécessaires ont été calculées d’aprés les
densités de l'air trouvée par notre méthode crépusculaire. De la
coincidence approchée des deux maxima de fréquence (B et C) avec
leurs positions théoriques résulte aussi une confirmation de la métho-
de crépusculaire.

4°. Les courbes de frequences d’été et d’hiver montrent un
décalage des maxima, qui peut s’interpréter comme une diminution
de la temperature de 1’1onosphere en été.

5°. Les résultats concernant les essaims de Perséides et dé
Léonides ne permettent de tirer aucune conclusion nette, qui les
différentierait d’autres météores. Le decala,ge des maxima de fré-
quence est sans doute djorigine saisoniére.

6°. Le présent travail montre Pimportance des bonnes déter-
mination d’altitudes des météores. Les observations doivent &tre
poursuivies systématiquement pendant toute l’annee et prolongées’
aussi dans les heures matinales negligées jusqu’a présent. Dans ce
" domaine le travail organisé des amateurs est d’une grande utilité.

7°. Seuls mé éors faibles (audessous de 1™) peuvent rendre des
services dans I’exploration de la haute atmosphére au moins d’apreés
la théorie d’Opik. Les bolides nécessiteraient alors d’autres bases
théoriques.
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Meteoricky vyzkum_vysoké atmostéry.
-(Obsah pf'edeélého ¢lanku.)

Slougenim Opikovy theorie svicent meteorﬁ a autorovy theone :
soumrakovych zjevi podatilo se:

a) ovéfiti vysledky tykajici se hustot vzduchu v ionosféfe
a jejtho malého gradiefitu, L

b) ukédzati, Ze gradient hustoty vzduchu je v 16t8 vt neé “
v zimé, ooz by ge dalo mterpretovatl miéi teplotou v 16t& ne# -
v zimé, S
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= o) vedle existence Zeleznych a kamennych meteoriti byla nale-

-zena-té% nové dosud nezndmd kategorie lisfef se bud tepelnymi
vlastnostmi nebo odliSnym mechanismem svicenf, nez jaky pred-
poklada Opik. : _

: K témto poznatkim lze dospéti jen ze stanoveni vysek za-
fehnutf a zhasnuti meteori, coz ukazuje na daleZitost amatérskych
‘pozorovéni toho druhu péstovanych ve vétsim méftku dosud jen
ve Spojenych statech a v Anglii.
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~ Elektromagnetické viny na drétu s isolatnim obalem.
~ Pamétce prof. F. Zévidky - §17.1V. 1945.

Ivan Simon, Praha.
(Dodlo 1. srpna 1945.)

V roce 1934 uvefejnil prof. Zaviska pod timto titulem theore-
tickou praci [1], ve které ukazal, jakym zphsobem je ovliviiovano
sifeni elektromagnetickych vin podél vodivého dratu dielektrickym
obalem. Vysledky citované prace lze shrnouti takto: Podél dratu
se muze §ffiti vlnéni dvojiho druhu. Prvé — t. zv. hlaynf vina —
odpovidéd normélnim, ,,drétovym‘ vindm, jen jest jeho postupnd’
rychlost’ vlivem obalu sniZena. Toto snizeni vinovych délek je
v oblasti velkych vinovych délek nezévislé na kmitoctu, tedy bez
disperse. Druhy druh vinéni — t. zv. vedlejdf viny 1., 2 3.,
fadu — odpovida vinam v dielektrickych valcich a vyznacu}e se
znaénou disp rsf. Zatim co existence hlavnich vin plynula jiZ ze,
staré{ theorie Harmsovy [2] a byla také pokusné dokazana
(Weiss [3]), byla theorie vedlejsich vln nové a chybélo dosud jejf
pokusné ovéfent.

V letech 1935—36 jsem provedl na podnét prof. Zadka méfen,
sméfujief k tomuto cfli. Vysledky méfeni se viak tehdy neshodova.ly
s vypotftem a proto nedoSlo k uvefejnéni. Teprve letos, chtéje
zuzitkovati néktera z tehdy provedenych méfeni k urdéeni dielek-
trické konstanty vody, nalezl jsem ve svém tehdejiim vypoétu ne-
dopatteni, po jehoZ odstranéni se ukézala uspokojivé shoda mé-
feni s theorif. Protoze dratové a trubicové viny nabyly mezitfm
v rychle se rozvijejicim oboru elektrickych mikrovin znaéného

v{znamu, , poklddal jsem za vhodné uvetejniti.tente expemmentélni ; ﬂ

doplnék. price E)rof Zsvisky.

Métenf bylo provedeno na mé&déném drabé priméru 0, 4 cm,
opatieném vodnim obalem ve tvaru souosého vélce priméru 12 cm.
Voda — zvolend pro -svoji vysokou dielektrickou konstantu
¢ = 80 — byla nalita v tenkosténné trubici z bakelisovaného papfru.
Budicf viny v oboru 70 az 170 em byly ziskdvény pomoef malého
oscildtoru s triodou knoflfkového ‘typu (RCA 955). <
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Celé uspotédsnf je patrné z obr. 1.'Msdény drét je napjat -

v gumoidové trubici asi 150 cm dlouhé, naplnéné vodou. Na jednom
konci trubice bylo zevné umisténo plechové stinftko rozméri asi
70 x 70 cm?, které bylo také uvnitt doplnéno plechovym kotou-
éem v téze roving! Otvory v tomto vnitfnim stinitku byly do vody

~ -zavedeny dvé elektrody, které byly umistény v takové vzdalenosti
" od stinftka, kde podle vypo&tu mély vystupovati elektrické silo¢ary
kolmo z vodniho obalu do vné&jsfho prostoru. Za tuto vzdilenost
byla bréna &étvrtina vinové délky L dratového vinéni, vypoétend
predem podle Zaviskovy theorie pro danou budiei vinovou délku I.

- Elektrody byly napajeny kratkym vedenim, které hylo velmi volné

pocwvng slinithe pevne £livthke

f 4" Aljé‘ d '

Obr. 1. Usporgdéni pro méFeni stojatych vln na drétu s dielektrickym obalem.

sptazeno s opoddl postavenym oscilatorem. Délku d tohoto vedeni
‘bylo moZno méniti pozounovitym nastavcem, takZe se cely systém
dal vyladiti na Zidanou vinovou délku. Vyznam tohoto ladénf
bude ukazan dale. — Podél vodniho obalu se dalo posouvati druhé
stinftko, s kterym se soudasné také uvniti posunovalo kruhové sti-
nftko,  spojené tfecim kontaktem s dritem. Kdykoliv se b8hem
posouvénf stala vzdilenost mezi posuvnymi a pevnymi stinitky
rovnou celistvému ndsobku pilvlny L 2, vytvofilo se mezi stinitky
 stojaté vInéni; takovy pipad je pravé naznaden na obr. 1. V tomto
 pHpadé ukazuje galvanometr, spojeny s detektorem indikaénfho

. dip6lu, umisténého mezi stinitky, maximélni vychylku. Vychylky

. galvanometru byly registroviny na fotograficky papir, jehoz od-

* "yinovéni bylo vdzéno s pohybem stinitek. Tim byl umoZnén zeela
samodinny chod zatizeni béhem méfeni, takZe odpadlo ruseni, zpd-

. .sobené nepravidelnymi odrazy rozptyleného vinénf pii zménach
- polohy pozorovatele. — VInova délka budicfho vinénf byla méfena
- Lecherovymi drity, velmi voln& vézanymi s oscildtorem. o
...~ Protote nebylo moZno zabréniti, aby mezi stinitka nevnikalo
-~ 1gd4sti také vinéni p¥mo z oscilitoru — po pifp. po riznych odra-

w i
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zech ‘v labotato¥i — vznikaly z pdéétkusuperposibi naprosto ne-
prehledné.serie maxim a minim. Teprve zavedeni fotografické regi-
strace vychylek galvanometru umoznilo nalézti hledané zakoni-"

Vg

1= 876 cm

a

V.v'dl.v_lk) galy. ® ént. vinéns

—> delka drdtu

Obr. 2. Stojaté viny na dratu s vodnim obalem. Drétové vina L = 80 em.

Postupnym lad&nim napéjeciho vedeni (viz obr. 1) byla intensita drétovych

vlh vyzdviZena nad uroverl rufivych vin. Délka napéjeciho vedeni byla po
\fadé: a) d = 44 cm, b) d = 47 cm, ¢) d = 50,5 cm.

i 77:01

!

'“1/2;'3&5:”,

. - ol
Qbr. 3. Stojaté viny na drétu s vodnim obalem. Drétova vina L = 36 cm.
Délka napéjecfho vedeni byla po fadé: a) a b) d = Ocm, ¢) d = 23 om:

tosti v serifch vychylek. — Bylo provedeno vice nez 50 mé&fenf, -
z nich% v8ak pouze asi pétina dala updtiebitelné vysledky. Mnohd ~ =
méfeni poskytovala pouze trividlnf vysledek L =1 (L = vinovd .
délka dritového vinéni, . = vlnové délka budfcitho vinénf), jiné.

-

o8



/
zase L = l/VSO coZ odpovida, vinénf, éfricimu se ve vod&. Zprawdla
- byly viechny tyto piipady soudasng komblnovény a teprve vhod-
nym vyla,dénjm na,pa]eciho vedeni se podamlo vyzdvihnouti dratové
viny nad droven rudivych vin; to je na pf. velmi dobfe patrné
. 7 obr. 2 (méfenf &. 20). V tomto piipadé bylo superponovano pouze

/ L|eem .
’f , dndtovd “vina ' 1\
@
80 /
/
60 /
L|rdd
I I
. )
A Ji;’.r /7
20 y Li W
A=t
o il ; budict vina
0 20 0 60 [

Obr. 4. Zavislost vinové délky dratového vlndni na budici vinové délee pro

médény drét se souosym vodnim obalem. — Plné vytaZend kfivky byly-

vypoéteny podle Zaviskovy theorie, experimentélnd zji¥t&né hodnoty jsou
vyzna,ﬁeny body.

~_drétové a ,,vodni“ vlnéni. Na obr. 3 je jiny pfiklad (mefeni ¢. 40),
. kde se zprvu objevovalo jen budicf vindhi, které se podatilo potla-
_ &iti vhodnym vyladénim napéjecfho obvodu. 2%

Vysledky méfeni jsou uvedeny v nasledu]ici tabuloe

.t (em) | 87,6 84 862 858 L0 sle 710 752 69,4
_-.L(‘cm) 80 80 77 68 74 73 36 48 18

"V obr. 4 ]som naméfené hodnotv srovniny 8 khvkamz pro
‘vedle]bi viny 1. a 2. ¥4du, vypostenymi podle Zéviskovy theorie
: pro pokusné realisovany pﬁpad Ve vlnovém oboru, jenZ byl k dxspo—

\
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sici, se dalo vzbuditi na dratu pouze vedlej$f vinénf 1. ¥4du. A&koliv "
namétfené hodnoty vinovych délek vykazuji pomérné znadény roz-
ptyl, zavinény nedostatecnou piesnosti méfeni stojatych vin na
dratu, je vidéti, Ze v celku dobte odpovidaji vypoétu podle Zavis-
kovy theorie. A

Price byla provedena v laboratofich Fysikdlnfho dstavu
Karlovy university, jehoz fediteli. prof. Dr. Aug. Za¢kovi dékuji
za propujéeni pifstroji a Zivy zdjem na postupu méfenf. Prof.
Dr. V. Petriflkovi rovnéz dékuji za Gdinnou podporu pii praci.

*
Electromagnetic waves on a wire surrounded by a dielectric cylinder.
(Abstract of the preceding paper.)

More than ten years ago the late prof. Zavidka — who died
in a german concentration camp on april 17 45 — was theoretically
dealing with the propagation of electromagnetic waves along .a con-
ducting wire, surrounded by a dielectric cylinder. He has shown that,
in addition to the main wave, other waves (secondary waves) can
.propagate along the wire, provided the applied wavelength is
sufficiently short. The behaviour of this type of waves is somewhat
similar to that of waves in the hollow wave guides which become
more important in the recent time. The theory of prof. Zaviska
has beon verified in the case of a copper wire (4 mm dia.) sur-.
rounded by a water cylinder (¢ = 80, 120 mm dia.) by the author,

- who found quite a good agreement of measured wavelengths (dots
in the fig. 4) with calculated curves. :
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