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Casopis pro péstbv({nl matematiky a fysiky, rot. 71 (1946)

Une note sur les fonctions aux valeurs intermédiaires.
Vaclav Hruska, Prague.
- (Regu le avril 1945.)

1. — Définition. — Soit donnée une fonction
fl), a<x<b. - (L,1)

Soient « # f deux points quelconques de l'intervalle (1,1), dans
lesquels f(x) a des valeurs différentes .

Hx) = 4 + B = f(p).

Si dans un pomt convenable situé entre « et B la fonction f(z) de-
vient égale a toute valeur choisie entre 4 et B, je dis que f(x) est
une fonction aux valeurs intermédiaires.

A Paide de cette définition nous pouvons donner aun théoreme
bien connu de Darboux?) la forme sulva,nte

Théoréme. Soit

fle), a<z<b ’ mm

une fonction ayant une dérivée dans chaque point de l'intervalle
(1,2). Cette dérivée est une fonction aux valeurs intermédiaires
dans l'intervalle (1,2).

Remarque. — De méme les fonctlons continues dans I'inter-
valle (1,1), ont naturellement la propriété mentionnée dans la
Définition, ce que I’on démontre ordinairement d’une fagon indé-
pendante du théoréme de DarBoUX. Mais on peut aussi le démontrer -
comme une conséquence de ce théoréme, car toute fonotion con-
tinue est aussi une dérivée de son intégrale définie de Cauchy-.
Riemann, ayant la limite supérieure variable.

2. — Je ne crois pas que le théoréme suivant sur les fonctlons
aux valeurs intermédiaires ait déja été prononcé

Théoréme. — Soient » "
f(x) et‘gv(x),a,<z<b oL (21)

1).Ch. J. de la VALLEE- Pousm Cours d‘a.nalyse mﬁmtéslmale-
t. 1; p. 70 (71éme éd., Paris, 1930, Gauthxer-Vﬂla.rs) _
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deux fonctions quj pessédent des dérivées du premier ordre f'(z)
®t ¢'(x) partout dans I'intervalle (2,1), dont la dérivée ¢’(z) va
constamment en croissant ou constamment en décrossant dans (2,1).
Alors la fonction ,

i)~ @ — 1@

2.3
?(@) —¢'(@) ©3

est une fonctlon aux valeurs intermédiaires dans (2 1).
Démonstration. — Soit, par exemple, ¢’ () une fonction

a.llant constamment en décroissant dans (2,1), c est -a-dire
¢'(a) > ¢'(x) > ¢'(2) > ¢'(B), (2,4)
a<x<z< g< b

J ‘Soit p. ex. aussi - '

o -A=1(zx)>lﬁ= . : (2,5)
~ Choisissons une valeur L quelconque entre 4 et B,

A>L>B (2,6)

et considérons la fonction
x(x) = f(x) — z . f'(a) — L [p(x) — x . ¢'(@)], a < -’v< b.
Elle a une dérivée .
1 (x) = f(x) — f'(a) — L [¢'(x) — ¢'(a)] (2,7)
partout dans
- ' alzSp (2,8)

.qui a des valeurs

x(a) = f'( a)—f(a)—L[tr(a)—tp(a)] =

Ao) [¢'(a) — ¢'(@)] — L [¢"(a) — ¢'(a)] =

(A4 —L) [¢'(x) — ¢'(a)] <O,

f(8) —1'(@)— L [9(8) — ¢'(a] =

i) [9/9) — '@ L [p(9) '] =

: =B—L)[¢B)—¢@]>0 :

"dans les points z = & et x = f. Alors, d aprés le théoréme de
DABBOUX elle a la valeur

1) =0 a<t<p
dans un pomt E entre « et ﬂ c’est-a-dire

P

T x’(ﬁ)

: fey—re _ p £ d.
T Mé) (E) (a) Il
R Remarquede larédaction. Dans le théoréme de M. Hrudka,

i~ ‘on.peut se passer de la supposition. concernant la monotonie de
" ¢'(x). En offet, on peut énéncer le théoréme suivant:
Soient. F(a:), G(x) deux fonctions réelles possédant
3.dans l’mtervalle fermé {a;by des dérivées finies F'(x),
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