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t‘,asopis pro pistovﬂnl matematuky a fysiky, rot. 7! (l946)

. O k-posunutiach.
Anton Kotzig, Bratislava.
(Doslo diia 13. mija 1946.)

Nech st k, n dané prlrodzené disla, 1 <k <. Vysetrajme

n-rozmerny priestor R, (pomma,ny ako mnozina v8etkych s&stemov ‘

[y, %3 ..., #a] = &, kde 280 t. zv. saradnice bodu §). Budeme nazy-

vat k- posunutim také posunutie v priestore Ry, pri ktorom sa zmeni

naJmeneJ jedna a najviac k stradnic, ktoré sa zmensia o celé &isla

a ostatné garadnice zostgni bez zmeny. Nech je dalej M mno#ina

vSetkych bodov, ktorych véetky sumdmce s celé nezaporné éfsla,
- potom plati veta:

Existuje jedna a len jedna mnoilna. A, ktors ma tieto -

tri vlastnosti:

1. AC M.

2. Ak je ¢e M — A, exwtu)e k-posunutie, které pre->

vadza bod & v bod mnqZiny 4.

3. Ak j jeéeAaakjenbod, vznlka]ucl 2 5 k- poaunutim :

nele%i n v mnozine 4.

Mnozina 4 je potom definovans. takto Nech je ¢=

= [@,, %, ..., 5] bod o celych nezapornych stradniciach.
Rozvxﬁme saradnice v dyadlckéj sustave

x; = S‘ b,.(w,-) am. (3 =1, 2, feey n).

m=0 Y

- tbm(x:) = 0 alebo = I, pre ka%dé i je oviem maximélne ko-
neény podet isel b (z;) rézny od nuly) Potom bod & patrf

do mnoZiny: A vtedy a len vtedy, ak je

bu(2s) + ban(2s) + - + bm(an) = 0 (miod (k + ), (*r?"-é'

pre ka%dé celé m > 0.

" Def.: Ak bod o (v ¢ M) urtitym k-posunutim prejde v bod o', -

budeme hovorit, %e bod ~ je podiatoény, o' vysledny bod tohoto .
k- posunutm Ak prevedieme postupne. viac (napr. 8). k-posunuti -

_ tak,Ze vysledny bod jednoho k-posunutia povaujeme za poélatoény 2
‘bod d?aléleho k-,posunutxa, ]ednothvé polohy bodu bude. nam udéva.i}

L.



s A ~ ~

postupnost bodov: Sy oy s Takejto postupnosti budeme -ho-

. ivorit k:retaz 'z bodu a,.

Doékaz vety: DokdZeme teraz, Ze existuje maximélne jedna
mnoZina majica vlastnosti 1., 2., 3. ,
' Dokaz: Predpokladajme, Ze existuj dve také mnoziny 4, B,
ktoré maja vlastnosti 1., 2., 3.Aby A == B, musf existovat aspott
jeden bod taky, %e je elementom len jednej z tychto mnozin. Bez
tjmy vieobecnosti moéZeme predpokladat, Ze existuje bod g,
o ktorom plati: 8, € B, a zaroven f, nelezi v 4. SkonStruujme k-retaz
z bodu f, tymto spésobom: Prvé k-posunutie prevedihe tak, aby
‘platilo B, € A (jé to moZné na zaklade vlastnosti 2., lebo f, nelezi
v-A). Na zéklade vlastnosti 3. vSak potom plati: f;, nelez{ v B.

Moézeme tedy druhé k-posunutie volit tak, aby f, € B; na zaklade

vlastnosti 8. bude platit: 8, nele#f v A a tretie k-posunutie mo#Zno
voli? tak, aby platilo: f; € A nelezf v B, atd. Tymto sposobom do-

. cielime toho, Ze o bodoch tejto k-retazi bude platit:
’ - PueB; Pu neleii v 4
Bauire A; Pt neleiil v B .
Uvaime, ze kazdym k-posunutim sa najmenej jedna stradnica
umensdf. Je zrejmé, Ze pre nejaké j bude najmenej jedna stiradnica

pre vietky Il =0, 1, 2,

" bodu g; zéporna. Ale to nie je moZné, leho musf byt §; ¢ M; preto je -

- zrejmé, Ze nemozu existovat dve rézne mnoZiny majice vlastnosti
1,2,8. (Ze nemoze existovaf viac takych mnozin, je z dokazu tie%
<. zrejmé.) ) .
5 Ide este o dokaz, e mnoZina definovand podmienkami (*) m4
viagtnosti 1., 2., 3.: ‘ ’

v

- . Ka#dé celé nezdporné &slo z dé’'sa rozvinit v dvojkovej

. (dyadickej) ststave, pri ¢om budeme stéle uifvat oznacenia
o z=" bn(z) 2" (bu(z) = 0, alebo = 1).} (1)

¢ i : y m=0 . 3 :
.. - Ak je dans Mubovoln4 skupina A, sklidajica sa z celych nezépor-
‘- nyoch &fsel . , :
\ S Tl - - @y, Ay - ..y amg) (2)

a

e e

1) Pre kaZdé také x je oviem opidt maximdlne konedny polet &isel .

L _'i);(a:) rozny ‘'od nuly. -

_ %) Tieto Yisla ay, ..., dp nemusia byt navzéjom rézne, bude zéleZat na -

X~ tom, koPkokrat sa ka¥dé z nich y tej skupine vyskytuje. Naproti tomu narh
. +mebude zéle¥at na tom, v jakom poriadku su &isla a,, ay, ..., a, napisané.
Weda napr.: 2, 2, 0, 7, 7, 2 bude t4 istd skupine ako 0, 2, 7, 2, 7, 2, ale in4 ne¥
: 2,0, 7, alebo 2, 2, 2, 0,.7. Adkol'vek teda ,,skupina‘ (uZivam imyselne tohoto
¢ hbuti)rélneho slova) je mie¥o trochu iného ne%. ,,mno%ina*, budeme: uivat
~Symboliky obvykléj ¢ teorie mno¥in: Ked jo A skupina a,, ..., a,, ak je B
skupina by, .., b, & 8k oznat{me C skupinu gy, ..., @y, by, ..+, by, budeme pisat
O=4+ B,B=C+:4,4CcC (A jo,tastou’ C),a,¢ 4,05 ¢ 4, ..., a,cd

'V’,_Xa‘ je"'?;pikaqip" i kupiny 4)‘atd.' Nedorozumenie'je iste vylitené.

\
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“budeme zna;kom om(A) oznadovat zbytok éisl:a‘ ‘

b(@) + bu(aa) + ... + bu(ap) = 3 bt (3).

zed
podla modulu k& + 1, takie 0 < on,(4) < k.
Nech je teraz S, Tubovolng skupina n celych nezdpornych é&isel

. Tys Tgy o oey Xpe ‘ ‘ (4)

Budem hovont Ze skupina T0 celych nezapornych é&isel
i Yo Yo oo Yn (5)
vznikd z S, k-posunutim, ak je y, :<__ xp pre p=1,2,...,n a ak

nerovnosf y, < x, plati najmenej pre jednu a najviac pre £ hodnét p.
Ak skupina (4) spliiuje rovnice

om(Sy) =0 pre m =1, 2, 3, ’ (6)

a ak skupina (5) (oznacme ju T',) vznika k- posunut(m z 8y, nemozu
byt splnené vietky rovnice

on(Te) =0 (m=1,2,3,...). (7) -

Lebo nech je m, najvicsia hodnota m taka, Ze je bn(y,) < bum(p)

aspoii pre jedno p (1 < p < n). Zo vzfahov y, < g, bm(yq) =

= bm(z,), platnych pre-m > m,, ¢ = 1, 2, ..., n plynie, Ze je nutne

buny(Yg) < bm,(%,) PTre g =1, 2, » takze z bm,(y) je mensie nez
yelys

zbm,(z) aspoil o 1 a najviac o k. Nakol’ko amo(So) =0, nemoze byt’

Um,,( ) =0. d

Aby sme dokédzali zdkladna vetu staci teda,, ked doké,zeme
este toto:

- Nech je dané skupina (4) celych nezapornych &sel — ozhadme
ju 8y, ktora nespliiuje vietky rovnice (6) Potom existuje skupma. Ty,
vznikajtea z S, k-posunutim a také, Ze platia vietky rovnice (7).'

Dokaz Budeme definovat celé dslo > 0, skupiny

o e Bpey € v c&c& . (8)
Pi=8 18 (=12..,n) B ()
celé disla E : : ' :
my > my > ...> My > Myy = — L.9) ~(10)
dw&mmmm F . T
L O Oy +- .,a:;1‘4 _ (11)

sposbbom, ktory teraz popiSeme.

') ‘Smysel symbolu je jasny.. Obecne ak je A skupina a,, a,, ap

- aak je f(x) lubovalna funkcla., znadf syrd]ﬂolZf(w) ¢fslo anl) + l(a.,) —1- ‘4
+ f(a,). ) zed _ ) )
?) Cislo m,, | za.védmm len pm pohodlie.

57



I R FUHLINT AR e g PN W G et AR e R

Z (8); (9) plynie, Ze : -
Sp=P 4+ P4 ...+ P+ 8 (i=12..,7), (12)
obecnejsie
S=Pia+...+Pi4+ 8 (057<i1< ), ©(13)
Specidlne R

Sg=P,+ Py+ ...+ Pp+ 8. . (14)

- Pre vietky dostatoéne velké m je -bum(xp) = 0, teda om(S,) = 0;
podla predpokladu ex1stuje viak m, také, ze

Gﬂh( 0) > O \ (15)

Zvolme za m, najviciie ¢islo, pre ktoré platl (15). Polozme am,(So) ==
= am a z ¢isel z;, x,, s Tn vyberme um Gisel

Z1,15 Lr,5 + o0 x‘»"nrﬁ,’ (16)

pre ktoré je b (x) = 1; ¢&isla (18) nech tvoria skupinu P, kladieme
potom 8, = 8, — P,, takie P, = 8, — &), 0 < gy, < k. Predpokls-
dajme, Ze sme uz definovali pre 1ste p=1 skupmy

8, C8p 1C...C 8, ‘s (17)
) P;i=8i—8; (i= 1,2, 5 i3 P) ‘ (18)
celé ¢isla . L :

m>my> ... >my =0 3 (19)

a celé kladné ¢éfsla )

A T e Oy F (20)
tak, ze ' . Ca ) ' 20

- O+t o <k (21

" aie kad4 skupina P; ; sa skladé z a"'".l disel; pre p = 1 sme to prave
"udinili.
Skupma, Sy, = 8;— (P, + ... + P,) sa skladé, Z n—am

el Oy '>n—k > 0sel. Ak ngexistuje Ziadne &fslo m, pre
Z ktoré by platllo ' : _
C omy>m >0, 0<a,,,(S,,)<k—- vo;;‘ ‘(22)
l-=l
' ,poloime %= p, mys1 =—1 a sme s indukciou hotovi Ak véak

- existuje také éfslo m, pre ktoré platf (22) —Z"nech je m, . najvidsie
také éislo m— polozme o,,. +1(Sr) u,,.p s takie podl’a (22) jo
) i : , LA S
e u,,.m>o za,.“gk
Vyberme dale] zo, skupinyﬂ,, skupmu amp # dsel

T SR
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z X e Xpr1s B, (23

p+11 Tp+1,2 pHlgh (23)

pre ktoré je by, ,(z) = 1, tato skupinu ozna¢me Pp ., a polozme

8p+1==8p — Pp.1. Vidime, Ze vztahy (17) az (21) bud teraz platit

3 indexom .p + 1 namiesto p. Nakolko kazdd skupina obsahuje

asponi jedno ¢islo, je videf, Ze sa postup musi najneskorsie po =»

krokoch zastavit, takze dospejeme takto k systému s vlastnostiami
(8) az (13).

Z toho, ako bol indukény krok (prvy a (p + 1)-y) prevedeny,

je zrejmé este toto: Predevsetkym je

Om, + Omy + oo+ om Sk, (24)
teda istotne .
/ 1< 7z k.
Za druhé: P; sa sklada z ai,Ti' ¢isel, pri ¢om pre xeP; je
bufx) =1, teda on(Pi) = O, - :

~ Za tretie: :
Omg = Om(Sim1) (=1,2,..,7), (25)
takze podla vlastnosti druhej je
onlS) = OmSim1 —P) =0 (i=1,2,..,a2).  (26)
Za Stvrté: - ' . .
' om(Sy) = 0 £ (27)
pre m > m,. ' < ’

Za piate: Pre ,
mi > m > Mmit1 z=12..,n)
neplati (22), t. j. je V‘ _
budto on(Sy) = 0, alebo ou(S) > k— 3 o' (28)
p i=1

(mi >m >miyqr; 1=1,2,..., 7).

Deraz nahradim skupinu 8§, novou skupinou 8’, (sloZenou. tiez
z n celych nezdpornych ¢&isel) takto: Skupinu S, nechdm bez zmeny,
kdezto ¢fsla kazdej skupiny 'P; (i = 1, 2, ..., #) zmenim takto:

Ak je z € P;, nahradim &fslo z &fslom ' )

\

al=' > ™ 4+ 3 ba(x)2™ (29)
3 O=sm=my; m >m; ) : .
) mE My, My 15 o vy My ], My . .
T. j. koeficienty pri 2™ (m > m;) nechdm bez zmeny, koeficienty pri
2mi, 2mit+1, ..., 2™ nahradim nulami (vieme, Ze v = bol koeficient
pri 2™ rovny 1), ostatné koeficienty nahradim jedni¢kami. Nakolko

59
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prvy sucet v (29) je mens{ nez 2mi, je o’ < . Skuplnu ¢isel z', ktort
takto dostaneme zo skupiny P;, oznaéme P’; polozme este
8w=8 S8i=Pix1+ ...+ P+8, ¢0=0,1,...,7— 1).(30)
Cisla z 8’y vznikly teda z &isel skupiny S, tak, 7e sme &isla skupiny
P, + P, + ... + P, zmendili, ostatné nechali bez zmeny.

Je zrejmsé toto:

1. Ak je m > m,, je: ~ ,
O'm(S ) = O'm(S ) ——- 0. (31)
2. Ak jem=my(p=12..n), je podla (29) by (z) =0
pre ¢’ € P’;, akondhle 1 < p . '

$.3° _

Omy(P'y + Py + ...+ P'p) = 0,

Omy(S'a) = O ().

Ale pre z’' e §'p, t.j. & €Ppii+ ...+ P+ 85) je podla (29)
a v dosledku rovnice S, = 8', zre]me b, (') = bm,(7),%) takie
Tm,(8'p) = om,(8p) = 0 [vid (26)]. -

t. j:

Teda: : \
Pre m=m, (p=12...,7) je

o (§) = 0. ‘ (32)
3. Ak je m,,>m >mpe1 (p=1,2,..,7) plati toto: ked je

£ ePpiy+.... + P+ 8, tj. o eS’,,, ]epodl’a (29) a v ddsledku

rovnice S, = S';, zrejme by,(x') = bu(x), tedy

om(S 1:) = om(Sp)- (33)

Nahradime konecne &isla skupiny 8= P', + Plg+ o ¥
-+ P, 4+ 8% novymi é&islami, ktoré budd tvorlﬁ novi skupmu S".,,

o n &slach a buda sostrojené takto:

1. Cfsla z S, nechdme bez zmeny.
. 2 Koeflclenty bn(z’) pre m > m, a prave tak koeflclenty
b ('), buy(Z), .., bm (') nechdm bez zmeny pre kazde z' €8

Podla (31), (32) ‘bude potom °
om(8"y) = 0 pre m > m, a prave tak pre m = m,, - ~ (34)
m= My, ..., M = My,

3. Nech je koneéne m cislo splitujtace nerovnosﬁ mp >m>
> mp 4y (1 < p £ n). Potom zmenim koeficienty bn,(z’) takto:

5) ' Pre 7 p=x odpadne oviem P’ o1 T e P',,, podobne v analogic-

kych Gpri{adoch
i nakom 2z znadfm to &slo z S 2 kﬁotého vzmklo cislo 2’ zmenou,
one udanou v (29) ' .
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I. Bud je o4,(Sp) = 0. Potom Véetky koeflclenty bm(a') pre
vietky «' € P'1 + ... + P’, nahradim nulami [u 2’ boly tieto koefi-
cienty rovné 1, vid (29)], kdezto u vietkych z’e P,, H-{— .+
+ P+ 8n= S necham b, (z’) bez zmeny

Potom bude teda '

Um(Sllo) = Um(S,p) = Um(Sp) = 0 (35)
[vid (33)].
II. Alebo neni ,(8,) = 0. Potom je podla (28)
P
Com(Sp) > k— > o
je1

nakolko a,(Sp) < k a nakolko plati (24), je istotne

E+ 1SS ol + ou(S,) < 2k. (36)
j=1
Je : ' ‘
om(S’) = | E bm(2") + Z bm(')
QP R ey it P+ ¥y

(mod (£ +- 1)). (37)
Ale podla (29) a v désledku rovnice 8, = S je
2 ’ 3 bm(x') = Z ) b(x) == om(Sp)

2'eP'pyqt.. +P 548, zePp 1+ +Pa+ 8 :
(mod (k + l)-)

kdeito prvy suce‘o v (37) sa sklad4 zo samych jednidiek. Teda
om(S's) = Om, + ... + 00! + Om (8p) (mod (k +1)).  (38)
Nakolko 0 < o0u(8'y) < k, plynie z (36), (38) zrejme
om(S'y) + &+ 1 = ﬁ L o(Sy) <'z I bk,
6§ i _ '
om(Qy) < 'z O, | C(39)
Nakolko dalej vietky ¢isla o
x'eP’l-}-P'z—}— 4 Py
(ktorych pocet je prave rovny z o” ') majt koeficient b,,.(x y=1,

moézem tieto koeficienty podla (39) zmenit tak, Ze u g,4(S’y) tychto !
Cisel 2’ e P\ + P’y 4. + P’ Koeficient b,,.(:c ) = 1 nahradim
nulou, u ostatnych Hsel 2’ eP’l + ... + P, jako aj u vietkych
tisel 2’ €8’y necham by (') bez zmeny Potom bude zrejme

o8 =0. .~ (40) .,

8l
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