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CGasopis pro pdstovani matematiky a fysiky, rod. 71 (1946)

Pi’*isp‘évek k reducibilité¢ binomickych kongruenci

Stefan Schwarz, Bratislava.
(Doslo 1. listopadu 1945.)
"L
Obsahem této poznamky jest rozieseni otazky po poétu a stup—
nich ireducibilnich faktorti binomické kongruence
"—a =0 (modp), (n,p)=(ap) =1 _ (l)
Pokud j de o linearnf faktory takové kongruence, jest vieobecné.
znam klasicky vysledek, ktery f{ka: nutnd a postadujici podminka
pro to, aby kongruence (1) méla FeSent, jest splnéni vztahu
p—t ' '

a ¢ =1 (mod p),

!

kde d = (n, p — 1). Jestlize jest tato podminka splnéna, mé (1)
pravé d feseni. :

V této poznamce ukazeme, jak lze nalézti vysledek podobného -
razu i pro faktory k-tého stupné. Nejenom vysledky, nybrz i postup
dikazu sém o sobé, nepostrida jisté za]imavostl .

Platf véta: : i

Necht jest dina kongruence (1) n-tého stupné. Necht k
jest celé cislo 1< k< n'Poloime di = (p* — 1, n). Znakem
or oznadme podet ireducibilnfch faktoru k-tého stupné
kongruence (1). Necht koneénd ¥’ > k" > k" > ... > 1 jsou
v8ichni délitelé éisla &k, mensi nez k. Potom plati

L] P"—l

v 1. prota k, pro kteréd jesta % =1 (mod p), _
je kox + kK'or'+ K'or 4 ... + 0, = 0 (mod p);  (2)

2. pro ta k, pro kterd jest a % = 1 (mod p),

je kor + Kor + Ko + ... + o Izdk‘(modp). - (3)
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Poznédmka: Vztahy (2) a (3) davaji zi'ejr'héArekurentni relace,
z nichz lze o, 0y, ..., 0x bezprostiedné vypocisti (alespoii pro
n < p). ‘

Dtukaz: Necht ¢(x) je libovolny (mod p) ireducibilni polynom
k-tého stupné s racionalnimi celymi koeficienty. Jeden jeho kofen,
lezfcf ve vhodném rozsffenf télesa tiid zbytka (mod p) K, oznaéme
znakem §. Jak jest znamo, jsou potom vSechny kofeny vSech ne-
rozloZitelnych polynomu k-tého stupné nad télesem zbytkovych
tfid mod p obsazeny v télese K,(j). V témz télese jsou dile obsaZeny
i viechny koteny vsech nerozlomtelnych polynomi stupnu K,k
k", ...,1, kde k', k", k”’ , 1 maji nahoie zavedeny vyznam.
Téleso K 2(7) obsahu]e p ‘elementi tvaru -

f=catajtef+ .. ta T 0sasp—1 (4

KaZdy element & 5= 0 (mod p) hovi vztahu

£ ~1=1 (mod p).
Pro & = 0 (mod p) jest oviem
&*~1=0 (mod p)..)

Uvazujme vyraz

2, [ —ap*=t (mod p),

kde soudet se vztahuje na viechny elementy (4)v pottu p*. V tomto
soudtu bude (mod p) tolik jedni¢ek, kolik jest zavorek ruznych od
nuly a tolik nul (mod p), kolik mé kongruence (1) kofent mezi ele-
menty (4).
: Veli¢iny (4) hovi v8ak pouze ired. polynomum stupné k, resp.
-~ k', resp. k", ... atd. Pii tom ke kaZdému ired. polynomu stupné
 k-tého piislusf skupina & vehcm & ze skupiny velid¢in (4). Podobné
pro délitele &', k7, ... atd. .

Jeito soucet obsahuje pF séitancﬁ jest ziejmé
Z[a:"-——a]ﬂk—l = p¥ — kor — kK'op — kK oy — ... — 0, (mod p) (5)
Abychom upravili soudet na levé strané, pnpomeﬁme si: ze vztahu '

#1—1=]l@—8 (modp)
~ plyne elementérnimi a,lgebra.lckyml upravami pro potenénf souéty
o 0 (mod ro p* —1 ¢4,
, 85226‘ _ /0 (mod p), pro p* ti
; \——l(modp), prop——l/z

1) Jinak lze také Hei: Platf ok — = IT () (mod p), kde soudin se
vztahuje na vi¥echny (mod p) ired. polynomy ¢ ( x), jich stupent déli k.
2 ‘
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Vztah (5) upravu]eme umocnénim zavorky Jezto budeme dle x
séftati, budou nas zajimati pouze &leny s %, kde exponent ¢ jest
dglitelny &fslem p* — 1. To jsou gleny, v nich¥ exponent u z jest
tvaru ‘
n(pk—ﬁl—l.pj"'l) @=01,..dg—1).
o odg

Zbyvajfci ¢leny miZeme vynechati.
Jest tedy, oznadime-li k vili prehlednosti na chvili o = kak +
+ + 01,

l=dp—1 T‘.__k—‘ pF—1\ "(?";14.”::1)' l.p::l
_a——zz ——l) lpk_:l.x' . .a./

dx

(mod p).
Provedeme-h sumaci dle &, jest :

dr—1 , 1 [ P — 1 o ’
o=2(—1) % |, pP—1la" % (modp)
! A\
dy
Déle je viak
P —1

(p,,___‘l ) (pk;l)(pk——z)...( —1. —7“——) _
l . .

pt—1 - F =
: 1P 1(1.7" 14-1)...2.1

di 7z dk

L . pk——l )
= (—1) ‘i;c— (mod p).
Tedy
: . dp—1 —k___‘ h s ‘
N o= a , (mod p). 6). -
N =) -
Nyni nutno rozezndvati dva pripady ' s
1 Jelli -

pk—1 -

@ % %1 (mod n,

je -

o= »—r*-“ (mod p), .
.o t 5 a'/dk ~_l ’
' o =0 (modp),



jinak , (=R

: kor + k'op + ...>4+ 0, = 0 (mod p).

2. Je-li . 7
' A : :

. ' a ‘% =1 (modp), .~ i

plyne z relace (6) '

:Iﬁ»l
o > 1 (mod p),
l1--0 :
t. j. . .
kor + K'or + ... + 0 = dr (mod p).

Tim jest nafe véta dokazana.

II.

' Z rovnie (2) a (3) lze vypocistl explicitné veli¢iny oy, oy, ..., On.
- K vuli ]ednoduchostl zavedme symbol d;, ktery definujeme takto:
. P
/0 pro ta k, pro ktera jest a e £ 1 (mod ?),
(S pk—l

\dk, pro ta k, pro ktera jest a T =1 (mod P).
Systém rekurentnich relaci vypada ta,kto.

. 0'1 = ¢y,
20, + 0y = by,
g : 303 + 0y = 0,
i 40, + 20y + 0y = 0,,. (mod p) (7)
bos 4 0y = . .

6o¢ + 303 + 2U¢ + o= 53,

........................

- Odtud plyne pﬂmo (pokud index u pf*isluéného o nenf d¥li-
telny p) . -

.Ul == 61’

Og-=. i (62 e 61)7 ) 3

03 = 4§ (05 — &y); ' -

0'4 =4 (04— &), " (mod p) . - (8
JJ (66 l)a '

Ua = f(d,-—63~—62+ 8)),
V piipadd n' < p lldé,va Boustav& (7) hodnotu veli¢in o, a,,_‘
. jednoznand. V pHpad$ n > p neddvé viak (7) o &islech.

o',, o,,, Oap) - zé,dﬂynh mformaci Rela.ce Pro 0y, Ogyp, Taps ¢ vypa ;

(2 EAR P . iy e b S = A ' L;
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pap + 0, = Op,
21"731: + pop.+ 20, + 0y = 521»
3pogp + pop + 303 + 0y = - Ogp, (9)

...........................

S¢itanci obsahujici o,, 04, 03p, ... jsou =0 (mod p), v relacich vy-
pa,dnou a vztahy (9) da,va,]i pak prvni relace (7) zarovein se shodami
8, = 68y, 8, = Oy, atd., jez lze dokazati ostatné také piimo. Veliciny
g,, 0y, T3, ..., kKteré nejsou tvaru oy, nejsou pak relacemi (8) také
uréeny jednoznaéné (jsouce uddny pouze mod p). (Pfirozené v kon-
kretnich piipadech lze je vzhledem ke vztahu o, + 20, 4 305 +
+ ... 4+ no, = n urditi zpravidla bez nama,hy ) '

Z odvozenych vysledkt lze ¢initi ruzné zajimavé zavéry pro
ired. faktory k-tého stupné dané komgruence. Pro linedrni faktory
dévd o, = 4, pro n < p pfimo vysledek v avodu zmfinény. Pro
faktory kvadratické; kubické a obecnéji pro faktory prvoéiselného
stupné ¢ platf tato véta:

Necht n, o}, de maji nahoie zavedeny vyznam. Necht
qg>1 je prvocislem (p,q) = 1. Potom pro é&islo o, plati
tyto vztahy: Ty

1. Je-1i
p—L A
a4 =1 (mod p),
je
- i‘{(p"~l n) - (p — 1,n)} (modp). .
2. Je- 11 \
p—1 ' -
a 4 %1 (mod p) (*)
a kromé toho \ :
At .
x)a % =1 (modp) je g, = 0 (mod p). -
p?—1

B) a % =1 (mod p), jé op =~ (p“—vl,n)

P#i tom; Pripa,d 28 miie (ale nemusi) nastati ]enom
tenkrate, plati-li ¢/ p—1. Je-li gf p—1, nastane bud pif- .
-pad 2x, anebo pripa.d 155 A

p—1 p?—i

Dukaz ‘1. Necht a @ =1 (mod p). Pak je tia % =1

_ '(-ﬁaod ). K dikazu tohoto tvrzeni stadf dokazati, Ze 6islo ’_,{"—1
: : ke :

. jest misobkem ésla I—)%—l—, t. j. Ze podil



jest &islem celym. Jelikoz (n, p — 1) = d;, je n = . dl, p—1=
= fB.d;, kde («, 8) = 1. Tedy ]est

pr—1p—1_  9p—1 p—1 _ (p—1.2
Td, d, @ —Ln) p—1Ln) (p—1.Zn)
p—1 pX 1z
, di~ (fdy. Z,0dy) dy (BT a)
kde znakem X jsme oznadili =1+ p + p® + ... + p?-1. Jeidto
déle («, B) =1, jest (ﬁZ o) dehtelem Sisla X a podﬂ
" gislem celym. i ~

V rovnicich o, =6, g = %-(64 — 61.) jest tedy 6, =d,,

ﬂ—-——z ) ]est

8¢ = dg, coz davéa horni vzorec. . )
-1 <
2. Nechf jest dile @ % =1 (mod p) Prvni rovnice dava
1!"—1

0,=0 (modp). Jeli nadto ¢ % =1 (mod p), jest J, -—d,
— (pt— 1, ), tedy o =§(pv—1 n).

pq_l -
Je liviaka % =1 (mod P) Jest d, = 0, tedy oy = 0 (mod p),
“e.b.d.

UkéZeme nynf, Ze plati ligfp—1a rela.ce (*), nastane nutné
. pi—1 p—1
pi'ipad 2«. Predpokladejme, 7e plati @ % = 1,0 % =1 (mod P)
a ptejme se, jaké disledky z toho plynou pro #slo q Vidéli j jsme, Ze
1ze psati
g1 1
dq dy
p—-l

o kde 8 je celym dslem. Vzhledem k pfedpoklddu ad =1 (mod P)

. P—1

" muZe byti &sloa & shodno s 1 (mod p) jenom tenkrate, majf-li s
& d, spole¢ného délitele m > 1. Jeito je dy/p — 1 a 8/, plati také
" mfp—1 a m/Z. Z prvnf relace plyne p =1 (mod m). Ze vzta.hu _
s m/Z' plyne viak

b ' 1'+P+ P+ ...+ 'l—fl—O(modm),

N T R I S N 0 (mod m), .

S 1 T : 0 (mod m). ’

.8,

HI i II

‘ q
o8
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Jezto je a> 1 prvocislem je ¢ = m, tedy gq/p — 1 Pifpad Zﬂ je
tedy mozny jenom tenkrate, plati-li ¢/p — 1, c. b. d.

Z odvozené véty lze Ciniti rizné zavéry. J ednoduchym dusled-
kem jest na pifklad. tato véta:

, Polynom 2" —a, (a,p) = (n,p) =1 jest mod p nerozlo-‘
zitelny tehdy a jen tehdy, je-li pro kazdé k <n splnén
vztah
p=1 '
a % =1 (mod p).
a platf-li pro k =n
Pl -~
a % =1 (mod p).

Dikaz: a) Je-li podminka ve vété uvedens splnena je systém

(2) a (3) tvaru

01;:0,
20, + 0, =0,
303 + 0, =0,

no, +n'op + ... + 014 =d, = 0.
Odtud plyne po fadé o

oy = 20y = 30y = ... = (N — 1) Oy =,
tedy

na, %= 0 (mod p). :

0y + 20, + 303+ ... + non="n

plyne pak, Ze je nutnd o, = J, tedy ¢, = 0, = ... = Gp—, = 0.

Uzitim rovnice

b) Budi# obricend k = » < n prvn{ index takovy, Ze |

a &% = 1 (mod p),
kdezto pro k£ < x je
P

. A a % =1 (mod p).
Potom ze VZta,liﬁ (2), (3) plyne opét
o, = 20, =303 = v, =(x— 1) 0y— =0,
% .0, = 0 (mod p).

Tedy je ox 4 0, t. j. polynom 2" —a jest modulo p rozloZitelny; '
maje ireducibilnf faktor stupné x < n. Nadto vychazi rovnéi Ze -
je # = 0 (mod p). : ;

1



II1.

Abychom, spravné odhadli dosah odvozenych vét, provedéme
jesté dva instruktivni piiklady.

Pifklad 1. Jest vy8et¥iti rozklad polynomu
xt 41
dle modulu p.
Potiebné velidiny jsou sestaveny v tabulku:

' ¥ | ¥ 9| =
| | | | J[s J Al {l]e
p je tvaru - 3 B N o = BN
R T R U U L B
L =5 = s ~ -
p=4k+3 2 4 | 2 4 [ —1 ]| 1 |—1[1
l. P
L |p=8k+1| 4 } 4 | 4 | 4 | 1 1 | 1 1
'Q 7/
A ] 3
‘ g p=8k+5| 4 4 | 4 4 d—1] 1 |—1] &

Systémy kongruenci (2) a (3) jsou tyto:
“a) pro p tvaru 4k + 3

. . .O‘IEO, 200 + 0, =4, 303+ 0, =0, 40,+ 20, + 0y = 4,
R A ' :

0,=03=0,=0, 0,=2;

b) pro p tvaru 8k + 1
on=4 2,+0 =4 30+0q
% '

i

4, 40‘ + 202 "+‘ 01 = 4,

0,=4, 0,=03=0,=0;
¢) pro p tvaru 8k + 5 '
0,=0, 20,+0, =4, 30;+0, =0, 4do,+ 20, + 0; = 4,
t. j.

0, =03=0,=0, 0,=2.
Dokézali jsme tedy tuto vétu: »
‘ Polynom x* 4 1 jest modulo kazdého prvoéisla p roz-
- lo%itelny a to; je-li p tvaru 8k <+ 3,5,7 na dva faktory
il.ru'};léh? stupné; je-li p tvaru 8¢ + 1 na &tyfi faktory
inedrni. - . :
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Poznamka: Existence racionilné nerozlozitelnych polynoma,
jeZ jsou rozlozitelné dle kazdého prvodiselného modulu p, jest znd-
ma. Da se na pifklad jednodule dokdzati, Ze md tuto vlastnost
kaZzdy ired. polynom s rac. koeficienty 4. stupné, jehoz Galoisovou
grupou jest Kleinova ¢tyikova grupa.?) Ostatné plyne bezprostied-
né z teorie t¥idnich téles, Ze totéZz plati (s eventualni vyjimkou
kone¢ného podétu prvocisel) pro kazdy abelovsky polynom, jehoz
Galoisova grupa ma tu vlastnost, Ze ¥4d kaZdého elementu jest
mensi nez fad grupy, t. j. neni cyklickou. (Na piiklad jest tomu tak
pro kazdou rovnici pro déleni kruhu »-tého stupné, je-li n + 2, 4,
pt, 2p%, kde p je liché &fslo.)

Priklad 2. Ptejme se, jak se rozpadne polynom .

: 2?2 —a (mod p), (10)
je-li g prvoéislem, g < p.

Zde jest ¢&fslo dy = {p* — 1, ¢) rovné bud &slu ¢ nebo &slu 1.
Necht p patii mod ¢ k exponentu 1. _
a) Necht jest nejdiive ! = 1. Pak jest di = (p* —1,¢q) = ¢
pro kazdé k=1, 2, ..., q.
o) Je-li
1
a? =1 (mod p),
pak jest také
p*—1 p—1 . :
a? =1 a?¢ =1, .. atd

Systém kongruenci (7) je tvaru

0 =49,
202 + 0 =4q (mod p)
g0 + 0y, =

Jeito je ¢ < p, plyne z prvni kongruence o; = ¢ a tedy o, = o3 =
= ... = 0y = 0. Polynom (10) se tiplné rozpadne.

p) Je-li : ' '

. _ p—1
' a ? %1 (mod p),
pak k sestaveni kongruencf musfme v&déti, které jest nejniZif -
¢slo k, pro které jest
k-1 '
a ? =1 (mod p).
%) Na to upozornil na speciélnim ptipad? ji¥ Frobenius (Berl. Berichte -

1896, I, str. 689, srovnej Pélys - Szegd, Aufgaben aus der Analysis II,
str. 361) a Hilbert (Gott. ‘Nachrichten 1897, str. 63, Werke II, str. 388-9.)
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Ziejmé plati : ’

Bk_l 2 phk—1 —1 <
a1 _aq (1+p(-p+ +p )‘"a,” (mod p).
[Posledni relace plyne z toho, Ze je 1 +p + p® + ... + pF—1 =
P——l
=k (modp—1).] Aviak vzhledem k pfedpokladu « =R
p——]

(mod p) muze byti ¢islo a ¢ ** shodno 8 1 (mod p) ]enom tehdy,
je-li ¢ délitelem ¢&isla k. Nejmensi takové &islo jest £ = q. Tedy
v tomto piipadé jest

p—1 p=1 ot p1—1

a? %1, a® £1, .., a 7 =1 a¢ =1 (modp).

Podle véty sub II dokaza.ne jest tedy polynom 2! —a (mod P)
ireducibilni.

b) Necht jest za druhé I > 1. Pak ]est
dl_"’l’ dz_ls ssey dl—l'—l, dl:q
UkéZeme nejdiive, Ze jest nynf splnén vztah
s ,
a% =1 (modp), (k=1,2,...,1).
Pro k=1,2,...,1—1 je to zfejmé. Pro k = [ uvaime, %e celé

1 ph—1 .-
#slo 2 1_» - ! lze psati ve tvaru

dy
14 =1
(p—1). +P+q +p
P¥i tom jest naznadeny podil celym ¢islem. Kdyby totiz g dslilo
P— 1 a nikoliv vypsany soudet, bylo by I = 1, coz je proti pred-
-1

pokladu. Tedy jest té%z a ¢ =1 (mod p).

Systém kongruencf pro &isla oy, 0y, ..., 6 vypadé tedy fa,kto

2 0'1:—-1,
20, + 0y = 1,
.......... tiriieienneene.. (mod p)
R (l_l)al—1+" _*_'O'IE ’
‘ log 4+ ... 4+ 0, =
+ Odtud plyne -
Cay=1, 20=0 30=0, .., (l—l)o‘z._l-_:() loj=q— 1.,

~ Jeito je g <p a jeito platf 0, + 20, + .. +l¢n+ -t
- + g0, = ¢, je jediné Feden :

01—-1 ldt—'q——l, Ug=63=...=dl._1'=0.
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