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Uber die Mittelwertsiitze der Gitterpunktlehre.
6. Abhandlung.?)

Vojtéch Jarnik, Praha.
(Eingegangen am 2. Méarz 1940.)

§ 1. Einleitung.

Im Folgenden sei stets r eine natiirliche Zahl,

r

Q) = 2. cmttutty (€ = ) (1)
uy=
eine positiv definite quadratische Form mit sonst beliebigen reellen
Koeffizienten c,, und mit der Determinante D. Fiir reelles b
bedeutet £® denjenigen in der liangs der negativen reellen Achse
aufgeschnittenen komplexen £-Ebene reguliaren Zweig, der fiir
£ > 0 positiv ist. Statt €f schreibe ich auch exp &. Mit C bezeichne
ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von @ (d. h. von »
und von den c,) abhangen. Mit B bezeichne ich unterschiedslos
komplexe Zahlen. die von beliebigen Parametern abhiangen diirfen,
dem absoluten Betrage nach aber kleiner als ein C' sind. Sind &, &
zwei ganze Zahlen, die nicht beide Null sind, so sei {&, k} ihr
groBter gemeinsamer Teiler (die runde Klammer konnte zu MiB-
verstandnissen fiihren). Alle vorkommenden Integrationswege in
der komplexen Ebene sind geradlinig; fiir reelles « schreibe ich
a4t .
zur Abkiirzung | statt .
S,
Fir « > 0 sei A(x) die Anzahl der Gitterpunkte (u,, ..., %)
im Ellipsoid Q(u) < x;

1) Altere gleichgenannte Abhandlungen des Verf. sind in der Math.
Zeitschr. 88 (1931), S. 62—84, S. 85—97, 86 (1933), S. 581—617 und im
Véstnik Kral. C. Sp. Nauk 1931, 17 S. erschienen.
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n? x? .
P(x) = A(x) — RN B M(x) =fP2(y) dy'. (2)
Vor|- + 1) B ‘ o
Alle bisher gemachten Verabredungen gelten in der ganzen Arbeit;
sonstige Einschrankungen werden wir immer besonders hervor-
heben.

Es gilt folgender Satz von Cramér-Landau?): Es sei Q(u) =
= u,® + u,® (also r = 2); dann gibt es eine positive Konstante K,
sodal3

M(x) = Ka? + O(«' ™) fiir jedes & > 0.

Ein Blick auf den Beweis lehrt, dafl ein analoges Ergebnis fiir
jede Form (1) mit » = 2 und ganzzahligen c,, gilt.

Fir r > 2 (r = 1 ist trivial) werde ich zeigen:

Satz 1. Es sei r > 2 und Q habe ganze Koeffizienten c,,. Dann
gibt.es eine nur von @ abhingige positive Zahl H. sodaf folgendes
gult:

M(x) = Ha?log a + O(a?logt 2) fur r = 3;} : ()

M(x) = H2' ™" + O(g(x)) fir r> 3.

wo g(x) = % log a fiir r = 4. g(x) = a3 log? x flirr = 5, g(x) = 2’
fir r >.5.

Man beachte den besonders interessanten Fall r = 3 (log
im Hauptglied). Eine Darstellung von H wird man am Ende der
Arbeit finden. Als Erganzung zum Satz 1 beweise ich gleich fol-
genden einfachen Satz, der zeigt, daB die O-Abschitzung im
Satz 1 fiir » > 5 definitiv ist:

Satz 2. Es sei r > 2 und Q habe ganze Koeffizienten. c,,. Dann
ist

2

M(z) — H2' ™' = Q@’™™%);

allgemeiner ist fir jede beliebige von x unabhdngige Zahl H,
M(z) — Ha' ™' — Hpa"% = Q2" 7%). - (4)

Beweis. Fiir ganzesz > 0und 0 < 8 < list A(n + 0) = A (n),
also nach (2). wenn fiir einen Augenblick '

a? D_%F~1(% + 1) —K

2) Vgl. z. B. die Darstellung in E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlen-
theorie Bd. 2, S. 250—263 (Hirzel, Leipzig 1927) und die Verschirfung
des Restgliedes bis zu O (x log® ) bei A. Walfisz, Teilerprobleme, Math.
Zeitschr. 28 (1927), S. 66—88.
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gesetzt wird,
r

P(n + 8) = A (n)— K(n + 0)2,

n+d
fpz(-”)d!/=A”(n)6—2KA(n) = L (n+ )Tt —pTty 4
.. A )
+ K¥(n + oy +1 —ar+d) jr - |
Wire (4) fiir ein H,; falsch, so ware
. n+4d
[Pay) dy = M(n + 8) — M(n) = H((n +.8) " —»"™) +
" (6)

+ Hy((n + 0y —n"™%) + o(n ™)

bei ganzzahlig wachsendem » und zwar gleichmafig fiir 0 < ¢ < 1.

Vergleicht man die rechten Seiten von (5), (6), dividiert durch 2”2,

entwickelt (n + 8)° = n® ( 1+ —z— nach Potenzen von _76; und

r

beachtet, daB A(n) = O(n?), so bekommt man

Ho(r — 1) — A%n).n"+26 +
+ 2K A(n) n_?(nm + %né* + 1”2%2—) 53)—

— K? (n26 -+ %néz =+ f——(ﬁ—ﬁt—l—) 63)—> 0

fir ganzzahlig wachsendes =, gleichmafig fir 0 < d < 1. Also
miissen die Koeffizienten von 6, 62, 6° gegen Null streben (es
handelt sich um ein Polynom in 6); betrachtet man die Koeffi-
zienten von 62, 6%, so bekommt man

r

—;-Kn (ARr)n 2 —K)—>0

r

r -
FK(A(n) n 2

— &

—(r——l)K)—>();

wegen K > 0 wire also
r - 2r— 2

Am)n 2 — K und gleichzeitig A(n)n % —

was unmoglich ist.
SchlieBlich mochte ich folgendes bemerken: Erstens habe ich

K,

r—2
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im Jahre 1930 folgendes bewiesen®): ist » = 5 und hat @ ganze
Koeffizienten, so gibt es eine nur von @ abhangige positive Zahl H’,
sodaf fiir ganzzahlig wachsendes x folgendes gilt:

’Zle(n) =H'2™" + f(x)

r ;

wo f(z) = (") und f(z) = O(z' " log &) fiir 5 < r < 7, f(2) =
=02 % log ) fiir r =8, f(x) = O(2" %) fir r > 8. Man ver-
gleiche dieses Ergebnis mit unserem Satz 1; iibrigens war damals,
da sich « diskontinuierlich anderte, der Beweis der Q- Behauptung
viel schwieriger als der heutige Satz 2.

Zweitens: Durch Welterentmcklung einer ilteren Methode
von mir?) ist es Herrn Walfisz gelungen,®) den Satz 1 fiir r = 4

mit einem etwas schwicheren Restglied O(x# log? ) zu beweisen.®)
Drittens: Als ich diese Untersuchung begonnen habe, wollte

ich hauptsichlich den interessantesten Fall » = 3 erledigen; der

Leser wird aber sehen, dafB3 es nicht viel mehr Miihe kostet, wenn

man gleichzeitig auch die Falle r > 4 behandelt. Methodisch stellt

die Arbeit eine Weiterentwicklung der Methoden aus4), 5) dar.
Viertens: Fiir r = 3 und ganze c,, folgt aus Satz 1

P(x) = .Q(ﬁ log’f z),

was fir @Q(u) = 4,2 + 4,2 + u5® vom Herrn Szego?) bewiesen wor-
den ist.

§ 2. Vorbereitende Hilfssitze.

Hilfssatz 1. Es sei ay > a;, >0, by >b,>0; A >1, p >1,
v > 1; f(s, 8') sev beschrdinkt und reguldr im Bereich

a S Rs < ay, by < Rs" < b, (7)

Dann gelten folgende Qleichungen, in welchen alle sechs Doppel-
integrale den Integranden

Ao = "l:(fs j-)s )

3) Und noch etwas mehr; vgl. V. Jarnik, Sur une fonction arithmé-
thue, Véstnik Kral. Ces. Sp. "Nauk 1930, 13 S., Théoréme 2, 3.

4) V. Jarnik, Uber die Mlttelwertsa.tze der Gltterpunktlehre 1, Math.
Zeitschr. 83 (1931), S. 62—84.

5) A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoi-
den VII, Travaux de I'Inst. Mathém. de Thilissi 5 (1938), S. 1—68.

6) Dasselbe Ergebnis hat Herr Walfisz bereits frither mit einer anderen
Methode (Heckesche Theorie der Modulformen) bewiesen; vgl. A. Walfisz,
Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden V, Acta Arithme-
tica 1 (1936), S. 222 283.

7) Beitrige zur Theorie der Laguerreschen Polynome II. Math.
Zeitschr. 25 (1926), S. 388—404.

151



haben und absolut konvergieren:

f'()f ds)ds_ff ds_f(f e

- (8)

ff . ds) ds’ ——f(f ds')dsr=f(f...ds')ds.
) a b

b, a,

Beweis. Im Beweis beschranken wir uns auf den Bereich (7).
Dort gilt (mit ¢t = Js. ¢’ = Js)

4| H(s, 8') | <

aroareparrrery @

wo @ > 0 von s, s’ unabhéngig ist. Daraus folgt erstens nach dem
Cauchyschen Satz

fH(s, 8')ds =fH(s, s') ds, fH(s, s')ds’ =fH(s,»s’.) ds’. (10)
a, as b, bs
Zweitens ist

@ o

de dt’ =
ff(1+ltl)(l+|t’l)(l+It+t’|):
dt dt”

= ff DA+ A+ [t—r1])

_3 d d¢ ae g 00210g(1‘-{— t) dt
B f(f(1+t')(1+t—c'))1+t‘ T+E+1
0 0 0

und das letzte Integral konvergiert. Daher sind die Doppelintegrale
in (8) absolut konvergent (also: Vertauschbarkeit der Integrations-
folge) und (8) folgt aus (10).

Im Folgenden gelten stets folgende Bezeichnungen: fiir
Rs > 0 ist

6(s)= > exp (—Q(m)s). F(s) =6(s) ———; (11
(m)=—a : /D 52
fiir > 0 und natiirliches » sei

My(x) = M(), Ma(a) = [Muca(y)dy (n=2,3,...). (12)
0 -

(m) bedeutet dabei das System m,, . .., my; insbesondere bedeu-

152



tet (0) das System 0,....0. Z bedeutet Z und analog in éhn-

(m)=—o My .o yMp=—0®
lichen Féllen.
Hilfssatz 2. Ist a > 0. b > 0. n >0, n ganz, so ist

e F(s)F(s') et )
JlIn(-”«) - _;_n_zf(al' s s’ (S + 8')nds d8+ . (13)

+ Aon + A+ ...+ du—r ,nTﬂ“l

wo Ay nur von k.l und von Q (also nicht von a, b, z) abhangt
Beweis. Bekanntlich ist

1 F(s)F(s') "t —1
M (x) = — g f(f : ) 7((9" ) P ds’) ds.
b

a

Den Beweis findet man 1. c.4) oder 3). Dort wird zwara = b = a

_ vorausgesetzt, was aber nach Hfs. 1 keine Einschrankung bedeutet;
zweitens wird dort @ einigen Einschrankungen unterworfen (z. B.
bei Walfisz » = 4, ¢, ganz), die aber im Beweis nicht benutzt
werden. Nach Hfs. 1. ist

1 F(s)F(s") ds’
472 (f s —s’s—i—s) * 47:sz - s’} ds ==l
a b

sodafl (13) fir » = 1 gilt. Gilt nun (13) fu1 ein gewisses n = 1,
so ist (absolute Konvergenz nach Hfs. 1).

T

Myia(2) zf.M,,(y) dy =

0

_ 1 F(s) F(s) s -
= (f P (f(s—i—s’)"‘du,ds ds +
a b 0

1
+ Aoz + ...+ —Ana "

hierin ist

- eu(x-{—s‘) g ez(s-l-—s‘) _‘-‘1
E+&)r s+
0

1 F(s)F(s') ds’ :
=[S ) ff s
a b :

sodal (13) auch mit n + 1 statt » gilt.
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Von nun an setzen wir stets voraus, das die c,, in (1) ganz sind.
Sind &, k, m,, ..., my ganz, {h,k} = 1,k > 0, so setze man
k
2nih .am, + ...+ aym
Shk,om) = Z exp (— —— Q(a) — 2z 12 - ') (14)
) ' (a)=1

und speziell S“(O) = Spr. Offenbar &ndert sich iz nicht,
wenn man % um ein Vielfaches von & andert; Sy und S_,z smd
konjugiert komplex; Sy ,m = 1.

Hilfssatz 3. A. Es ist Snim = Bk® und far {k, 2D} = 1 ist

r
1 Shpm | = k2.
B. Es werde

. :
8 2 _
S = > >l (15)
1sk=)z A1 '
gesetzt, wo der Strich bedeutet, daf} nur iber die h mit {h,k} =1
summziert wird. Dann ist fiir r = 3
S(z) = Glog x + O(1),
wo G > 0 nur von Q abhingt.
Beweis. Offenbar ist

| Shtgmy |2 =
k k i b, —|— Lop
Z exp (~ 2mi % (Qa) — Q(a + b))+ 27i 11y k ok ,m,)
®)=1(a)=1
5 h 27
s Zexp (2711'% Qb) + = b + ..+ b,m,))x
(=1
k r
2aih
X Z e _k z 2Cm, ay, b’)
=1 ny=1

Hier ist die innere Summe nur dann von Null verschieden, und
zwar gleich %7, wenn

16,5k, 220,., y=0 mod k) (p=1,...7), (16)
woraus 2Db, = 0 (m(:;lk), also
lgb,,gk,’b,,zo(mod—lg—) (p=1,...7) (17)
fplgt, wenn 6 = {k, 2D}. Nun hat (17) genau & < (2D)y =
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Losungen, also (16) hochstens B Losungen. so daB | Spzm) |2 = BE'.
Ist 6 = 1, soist (17) genau fiir b, = k erfiillt und dann gilt auch (16),
also | Shp,m |2 = F.

Man setze nun r = 3, m; =m, = my; = 0 voraus. Man setze
60 = {k, 2D}, k = 6K, 2D = éA.

Dann ist (16) mit
3

1S b,k ?‘chbv:ll‘k (v=123), (18)
r=1 .
also mit
K <
1< b, <k, byzjzlww (n=1,2,3) (19)

aquivalent, wo l,, ,, [ ganze Zahlen sind und D,, die Subdeter-
minanten von D bedeuten. Also ist '

| Shr |2 = kazexp (QRZkKQ(%))’ 20)

)

wo (f) = (1. fo. ) alle ganzzahligen Systeme durchlauft, fiir welche
es ganze [, l,, I3 gibt, sodal3

3
K K
fu=2 bl VS fuS ke o fu ganz (u=1,23)

v=1

Das gibt fiir 1,, I,. I; genau folgende Einschriankungen:
3 3
1< Z’" D,, < 2D, ZI,D,N —0 (mod 4),
3 v=1 =1

sodaB der Wertevorrat von (f) nur von @ und ¢ abhéngt. Also ist,

wenn ¢ ({T) = q = q(9, (f)) gesetzt wird (g ist ganz!), nach (20), (15)

S(x) =Z %-%:ZZK%E exp(?i‘i_’;_{‘ﬁ); (21)

dabei lauft ¢ iiber alle positiven Teiler von 2D, (f) (bei gegebenem 9)
iiber alle eben beschriebenen Systeme, dann A iiber den Werte-

vorrat 0 < h < Jz, {h, 6} =1 und K iiber den Wertevorrat
h< K6 < |z, {K,hA} = 1. Also ist

&) = > 5 OROMN, (2

é 6}
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wenn man die innere Doppelsumme in (21) mit R(4, (f)) bezelchnet.
Ist k. 8. (f) gegeben. so setze man fiir ganzes m > 0

am = exp (..m;z q)_ wenn {m, Ah} = 1; sonst a,, = 0.

Up = Un(h) = Un(k, 9, (f) =Z‘”-

g =1
‘Offenbar ist ap 4458 = a;m. also :

m(k) U sns(h) + BAhO = 7}D Uonp(h) + Bh.

Ahé

Man setze Uaup(h) = ap = c\;,( (f)) und bemerke, daBl U, (k) =
= Bm, & = Bh. z ap.h% = Ba—} (alles fir x> C). Setzt

>z _
man noch y, = ;] fird >l yg=h—1fir 6 =1, yy = KTw

80 ist (der Stern bedeutet, dal nur iiber die A mit {h. 0} = 1 sum-
miert w1rd)

RS, () z* 1 Z Tm(R) — Um_'(h) _

0<h<lz m=po+1

R 1 B Uw(®) | Un(®)\ _
= Z EE( Z Lm(h)(;n—.: +E§) _—-IUO -+ 1+H1 & 1) B

o<h=)z m=pe+1
H
1 B B

_~Z (’Dh3 m.+72n—té+_h7):

0<h< z

* ah logx % an L B=
~ 32D Z log o +B= 4D BT .
0<h<Vx o<hslz :

log @ <* aa

TTaD & W 5

Wegen (22) ist also S(z) = Glogx + B, wo G > 0 nur von @
abhangt. Es ist aber @ > 0, denn nach A ist (2" lauft iiber alle &
mit

k=1 (mod2D), 0 <k <J2)

D)= > K Sult =D k> Clog x.
k k
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Hiltssatz 4. Sind b, k ganz, k> 0, {h, k} =1, Rs > 0, so st

O(s) = - i = z S).“m) exp —-LQ-}Z-%?’);- . (23)
e h 2 (m)=—w k2ls — ——
VD k-' s — 2m -l; k

wo Q, die zu Q inverse Form ust.

Beweis. Wird s = s’ + 2mi — h gesetzt, so ist

&
k ©
= Z Z e\p( a + bk) (8 + "m——)):
i k=“w 7 : ©
— Z exp (— 2 % Q(a)) Z exp ( Q (% )L’s )
(a)=1 (b)y=—w

Wendet man nun die bekannte Formel®)

o

z exp (—a Q(m + 2) S8 + 2ai (wymy + ... + wmy)) =
(m)=—c0
i1
=D 8
X Z exp (—=n Ql(m +w) S i (zymy + . ..+ 2Zmy))

(m)=—00

o] %

exp (— 27t (zywy + . . . + 2p0y)) x

auf die innere Summe mit § =z k%', z =k '@ w; = 0 an,
so folgt sofort (23) (vgl. (14)).

Von jetzt an_sei stets x> 1. Wir legen nun auf die reelle

Achse alle Briiche —;f— woh kganz, h= 0.0 <k < Vr {h,k} =1

und nennen sie Fareybruche Zu jedem Fareybruch 2 glbt es

genau ein Paar von Fareybriichen lli == (kj> 0. {h. i} =1

ky’ kz
hy h _h . hy hy .
E < T < %, sodaB zwischen k—l % genau ein

Fareybruch, namlich B, liegt. Dann bezeichnen wir mit .C-Bh,k

k’
‘ B NEI AN
das abgeschlossene ;nterval \ 7 + A bekanntlich ist

8) A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen (1903), S. 108.

fir j = 1, 2) mit

157



h Ic-
Bup = L + 1<9 <1 3< 6, < 1. (29)
Nk AV AV / = -
Ist IR eine Menge reeller Zahlen und y eine reelle Zahl, so bedeutet
yIM die Menge aller Zahlen y& mit & e M. Zur Abkiirzung setze
man G = 2a2B; . Man setze
27
Q = e
Vel +1
Die Intervalle €5 iiberdecken die ganze reelle Achse und je zwei
von ihnen haben hochstens einen gemeinsamen Punkt. Insbeson-

_dere ist €1 = (— 0. ) und die Vereinigungsmenge aller Inter-
valle € mit

(25)

>0 0<bk<|a {h k=1 (26)
ist genau das Intervall (g. + o). Wir werden im Folgenden die
Formel (13) stets mit @ = b — 2~ " benutzen; dementsprechend
wird stets (mit Ausnahme einer Stelle im Beweis des Hilfssatzes 10)
s=a 4t =a  +Uitt reell) gesetzt; statt ds. ds’ schreibe
ich ¢ d¢, 7 dt’, sodaB aus (13)

472 Mo(z) = [(f LAty dt + 0@@™™) (27)
folgt, wo der nicht aufgeschriebene Integrand hier und in den
folgenden Formeln

F(s) F(s)) ™ (28)

s 8 (s+8)"
ist. Wir brauchen oft folgende Symmetrieeigenschaften: die
Funktion (28) andert sich nicht, wenn man ¢ mit ¢’ (d. h. ¢ mit ¢)
vertauscht; sie geht in den konjugiert komplexen Wert iiber,
wenn man t,t' durch — ¢, —t' ersetzt. Ebenso geht F(s), s e

und €” in den konjugiert komplexen Wert iiber, wenn man ¢
durch — ¢ ersetzt. Es sei 2 der Bereich Min (|¢], |#' |) < o und

man. setze:
A =ff c.odedes (29)
: A
Mh kb ) = ( f...dt’)dt-f—f(f...dt’)dt—i—
"Gk Cpr ke Crk —Cr'p (30)
+f( f...dt')dt+f( f...dt’)dt;
—Ch Cpr g —Cp ik —Cp p ‘
= M, kb, F), : (31)
hER K
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wo iiber alle A, k, ', k' mit (26) und
rsoocrlEa =1 Lk g

summiert wird.

N(h, k) :f( f ..aryat, P k) =f( f c.deyde,  (33)

Ch,k —Ch,k Chk Chk
8y =>P(h. k). 84 =D N(h, k), (34)
h,k h,k

wo iiber alle A, 2 mit (26) summiert wird. Nach (27) und den
Symmetrieeigenschaften von (28) ist

452 M, = 8, + 8, + 2RS, + 28, + O(an—1). (35)
Hilfssatz 6. Fir |t | < 20 st
F(S) L+_1.
—5 =Bzt 2. (36)
Beweis. Wegen s — 2~ " + ti, p — Ba—#% ist fiir || < 20
1 x
R (?) =1T¥aw O
also nach (23) mit 2 = 0. £k = 1 (wegen So,1,(m) = 1)
_;' i ( o
_1_(@(8) T r) = rC exp — 7 (m)
8§ —_— = —41 §
VDS2 S$2 T (m)¥(0)
L+1 1
Bx,2 : . Cfl' _
(1 + x2t2)4 2 (m)#$(0)
r 1
1 Ny r, 1
- S o —C% | _ g, at7
= Bx s exp |y 7] Bx ;

da die Funktion &% 7* (x > 0, y > 0) fiir 0 < & < oo beschrankt
ist.
Hilfssatz 6. Gilt (26) und. ist t € €y, > C, so ist

C%—<t<|s]<0%; (37)

| F(s) | < —— 2% _, (38)
k?(l + x t-—2n%)2 A

159



< (2%, ©(39)

o>
|-

-

O(s) — Shx < Czt; (40)

VD ¥ (s — 2mi ;—?)

SR

21 < (O - . (41)
k?(l +ox t—zn%l)'
: s o R 2n
Beweis (alles fiir x > C). Nach (24) ist lt— 27— | < —=;

1 27 wh -
daraus folgt (41) und wegen - <W1 <7 auch (37), woraus
; V= ,

s 2=DBk®h 2 =Bz*,also (39) folgt. (38) folgt aﬁs (11), (39),
(40), (41) und Hilfssatz 3; und (40) ergibt sich so: man setze

2n£= p; wegen a’]t—ﬂ}_<_2’—7——'£ ist
k =%
1 z Cx
mlfz(S—iﬂ)zl'ﬁ(l+x2(t——ﬁ)2)>l;2(l+.T|t—,8|)2>0'

Nach (23) und Hilfssatz 3 ist also die linke Seite von (40) kleiner als

‘ 2% . a(my |4 ...+ m )
C— I z"‘“‘p(“c (4 x|t—p)2 )<
k2(1+x[t_7.‘3])2(m)¢(0)

T x + —Cx T
<o (k2(1+xlt—ﬁl)2)exP(k2(l+x|t—ﬂ|)2)<ox ’

da die Funktion £¢ " (x > 0, y > 0) fiir 0 < £ < o beschréinkt
ist. ‘

§ 3. Beweis des Satzes 1.

Bis zum SchluB der Abhandlung sei r > 3 und n = 2 fiir
r=3,n= 1firr> 3. Fir r > 3 sei g(x) wie im Satz 1 definiert,
fiir r = 3 sei g(x) = 23 AuBerdem werden freilich die c,, ganz-

zahlig vorausgesetzt. Wegen s = o' + #i, &' = ' + t'i ist
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1 Bx u(s+8')
= <
Py 1+x|t+t’|’e =Bfiroulz. (42)

Sind A,k bzw. b', k' mit (26), (32) gegeben, so setze man zur
Abkiirzung f = 27—+~ h , €=GChp, bzw. f = 21—, € = Cuy.

Hilfssatz 7. S, = O(g(x))
Beweis (fiir > C). Aus Symmetriegriinden geniigt es offen-
bar (vgl. (28), (29)), diese Abschétzung fiir die Integrale

20 20

I, _f(f "y dt, I, _f(f .dt') dt

—2¢ —2¢
mit dem Integranden

kl’

F(S) .F(S,) ex(ﬂ-s’)
8 s (88"
zu beweisen. Nach (42) und Hilfssatz 5 ist
20 20

—+1 an dt’
fy=2o* f(f(1+x|t+t |))dt=

—2 —2

20 t
I tn d¢’
=B 2+f(f & . )d;
= JU adFee—or !

20
Ilsz% dt = Ba?® fiir r = 3,
0

I, = Bz? flog (14 xt)dt =

1
e

Nl"'

log = O(g(=)) fir r > 3.

Im Integrationsbereich von I, ist ' > 2|t|, also nach (42) und
Hilfssatz 5, 6 (Summationsbereich: (26))

Iz‘=Bf%+-;_Z( ()dt)dt
bk G
-——1 - ;
fx R e e

~ g —2 (14|t —p?
ot zh‘”’l R (g(x))

wie man sofort nachrechnet.
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Hilfssatz 8. S; = O(g(z)). )
Beweis (fiir « > C). Im Integrationsbereich von P(h, k) ist
(vgl. (33), (34)) nach Hilfssatz 6 ¢ > Chk™, ¢ > Chk™", also

|s+8|> Chk™", also nach (42) und Hilfssatz 6 (Summations-
bereich: (26))

E\*t2 2 xdt xdt
=3 [ f -
Wk

SE KN Q+2|i—BNEA 42|t —B|)F
— er—zzh—z T 0(g()),

Bk
wie man sofort nachrechnet.

Hilfssatz 9. S, = O(g(x)).

Beweis (fiir z > C). Ersetzt man ¢, ¢ im zweiten Integral (30)
durch ¢, — ¢’, im dritten durch —¢, ¢’, im vierten durch —¢, —¢’,
so wird das Integrationsgebiet in allen vier Integralen ¢e Cpy,
t' eCuy, und | ¢ +¢'| geht in | 4 ¢ | iiber; fiir ¢ >0, ¢ > 0
ist aber |t 4 ¢ | > |t—1t'|. Nach den Symmetrieeigenschaften
von (28), nach (42) und nach Hilfssatz 6 ist also

r—2
ok " xdt y
s=5> sl [—n 7
wire " N KT Lol —p DE (0]
x di (43)
EEQQ+z|t—p])

(Summationsbereich: (26), (32)). Aus Symmetriegriinden geniigt es,
die Teilsumme 7' aller Glieder der rechten Seite von (43) mit

X

L
2

F>k (44)
zu betrachten. Wir setzen T'= 1T, + 7,, wo T, die Glieder mit
I 4 4
0<‘7~_k—'|§ﬁ, (45)
T, die Glieder mit
h K 4
N P 46
o o
enthalt. -
In jedem Glied von 7 ist
1 h K 4
méﬁ-TF;? D
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also }Jz < k' <V und - b - > C — A (den L4 >—— i ); weiter
x

k=
folgt aus (47)
|pk' — W'k | < 4; k' =a (mod k), |a| < 4. (48)
Bei gegebenen A, k hat also &’ hochstens 9 Moglichkeiten modulo £,

also hochstens CVxlrl Moghchkelten iberhaupt. Bei gegebenen
h,k, k' hat b’ nach (48) hochstens C Moglichkeiten.

Ist r & 5, so ersetze man in (43) den Faktor (1 + = |t —1¢'|)"
durch 1; das Doppehntegral in (43) ist also gleich

B T RTE
Fir r = 5 beachte man, da stets
It+alt—BDA+a|t' = NA+2|t—t])>
c(p—tl+1t—=t |+ |—FD2z|p—F|2
also ist das Doppelintegral in (43) gleich

. ff wdt. zdt : ='
N Vx (Italt—pNE(A+a|t—p |}

—00 —0

2mx 2nl/x.
e

r—2+4n — .

= Bz k- Zk' 2.ch o

Beachtet man nun, was nach (47), (48) iiber den Wertevorrat
von A', k' bei gegebenen h, k gesagt wurde, so folgt nach (43)
(wenn @ =1 fir r=5, a =0 sonst)

T, = er—2+nz k L ko 2 k' ~% (kx_%)a =
a IS bW B

r r
r—2+n _— —— — 1 =1
— Bx Zkzh—zk 2yt okt (ke Yy =
hE
5 r——3- +n—la —% +1+a

—=Brs = 2 z L
o<k<|z
und das gibt sofort in allen Fallen

T, = O(g(x)). (49)
T, ist schwieriger. In jedem Glied von T, ist wegen (46), (44)

, 8x 7 27 )
=P 1> =22 (kvx k’VE)
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- Fir te@, t' €’ ist nach (24)

t—B | < —==, |t — < —
| Bl VI ﬂl_k,v

also nach (50)
——+lt—t [ > [t—1 |>—l/3 B l=n

‘also nach (43)

L
F k|

ko xr—2 knkm
Ta= BZ R e TR — Wk

kK
mit dem Summationsbereich (26), (32), (44) (dié Bedingung (46)
lassen wir weg). Bei gegebenen &, k sei :

U=Uhk) = 2 - . (51)

K.k hlkr'f_l_'n‘ hkl . h/k in
(Summationsbereich: (32), (44)), also
a U(h k)

(Summationsbereich: (26)). Man teile U in zwei Teilsummen
U=U, + U, wo U, die Glieder mit hk' —h'k > 0, U, die-
jenigen mit Ak’ — h'k < 0 enthalt.

In U, setze man mit ganzen a, b

(52)

—1—n

e =h'k+a+bk (0<a<k b>0), (53)
also '
W — hk__z_—:ﬂ‘ > 1, k' =a (mod k); (54)
also ist
U,(h, k) Z Zk’ —gtl Vi (55)
wo

V Vih, k,a, K x 6
1=‘ 1( , K, @, )_;(hk'—a—'bk)(a—kbk)n. (5 )
-In U, setze man mit ganzen a, b

Wk=hk +a+bk (0<a<k b>0), (57)

also
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R + a4 bk

W X W = —a (modk);  (58)
also ist
Uyh, k) =ZZk’”“%“V2, " (59)
WO “ ¥
Vo= Vylh, k,a, k') = Z ' ‘ (60)

(k' + a + bk) (@ + bk)"

Fiir die folgenden Abschitzungen benutzen wir folgende wohl-
bekannte Tatsache: ist & <y, f(u) monoton und 0 X f(u) < K
fir « < u <y, soist

S fom) < ffw) du + K.

a=m=y 3

Nach (56), (60) ist (es witd iiber b summiert)

k L .
V.=RB — B . 61
! z,,k, hE' (@ + bk)" i Z o (bl — a — bk) K"k™ (61)

a+'_7k§? a+bk> >
k k :
V,= B — 4 B — 62
: ZW hk' (a + bk)" zw (@ + bk)™+! s
a+bk§—§- a+ k>_2_
Die erste Summe in (61), (62) ist (wegen 0 <a < k, b = 0)
E (1 1
BW(a—"+ 2 b"k)' e
1=b= "% ’

== 2

In der zweiten Summe von (61) lauft k' — a — bk nach (54) iiber
positive Vielfache von k, welche < hk’ sind; also ist diese Summe

log% )
k 1 k
B—— — =B——. 64
hﬂklﬂ zhk, lk h’lk/ﬂ A ( )
=<7
Die zweite Summe in (62) ist endlich -

‘ log 25K

1 du B &

Bl | —3—= = = B .
(hu+lk/ﬂ+l +f('a + uk)ﬂ+1) h.”k’” B hﬂkan (65)

a+uk>—2-
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Nach (63), (64), (65) ist also fiir j =1, 2

B 2K\ ..
hk’( + log k)furr>3

und (Wegen 0<axsk, log%Tk = Bhlc’)

Vi=

(66)

log 2 2hk’
Bk k B Lo
V= AP + — hk’( + 1) fir r =3. (67)

Nach (55), (59), (66) (67) ist also fir j =1, 2:

= ZZ ( +1og-2—};ci) fir r> 3, (68)

a=1 k' k’2

Z%iz (’Z—H) fiir 7 = 3.

(69)

Bei gegebenem a lauft £’ in (68), (69) iiber ganze Zahlen k< k<,
welche nach (54), (58) einer bestimmten Klasse modulo %4 ange-
horen; d. h. &’ nimmt nur Werte von der Gestalt ¢ + mk an, wo

m ganz, k < g + mk < VE und wo die ganze Zahl ¢ nur von &, k,

a, j abhéngt. Nun ist
Z(q.i_mk)%: x%_}_fqﬁ—uk)%du):

k=q+mi=)z kSq+uksVz
= B(at + 2tk") = B2l
Fir r > 3 ist
Dg+mky T =BE T 4 [+ k) T d
k=q+mk=|z k=<q+uk=)z
das gibt

r
Bk = fiir r> 4,

B(k‘l + g L2 ) Bl log 2‘56 fir + =4,

k

Wird schlieBlich

log q + uk
k

flu) = —
(g + uk)?
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(r > 3) gesetzt, so ist

df(u) k r —I— uk

|
(q + uk)®

Im Intervall ¥ < g + uk < co ist also die Funktion f(u) nicht

’ 2 o
negativ, steigt bis zu ¢ + uk = kexp (m), wo sie einen Wert

r
Ok 7" annimmt und fallt dann. Setzt man also zur Abkiirzung

log - it +kmlc
L= —=— (74)

k=q+mik=Vz (¢ + mk)%

80 ist
E
k<q+ulc<]/z (75)
—\2s —\ 2¢
k—i—l » k?—l

wo ¢ =1 fir r =4, ¢ = 0 fiir r > 4.
Dabher gilt nach (68), (69), (70), (71), (72), (73), (74), (75), (52):
A. Fir r = 3:

o= o £ 530 -

"B [k Bat
T e— % 1 — _ —"
YAl (az ) b
a=1
T,=B Zx%k%h 2 — 0(2?)
h,k
B. Fiir r > 3

_r 7\2
U=U,+U2=% k 2“(@#) (§-+log2h+l)=
| (76)

= lo VE
= p g% (log 2h + log k).
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Daraus folgt fiir r > 4
. T, — B log 2k -+ log k

h2 kf—4

h.k

und das ist Ba""2 fiir » > 5, B2’ Zlog? « fiir r = 5. Fiir r = 4
ist aber nach (76), (52)

log 2h + log k 2V;: *
— 2 e ] =
T; = Bz E log A

h2
bk

— Ba*logz. » (log V’“')

k

R

= B.(logz x + Va:f (log 2v)? ;}—é-) = Bz,
1

also T, = Ba# log x. Damit haben wir auch fiir 7', die gewiinschte
Abschatzung erhalten.

Hilfssatz 10. Far h> 0, k> 0, {h, k}: 1 sei

| Sne > 7

b b = 2L

| (1)
dann ist
8o = Z(h, k) 6—1%:}—) + O(g(w)) fiir r = 3,
h,k
xr——l
8, _gzm, %) (7_—1);2(%-)
(Summationsbereich: (26).) '

Beweis (fiir « > C). Man denke sich fur einen Augenblick
zwei Zahlen h, k mit (26) gegeben und man setze (wo sich die
oberen und unteren Zeichen entsprechen)

+ O(g(x)) fir r > 3.

F(s)  Sinen®

file) == =
sKVD (s T if)%.
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fi ) = o o —haT

also s F(s) = f£(s) + f2(s) + fE(s)
Weiter setze man

V—V(hk f(ffs (8) f7 (8’ ki )dt,

c

= W(h, k) = f ( f R 1) dt (derselbe Integrand wie in V).

—0 —o

Fiir te - € ist

2
i B%(%‘i‘lt?m):B—:—’
also
Tk k2 x%_l
fil) = Bz*—, f;(6) =Byz— —y
| k(1 +2|tF B|)?
I z?

EE(1+z[tFB|)2 .

(Fir das obere Zeichen folgen diese Beziehungen direkt aus (24),
Hfs. 3 und 6; fiir das untere muBl man noch zum konjugiert
komplexen s iibergehen.) Also ist (wenn man ¢’ durch — ¢’ und
daher das Integrationsintervall — € durch € ersetzt)

N(h, k) — V(h, k) =

r
3 kz T " dt pde
o r r

24 a|t—BNEA+x|t—¢ )

x((v{-—{-%— ', xE_l = )=
B 4sle—pnT
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’ @ Kz . A ’

—+n—2 . ] .
=Bz2 , o5 z dv n+xf 1 z dv i l)"
prE? )\ JETEIDT e T Ja g ep?

—® 4n 27
YE iz
“ z dt
% r
Das ergibt fiir » = 3 : ) . I+ax|t—p)>
3 4
N(b W) — V(s by = BZ (xi + %) _ BARIT (18)

' und fiir r > 3

N(h,k)— V(h, k)= B - (x4 log  + ——log’ x), (79)
hekE k2
wo wieder ¢ = 1 fiir r = 4, ¢ = 0 fiir r > 4. Nun bezeichne man

mit £ die Menge aller reellen Zahlen, die nicht in € liegen;
dann ist nach Hilfssatz 3

Bk2 r+n—2
Vb ) — Wik, k) = = (I + 1) (80)
(man ersetzt ¢’ durch —#')

. =f(f s ) e
& Y n

T
e A+alt—pN2 A+t —BD2(1 +a|t—1"])
I, = f ( f il )xdt (derselbe Nenner wie in L).

Man beachte, daB nach (24) firt e € gilt [t — B | S fur tef

gilt [t —p|> H/: Ersetzt man 1 + x|t —¢' | durch 1, so folgt
x
%_1 r—2
11=B(i_) , 12=B(i_) : (81)
IE 7z
Fir r=5 bemerke man noch, dal im Integrationsgebiet von I,
git |t —g|> V_, also ist entweder |[t—f|> —V_ oder

|t —1t l> V~, also stets (1 +z|t—fB))(14+x|t—2t]) >
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_alz

2k °

:Bi_f(f @ dv i)xdt:B(-Ic:)%.
VeJ \J @+ 21t—BnEQ+ 2t —8|)p Ja
¢ [ ] (82)

Nach (80), (81), (82) und wegen 0 < k < |z ist also fiir r > 3

also

1+7

I o TR ( k )é‘

¥ \|z
wo n =1 fiir r = 5, = 0 sonst.
Wegen SpiS—nr = |Sui |2 B = Zxh ist nach (77)

V(h, k) — W(h, k) = (83)

k
Z(h, k o ™) g ay’
Wb, k) = 220 :

%
—o—= (s —1f)2 (s' +if)% (s + §')"
Schreibt man nun ds, ds’ statt ¢ d¢, ¢ d¢', filhrt neue Variablen s, s’
statt s —¢f, s’ + if ein und benutzt Hilfssatz 1, so bekommt
man (wenn von nun an ausnahmsweise s =2 1, 8" =2 + ¢
gesetzt wird)

z(8+8') 3. 3o
a2 W(h, k) = — Z(h, k) f f _‘5_7_353’;- (84)
Y s252(s4 &)
Nun ist bekanntlich fiir # > 0
) us E_l
L f =,
27!71 id r
2 g2 F( )

Also ist (absolute Konvergenz nach Hilfssatz 1, also Vertausch-
barkeit der Integrationsfolge)

xr—l u,(a+s)
a5 e
(r—1)r 2)

?

x(3+s )
4n’ff ds ds’ =

2 2 523’2 (s + 8

:c(s+8)
——mff 0 aar 4 B

s'2(s+¢')
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und durch nochmalige Integration ebenso

z
r u(3+8')
_;x__:_r:ﬁf(ff-#——dsds')du—l— Bar —
r\ =

r(r——‘l)l"z(g) 0 2 2 s282(s4g)

ez(a-{-a)
=—Z;z_2f —————dsds’" + B4 Bz.
F 2 s28%(s+ &)

Also ist nach (84), wenn man bemerkt, daB aus Hilfssatz 3

Z(h, k) = Bh 22 , (85)
folgt,
Wh, k) = Z(h, k) = 61“2(-3) + thk fir r=3 (86)
r—1
x

W(h, k) = Z(h, k) +‘ B %R fiir r > 3. (87)

(r—l)]"z(—%)

Aus (78), (83), (86) bzw. (79), (83), (87) folgt (Summationsbereich:
(26)) fiir 7 = 3

1 3
8, = gN(h, B = 5 ® gzm, k) +

(88)

+ B (@ 4 o kT o ok )
hk

und fiir r > 3

=SNG B gt
S, %( = (r—l)F2() ZZ(kk)-{-BZ

—2

hkh2k2

3 r—- — r+n—2 89
(x* log « + ~— log" = + (V_) T +—1,-)- e

k? - L2 k2

Der Koeffizient von B in (88) ist Bxz?®; der Koeffizient von B
in (89) ist Batlogx fir r =4, Ba®log » fiir r = 5, B2~ * fir
r> 5.

" Beweis des Satzes 1. 2’ bedeute, daB die entsprechende Sum-

mationsvariable nur iiber solche Werte lauft, die zu % teilerfremd
gind. Nach (77) und Hilfssatz 3 ist fiir r > 3

xr—lz i' Z(h, k) = Bxf—lz ih"zk—'” = 0(9());
>z h=1 r>)z k=1
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nach Hilfssatz 7, 8, 9 10 und nach (35) ist also

f—

M(-x)= Zh, k) + O ,
2n2(r—1 1‘2( )IZZ }+ Otz

womit Satz 1 fiir » > 3 mit

1-_..

H=— L3 (90)
2D(r—1)1’2( );; &

bewiesen ist.
Es sei nun r = 3. Es ist

> i Z(h, k) = ZA“‘Z | S(a. k) |=§<a+bkr2

o<k<|zh=1 0<k<V,; a=1

Aber Z(a by =gt BZ b2k = a2 + Bk nach .
b=0 -

Hilfssatz 3 und (15) ist also

Z z hk)_——G +sz~4 kok3. K2

o<k=)z h=1

und das letzte Glied ist B. Aus (35) folgt also nach Hilfssatz 7, 8;
9, 10 und wegen I'(3) = {Vﬂ

3
My(z) = 3%6(90) + Bz, (91)
Es ist (alles fiir z > C)
k
S(z) = B Z k*4z ka® = Blog z, (92)

o<k<lz @=1

Sx) —& ( ) BZPE = B. (93)

V_é_ <k<Va:

Man setze nun A = (log )% und beachte, daB M(x) = M,(x)
und &(z) nichtabnehmende Funktionen von z sind. Also ist nach
(91), (92), (93)

A My(x) > f My(y) dy = My(2) — My(ar (1 — 3)) =

2(1—2)
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