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des recherches.
(Recu le 1 décembre 1938.)
Soit
f(x) = a® + a2 + a2™2 + ... + a, =0 (mod p) (1)
une congruence de degré n», a coefficients entiers, ayant un disecri-
minant D == 0 (mod p). p soit un nombre premier.

On entend sous une racine z; de la congruence (1) un nombre
entier pour lequel la congruence (1) est vérifiée. Par j; (s = 1, . . ., n)
nous désignons les imaginaires de Galois [c’est-a-dire les solutions
imaginaires de la congruence (1)], qui sont toutes contenues dans
une extension convenable du corps des restes (mod p).1)

Posons la question quel est le nombre des racines de la
congruence (1). Notre but est de déterminer ce nombre en fon-
ction des coefficients de (1), ou en fonction des expressions, qui
sont étroitement liées aux coefficients. :

Beaucoup d’auteurs se sont occupés de ce probléme, mais la plu-
part des travaux se rattache aux diverses congruences specialisées.?)

_Quant aux considérations générales les résultats peuvent étre
partagés en deux groupes. Le premier groupe se rapporte aux
travaux des M. M. Konig, Rados, Kronecker et Gegenbauer
et son résultat principal est le théoréme suivant: La congruence

f(x) = ag2?—2 + a,2P—1 + ... + ap—2 = 0 (mod p)3) (a)

1) On peut se borner & la plus petite extension dans laquelle le poly-
ndéme f(x) se décompose totalement (mod p). :

1) On trouve une liste compléte de tous.ces travaux dans le livre bien
connu L. E. Dickson: History of the Theory of Numbers, New York 1934,
Vol. I, p. 224—233. -

%) On doit se rendre compte qu’on peut écrire chaque congruence, avec
P — 2 > n dans la forme (@) pourvu qu’on pose quelques a; (k =0, 1, ...)
égaux & zéro. Si n > p — 2 on peut au moyen de la congruence 2?1 =1
(mod p), qui a lieu pour chaque racine de (a), réduire le degré n au degré
p—2.
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[avec un discriminant D == 0 (mod p)] a précisément s (mod p)
différentes racines, si le rang de la matrice cyclique de I’ordre
(r—1 ' . '

ao al a2 « e a’;-fl ap-—z
@ Gy A3...Q0p—2 @
Ap—2 Oy Ay . . . Ap—4 Qp—3

est p—1—s.4)
Une seconde formule a été donnée par A. Hurwitz®) par
une méthode, qui est tout-a fait différente des méthodes du premier
groupe. Le nombre », des racines de la congruence -
ay + ;2 4 ... + apz® = 0 (mod p)
est donné par la relation

rl—{—lz(p—-l)!.z R

ool oy! Oip!

(mod p),*)  (b)

la somme étant étendue & toutes les solutions non négatives de

g+ 4+ ... +on=p—1
o+ 205+ ... + noy =0 (mod p— 1),

Ce théoréme a été de méme généralisé par M. Dickson?) et Cipolla.?)
Je donne une solution nouvelle du probléme posé et je resous
_un probléme plus général, c’est-a-dire, je donne des formules pour
le nombre des facteurs du seconde, troisitme etc. degré de la
congruence (1). A la fin nous ferons voir I'importance des résultats

obtenus en traitant quelques applications.

1. La formule pour le nombre des racines de la congruence (1).

-Nous partons du théoréme suivant de M. K. Petr.?) - -
Construisons au moyen de la congruence (1) — en I’élevant
successivement aux puissances diverses — les expressions

¥ = cpo + cr1® + cr2x® + ... + Cpp—2™1 (mod p)  (2)
pour £ =0,1,2 ..., n—1. . ’

4) On trouve la démonstration de ce théoréme dans les travaux cités
chez Dickson et surtout dans les: ,,Vorlesungen iiber Zahlentheorie‘‘ de
Kronecker (éd. par. K. Hensel, 1901) p. 388—415. . '

) A. Hurwitz: Archiv Math. Phys. (3), 5, 1903, 17—27.

¢) D’apreés le théoréme de Wilson on peut écrire — 1 au lieu de (p—1)!
La congruence (1) a au plus n racines. La formule (b) nous donne la classe
(mod p) dans laquelle se trouve r,; donc, si p > n la détermination de r,
par (b) est -unique. FEEt B Sae o 0

7) Bull. Amer. Math. Soc. 14, 1907—8, p. 313.

- 8) Periodico di Mat., 22, 1907, p. 36—41, . -

%) K. Petr, Casopis 66, (1937), p. 85—04.
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Si le polynéme f(x) posséde (mod p) une décomposition en
m facteurs irréductibles des degrés i, l,, . . ., Im, ’équation caracté-
ristique de la matrice (ciz) peut étre écrite sous la forme
(— 1. (Ah—1)...(Am—1), ’
c’est-a-dire, il est

€00 — 4, Co,1, cev Com—1 :

€1,0, 11— 4 ... Cla—1 = (—1)r. (Ah—1)...(Am—1)
1 (mod p). (3)

Cn—1,0; cn—},l, e Cp—1p—1 — A

On voit aisément que sous la condition p > n (mais aussi pour
quelques, autres cas) la décomposition & droite est déterminée
d’une maniére unique, c’est-a-dire, il n’existe pas deux décompo-

sitions de la forme IT (A% —1)" et IT (A% — 1)¥, sauf le cas
i i
gi = ¢’ et ry =120

Nous démontrerons tout d’abord

Lemme 1. Le nombre des racines de la congruence (1) est donné
~“par la relation

7, =¢Co0+ €11+ - ..+ Ch—1n—1 (mod p). (4)
Démonstration. Soit 7 le nombre des facteurs irréduc-

tibles (mod p) du degré k. On peut alors mettre la décomposition -
de (3) sous la forme

(— 1) (A— 1), (A2 1) (A3 — 1) . ., (4)
ou rn+ 2+ 35+ ... =mn. (4")
Le coefficient de A"—! dans le déterminant de (3) est
(— D1, (co0 + €11+ - - - + Ca—1,0—1).

De la décomposition (4’), qui peut étre mise sous la forme
(— 1) {zr-—(’ll) Al Y (R— 1) (B—1) .

on obtient pour le coefficient de A"—1= An—1+2n+3n+.. la valeur

(=1 — (’ll)
Alors |
(—1.(ego+ et .o o FCa—ap—1) = (—1)*. — (?) (mod p),

d’ou la congruence (4) résulte.

10) Voir d’ailleurs 1. ¢.?). Un exemple: pour n = p il est (AP — 1) =
=(A—1? (modp), ppur p=n—1lona (A—1)" =1 —1)(A—1)
etc.; mais pour p > n cela est impossible. Je rappelle que méme dans les cas,
ou il existe plusieurs décompositions on peut donner au produit envisagé
toujours la forme de (3).
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11 nous faut alors trouver les expressions cz; dans la rela-
tion (4). :

Lemme 2. Soit (1) la congruence donnée. Sotent sx (k=0, 1, 2,...)
les sommes des puissances k-iémes des solutions tmaginaires de (1).11)

Soit m > n. Construisons au moyen de la congruence (1) — en
Vélevant successivement au puissances (n + 1), (n + 2) ... et en ré-
duisant les puissances > (n— 1) a Paide de (1) — lexpression
™ =c¢y+ &+ ...+ cp—2™! (mod p). (5)
La congruence que nous avons ainsi obtenue
™ — cp1a"™ 1l —cp 922 — ... —cy =0 (mod p) (6)
est de la forme
So 81 oo s Op—1 1
R T T x
-1 ¢ : =0 (mod p). (7)
D 1
Sn—1 Sn ...S82m—2 X"
l Sm Sm+1+ .+ Smtn—1 ™

Le déterminant

So S . .8p—1 80,0 So,1 ... Sn—1
D . 81 82 e Sn - 81’0 S],]_ e S]"n—l
Sp—1 Sn . . . S2n—2 Sn—1,0 Sn—1,1 . - - Sp—1n—1

est le discriminant de la congruence (1).

Démonstration. La congruence (5) resp. (6) est déterminée
par la congruence (1) d’une maniére unique. C’est une congruence
de degré m & coefficients entiers, dans laquelle les coefficients
de am—1 am—2 . . a" sont égaux a zéro et qui est vérifiée (dans
un élargissement convenable) par toutes les solutions de la con-
gruence (1) de degré =». Il n’existe qu’une seule congruence de
ce genre. Soient en effet dans la congruence (6), qui est de la
forme considérée, les coefficients ¢;(t =0,1,...,n—1) des
grandeurs inconues. La condition que (6) soit vérifiée par toutes
les imaginaires de Galois j; (1 =0,1,...,m — 1) donne n con-
gruences linéaires pour c;. '

Co+ i+ i+ ...+ 1™t =4" (modp) (¢ =1,2,...,n)

et en vertu de la supposition D == 0 (mod p) ce systéme a une
solution et une seule. Pour démontrer alors que (6) et (7)

1) 11 est alors g, = Pk B . TR ¥ 1','" (mod p). On sait que c’est
un nombre entier. -
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sont ideﬁtiques, il suffit de démontrer qﬁe chaque solutibn
w(3=0,...,m—1) de (1) vérifie la congruence (7). Il résulte
d’abord de la congruence (5) pour les sommes s; prises de la

congruence (1) . :
n—1 : )
Sm+k = Z CiSi+k (mod p) (8)
1=0

pour chaque k> 0. Posons dans (7) =14 (1<7< ). En
multipliant la premiére ligne par c, la seconde par c,, etc.
_et en soustrayant de la derniére, on obtient — en vue de (5)
et (8) — sur toutes les places dans la derniére ligne des zéros et
alors (7) est égal & zéro, ce qu’il fallait démontrer.

Théoréme 1. Le nombre des racines de la congruence (1) vérifie
la re'latum

r=7 DO+ DO £ DoY) (modp),  (9)
oit Pon obtient D® du discriminant D, si l'on y remplace les éléments

de la (k + 1)-iéme ligne (k=0,...,n— 1) par les expressions
Skp, Skp+1, - + -5 Skp+n—1,12) C’est @ dire'd)

80, 81, 82. Y 81;—1
y Sk—1, Sk Sk+1, -« Sk+n—2
) = ‘
D® = Skps  Skp+1. Skp+2. .. . Skp+n—1 (mOd P)-
Sk+1. Sk+2, " Sk+3, ... Sk+n
Sn—1. Sa, Sn+1. ..., S2n—2

Démonstration. Si on pose dans (7) m = kp on obtient
d’aprés le lemme 2 la relation (2). Le coefficient de z* est

80, 81, o . oey 81.—1
Cop = — (_ l)”__1+k+1 . _L Sk—1, Sk, " oo Sk+n—2 e
’ D | spy1, Skt+2, ..y Sk+n
Skps  Skp+1. - - s Skp+n—1
1 D,

=HWmLﬁMGHW”—F(MM)

En substituant cela en (4) on obtient la formule cherchée (9).

13) On trouve aisément 8pp = 8 (mod p) (k=0,1,2,...). Cela vient
du fait bien connu, que j# est, en méme témps que 5;, une solutnon de (1).

13) Dans notre notation D9 — D,
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Remarques. 1. Pour p > n, la formule (9), comme nous
FPavons remarqué sub ¢), détermine le nombre r, d’une maniére
unique.

2. Si l’on désigne par D;; le mineur de D relatif a I’élément
Sik, on peut écrire (9) dans une forme plus simple

7 = o Spe+:Dry  (mod p). - (9)
k=0,1,..n—1
1=0,1,..n—1

2. Une autre démonstration de la formule (9).

On peut vérifier maintenant la formule (9) d’une maniére
formelle plus simple. Nous nous servirons plusxeurs fois de cette
methode dans ce qui suit.

Multlphons la relation (2) a*r = z cky2” (mod p) par 2%

: =0
par 'addition des n relations de cette forme ol I'on pose successi-
vement & = §;, Js, . . ., jn, ON obtient

n—1
Skp+1 = ch,vsv—(»l (k; l= 0) 19 ce— 1)' (10)
v=0
On a '
Bl wsmwessa o8 swsremmesmme
SILA o nws0e e Sl41 cvreeeacnn
D® = | - = n—1
oo Skpl e e ces z Ck,vSv+1
v=0
co Sl4m—1 oo cee Slgn—1coeoccnn

Si nous soustrayons de la (k + 1)-iéme ligne, la ligne (¢ + 1)-iéme
multipliée par cp;, pour tous les ¢ &= k le dernier déterminant se
reduit & czz.D. Alors D® =c;;. D et I'on obtient a l'aide
de (4) la formule (9). :

3. La seconde formule pour le nombre des racines de la congruence (1).
Outre le discriminant D = |si—1+z—1 [(I;cz i’ " ’:) considé-

Leum
1,..,n

i

rons le déterminant d = | sG—nyp+ 11| (;c ), c’est-a-dire
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80 31 82 . . e 8,,__1

Sp Sp+1 Sp+2 « .- Sptn—1
d= S2p S2p+1 S2p+2 c e 82p4n—1
S(n—1)p S(n—1)p+18(n—1)p+2 - - + Sr—)p+n—1

Le déterminant d est en relation: étroite avec le discriminant D.
Il est en effet

: So» S, ooy Sn—1s

4 — '9'.1» 3?+1s cee <5:p+n—1

f

Stn—1)p> Str—1)p+1s - - > Stn—1)p+n—1

1, L,  ...,1 1, 1, A
= jl: 7.25 ¢ sy jn ?.11’, jzpy e o0y 7'”11
jln—ly 7 n—l’ ’ 7 -l jl("_l)p’ 7'2(7!—1)1) ¢ 7 (n—1p
1, 1, ... 1, 1, 1,  ...,1 p
|k e | B |
7'1”—1, 7'211——1’ R jnn—-l jln—l’ 7‘2n—1, . jnn—l
p+1 (ll)

=1+ =D T (modp).

Pour obtenir la formule cherchée il nous faut comparer les coeffi-
cients de 4 dans la relation (3).

On voit que dans-’expression
(—Lr(A—1) . (A2 — 1) (B —1)s ... =

— (— L) (A — (’11) e N
+ (— 1‘,"—1(?) At (=1)np(A2—=1n. ..

le coefficient de 1 est égal au nombre
(— 1) . (— 1)1 ("1'1) (= D)t =
=3 (__ 1)n+1 Py — 1)r,+r,+... — (__ 1)n+v+1 .7

si 'on désigne par v le nombre de tous les facteurs irréductibles
de f(z) (mod p).

Le coefficient de 4 dans le déterminant & gauche de la
relation (3) est donné par la somme négative de » mineurs princi-
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paux de Pordre m — 1, c’est-a-dire — si l'on désigne par Ci:
le mineur de la matrice (c;;) relatif a ’élément c;p —

- (CO,O + 01,1 + “ e +_0n—1,”—-1).
Alors

(— l)”+" = Co'o —+ 01,1'—!’\- o+ Cu—l,u——l (mod p) (].2)

Les nombres Cy; sont de nouveau en relation étroite avec d resp. D.
Soit d® le déterminant formé du déterminant d, si I’on y remplace
les éléments de la (k + 1)-iéme ligne par les éléments s, Sg+1, . . -
... Sk+n—1. D’aprés la formule (10) on a

8o 81, v o sy B
Sp(k—1); Sp(k—1)+15 - - -5 Sp(k—1)+n—1
d® = Sk, Sk+1, v Sk+n—1 =
Spk+1); Spk+1)+1s - + -5 Sp(k+1)+n—1
Spn Spn+1 <o o Sprtn—1
n—1 n—1 n—1
z C0,vS, z Cop  Sytly - .- Z Coyy Sy+n—1
y=0 »=0 »=0
n—1 n—I1 n—1
Z Ck—1,»Sy, Z Ck—1,9Sv+1, + « Z Ck—1,Sv+n—1
v=0 »=0 v=0
= Sk, Sk+1, ce Sk+n—1
n—1 n—1 n—1
z Ck+1,vSy, Z Ck+1,9S8v+1, + + o z Ck+1,9Sv+n—1
v=0 r=0 =0
n—1 n—1 n—1
z Cn—1,v5, z Cn—1,9Sp41, - « « z Cn—1,9Sy+n—1
v=0 v=0 v=0

Pour obtenir la relation énoncée on doit soustraire de la ligne
(2 + 1)-iéme la ligne (k + 1)-iéme multipliée par c;z (pour tous les
1 + k). Développons le déterminant ainsi transformé suivanf les
éléments de la (k£ 4 1)-iéme ligne. On a

8k . Sko + Se+18k1 + - - -+ Skn—1Ska—1,

o1 8¢, désigne le mineur du déterminant considéré relatif & 1’élément
8x+1. Mais chaque Si; est un produit de deux déterminants:
du déterminant Ci; et du déterminant D;; (mineur du déter-
minant D relatif a 1’élément s;;). Alors
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dr =880+ ... + Sk+n—18kn—1 = Ok (58 Do + Se+1Diea + . ..
+ 8k+n—1Dipn) = Cri . D (mod p). '
En substituant cette expression dans (12) on a-enfin:

Théoréme 2. Le nombre des racines de la congruence (1) r,
et le nombre de tous les facteurs irréductibles v sont liés par la relation

fo e 1)ﬂ+v-1D- (@O 4+ d® 4 ... 4+ do=D) (modp), (13)

‘ot D est le discriminant de (1) et d® est le déterminant formé de d si
Von y remplace les €léments de la (k + 1)-iéme ligne par sg, Sg+1, - - -
o ooy Sk+n—1.

Remarque. Soit di; le mineur de d rélatif a 1’élément spp+:;
avec cette notation on peut écrire (13) sous la forme plus simple

1 t
ry=(— 1)"+”—1—) . > Se+dey (mod p).
k=0,1,... n—1
1=0,1," . a—1

4. Les coefficients du polynéme (4').

On voit maintenant la voie, qui nous rend possible de calculer
les nombres 7y, 75, ... ete. Il nous faut déterminer d’abord les
coefficients du polynéme (4’).

Soit :

(=1 (A— 1 (A2 — 1) ... = TpA" + Tp A1+ ... (14)
oo+ A+ 1
rn+2r,+3r5+ ... =n.
Tn = {— 1), 79 = (— )"+
Dans 1 et 3 nous avons trouve .
e = (=1 (B), w = (et (7).
Pour trouver t, écrivons (14) sous la forme

(—irfrn—. .+ (B) 2+ 1)
{12'-—. ot (— 1)t (?) A — 1)*-} (AB—1). ..

et il s’ensuit - -

7= (= et f 1y (3) (— 1+

e )= e ) ()

11 est
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D’une maniére analogue .on obtient
e 0+ ) () )
e+ ) )+ 6+ )

et par 'induction

T = (— 1) 743 (— D)htketoth (71;1,) (21.) . (21)

1
la somme se rapportant a toutes les solutions entiéres, non-négatives
de V'équation ok, + tgky + . .. + Gki =k, ol 4, 15 45
" Le polynéme (4') est évidemment réciproque, par conséquent,
il en résulte immédiatement la relation

Tn—k = (— 1)? 7¢ (pour chaque k=12...). (15)

5. Détermination du mombre des facteurs vrréductibles duw. second |
' degré de la congruence (1).

Le coefficient de A% dans le polynéme (4’) est

T

D’aprés (15) le coefficient de 77—2 est

e (1) )
Nous obtiendrons comme précédemment deux formules.

B

a)

Dans le déterminant caractéristique (3) le coefficient de An—2
est égal & la somme de tous les mineurs principaux du seconde

. n
degré, qui sont au nombre ( 2), alors
Cii Cik

= (— 1\n—2
2 =(—1) z Cki Chk

1=0...,n—2
k=1,.n—1

(mod p); (16)

Mais on peut exprimer, comme précédemment, ces déterminants
a l'aide du discriminant D. Soit 'D¢® le déterminant formé de D
si ’'on y remplace les éléments de la (¢ + 1)-iéme ligne par les
nombres 8;p, 8ip+1, - . ., Sip+n—1 €t les éléments de la (k + 1)-1éme
ligne par 8ip, Sip+1, - - - Skp+a—1. ON &
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8:) 8.1 W) o e 8?_1
. Sip Sip+1 ... Sip+n—1
DGk — | - : - (17)
Skp Skp+1 ... Skptn—1
Sn—1 Sn ... S2p—2
‘Remplacons les éléments s, ..., Skp, ..., par les sommes (10).

Multiplions dans le déterminant ainsi obtenu la premiére ligne
par cip, la seconde par c;; etc. [excepté la ligne (¢ 4 1)-iéme et
(k 4+ 1)-iéme] et soustrayons de la ligne (¢ + 1)-iéme, puis mul-
tiplions la premiére ligne par cxo, la deuxiéme par c;; etc. et
goustrayons de la ligne (k 4 1)-iéme.

Nous développons maintenant ce nouveau déterminant d’apres
la régle de Laplace, suivant les lignes (i + 1)-iéme et (£ + 1)-iéme.

On a
DGEbH = Z Cigst + CikSq, CiiSr + CiaSe| g
CriSt + CkpSes CkiSr + Crase| (1)
5 : ’ : 88
ou S(z,q) est le sous-déterminant complémentaire de e' S“ dans D.
7t <r ot
Ciyi Ci 1, 8 Cij, Ci
Dk = | Cid Gik z b Se| Qg = |6 Gk | D
Ch,i Ch,k s 8| (R T | enis o

D’aprés (16? D r ) :
e = (1t S e = - () + (3)} (mod )

1=0,...n—2
k=1,.n—1
i<k )
Enfin nous obtenons
Théoréme 3. Le nombre des facteurs irréductibles du second
degré de la congruence (1) r, est donné par la formule

1 —
— 17y + (;1) =5 Z DGR (mod p),
1=0,...n—2
k=1,..n—2
. . i<k .
ol r, est le nombre des facteurs linéaires, D le discriminant de la
congruence donée et la somme se rapporte & (g) déterminants DGF)

de la forme (17).

b)

Dans le déterminant caractéristique (3) le coefficient de A2
est égal & la somme de tous les mineurs principaux de la matrice
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(cix) de degré m —2. On détermine ces sous-déterminants de la
maniére suivante. Attribuons & la lettre d®® une signification
analogue & celle de DG®, c’est a dire d®® soit le déterminant
formé de d, si 'on y remplace les éléments de la (2 + 1)-iéme
ligne par s;, 8i+1,... et les éléments de la (k + 1)-iéme ligne
par s, Sg+1, . . . Nous portons les valeurs correspondantes d’aprés
la formule (10) dans toutes les lignes du déterminant d¢* excepté
les lignes (7 4 1)-iéme et (k 4 1)-iéme. Puis nous soustrayons
des autres hgnes un multlple convenable des hgnes (¢ + 1)-iéme
et (k + 1)-iéme. On peut écrire le déterminant, qu’on obtient ainsi,
comme produit de deux déterminants, du discriminant D et du
sous-déterminant principal d’ordre n» — 2, qui est complémentaire

: : Cijiy Cik
au sous-déterminant ;” c;' du déterminant | c; |. Le coefficient
(2] k
de A% est alors
e A? es Z A6k,
. n—2
o

i<k
Tenant compte de (15’) on a

Théoréme 4. Le nombre des facteurs irréductibles de la con-
gruence (1) v, le nombre des facteurs linéaires r, et le nombre des
facteurs du seconde degré ry, sont lies par la relation

—nt (3) =1y 3k mod p),

ol la somme se rapporte & toutes les (g’) combinaisons des i, k

(¢ =+ k).
6. Le résultat général.

Il est maintenant facile de généraliser les résultats que nous
avons obtenus. Tenant compte desrésultats de 4 on peut énoncer le
Théoréme 6. Soit & un nombre entier, 0 < k < n; soit 7y
(=1, 2, n) le nombre des facteurs zrre’ductzbles de la con-
gruence (1) de degré x. Soit v le nombre de tous les facteurs irre-
ductibles. Désignons par D™ *0 le déterminant formé du discri-
manant D, si U'on y remplace les lignes (4, + 1)-iéme, (A, + 1)-1éme,
o (A& + 1)-téme_ par les éléments Sip, Sap+1, - - . Shp+n—1, e€lC.
Par analogie désignons par d**» "% le  déterminant formé de d,
st Uon y remplace les lignes (A, + 1)-1éme etc. par les éléments
S SA,+15 + + «» Sa,+n—1 €lC.
Entre les grandeurs ainsi définies les rélations suivantes ont liew

i 7 ' 1
(— l)k1+..-+kl( ll)...( l) E(— l)k.__. D(l"l""ik)
: k. : D
ak.; k= . ki 2
LR L T A o (mod p), (18)
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— 1)at...+E T, L. i P 1)p+v+k l AP 2. . Ag)
S i) ) =53

1

kst gy
' :n.::,” (mod p), (19)

ol la somme a droite se rapporte a toutes.les (:) combinaisons

de.la k-iéme classe des mombres 1,2, ..., n. ,

Les formules (18), (19) peuvent étre considérées comme des
relations recurrentes; en effet, si I'on y pose £=1,2,3,...,
on détermine successivement 7y, 7g, 74, . .

Applications.

a) La congruence quadratique.
Soit 2? 4 ax 4+ b = 0 (mod p) la congruence donnée.
D’aprés (9) on a pour le nombre des racines

1 - Sy S 8y S
ri=-—" }|S S o 1
! So & { S1 Se Sp Sp+1 } (mod. g).
8 8
8 8 11 11 11
Sp Sp+1 WP 3P| g hJe
= — 1 =1 =1 =
nENT W T T T
8 S h J2 1 )2

=1+ ’ L (mod p)ay
hoJe .
—1 ‘D
Done, pour p > 2: 7, =1+ D 2 El—{—(?) (mod p).
Pourp=2:r=1+j,—jy=14j +jo =1+ a(mod 2).15)
C’est un résultat bien connu. :
Théordme 6. La congruence % 4 ax + b = 0 (mod p), p > 2

a deux ou n’a aucune racine suivant qu’il est (_1?) =1ou == 1,

ot D est le discriminant de la congruence donnée et (—3) le symbole

de Legendre. .
b) La congruence cubique.!%)

14) Quant & la signification de 7,, 7,, voir 1. :
15) (Mod 2) il n’existe que deux congruences avec D == 0 (mod 2);
cesont 2' 4 2 4 1=0, 2? + z=0; on y vérifie aisément notre résultat.
. - 1%) On trouve chez Dickson 1. c. %) p. 262—256 tous les résultats connus
pour la congruence cubique. Quelques de ces résultats sont contenus en (21).




Soit . -

28 4+ ax? + bx 4+ ¢ = 0 (mod p) (20)
la congruence donnée. D’aprés (9) on a
1 | 8081 8, 881 S S 1 S
=71 %%% + | SpSp+1Spr2| + |8 82 8 (mod (7’2)1)
8283384 8283 84 Sop S2p+182p+2
D’aprés (13) on obtient aussi
S 81 Sy Sg 8 S .
r = (— 1)3+°. DY e Se+1 Sp+2 1|81 82 83 .
S2p S2p+1 S2p+-2 S2p S2p+1 S2p+2
S S 8 (21')
+ |8p Sp+1 Sps2|p (mod p),
Sy S3 84

v=1,+ 1, + 75 _

On peut trouver facilement de ces deux expressions pour 7,
une relation intéressante entre le nombre des racines de la con-
gruence (20) et le caractére quadratique du discriminant D.

La somme du deuxiéme et du troisiéme déterminant dans (21)
est égale & la méme somme dans (21’). Nous la désignons par 6;

alors — tenant compte de (11) — on a
' rn.D=D+6
g p+1

r.D.(—13+* =D? 4+ § (mod p).

En éliminant 6 on obtient
—1

P
. [1 — (_ ]_)3+’|+’l+'l] =1—D

(mod p). (22)
Ici seulement trois cas existent » ‘
x) rg =1, ry =r, = 0, il suit de (22) (_Il)_)) = 41,
B)rs=0, ry=r, = 1, il suit de (22) (}?) 1,

p) 13 =20, r,=0, r, = 3, il suit de (22) (—3) = L

Il gensuit -
Théordme' 7. Si la congruence cubique (20) posséde trois ou me
posséde aucune racine, le discriminant de cette congruence D est
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résidu quadratique (mod p). Awu contraire, st (20) n’a qu’ wune
racine, D est non-résidu quadratique (mod p).17)

c) La théorie des congruences binomes.

On obtient de la formule (9) par des considérations simples
toute la théorie des congruences binomes.

Posons la question quel est le nombre des racines 7, de la
congruence

a"—a =0, n<p (mod p). (23)

1l suit d‘e (23) que sp=m, 8, =8=...=8—1=0, 8 =an;
de maniére plus générale s; = a™m, pour k = mt, T entier;
8x = 0, pour les autres %.

|0 0...00
00 0...0s, (n—1)(n—2)
D=|: =(—1) 2 .n. (an)1,
00 s,...00
0s,0...00

Posons Dy = D®. Le déterminant Dy ne différe du discriminant D
que par la propriété, que la (£ + 1)-iéme ligne contient les éléments
8kps Skp+1, - - -5 Skp+n—1. Soit k> 0 (pour k = 0, Dy = D). Parmi
les n nombres entiers kp,kp+ 1,...,kp+n—11il y a un et
seulement un qui est divisible par ». Si le nombre s de la
(k + 1)-iéme ligne avec l'indice ! divisible par n ne se trouve pas
dans le déterminant D; sur la méme place, ou se trouve dans D
la somme sy, il est clair, qu’un tel Dy est égal & zéro. '

L’élément de la (k + 1)-iéme ligne, qui se trouve dans D
sur la place occupée pares, dans D est

Skp+n—k-

Autrement dit, le déterminant D; ne sera différent de nul, que
pour les %, pour lesquels

kp+n—Fk =0 (mod n).
k.(p—1) =0 (modn).
Posons é = (p— 1, n), les nombres k cherchés sont alors
‘ :
n o n n
0, '3’ 2?7 L) (6_ 1)?"

- 17) Ce théoréme est bien connu. On voit dans la littérature que ce
théoréme a été plusiers fois démontré; récemment par M. Th. Skolem,
Norske Vid. Selsk. Forh. 10, p. 80—92, 1937 [Voir Zentralblatt 18, 1938,
p. 343]. Il est aussi une conséquence du théoréme 9 que nous. démontrerons
dans ce qiti suit.
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Au nombre I .— correspond .

0
r—1
1.
S, n n = 8f, p—1 =n.a ¢ .
l.—3p+n—l.7 {l.~—d--+1}n
. . n
Le déterminant D correspondant au nombre % = [ 5 est alors
(n—1) (n—2) 121
Dyn=(—1)""2" n.(an)2.n.a 3 .
"8

Le nombre des racines de la congruence (23) est donné par

1 o—1 (n—1)(n—2)
r, == T e . Z (— 1) 2 n (an)"—2
(—1)" 2 n(an)?

=0

p—1
.m.a"o ' (mod ).

=1

S

p—1
rn= »d" % (modp). o (24)
) 1=0
—
Soit @ & == 1 (mod p). La somme & droite est la somme d’une
série géometrique
. ar—1—1

i

7 = 0 (mod p).

—1
as —1

La congruence (23) n’a pas des racines.
p—1

Soit @ 5 =1 (mod p). En ce cas, il résulte directement
de (24)
6—1 _—
r = z (ad_) =
1=0

Alors, nous avons démontré le

Théoréme 8. La condition nécessaire et suffisante pour que la
congruence (23) admette des racines est qu’on ait ;
p—1
a s =1 (mod p),

d—1
1=96 (mod p)
=0

0% 0 = (p— 1, n). Cette condition étant satisfaite la congruence (23)
a exactement J racines.l8)

18) Notre démonstration du théoréme 8 est intéressante aussi au point
de vue méthodique. La théorie classique des congruences binomes est basée
sur la théorie des indices, mais — comme on voit — dans notre déduction
nous n’avons pas eu besoin de cette théorie.
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