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O zobecnéni kruhové konchoidy.

Jan Vygin, Upice.
(DoSlo dne 28. tinora 1940.)

V udebnici Klima-Ingri§: Deskriptivni geometrie pro VI.
a VII. t¥idu redlek je na stranich 128 az 130 dokazana véta:

,Rezy libovolné roviny s rotaénim hyperboloidem
ajehoasymptotickoukuZelovou plochou jsou soustiedné
a homotetické kuzeloselky.*

' Postup dikazu je tento: Rovina ¢ ¥ezu protne hyperboloid
v kiivee k, asymptotickou kuZelovou plochu v kfivee k', osu o
plochy v bod¢ Q. Oba tseky, vytaté kiivkami k, ¥’ na libovolné
piimce svazku o stfedu @, jsou stejné. Je-li kiivka k' elipsa, je
k¥ivka k, majici uvedenou vlastnost, také elipsa, a to soustfedna
a homoteticka s &', jak vidime, promitneme-li kolmo dvé soustfedné
kruznice do roviny naklonéné k jejich roviné.

V dikaze se ovéem predpokladé, Ze kiivka k je kuZelosecka.
Vypustime-li tento predpoklad, pak kfivky k, které maji vzhledem
ke kruinici &’ uvedenou vlastnost, tvori skupinu kfivek, které

budeme v tomto d&lanku

zkoumati.
V roviné bud dan bod

P, t. zv. pol, a kruznice k.

o stfedu 8. Pravime, Ze (re-

alna) kiivka I' mé dseko-

vou vlastnost vzhledem

k pélu P a kruznici k, jest-

lize ke kaZdému realnému

bodu M kiivky I existuje
na kiivee I" bod M’, ktery
je soumérné poloZeny s bo-

G 4 dem M podle st¥edu tétivy,

vytaté na piimece MP kruz-
nici k (viz obr. 1).
Z této definice je ziej-

Obr. 1. ' mé

/
> :Jj
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poznamka 1. a) Tétiva, vytatd na piimce MP kruZnici k,
oddéluje na Gseéce MM’ dva useky stejné dlouhé, nebo naopak
tuseCka MM’ oddéluje stejné dlouhé tseky na tétivé.

b) Mé-li k¥ivka I" sekovou vlastnost vzhledem ke kruznici %,
mé tutéz vlastnost také ke kazdé kruZnici soustfedné s k, nebot
geometrické misto stfedd tétiv, prochazejicich bodem P, je pro
viechny soustiedné kruznice totéz.

Pii zkoumdni kiivek s Gsekovou vlastnosti je t¥eba rozliSovat
piipady P == S a P = 8; v tomto druhém piipadé se jedna o kiivky
stfedové soumérné, nebot geometrické misto stiedu tétiv, procha-
zejicich bodem P, se redukuje na bod P. V dalsim budeme zkoumati
hlavné algebraické k¥ivky prvniho druhu.

Poznamka 2. Trividlni pripady kfivek s tisekovou vlastnosti
jsou p¥imky svazku (P) a kruZnice soustfedné s k. Tyto kfivky
vyluujeme v dalsim ze svych avah.

Véta 1. Algebraicka k¥ivka I' stupné n s tasekovou
vlastnosti je vytvofena svazkem paprsku (P) a svazkem
soustfednych kruznic (8) tak, Ze si elementy obou svazki
odpovidaji v algebraické korespondenci o indexech

n—h
—2 , n—T1T),

kde h je ndsobnost k¥ivky I'vp6élu Parje polet priasediki
k¥ivky s obeenou kruznici svazku (8) v kruhovém bods.

Dukaz: 1. Usekova vlastnost se podle definice vztahuje jen
na reilné body kiivky I'. Probiha-li bod M kfivku I', probiha
bod M, soumérné poloZeny s M podle stiedu tétivy, vytaté na
primce MP kruinici k, ki¥ivku I, kterd se shoduje s I" ve viech
readlnych bodech. PonévadZ algebraickd kiivka je svymi redlnymi
body jednoznal¥ng uréena, je Iy = I', t. j. Gsekova vlastnost se
vztahuje na viecky body kfivky I

2. Obecna pifmka svazku (P) protind kiivku I" mimo pél P
v n — h bodech, které lze seskupit vz

5 b dvojic MM’', takovych,

%e kazdou z nich prochézi jedna kruZnice svazku (8). Obecna
kruZnice svazku (8) protina kiivku I"mimo kruhové body v 2n—2¢
prisedicich, které lze seskupit do » — r dvojic; z nich kazda lei
na pifmee svazku (P). Touto Gvahou dochidzime ke skutedné ko-
respondenci vzhledem k pozndmce 2. '

Véta 2. Pro P =S jsou mozné tyto korespondence:

je-li » liché:
n—1 .\ n—3 .\ .
L) 5 2o)
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je-li n sudé:

n—2 n—4
(2 (5
Dikaz: Zvolme piimku PS za osu z, pol P za podatek sou-
stavy soufadnic. Vytvorujici svazky (P), (S) dané kiivky I' maji
pak rovnice:
(P) y—iz=0, (1)
(S) =x*+4 y*—2s8x =y, S(s,0), s +0.
Korespondence («, f) ma rovnici:

1* pp®(4) + p @A) + . .. + @A) = 0, (2
kde @g(4) jsou polynomy v 2 stupné nejvyse f a aspoil jeden z nich
je stupné f. Rovnici kfivky I' dostaneme, dosadime-li do (2) za
A, p z rovnic (1) a znasobime z8. Vyjde:

(22 + y*—282)"pp Oz, y) + (2* + y* — 2s2) D2, y) + ... +
+ pz, y) = 0, 3)
kde yg(z, y) jsou binarni formy stupné S.

Krivka (3) je totoZna s danou k¥ivkou I'. Nebot jinak
by obsahovala kiivka (3) trivialni souddsti, t. j. elementy svazka
(P), (S), a to takové, kterym neodpovidaji v druhém svazku uréité
elementy, t. j. takove které obsahuji body base druhého svazku.
To je v8ak pro svazek (S) jeding kruznice 22 + y* — 2sx = 0 a pro
svazek (P) dvojice isotropickych pifmek z* + y* = 0. Je zfejmé,
%e levé strana rovnice (3) neni délitelnd vyrazem a2 4 y”— 2sx
ani (v disledku nesoudélnosti forem yp) vyrazem 2 + y2.

-Plat{ tedy pro stupeﬁ kiivky I

. m=gstp
Jeito =1, jen < ———. Odtud plyne véta 2.

Analyticky vjrsledek ziskany v duikaze véty 2, je tento:
Véta 3. K¥ivka I', vytvofena svazky:
o (P) y—iz=0,
\ ' (8) 2%+ y*— 28z =y,
mezi nimi% je korespondence (x, #), mé rovnici:

(22 + y® — 282)* Y@ 4 (22 + y? — 282)*L M) 4 ... + P =0,
kde yp jsou formy stupné B.
~ Tato kf¥ivka je nejobecn&jif algebraickd kiivka s Gse-
kovou vlastnosti pro P == S. .

Vita 4. Pro P =S8 (kfi.vky stfedov® soumérné) jsou
mo%né tyto korespondence:

n,



~je-li m liché:

n—'l | n'—3
(o) (5

3); B & o8

jeli m sudé:
(n_2+6, 2); (n_4+a, )
2 »
kde 6=0,1,2,...; 20 < B £ n.

Dukaz: V tomto pifpadé lze totiz kratiti rovnici (3) vyrazem
(2% + y?)° za piedpokladu, Ze formy ys jsou délitelny vhodnymi
mocninami dvojélenu z? 4+ y% Po kraceni rovnice (3) vyrazem
(z* 4+ y?)° dostaneme rovnici kiivky I, t. j. pro jeji stupen plati:

n=2x—ao -+ p. '

Odtud plyne véta 4 podobné jako véta 2.

Poznamka 3. Jak zndmo, mé ki¥ivka stiedové soumérna
podle podatku soustavy soufadné rovnici, v niz se vyskytuji jen
sudé mocniny homogenisujici proménné z

. Na zakladé& téchto obecnych vysledkd prozkoumdme v dal§im .
kiivky s tisekovou vlastnosti nizkych stupnd. A

Vé&ta 6. Pro P == S neexistuji kromé& kruznic svazku (8S)
zadné kuzelosetky s isekovou vlastnosti.

Ziejmé podle véty 2.

Véta 6. Pro P %= 8 je kubika s Gisekovou vlastnosti
cirkularni a jeji asymptoty se protinaji v pélu, ktery
lezina k¥ivce. Je vytvorena projektivnimisvazky (P), (S).

Dikaz: Podle véty 2 je pro kubiku ]edma moznost korespon-
dence (1, 1). Podle véty 3 méa kubika rovnici:

(z? + y2 —2sz)(ax+by)+cx+dy=0.
Z jejiho rozboru plynou ostatnf vlastnosti.

Na obr. 2 je zobrazena kubika Iy s tsekovou vlastnosti pro
P == 8. PiHimka PS (osa x) je zvolena za jeji redlmrou asymptotu,
o0sa y za tednu (inflexni) v bodé P. Déle je kubika déna prusediky
Ay, By pHmky p, (<X px = 45°) s kruznici k, svazku (8). Ke
konstrukei je uZito projektivnosti mezi svazky (P),(S),.v niz
odpovida ose y kruznice k,, ose 2 dvojnasobné nevlastni pfimka k,®
piimce p; kruZnice k;. Libovolné dalsf kruZnici k, odpovida.]ici
primka Py S€ sestroﬁ podle rovnosti dvo;pomérﬁ Plati:

ry: — s?

(Ln 2 ,kaa k&) _—83,’ )

kde 7; je polomér kruZnice k;. Prise¢fkem: @, kruzmce ks 8 osou Y
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vedme rovnobéiku s osou z: tato protne pifmky p;, p, resp. v bo-
dech Q,, @,. Pak plati:

(¥, %, p3, Pa) =

(Qn sz, Qs QA) = %%‘
Jeito @,Q,® = r,* — s?, ply-
ne z rovnosti dvojpoméru:

Q@ - Qs =12 — s
—— (r,2 — s?) je mocnost bo-
du P vzhledem ke kruZnici
k,, dale plati PQ, = Q,Q,.
Opiseme tedy ze stiedu P
kruznici » polomérem PQ,.
Priseéik kruznic x, k, spo-
jime s pélem P a pruaseéik
této spojnice s kruznici &, je
Obr. 2. bod R, pro néjz plati PR =

- Y1v4a

Véta 7. Pro P =8 je kvartika s isekovou vlastnosti
- cirkularni a odpovida korespondenci (I, 2). P6l je dvoj-
nasobny bod kvartiky. Mimoto spliiuje kfivka jednu
z podminek:

a) jeji asymptoty (v nesing. bodech) se protinaji
v pélu; .

b) ma v kruhovych bodech singularity.

Duikaz: Podle véty 2 je jedina mozna korespondence (1, 2);
podle véty 3 je rovnice kvartiky:

(2* 4 y* — 252) @, + v, = 0, (4)
kde @, y, jsou kvadratické formy. Z jejiho rozboru plynou dalsi
vlastnosti.

Mezi témito kvartikami jsou konstruktivné zvlasté jednoduché
ty, které maji v kruhovych bodech singularity, nebot prechazejf
kruhovou inversi v kuZelosetky. Lze je sestrojiti na zdkladé vét 8, 9.

Viéta 8. Kvartika I, s isekovou vlastnosti s dvojna-
sobnymi kruhovymi body pfechdzi kruhovou inversi
o st¥fedu P v kuZeloselku, pro niz udavaji teény kvartiky
v bodé P sméry asymptot. Primér této kuzZelosedéky,
prochazejici pélem P, je polarné sdruieny se smérem
kolmym k PS.

Dikaz: Rovnice kvartiky je rovnice (4), kde ¢, = 22 4 ¢2, t.j.
‘(x4 y® — 28x) (22 4+ y?) + ax? + 2bxy +cy? = 0.
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Inverse se sttedem v P a polomérem r ¥idici kruZnice prevadi
kvartiku v kuZelosetku:

Cax? + 2bay + cy? — 2r%x 4+ r¢ =0, (5)
Osa y protina kuzelosetku (5) v bodech U, V, soumérné poloZenych
podle pélu P, t. j. bodem P prochdzi primér sdruzeny s tétivou
Véta 9. Budiz v kolmice vedené. pélem P ke spojnici PS.
Je-liinversni kuzeloseéka ke kvartice I', elipsa e, p vzda-
lenost jejiho stfedu C od pélu P, w thel X CPS, plati:
a) stfed C leZi na té%e strané (na opaéné strané) prim-
ky v jako bod 8 (nez bod 8), protina-li elipsa p¥imku v
imaginarné (realné); :
b) délka priméru sdruzeného se smérem v je: -

r!
2m = 20|/ 1 — :
08 COS

Dikaz: Stied C elipsy e ma soufadnice:

r2sc r23b

T80 o= 2, 6
A Yo A (6)
kde A =b*—ac <0, t. j. sgn ¥, = + sgn c; odtud plyne prvni
cast véty.

Je-li (x;, ;) jeden krajni bod priméru na CP, dostaneme

Ty = —

feSenim rovnice (5) s rovnici y = — at
r2c
T, — Xy = K 2 L %,
72
Yr— Y= — N 4 %’
t. ] o .
— 2 - 2 2 2 A
m= Vo — e ¥ o = VT o l/s + £

Po dosazeni za b, ¢ z rovnic (6) vychazi:

S 72
m = onz + ¥%*. Vl _8—:60.
Tuto rovnici upravime dosazenim:
Q—V“’o + Y%*, % = @ cos w.
Podobné véty lze odvoditi i pro inversni hyperbolu a parabolu.
Na obr. 3 je sestrojena kvartika I, dani imag. teSnami
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v bodé P a redlnymi prisesiky U,, V, s pifmkou v. Ne]prve se
sestro;i primér CP jako &tvrty harmomcky paprsek k danym

_ Obr. 4.

tetnam a piimce v. (Tato
konstrukce je na obrazku
vynechana.) Na tomto pri-
méru zvolime bod C (viz v&-
tu 9a). Podle Euklidovy vé-
ty sestrojime délku:

q = /=g cos w.
Podle véty 9b plati:

m :Q=Vq2-}-72:q
Vyjde nam m, r, jak patrno
z obrazku. K bodéim U,, V,
sestrojime inversni body U,
V. Elipsa je pak uréena pri-
mérem a sdruZenou tétivou
U, v.

Poznamka 4. Jezto

pfi dané inversi zavisi délka,

priméru lezictho v CP jen
na poloze stiedu C (viz vétu
9b), je mozné, lezi-li'C na

- P8, zvoliti body U, V tak,

aby elipsa e se libovolng bli-
zila kruznici, sestrojené nad

timto primérem. Inversni

kvartika se pak libovolng
malo li&f od inversni kruzni-
e (obr. 4).

Yéta 10. Pro P £ 8
je kvartika s tsekovou
vlastnosti vytvofena
svazkem kru%nic (8),
projektivnim sinvoluc{

pa.prsku o sti‘edu (P). Nebot' podle rovnice (4) je vytvoreni déno

rovnicemi:

22 + Yy — 2sx = U
bps + yp = 0.
Viéta ll. Pro P =8 ]sou dva, druhy sextik s usekovou

vlastnosti

~w)sextiky odpovida]ici korespondencl (2, 2), ma;ici

M pélu P. bod dvojnisobny;..
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