#3D
VAL 7

g

Werk

Label: Article
PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?31311028X_0069 | log37

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

e

CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

- EAST MATEMATICKA

O jedné soustavé kongruenci, souvisejicf
s Wilsonovou vétou.
E. Bunieky, Praha.
(Doslo dne 3. tnora 1940.)

§ 1. Budeme d&astéji vySetfovati zakladni symetrlcke funkce
81, 8, « -+ 8m—1 Cisel

_ L2 ,m—1, _ (1)
kdez m je jisté celé kladné éislo, t. j. souéet 8 élsel (1), souéty
83, 83, - . ., Sm—a - VSech soudini &fsel (1) po dvou, po tfech, .

m — 2 a koneén& soudin (m — 1)! = gp—;. Symbol 3y znadi
v nésledujicim vidy zédkladni symetrickou funkci fady &isel
tvaru (1) (pfi éemzZ index » jest roven nékterému é&lenu Fady (1)),
definovanou &islem », jez musi byti ddno v kaZzdém jednotlivém
piipad&. Tvar fady (1), jez obsahuje viechna pfirozend éfsla mensi
nez m, naznaduje, Ze m mé byti v&tsi nez 1. Pres to, uZivame-li
vyrazi 8,, jest vhodno, zdurazniti vyslovn® nerovnost m > l,
zvlasté vzhledem k tomu, %e se v kombinatorickych vzorcich pti-
pisuje symbolu (m — 1)! = 8pu—3 pro m = 1 hodnota 0! = 1.

Je zndmo, %e kongruence

p—DI+1=0 (modp) (2)

vyjadfuje — podle Wilsonovy véty — nutnou a postadujfcf pod-
minku, aby &slo p, celé a v&t3f nez 1, bylo prvodislem (v demz jest
gahrnuto i sudé prvodislo 2). Mizeme tedy ¥ici, Ze kongruence (2)
charakterisuje viechna prvodisla. Z kongruence

(z—1)(x—2)...(x—(p—1)) — (21— 1) =0 (mod p),

platné identicky, kdyZ p je prvotislo, je dale patrno, Ze kaZdé
liché prvodislo p splituje vedle kongruence (2) jeét$ také soustavu
kongruenof

5 =0 (mod p), 8 =0 (mod P)evp2=0 (mod p), (3)
kde vyrazy 8,4, .. ., 8p—2 jsou vytvoleny pro fadu &fsel 1,2, ..
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....,p— 1. Tato soustava se redukuje na jedinou kongruenci
tehdy a jen tehdy, je-li p = 3.

Dokazme nyni tuto vétu: soustava kongruenci (3) charakterisuje
vechna lichd prvodisla, to jest: tato soustava vyjadiuje podminku
nutnou a postacujict k tomu, aby celé ¢islo p, vétsi nez 1, bylo lichym
prvoéislem. Predn® kazdé liché prvodislo p vyhovuje soustavé
kongruenci (3). BudiZ za druhé p celé &islo vétsi nez 1, splitujici
soustavu (3). Podle prvni kongruence této soustavy je podil
s:p=4p(p—1):p=13%(p—1) é&slo celé, takze p je liché.
Vysetfujme nyni kongruenci :

(r—1)(@—2)...(a—(p—1) =0 (modp),  (4)
kterou lze psati ve tvaru
a1 — g aP—2 4 ga?—3 — . 4 (— DEsar—r—1 44

4+ (— 12, ox + (—1)P~1. (p—1)! =0 (mod p),

nebo, piihlizime-li k soustavé kongruenci (3) a k okolnosti, Ze p
je liché; v ekvivalentnim tvaru

2=l + (p—1)! =0 (mod p). (4"
Kongruence (4), a tedy i ekvivalentni kongruence (4'), mé ziejmé
kofen x =1, z &ehoz plyne (p—1)! 4+ 1 =0 (mod p). Liché
¢islo p je tedy prvodislem, ¢imz véta dokazana.

§ 2. Zjistime za chvili, Ze jest moZno, nahraditi soustavu (3)
soustavou kongruenci, kterd jest pouze ¢asti soustavy (3), a ktera
pres to charakterisuje viechna lichd prvoéisla. Napfed viak do-
kédzeme tuto v&tul): KaZdé cislo celé M, vétdi meZ 1, spliuje vztah

28941 =0 (mod M), (5)

kde?% k je celé nezdporné éislo a 2k + 1 je kterékoliv liché kladné ¢islo,
jex nent vétsl neX M — 1; pFi tom znall sgipyq zdkladni symetrickou
funkct Eisel
,2,..,M—1, ‘ (6)
definovanou indexem 2k + 1.
Predpokladejme napied, Ze jest 1 < 2k + 1 < M — 1, ¢ili,
co% znadf totéz, 0 < k < } (M — 2). V tomto pipadé znadf sgxy1
soudet viech soudini po 2k + 1 z &sel (6). Budiz '

QI(Xz oo X241 (7)

soudin 2k + 1 riznyoh &isel «;, &g, . . ., ®2x4+1, Vybrangch libovolnd
mezi &fsly (6). Vyraz

(M —o) (M —oy)...(M—ags1) (7')

1) Tato véta byla dokdzéna autorem v &ldnku ,,Zamelanije po po-
vodu teoremy Wilsona*, Ulenyje Zapisky, Praha 1925.



je také jednfm z téchto soudini, a systém ySech vyraza (7'), p¥-
slu¥nych ke viem soudinim (7), je ziejmé totoZny se systémem
vSech soudini (7). Nésledkem toho jest

Sex+1 = 2.&1962 o0 XOk41 = Z(M— 061) (M— 062) e (M—a2k+1),

kdeZ soudty X se vztahuji ke viem (210][1’;- 1) kombinacim &fsel (6)
po 2k + 1. Odtud plyne

8ok +1 = Z'o;lzxz e XO 41 = 23 (M— 061) (M—- 062) (M— a2k+1) =
= (— 1)27“"1 2 X0 o o . KOEp1 = — S2k+1 (mod M),

¢im% kongruence (5) dokazana. Podobné se dokaze kongruence (5)
v obou krajnich piipadech, kdy jest budto 2k + 1 =1, t. j.
k=0 nebo 1<2k+1=M—1, t. j. 0<k=4(M—2).
V prvnim piipadé staéi nahraditi X oo, . . . xgp41 a8 2 (M — o) .
(M — &) ... (M — xgpt1) vyrazy X « resp. X (M — «), kdez se
st¢itd pres vSechna ¢isla fady (6). V druhém krajnim pifpadé na-
hradime souéty : ‘ '

2%y . . gk & X (M — o) (M — &) ... (M — xog41) Tesp.

souliny ooy . .. xok41 = 00 . . . om—1 & (M — o)) (M — o) . . .
(M — ogpy1) = (M — o) (M — &) . . . (M — apr—1),
kdez Ffada &isel g, oy, . . ., az—1 splyva s Fadou (6).

Pozndmka. Piedpoklad 1 <2k + 1< M —1 ¢ili 0<k<
< 4 (M — 2) je splnitelny pouze pro M > 2 a pfedpoklad 1 < 2k 4
+1=M—1 ¢éili 0<k=13}(M—2) je splitelny pouze pro
M sudé a vét&i nez 2.

Je-li M liché, miZeme nahraditi kongruenci (5) ekvivalentni
kongruenci
. S +1 = O (mOd M). ) (5')
Tim dostavame vétu: KaZdé celé liché islo M vétst nes 1 spliiuje
kongruence (5'), kde index 2k + 1 probihd vechny liché hodnoty
1,3,6,..., M —2 a kde symetrické funkce sgr+1 jsou vytvoreny -
pro fadu ¢isel 1,2, ..., M — 1. Této pomocné véty uzijeme k da-

kazu nasledujici véty.
Véta I. a) Budte s,,8,, ..., 8p—1 zdkladni symetrické funkce
p— 1 éisel
L,2,..,p—L (8)
Vyletiujme systém kongruenci — '
8 =0,8=0,8=0,...,8g=0 (mod p), (3"

kde 'p je celé Sislo véthi nez 1 a kde indexy 2,4, .. ., 2l probihaji
véechny sudé hodnoty, leict v uzavieném intervalu {2, 21, kde 21
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je nejuét¥i sudé ¢islo splitujict merovnost

2l <p—1. (9)
Prop=2a pra p=3 redulcuyeme systém (3') na proni kongruenci
8 =0 (mod p). Jest dokdzati, Ze-systém (3') ddvd nutnow a po-
statujict podminku pro to, aby éislo p, vét§i nez 1, bylo lichym
prvocislem; jinak relemo, systém komgruemci (3') charakterisuje
vechna lichd prvotisla.

b) Vyhovuje-li celé éislo p, vétsi nez 1, systému (3'), je p liché,
a systém (3'), je-li p > 3, splyvd se systémem kongruenct

8 =0,8=0,8=0,...,8 35=0 (mod p). (3*)

Dokazme tvrzeni a); "soudasné obdrzime b&hem dikazu
tvrzenf b). Podminky (3’) jsou nutné, aby p bylo liché prvoéislo.
Vskutku, je-li p liché prvoéislo vétsi nez 3, vyhovuje kongruen-
cim- (3) a v tomto pifpadé nejveétsi sudé &islo 2!, vyhovujici ne-
rovnosti (9), je p — 3; tedy systém (3’) splyva se systémem (3*).
Déle prvoéislo p > 3 vyhovuje jisté systému (3%), jehoi viechny
kongruence patif k systému (3). Ale systemy (3*), (3’) jsou totozné.
Tedy kazdé liché prvoéislo vétsf nez 3 vyhovuje systému (3').
Liché prvodislo p =3 vyhovuje kongruenci s =14 2 =0
(mod p = 3), na kterou se redukuje v tomto piipadé systém (3)
a tedy, podle na&f Gmluvy, uéinéné ve znéni véty I, &islo p = 3
vyhovuje systému kongruenci (3’). Tedy viechna liché prvodéisla p
vyhovuji systému (3’).

Budiz za druhé p celé &fslo vétsi nez 1, vyhovujici systému (3 ).
Podle prvni z téchto kongruenci je éislo p liché a tedy vétsi nez 2.
Je-li liché ¢islo p vEtEf nei 3, potom nejvétsi sudé éislo 21 hovicf
nerovnosti (9) je p — 3 a tedy systém (3') nabyva pro takové p
tvaru (3*); tim je tvrzeni b) dokizano. Vratme se k tvrzeni a).
Celé &fslo p > 1, vyhovujici systému (3'), je, jak jsme vidéli,
liché; je tedy budto p > 3 nebo p=3. Je-li p> 3, potom
systém (3’), kterému p podle pfedpokladu vyhovu)e, m4 tvar (3*),
jak jsme seznali. Podle posledni pomocné véty vyhovuje liché
&slo p také viem kongruencim 83 =0, 85=0,...,8—2=0
- (mod p), které dohromady se systémem (3*) davaji pravé cely
systém (3). Tedy vySetfované &fslo p, vyhovujici systému (3')
a vétd{ nei 3, vyhovuje také viem kongruencim systému (3)
a tedy je &slo p liché prvoédislo. Zbyva pipad p = 3. %islo p=3
vyhovuje systému (3’'), ktery se v tomto piipad® redukuje na
jedinou  kongruenci 8, =0 (mod p = 3) a vedle toho je p =3
llché prvoéfs%m Tedy plat{ ve véech piipadech: jestlize celé &fslo
p > 1 vyhovuje systému (3'), je p liché prvo¥fslo.?)

%) Forméln® lze systém-(3’) napsati pro ka¥dé celé &islo p> 1 Ale

pro audé prvodislo 2 a pro sloZené ¥sla nenf tento systém splnén. je prave
splnéh pouze pro liché prvodisla.
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§ 3. Je mozZno si poloZiti otdzku, zda neni moZno vynechati ze
systému (3') nékteré kongruence tak, aby zbyvajici systém stdle .
jedté charakterisoval vSechna lichéd prvoéisla. Neroziedime Gplnd
tuto otdzku, budeme viak vyéetrovatl nékteré zvlastni pripady

Napied dokézeme nékteré pomocné véty. Budte s, (o =1, 2, ..., n)
zakladni symetrické funkce n &fsel
l, 2, R (D -~ (10)

kde » je jakékoliv celé #islo vétii ne# 1. Polozme nadto 8o = a(p, 1),
abychom jasnéji vyznadili zavislost funkef s, na obou para-
metrech g, n. Funkce o(p, n) vyhovuji ziejmé vztahtm

ok + 1,n+ 1) =a(k + 1,n) + (n + 1) a(k, n)
(

1,2,...,n—1),
které lze psati ve tvaru“) )

Aok +1,n) = (n+ 1) ok,n) (k=1,2,...,n—1), (11) -
kde znameni diferencni A se vztahuje na proménnou n, jeZ mé
obdrZeti pfiristek 1. Oznaéme znakem (n -+ 1)1 faktorial
m+Dnr—1)..n4+1—(l—1)=Mm®m+1)nn—1)...

c(n—1+ 2),
kde [ je libovolné celé kladné &islo. Pro tento faktorial plati
m+1)(m 4 1P =71 (n 4+ 1)} 4 (o + 1P+ (12)
Ze znamé formule .
ol,n)=f(m+1)n=4%(n+ 13201 (13)
a ze vztahu (12) miZeme poéitati postupné vyrazy o(2, n), a(3, n),...
..., ok, n) (k< n), uzivajice rovnice (11). Tak jest
Ao(2,m) = (n + 1) a(l,n) =} (n + 1) (n + 1211 =
=4$@2M®+ 121+ (n+ 1)30)
&ili A6(2,n) = (n + 1211 4+ } (n + 1)811,
S¢itéme-li obé strany, dostaneme
o(2,n) =4 (n+ 1311 + §(n + 141 4 ¢,
kde c¢ je konstanta; pro n = 2 obdrzime (poznamenejme, ie
(n + 111 vymiz{ pro n=0,1,2,...,1—2)

- 0(2,2)_2!__4}3‘“—}-%3311-}70—-2!—{-0,

odkud ¢ =0 a

3) MaZeme potladiti podminku n > 1 a i‘xpustm pro n viechna celd
kladné &isla, klademe-li o(0, #) = 1 pro é n. Tato imluva dovoluje
peéti rovnici (11) pro k =0 ve tvaru do(l,n) =n + 1, i kdyk n = 1.
Beétemnz-llx)obé strany a poufijeme rovnice o(l, 1) =1, obdriime mémy
vzZoreo
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il — n(n2—1) (3n + 2).

dam=*m+nm+§m+1 o

Podobné obdrzime postupné
do(3,n) = (n+ 1) 0(2,n) = (n + 1) [}(n + )3 + §(n + 1)4] =
= (n + 1)1 4 §(n + D)+ J(n + 1)*1 4 H(n + 1)51 =
= (n + 1)3 + §(n + DU + (n + 1)°1,
a(3,n) =% (m + 1M 4+ § (0 + 1P + g (0 + 1) +c.
Polozime-li n = 3, obdrZime
0(3,3) =31 =14l +c=3+¢c c=0,

(14)

odkudz

o3, m) =%+ 1M 4 3 (n+ 1P 4 Jp(n4 1) =
= g n* (n + 1) (n* — 3n + 2). (15)

Dokézeme, Ze se funkce o(k,n) (k=1,2....,n) da& vyjadFiti
mnohoélenem v 7 stupné 2k tvaru
' 2k—1

o(k, n) = agprr (0 +1FH 4 D ag, (n + 1P+
v=k+2 (16)

+ agok (0 + 1)2%1

kde apg I=k+ 1, £+ 2,...,2k— 1, 2k) jsou racionalni kon-
stanty. Prvni a posledni z téchto koeficienti jsou dany rovnicemi

1
O,k +1 =rF1 (17)
1

Ar2k = W: (17)

ostatni koeficienty jsou, pro £ > 1, dany rekurentnim vzorcem

(’V - l) Apy—1 + Akv—2
% (18)
(k>1; v—=k+3,k-+4,... 2,2 + 1).

Abychom tyto vzor¢e dokézali, poznamenejme predeviim, Ze
vzorce (16), (17), (17') jsou podle rovnic (14), (15) spravné pro
k =2 a k = 3. Zustavaji spravnymi téz pro k = 1: nebot v tomto
pHpa.dé podle (13) plati a, s = % TET + 1= 5T 1 . Prok=1
a k= 2 stadf vzorce (17), (17’) k urdenf koefxclentﬁ ah, pro
k = 3 potfebujeme vedle vzorci (17), (17°) jeStd ag,; prisluéna.
rovnice (18) se redukuje na ay; = 4 (4ay4 + ag3), "kterato je
sprdvné, nebot ass = }, @y, = }, a53 = 4. Piedpoklidejme tedy,

Ak 41,y =
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%e vzorce (16), (17), (17’) plati pro jistou hodnotu &, kde 3 < k < =,
a dokazme, 7e tyto formule plati i tehdy, piSeme-li £ + 1 misto &
a ze koeficienty azi1, (v =k + 3,k + 4,..., 2k 4+ 1) vyhovuji
vztahtm (18). K tomu cili dosadme do rovnice (11) misto a(k, »)
pravou stranu rovnice (16). Obdrzime postupné, uZivajice vzta-
hu (12), :

2k

Aok + 1,n) = (0 + 1)A=§+la,,c,z (m 4+ 1)1 =

2k
= Z ak,l(l(n -+ l)lll + (n + 1)A+1]1),
A=F41
Aok + 1,n) = (k + 1) @41 (n -+ LF+1L 4

2k

+ 2 (ke + are—1) (0 + 1ot 4 agar (n 4 1%+,

o=k+2

Séitame-li na obou stranich, obdri{me

k41
ok + 1,m) = k—i—éak,kﬂ (n 4 1)k+21 4

2k
+ Qak,ae':—azllc.e—l_ (n + 1)e+ut 4 2Zkf2 (n + 1)Z+2 ¢,

o=k+2
kde ¢ je konstanta. Polozime-li n = k 4, uZijeme-li vzorce (17)
a vynechdme &leny, které se rovnaji nule pro » = k + 1, obdrzime

k41

olk + 1,k + 1) = (b + Dl = 77 @ik + 2! + 0 =
= (k + 1)! + ¢, takze ¢ = 0. Dale mdme podle vzorcu (17), (17)

k 4+ la 1 Ok2k 1

k2 B = 19 k2 2641 (k4 1)!
Polozime-li tedy p + 1 = », vychazf

1 2k+1
— k+ 2|1

0‘(k + 1! n) k T'_ 2(n + 1) +v=§+.3

e 1
. (0 + 1y 4+ A, (6 1)) (n + 1)2+20,

(v — 1) agy—1 + Arp—2 )
v

Mizeme tedy psiti o(k + 1, n) ve tvaru
2k+1

ok + 1,n) = Grpipss (0 + DE2ELL D Grpry (v + D+
' v=k+3 (19)

+ Grt1,2k+e (0 + 1)2H+21L,

kde koeficienty axi11 (A=k+ 2,k + 3,..,, 2k + 2) vyhovuji '
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rovnicim
1 1 :
Ak+1,k+2 = T ¥ Ay +1,2k+2 = m’
(19)
v=k+3,k+4,...,2c+41).

(v — 1) arp—1 + Orp—2 (

Ax419 = >

Z toho je patrno, Ze vzorce (16), (17), (17), (18) plati obecnd.
Nebot podle (19), (19’) obdriime obecny tvar funkce o(k + 1, n)
. a vyrazy pro prvni a posledni koeficient na pravé strané, na-
hradime-li ve vzorcich (16), (17), (17’) (jez pro nai hodnotu k
povaZujeme za spravné) &islo k &islem £+ 1; mimo to, podle
posledni rovnice (19’), vyhovuji koeficienty azi1, (v =% + 3,
k-+4,... 2k + 1) rekurentnim relacim (18).

Poznamenejme, Ze prava strana vzorce (16) je délitelna mnoho-
¢lenem (n + 1)F+11. Z toho plyne

_(n+ 1)E+1 yp_y(n)

a(k, n) A

nebo )
n+1nn—1)...(n—k+ 1) pr—(n)

Ok ’
kde yi—i1(n) je polynom stupné k — 1 v proménné = s celymi sou-
¢initeli, ktef{ maji pro danou hodnotu % hodnoty Gplné uréené
rovnicemi (17), (17’), (18) a kde &; je celé kladné &islo, které podle
vzorci (16), (17') je nasobkem ¢&isla 2.4 ... 2k = 2% k!. JeZto
celistvé &fslo & je nejménd rovno jedné, lze psati rovnici (20) pro
viechny piipustné hodnoty 1,2, ..., » &sla & ve tvaru

o(k,n) = (

(20)

U(k, n) = (n + 1) ;” 772k—-2(n)’ (20‘)
_ k
kde 7ox—2(n) je mnohoélen stupnd 2k — 2 v proménné n, s ce-
listvymi koeficienty, uréenymi pro kazdou hodnotu &isla k.
§4. Véta IL a) Zddnd kongruence tvaru
s =0 (mod p), . (21)
kde k je dané celé kladné ¢islo a kde sy znaci zdkladni symetrickou
funkci éisel

19 2,---:17_‘1: (8’)
- memaZe charakterisovati vSechna prvocisla p, hovict merovnosti
p>k+ 1. (22)

b) Budiz m celé éislo vétdi ne# 1, libovolné dané. Zddny systém
kongruenci .
= 4,=0 (modp) (v=12,...,m), (23)
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kde ky, ks, . . ., km je m réznych celych kladnych Eisel a kde s,
znaét zdkladnt symetrické funkce éisel (8'), nemuZe charakterisovats
vdechna prvocisla p,-hovici nerovnosts

p > maximum (k,, &, . . ., km) + 1. ' (22" -

Poznémka. Podle definice funkce sx = o(k, p — 1) je
k< p— 1L Ale rovnost k=p—1 je v &asti a) véty II ne-
mozné, nebot pro prvoélslo p a pro k= p—1 by platil misto
kongruence (21), jez méa tvar 8 = 8,1 =0 (mod p), vztah
8p—1 = — 1 (mod p). Je tedy nutno omeziti éislo p podminkou
k < p—1,t.j. nerovnosti (22). Podobné je p v &asti b) omezeno
analogickou nerovnosti (22').

Diikaz. Abychom dokézali tvrzeni a), staéf, najdeme-li slo-
zené ¢&fslo p, které vyhovuje kongruenci (21) a nerovnosti (22).
Polozime-li4) ve vzorci (20*) » = p — 1 a oznadime 7gr—2(p — 1)
znakem f(p), kde f(p).je ste]ne jako 7neg—e(p — 1) mnohoélen v p
S cehstvyml soudiniteli, miZeme psati kongruenci-(21) ve tvaru

M_&lﬁ@ = 0 (mod p), &li (p— 1) f(p) =0 (mod &).
Tato kongruence ma kofen p =1 (mod dz). PoloZime-li tedy
p= (14 )¢, kde p je libovolné celé &islo vét&i nez 1, bude
p =1 (mod ;). Takto sestrojené ¢islo p je sloZené. Za druhé
jezto d; je nasobkem soudinu 2.4...2k, je p= (14 &) >
>80+ 1>k+ 1 Tedy p=(1+ &) je ¢islo slozené, vy-
hovujici kongruenci (21) a nerovnosti (22).

b) Abychom dokézali tvrzeni b), sestrojme sloZené &islo p,
které vyhovuje systému (23) a nerovnosti (22'). Podle rovnice (20*)
lze psati systém (23) ve tvaru - ;

(»=12...,m),

ék, = a(k's P—

sili jednoduseji

(pP—1)flp) =0 (modéy) (v=12,...,m), (23%)
kde f,(p) jsou jisté mnohodleny v p s celistvymi soudiniteli a kde
sla O, zdvisi pouze na danych ¢&fslech k, (v=1,2,...,m).
Ozna¥me znakem & nejmensi spoleény nisobek &isel dg,,. . ., O,
Cisla p, vyhovujici kongruenci p = 1 (mod 8), vyhovuji zfe;mé
systému  (23*) élh ekvivalentnimu systému (23’). Spemé,lné Ize

4) Polo!ime-h n-— ﬁ_ 1 a ufijeme vzorce (20%) z paragrafu 3.,
muZeme ad n > 1, Vskutku, jeito &fslo Ic je celé kladné,
je ¢islo p vzhledem k (22) ne]méné rovno 3, takfe p— 1 =n> 1.
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zvoliti p = (1 + )2, kde p je celé &islo vétsi nez 1, jinak libo-
volné. Takové &islo p je slozené ¢&islo, vyhovujici systému (23°).
Jeito d; je ndsobkem &isla 2.4 ... 2k, je

P=(14+080>0+1>268 +1>k+1 (r=12...,m).

Tedy slogené &slo p = (1 4 6)¢, vyhovujici systému (23") a tedy
i ekvivalentnimu systému (23), spliiuje nerovnosti p > k, + 1
(»=1,2,...,m) a tedy i nerovnost (22').

Poznamka. Misto volby p = (1 4 )¢ resp. p = (1 4 d)°
mohli jsme voliti obecnéji na pf. p = ﬁ(l —+ 2:0z) (resp. p=
i=1

= ﬁ 1+ tié)), kde g je libovolné celé &islo vétsi'nez 1 a éisla #;
i=1

jsou libovolna celd kladna &isla.
§5. Véta III. a) Kongruence tvaru
$p—x =0 (mod p), (24)

kde k je dané celé ¢islo vét$i nez 1 a kde sp—y je zdkladni symetrickd
funkce éisel (8') s indexem p — k, nemuze charakterisovati vSechna
prvodisla p, vyhovujici merovnosts

p> k. (25)
b) Budiz m celé &islo vét¥i mei 1. Zddny systém kongruenci
Sp—t, =0 (modp) (»=12,...,m), (26)

kde k, jsou navzdjem riznd celd ¢isla, vétsi nez 1, a kde sy, znadi
zdkladnt symetrickou funkcs éisel (8'), definovanou indexem p — k,,
nemuze charakterisovats vdechna prvoéisla p, vyhovujict merovnosts

_ p > maximum (k,, ks, . . ., km). (25%)
Poznimka. Celé &islo k (resp. kaZdé z &isel k,) nemize byti
rovno 1, nebot pro prvodiselné p jest s,—; = — 1 (mod p). Dale

musf &islo p byti vétdi nez k (resp. nez kazdé k,), jeito podle
definice symbolu s, mé index p — & byti kladny.

Diikaz. a) Abychom dokazali tvrzeni a), staéi sestrojiti sloZzené
¢slo p, vyhovujici kongruenci (24) a nerovnosti (25). K tomu
cili polozme p = 2*¥+2, Pro takovou hodnotu p fada &fsel (8') ma
tvar .

1,2,3,...,2%+2 _1=p—1. (8")

Jeito podle piedpokladu je & celé a v&tsi nez 1, je k > 2, odkud

P k> 1 (k1) 4 dh(k+1)—k=24+k+ 4k (k—1)>
: >k 4+ 2.
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Tedy je

P+l > k4 2 (27)
atedy p—k=2¢2_—-k> 21 k> k4 2>4,
p—k >4 (28)

Symetrickd funkce s,y ¢isel (8”") je soulet soucin@t téchto d&isel
po p —k. Rada 2,4, ..., 2¢+2 — 2 obsahuje vSechny sudé &leny
rady (8"). Nésledkem toho podet viech sudych é&lent fady (8")
je roven (2¥+2 —2): 2 = 2¥+1 — 1. Z toho plyne, Ze kazdy soudin
p—k =p—1— (k— 1) éisel fady (8”") obsahuje nejmén& 2¥+1 —
—1— (k—1) = 2¥+1 — k sudych d&initelu; tedy kaidy takovy
soudin je délitelny &islem 226+'—k g tedy, podle (27), tim spile
délitelny &islem p = 2%¥+2, Tedy také soudet s, vSech téchto
soudind je délitelny &islem p = 2¥+2, Tedy p = 2%+2 je &islo slo-
Zené, které vyhovuje kongruenci (24) a vzhledem k nerovnosti (28)
také nerovnosti (25).

b) Abychom dokézali tvrzeni b), sestrojme jako svrchu slo-
Zené ¢islo p, vyhovujici systému kongruenci (26) a nerovnosti (25).
Predpokladejme, ze je

. k, = maximum (k,, k, . . ., &n), (29)

&ehoz lze vidy dosdhnouti pfedislovanim &isel &,. Polozme p = 2k:+2,
Podle dikazu tvrzeni a) vyhovuje toto ¢islo p kongruenci sz, = 0
(mod p) a nerovnosti

p > k. (30)

Mimo to, jak bylo dokdzéno v dikazu tvrzeni a), kazdy souéin
p—k tisel rady
1,2,3,...,26+2 ] —p—1 (8%)

je délitelny é&islem p = 2%:+2 Vzhledem k nerovnostem k, > k,
(»=2,3,....,m) je p—k,>p—k (»=23,...,m). Tedy
kazdy souéin p — k, &isel fady (8*) je délitelny jistym souéinem
p — k, takovych &isel a tento soudin je délitelny, jak jsme zjistili,
éislem p = 2k+2 Tedy kazdy soudin p—k, (»=1,2,..., m)
tisel Fady (8%*) je délitelny ¢&islem p a tedy i vSechny soudty
Sp—k, (v =1,2,...,m) jsou délitelny &islem p, ¢ili tyto soudty
spliuji kongrl,ence (26). Tedy sloZené ¢&islo p = 2k:+2 vyhovuje
systému kongruenci (26) a vzhledem ke vztahtum (29), (30) téz
nerovnosti (25').

Poznémka. Ve vétach IIa, IIb jsou &isla k, resp. ki, ks, - . ., km
celd kladné; tedy v kaZdém z téchto tvrzeni ddva nerovnost (22)
resp. (22') p > 2. Ve vétich Illa, IIIb isla &, resp. ky, Ky, . . ., km
jsou celd ¢&isla vétsi nez 1. Nerovnost (25) resp..(25') dava opét
p > 2. Ve viech tvrzenich Ila, IIb, IIIa, IIIb jde tedy jen o licha
prvodisla p.
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