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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

- EAST MATEMATICKA

O jedné soustavé kongruenci, souvisejicf
s Wilsonovou vétou.
E. Bunieky, Praha.
(Doslo dne 3. tnora 1940.)

§ 1. Budeme d&astéji vySetfovati zakladni symetrlcke funkce
81, 8, « -+ 8m—1 Cisel

_ L2 ,m—1, _ (1)
kdez m je jisté celé kladné éislo, t. j. souéet 8 élsel (1), souéty
83, 83, - . ., Sm—a - VSech soudini &fsel (1) po dvou, po tfech, .

m — 2 a koneén& soudin (m — 1)! = gp—;. Symbol 3y znadi
v nésledujicim vidy zédkladni symetrickou funkci fady &isel
tvaru (1) (pfi éemzZ index » jest roven nékterému é&lenu Fady (1)),
definovanou &islem », jez musi byti ddno v kaZzdém jednotlivém
piipad&. Tvar fady (1), jez obsahuje viechna pfirozend éfsla mensi
nez m, naznaduje, Ze m mé byti v&tsi nez 1. Pres to, uZivame-li
vyrazi 8,, jest vhodno, zdurazniti vyslovn® nerovnost m > l,
zvlasté vzhledem k tomu, %e se v kombinatorickych vzorcich pti-
pisuje symbolu (m — 1)! = 8pu—3 pro m = 1 hodnota 0! = 1.

Je zndmo, %e kongruence

p—DI+1=0 (modp) (2)

vyjadfuje — podle Wilsonovy véty — nutnou a postadujfcf pod-
minku, aby &slo p, celé a v&t3f nez 1, bylo prvodislem (v demz jest
gahrnuto i sudé prvodislo 2). Mizeme tedy ¥ici, Ze kongruence (2)
charakterisuje viechna prvodisla. Z kongruence

(z—1)(x—2)...(x—(p—1)) — (21— 1) =0 (mod p),

platné identicky, kdyZ p je prvotislo, je dale patrno, Ze kaZdé
liché prvodislo p splituje vedle kongruence (2) jeét$ také soustavu
kongruenof

5 =0 (mod p), 8 =0 (mod P)evp2=0 (mod p), (3)
kde vyrazy 8,4, .. ., 8p—2 jsou vytvoleny pro fadu &fsel 1,2, ..

Oasopls pro plstovénl matematiky trxy. ¥ ‘ 87



....,p— 1. Tato soustava se redukuje na jedinou kongruenci
tehdy a jen tehdy, je-li p = 3.

Dokazme nyni tuto vétu: soustava kongruenci (3) charakterisuje
vechna lichd prvodisla, to jest: tato soustava vyjadiuje podminku
nutnou a postacujict k tomu, aby celé ¢islo p, vétsi nez 1, bylo lichym
prvoéislem. Predn® kazdé liché prvodislo p vyhovuje soustavé
kongruenci (3). BudiZ za druhé p celé &islo vétsi nez 1, splitujici
soustavu (3). Podle prvni kongruence této soustavy je podil
s:p=4p(p—1):p=13%(p—1) é&slo celé, takze p je liché.
Vysetfujme nyni kongruenci :

(r—1)(@—2)...(a—(p—1) =0 (modp),  (4)
kterou lze psati ve tvaru
a1 — g aP—2 4 ga?—3 — . 4 (— DEsar—r—1 44

4+ (— 12, ox + (—1)P~1. (p—1)! =0 (mod p),

nebo, piihlizime-li k soustavé kongruenci (3) a k okolnosti, Ze p
je liché; v ekvivalentnim tvaru

2=l + (p—1)! =0 (mod p). (4"
Kongruence (4), a tedy i ekvivalentni kongruence (4'), mé ziejmé
kofen x =1, z &ehoz plyne (p—1)! 4+ 1 =0 (mod p). Liché
¢islo p je tedy prvodislem, ¢imz véta dokazana.

§ 2. Zjistime za chvili, Ze jest moZno, nahraditi soustavu (3)
soustavou kongruenci, kterd jest pouze ¢asti soustavy (3), a ktera
pres to charakterisuje viechna lichd prvoéisla. Napfed viak do-
kédzeme tuto v&tul): KaZdé cislo celé M, vétdi meZ 1, spliuje vztah

28941 =0 (mod M), (5)

kde?% k je celé nezdporné éislo a 2k + 1 je kterékoliv liché kladné ¢islo,
jex nent vétsl neX M — 1; pFi tom znall sgipyq zdkladni symetrickou
funkct Eisel
,2,..,M—1, ‘ (6)
definovanou indexem 2k + 1.
Predpokladejme napied, Ze jest 1 < 2k + 1 < M — 1, ¢ili,
co% znadf totéz, 0 < k < } (M — 2). V tomto pipadé znadf sgxy1
soudet viech soudini po 2k + 1 z &sel (6). Budiz '

QI(Xz oo X241 (7)

soudin 2k + 1 riznyoh &isel «;, &g, . . ., ®2x4+1, Vybrangch libovolnd
mezi &fsly (6). Vyraz

(M —o) (M —oy)...(M—ags1) (7')

1) Tato véta byla dokdzéna autorem v &ldnku ,,Zamelanije po po-
vodu teoremy Wilsona*, Ulenyje Zapisky, Praha 1925.



je také jednfm z téchto soudini, a systém ySech vyraza (7'), p¥-
slu¥nych ke viem soudinim (7), je ziejmé totoZny se systémem
vSech soudini (7). Nésledkem toho jest

Sex+1 = 2.&1962 o0 XOk41 = Z(M— 061) (M— 062) e (M—a2k+1),

kdeZ soudty X se vztahuji ke viem (210][1’;- 1) kombinacim &fsel (6)
po 2k + 1. Odtud plyne

8ok +1 = Z'o;lzxz e XO 41 = 23 (M— 061) (M—- 062) (M— a2k+1) =
= (— 1)27“"1 2 X0 o o . KOEp1 = — S2k+1 (mod M),

¢im% kongruence (5) dokazana. Podobné se dokaze kongruence (5)
v obou krajnich piipadech, kdy jest budto 2k + 1 =1, t. j.
k=0 nebo 1<2k+1=M—1, t. j. 0<k=4(M—2).
V prvnim piipadé staéi nahraditi X oo, . . . xgp41 a8 2 (M — o) .
(M — &) ... (M — xgpt1) vyrazy X « resp. X (M — «), kdez se
st¢itd pres vSechna ¢isla fady (6). V druhém krajnim pifpadé na-
hradime souéty : ‘ '

2%y . . gk & X (M — o) (M — &) ... (M — xog41) Tesp.

souliny ooy . .. xok41 = 00 . . . om—1 & (M — o)) (M — o) . . .
(M — ogpy1) = (M — o) (M — &) . . . (M — apr—1),
kdez Ffada &isel g, oy, . . ., az—1 splyva s Fadou (6).

Pozndmka. Piedpoklad 1 <2k + 1< M —1 ¢ili 0<k<
< 4 (M — 2) je splnitelny pouze pro M > 2 a pfedpoklad 1 < 2k 4
+1=M—1 ¢éili 0<k=13}(M—2) je splitelny pouze pro
M sudé a vét&i nez 2.

Je-li M liché, miZeme nahraditi kongruenci (5) ekvivalentni
kongruenci
. S +1 = O (mOd M). ) (5')
Tim dostavame vétu: KaZdé celé liché islo M vétst nes 1 spliiuje
kongruence (5'), kde index 2k + 1 probihd vechny liché hodnoty
1,3,6,..., M —2 a kde symetrické funkce sgr+1 jsou vytvoreny -
pro fadu ¢isel 1,2, ..., M — 1. Této pomocné véty uzijeme k da-

kazu nasledujici véty.
Véta I. a) Budte s,,8,, ..., 8p—1 zdkladni symetrické funkce
p— 1 éisel
L,2,..,p—L (8)
Vyletiujme systém kongruenci — '
8 =0,8=0,8=0,...,8g=0 (mod p), (3"

kde 'p je celé Sislo véthi nez 1 a kde indexy 2,4, .. ., 2l probihaji
véechny sudé hodnoty, leict v uzavieném intervalu {2, 21, kde 21
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je nejuét¥i sudé ¢islo splitujict merovnost

2l <p—1. (9)
Prop=2a pra p=3 redulcuyeme systém (3') na proni kongruenci
8 =0 (mod p). Jest dokdzati, Ze-systém (3') ddvd nutnow a po-
statujict podminku pro to, aby éislo p, vét§i nez 1, bylo lichym
prvocislem; jinak relemo, systém komgruemci (3') charakterisuje
vechna lichd prvotisla.

b) Vyhovuje-li celé éislo p, vétsi nez 1, systému (3'), je p liché,
a systém (3'), je-li p > 3, splyvd se systémem kongruenct

8 =0,8=0,8=0,...,8 35=0 (mod p). (3*)

Dokazme tvrzeni a); "soudasné obdrzime b&hem dikazu
tvrzenf b). Podminky (3’) jsou nutné, aby p bylo liché prvoéislo.
Vskutku, je-li p liché prvoéislo vétsi nez 3, vyhovuje kongruen-
cim- (3) a v tomto pifpadé nejveétsi sudé &islo 2!, vyhovujici ne-
rovnosti (9), je p — 3; tedy systém (3’) splyva se systémem (3*).
Déle prvoéislo p > 3 vyhovuje jisté systému (3%), jehoi viechny
kongruence patif k systému (3). Ale systemy (3*), (3’) jsou totozné.
Tedy kazdé liché prvoéislo vétsf nez 3 vyhovuje systému (3').
Liché prvodislo p =3 vyhovuje kongruenci s =14 2 =0
(mod p = 3), na kterou se redukuje v tomto piipadé systém (3)
a tedy, podle na&f Gmluvy, uéinéné ve znéni véty I, &islo p = 3
vyhovuje systému kongruenci (3’). Tedy viechna liché prvodéisla p
vyhovuji systému (3’).

Budiz za druhé p celé &fslo vétsi nez 1, vyhovujici systému (3 ).
Podle prvni z téchto kongruenci je éislo p liché a tedy vétsi nez 2.
Je-li liché ¢islo p vEtEf nei 3, potom nejvétsi sudé éislo 21 hovicf
nerovnosti (9) je p — 3 a tedy systém (3') nabyva pro takové p
tvaru (3*); tim je tvrzeni b) dokizano. Vratme se k tvrzeni a).
Celé &fslo p > 1, vyhovujici systému (3'), je, jak jsme vidéli,
liché; je tedy budto p > 3 nebo p=3. Je-li p> 3, potom
systém (3’), kterému p podle pfedpokladu vyhovu)e, m4 tvar (3*),
jak jsme seznali. Podle posledni pomocné véty vyhovuje liché
&slo p také viem kongruencim 83 =0, 85=0,...,8—2=0
- (mod p), které dohromady se systémem (3*) davaji pravé cely
systém (3). Tedy vySetfované &fslo p, vyhovujici systému (3')
a vétd{ nei 3, vyhovuje také viem kongruencim systému (3)
a tedy je &slo p liché prvoédislo. Zbyva pipad p = 3. %islo p=3
vyhovuje systému (3’'), ktery se v tomto piipad® redukuje na
jedinou  kongruenci 8, =0 (mod p = 3) a vedle toho je p =3
llché prvoéfs%m Tedy plat{ ve véech piipadech: jestlize celé &fslo
p > 1 vyhovuje systému (3'), je p liché prvo¥fslo.?)

%) Forméln® lze systém-(3’) napsati pro ka¥dé celé &islo p> 1 Ale

pro audé prvodislo 2 a pro sloZené ¥sla nenf tento systém splnén. je prave
splnéh pouze pro liché prvodisla.
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§ 3. Je mozZno si poloZiti otdzku, zda neni moZno vynechati ze
systému (3') nékteré kongruence tak, aby zbyvajici systém stdle .
jedté charakterisoval vSechna lichéd prvoéisla. Neroziedime Gplnd
tuto otdzku, budeme viak vyéetrovatl nékteré zvlastni pripady

Napied dokézeme nékteré pomocné véty. Budte s, (o =1, 2, ..., n)
zakladni symetrické funkce n &fsel
l, 2, R (D -~ (10)

kde » je jakékoliv celé #islo vétii ne# 1. Polozme nadto 8o = a(p, 1),
abychom jasnéji vyznadili zavislost funkef s, na obou para-
metrech g, n. Funkce o(p, n) vyhovuji ziejmé vztahtm

ok + 1,n+ 1) =a(k + 1,n) + (n + 1) a(k, n)
(

1,2,...,n—1),
které lze psati ve tvaru“) )

Aok +1,n) = (n+ 1) ok,n) (k=1,2,...,n—1), (11) -
kde znameni diferencni A se vztahuje na proménnou n, jeZ mé
obdrZeti pfiristek 1. Oznaéme znakem (n -+ 1)1 faktorial
m+Dnr—1)..n4+1—(l—1)=Mm®m+1)nn—1)...

c(n—1+ 2),
kde [ je libovolné celé kladné &islo. Pro tento faktorial plati
m+1)(m 4 1P =71 (n 4+ 1)} 4 (o + 1P+ (12)
Ze znamé formule .
ol,n)=f(m+1)n=4%(n+ 13201 (13)
a ze vztahu (12) miZeme poéitati postupné vyrazy o(2, n), a(3, n),...
..., ok, n) (k< n), uzivajice rovnice (11). Tak jest
Ao(2,m) = (n + 1) a(l,n) =} (n + 1) (n + 1211 =
=4$@2M®+ 121+ (n+ 1)30)
&ili A6(2,n) = (n + 1211 4+ } (n + 1)811,
S¢itéme-li obé strany, dostaneme
o(2,n) =4 (n+ 1311 + §(n + 141 4 ¢,
kde c¢ je konstanta; pro n = 2 obdrzime (poznamenejme, ie
(n + 111 vymiz{ pro n=0,1,2,...,1—2)

- 0(2,2)_2!__4}3‘“—}-%3311-}70—-2!—{-0,

odkud ¢ =0 a

3) MaZeme potladiti podminku n > 1 a i‘xpustm pro n viechna celd
kladné &isla, klademe-li o(0, #) = 1 pro é n. Tato imluva dovoluje
peéti rovnici (11) pro k =0 ve tvaru do(l,n) =n + 1, i kdyk n = 1.
Beétemnz-llx)obé strany a poufijeme rovnice o(l, 1) =1, obdriime mémy
vzZoreo
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il — n(n2—1) (3n + 2).

dam=*m+nm+§m+1 o

Podobné obdrzime postupné
do(3,n) = (n+ 1) 0(2,n) = (n + 1) [}(n + )3 + §(n + 1)4] =
= (n + 1)1 4 §(n + D)+ J(n + 1)*1 4 H(n + 1)51 =
= (n + 1)3 + §(n + DU + (n + 1)°1,
a(3,n) =% (m + 1M 4+ § (0 + 1P + g (0 + 1) +c.
Polozime-li n = 3, obdrZime
0(3,3) =31 =14l +c=3+¢c c=0,

(14)

odkudz

o3, m) =%+ 1M 4 3 (n+ 1P 4 Jp(n4 1) =
= g n* (n + 1) (n* — 3n + 2). (15)

Dokézeme, Ze se funkce o(k,n) (k=1,2....,n) da& vyjadFiti
mnohoélenem v 7 stupné 2k tvaru
' 2k—1

o(k, n) = agprr (0 +1FH 4 D ag, (n + 1P+
v=k+2 (16)

+ agok (0 + 1)2%1

kde apg I=k+ 1, £+ 2,...,2k— 1, 2k) jsou racionalni kon-
stanty. Prvni a posledni z téchto koeficienti jsou dany rovnicemi

1
O,k +1 =rF1 (17)
1

Ar2k = W: (17)

ostatni koeficienty jsou, pro £ > 1, dany rekurentnim vzorcem

(’V - l) Apy—1 + Akv—2
% (18)
(k>1; v—=k+3,k-+4,... 2,2 + 1).

Abychom tyto vzor¢e dokézali, poznamenejme predeviim, Ze
vzorce (16), (17), (17') jsou podle rovnic (14), (15) spravné pro
k =2 a k = 3. Zustavaji spravnymi téz pro k = 1: nebot v tomto
pHpa.dé podle (13) plati a, s = % TET + 1= 5T 1 . Prok=1
a k= 2 stadf vzorce (17), (17’) k urdenf koefxclentﬁ ah, pro
k = 3 potfebujeme vedle vzorci (17), (17°) jeStd ag,; prisluéna.
rovnice (18) se redukuje na ay; = 4 (4ay4 + ag3), "kterato je
sprdvné, nebot ass = }, @y, = }, a53 = 4. Piedpoklidejme tedy,

Ak 41,y =
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%e vzorce (16), (17), (17’) plati pro jistou hodnotu &, kde 3 < k < =,
a dokazme, 7e tyto formule plati i tehdy, piSeme-li £ + 1 misto &
a ze koeficienty azi1, (v =k + 3,k + 4,..., 2k 4+ 1) vyhovuji
vztahtm (18). K tomu cili dosadme do rovnice (11) misto a(k, »)
pravou stranu rovnice (16). Obdrzime postupné, uZivajice vzta-
hu (12), :

2k

Aok + 1,n) = (0 + 1)A=§+la,,c,z (m 4+ 1)1 =

2k
= Z ak,l(l(n -+ l)lll + (n + 1)A+1]1),
A=F41
Aok + 1,n) = (k + 1) @41 (n -+ LF+1L 4

2k

+ 2 (ke + are—1) (0 + 1ot 4 agar (n 4 1%+,

o=k+2

Séitame-li na obou stranich, obdri{me

k41
ok + 1,m) = k—i—éak,kﬂ (n 4 1)k+21 4

2k
+ Qak,ae':—azllc.e—l_ (n + 1)e+ut 4 2Zkf2 (n + 1)Z+2 ¢,

o=k+2
kde ¢ je konstanta. Polozime-li n = k 4, uZijeme-li vzorce (17)
a vynechdme &leny, které se rovnaji nule pro » = k + 1, obdrzime

k41

olk + 1,k + 1) = (b + Dl = 77 @ik + 2! + 0 =
= (k + 1)! + ¢, takze ¢ = 0. Dale mdme podle vzorcu (17), (17)

k 4+ la 1 Ok2k 1

k2 B = 19 k2 2641 (k4 1)!
Polozime-li tedy p + 1 = », vychazf

1 2k+1
— k+ 2|1

0‘(k + 1! n) k T'_ 2(n + 1) +v=§+.3

e 1
. (0 + 1y 4+ A, (6 1)) (n + 1)2+20,

(v — 1) agy—1 + Arp—2 )
v

Mizeme tedy psiti o(k + 1, n) ve tvaru
2k+1

ok + 1,n) = Grpipss (0 + DE2ELL D Grpry (v + D+
' v=k+3 (19)

+ Grt1,2k+e (0 + 1)2H+21L,

kde koeficienty axi11 (A=k+ 2,k + 3,..,, 2k + 2) vyhovuji '
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rovnicim
1 1 :
Ak+1,k+2 = T ¥ Ay +1,2k+2 = m’
(19)
v=k+3,k+4,...,2c+41).

(v — 1) arp—1 + Orp—2 (

Ax419 = >

Z toho je patrno, Ze vzorce (16), (17), (17), (18) plati obecnd.
Nebot podle (19), (19’) obdriime obecny tvar funkce o(k + 1, n)
. a vyrazy pro prvni a posledni koeficient na pravé strané, na-
hradime-li ve vzorcich (16), (17), (17’) (jez pro nai hodnotu k
povaZujeme za spravné) &islo k &islem £+ 1; mimo to, podle
posledni rovnice (19’), vyhovuji koeficienty azi1, (v =% + 3,
k-+4,... 2k + 1) rekurentnim relacim (18).

Poznamenejme, Ze prava strana vzorce (16) je délitelna mnoho-
¢lenem (n + 1)F+11. Z toho plyne

_(n+ 1)E+1 yp_y(n)

a(k, n) A

nebo )
n+1nn—1)...(n—k+ 1) pr—(n)

Ok ’
kde yi—i1(n) je polynom stupné k — 1 v proménné = s celymi sou-
¢initeli, ktef{ maji pro danou hodnotu % hodnoty Gplné uréené
rovnicemi (17), (17’), (18) a kde &; je celé kladné &islo, které podle
vzorci (16), (17') je nasobkem ¢&isla 2.4 ... 2k = 2% k!. JeZto
celistvé &fslo & je nejménd rovno jedné, lze psati rovnici (20) pro
viechny piipustné hodnoty 1,2, ..., » &sla & ve tvaru

o(k,n) = (

(20)

U(k, n) = (n + 1) ;” 772k—-2(n)’ (20‘)
_ k
kde 7ox—2(n) je mnohoélen stupnd 2k — 2 v proménné n, s ce-
listvymi koeficienty, uréenymi pro kazdou hodnotu &isla k.
§4. Véta IL a) Zddnd kongruence tvaru
s =0 (mod p), . (21)
kde k je dané celé kladné ¢islo a kde sy znaci zdkladni symetrickou
funkci éisel

19 2,---:17_‘1: (8’)
- memaZe charakterisovati vSechna prvocisla p, hovict merovnosti
p>k+ 1. (22)

b) Budiz m celé éislo vétdi ne# 1, libovolné dané. Zddny systém
kongruenci .
= 4,=0 (modp) (v=12,...,m), (23)
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kde ky, ks, . . ., km je m réznych celych kladnych Eisel a kde s,
znaét zdkladnt symetrické funkce éisel (8'), nemuZe charakterisovats
vdechna prvocisla p,-hovici nerovnosts

p > maximum (k,, &, . . ., km) + 1. ' (22" -

Poznémka. Podle definice funkce sx = o(k, p — 1) je
k< p— 1L Ale rovnost k=p—1 je v &asti a) véty II ne-
mozné, nebot pro prvoélslo p a pro k= p—1 by platil misto
kongruence (21), jez méa tvar 8 = 8,1 =0 (mod p), vztah
8p—1 = — 1 (mod p). Je tedy nutno omeziti éislo p podminkou
k < p—1,t.j. nerovnosti (22). Podobné je p v &asti b) omezeno
analogickou nerovnosti (22').

Diikaz. Abychom dokézali tvrzeni a), staéf, najdeme-li slo-
zené ¢&fslo p, které vyhovuje kongruenci (21) a nerovnosti (22).
Polozime-li4) ve vzorci (20*) » = p — 1 a oznadime 7gr—2(p — 1)
znakem f(p), kde f(p).je ste]ne jako 7neg—e(p — 1) mnohoélen v p
S cehstvyml soudiniteli, miZeme psati kongruenci-(21) ve tvaru

M_&lﬁ@ = 0 (mod p), &li (p— 1) f(p) =0 (mod &).
Tato kongruence ma kofen p =1 (mod dz). PoloZime-li tedy
p= (14 )¢, kde p je libovolné celé &islo vét&i nez 1, bude
p =1 (mod ;). Takto sestrojené ¢islo p je sloZené. Za druhé
jezto d; je nasobkem soudinu 2.4...2k, je p= (14 &) >
>80+ 1>k+ 1 Tedy p=(1+ &) je ¢islo slozené, vy-
hovujici kongruenci (21) a nerovnosti (22).

b) Abychom dokézali tvrzeni b), sestrojme sloZené &islo p,
které vyhovuje systému (23) a nerovnosti (22'). Podle rovnice (20*)
lze psati systém (23) ve tvaru - ;

(»=12...,m),

ék, = a(k's P—

sili jednoduseji

(pP—1)flp) =0 (modéy) (v=12,...,m), (23%)
kde f,(p) jsou jisté mnohodleny v p s celistvymi soudiniteli a kde
sla O, zdvisi pouze na danych ¢&fslech k, (v=1,2,...,m).
Ozna¥me znakem & nejmensi spoleény nisobek &isel dg,,. . ., O,
Cisla p, vyhovujici kongruenci p = 1 (mod 8), vyhovuji zfe;mé
systému  (23*) élh ekvivalentnimu systému (23’). Spemé,lné Ize

4) Polo!ime-h n-— ﬁ_ 1 a ufijeme vzorce (20%) z paragrafu 3.,
muZeme ad n > 1, Vskutku, jeito &fslo Ic je celé kladné,
je ¢islo p vzhledem k (22) ne]méné rovno 3, takfe p— 1 =n> 1.
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zvoliti p = (1 + )2, kde p je celé &islo vétsi nez 1, jinak libo-
volné. Takové &islo p je slozené ¢&islo, vyhovujici systému (23°).
Jeito d; je ndsobkem &isla 2.4 ... 2k, je

P=(14+080>0+1>268 +1>k+1 (r=12...,m).

Tedy slogené &slo p = (1 4 6)¢, vyhovujici systému (23") a tedy
i ekvivalentnimu systému (23), spliiuje nerovnosti p > k, + 1
(»=1,2,...,m) a tedy i nerovnost (22').

Poznamka. Misto volby p = (1 4 )¢ resp. p = (1 4 d)°
mohli jsme voliti obecnéji na pf. p = ﬁ(l —+ 2:0z) (resp. p=
i=1

= ﬁ 1+ tié)), kde g je libovolné celé &islo vétsi'nez 1 a éisla #;
i=1

jsou libovolna celd kladna &isla.
§5. Véta III. a) Kongruence tvaru
$p—x =0 (mod p), (24)

kde k je dané celé ¢islo vét$i nez 1 a kde sp—y je zdkladni symetrickd
funkce éisel (8') s indexem p — k, nemuze charakterisovati vSechna
prvodisla p, vyhovujici merovnosts

p> k. (25)
b) Budiz m celé &islo vét¥i mei 1. Zddny systém kongruenci
Sp—t, =0 (modp) (»=12,...,m), (26)

kde k, jsou navzdjem riznd celd ¢isla, vétsi nez 1, a kde sy, znadi
zdkladnt symetrickou funkcs éisel (8'), definovanou indexem p — k,,
nemuze charakterisovats vdechna prvoéisla p, vyhovujict merovnosts

_ p > maximum (k,, ks, . . ., km). (25%)
Poznimka. Celé &islo k (resp. kaZdé z &isel k,) nemize byti
rovno 1, nebot pro prvodiselné p jest s,—; = — 1 (mod p). Dale

musf &islo p byti vétdi nez k (resp. nez kazdé k,), jeito podle
definice symbolu s, mé index p — & byti kladny.

Diikaz. a) Abychom dokazali tvrzeni a), staéi sestrojiti sloZzené
¢slo p, vyhovujici kongruenci (24) a nerovnosti (25). K tomu
cili polozme p = 2*¥+2, Pro takovou hodnotu p fada &fsel (8') ma
tvar .

1,2,3,...,2%+2 _1=p—1. (8")

Jeito podle piedpokladu je & celé a v&tsi nez 1, je k > 2, odkud

P k> 1 (k1) 4 dh(k+1)—k=24+k+ 4k (k—1)>
: >k 4+ 2.
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Tedy je

P+l > k4 2 (27)
atedy p—k=2¢2_—-k> 21 k> k4 2>4,
p—k >4 (28)

Symetrickd funkce s,y ¢isel (8”") je soulet soucin@t téchto d&isel
po p —k. Rada 2,4, ..., 2¢+2 — 2 obsahuje vSechny sudé &leny
rady (8"). Nésledkem toho podet viech sudych é&lent fady (8")
je roven (2¥+2 —2): 2 = 2¥+1 — 1. Z toho plyne, Ze kazdy soudin
p—k =p—1— (k— 1) éisel fady (8”") obsahuje nejmén& 2¥+1 —
—1— (k—1) = 2¥+1 — k sudych d&initelu; tedy kaidy takovy
soudin je délitelny &islem 226+'—k g tedy, podle (27), tim spile
délitelny &islem p = 2%¥+2, Tedy také soudet s, vSech téchto
soudind je délitelny &islem p = 2¥+2, Tedy p = 2%+2 je &islo slo-
Zené, které vyhovuje kongruenci (24) a vzhledem k nerovnosti (28)
také nerovnosti (25).

b) Abychom dokézali tvrzeni b), sestrojme jako svrchu slo-
Zené ¢islo p, vyhovujici systému kongruenci (26) a nerovnosti (25).
Predpokladejme, ze je

. k, = maximum (k,, k, . . ., &n), (29)

&ehoz lze vidy dosdhnouti pfedislovanim &isel &,. Polozme p = 2k:+2,
Podle dikazu tvrzeni a) vyhovuje toto ¢islo p kongruenci sz, = 0
(mod p) a nerovnosti

p > k. (30)

Mimo to, jak bylo dokdzéno v dikazu tvrzeni a), kazdy souéin
p—k tisel rady
1,2,3,...,26+2 ] —p—1 (8%)

je délitelny é&islem p = 2%:+2 Vzhledem k nerovnostem k, > k,
(»=2,3,....,m) je p—k,>p—k (»=23,...,m). Tedy
kazdy souéin p — k, &isel fady (8*) je délitelny jistym souéinem
p — k, takovych &isel a tento soudin je délitelny, jak jsme zjistili,
éislem p = 2k+2 Tedy kazdy soudin p—k, (»=1,2,..., m)
tisel Fady (8%*) je délitelny ¢&islem p a tedy i vSechny soudty
Sp—k, (v =1,2,...,m) jsou délitelny &islem p, ¢ili tyto soudty
spliuji kongrl,ence (26). Tedy sloZené ¢&islo p = 2k:+2 vyhovuje
systému kongruenci (26) a vzhledem ke vztahtum (29), (30) téz
nerovnosti (25').

Poznémka. Ve vétach IIa, IIb jsou &isla k, resp. ki, ks, - . ., km
celd kladné; tedy v kaZdém z téchto tvrzeni ddva nerovnost (22)
resp. (22') p > 2. Ve vétich Illa, IIIb isla &, resp. ky, Ky, . . ., km
jsou celd ¢&isla vétsi nez 1. Nerovnost (25) resp..(25') dava opét
p > 2. Ve viech tvrzenich Ila, IIb, IIIa, IIIb jde tedy jen o licha
prvodisla p.
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Uber ein System von Kongruenzen, welches mit dem Wilsonschen
Satz zusammenhingt.

(Auszug .aus dem vorstehenden Artikel.)

Kleine lateinische Buchstaben bedeuten natiirliche Zahlen,
p ist stets > 1; o(k, ») ist die k-te elementarsymmetrische Funk-
tion der Grofen 1,2,...,72 (1 < k< n). Im § 3 der tschechischen
Ongmalarbelt wird gezelgt daB sich o(k, ) in der Gestalt

o(k, n) = (n 4 1);:’721:—2(") (1)

schreiben 1aBt, wo 7gt—2(n) ein Polynom in » mit ganzen, nur
von k abhangigen Koeffizienten ist; auch d; hangt nur von % ab
(vgl. dort die Formeln (16), (17), (17'), (18), (20), (20%).

1. Genau dann ist p eine Primzahl, wenn
(p—1)!+1=0 (modp) 2)
(Wilsonscher Satz; alle folgenden Kongruenzen sind .auch mod p
zu verstehen.) -
2. Hier sei p > 2; ist p Primzahl, so ist identisch -
(—1)(z—2)...(x— (p—1)) = ap—1—1, (3)
also ’
dl,p—1)=02,p—1)=...=0(p—2,p—1)=0. (4)
Gilt - umgekehrt (4), so ist 3p (p— 1) = 0, p ungerade und die
Kongruenz (3) ist mit
2=l 4 (p— 1) = ap—1 —1 (5)
identisch. Da (3) die Wurzel 1 hat, so folgt aus (5) mit x = 1 die
Kongruenz (2), also ist p eine ungerade Primzahl. Unter den
p > 2 sind also die Primzahlen durch (4) charakterisiert.
3. Zu dieser Charakterisierung ungerader Primzahlen geniigt
bereits folgendes System:
o(l,p—1)=0, o2, p—1)=0 (A<p—1). (6)

Denn die erste Kongruenz charakterisiert ungerade Zahlen P; ist
aber p ungerade, so ist

0%k —1,p—1)=ZFoy...0000=2(P—04)...(p— oge—1)
=—o(2%k—1, p—1), also 20(2%k—1, p—1) =
o(2k— 1, p—1) = 0; daraus und aus (6) folgt also (4).

- 4. Sind m und k,,..., ks gegeben, so geniigt weder das’
System ) . -
ok, p—1)=0 (v=1,...,m) (7)
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noch das System
op—kp,p—1)=0 (»=1,...,m) S (8)

zur Charakterisierung aller hinreichend groBen Primzahlen p, d. h.
es gibt beliebig groBe zusammengesetzte p, welche dem System (7)
bzw. (8) geniigen (fiir das System (8) kommen nach dem Wilson-
schen Satz nur %k, > 1 in Betracht). Beweis: benutzt man (1), so
sieht man, daB die zusammengesetzte Zahl p = (1 4 dg, ... dg,)"
(r > 1) den Kongruenzen (7) geniigt. Ist zweitens p = 27 (r > 1),
so beachte man, daB die Reihe 1,2,...,2r— 1 genau 2—1 —1
gerade Glieder enthilt; also ist o(p — k,, p — 1) durch 22'—1—k—1
teilbar; fiir hinreichend groBes r ist aber 2r —1— (k,—1) > 1r;
daher gelten die Kongruenzen (8) fiir p = 2, wenn » hinreichend
groB ist.
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O zobecnéni kruhové konchoidy.

Jan Vygin, Upice.
(DoSlo dne 28. tinora 1940.)

V udebnici Klima-Ingri§: Deskriptivni geometrie pro VI.
a VII. t¥idu redlek je na stranich 128 az 130 dokazana véta:

,Rezy libovolné roviny s rotaénim hyperboloidem
ajehoasymptotickoukuZelovou plochou jsou soustiedné
a homotetické kuzeloselky.*

' Postup dikazu je tento: Rovina ¢ ¥ezu protne hyperboloid
v kiivee k, asymptotickou kuZelovou plochu v kfivee k', osu o
plochy v bod¢ Q. Oba tseky, vytaté kiivkami k, ¥’ na libovolné
piimce svazku o stfedu @, jsou stejné. Je-li kiivka k' elipsa, je
k¥ivka k, majici uvedenou vlastnost, také elipsa, a to soustfedna
a homoteticka s &', jak vidime, promitneme-li kolmo dvé soustfedné
kruznice do roviny naklonéné k jejich roviné.

V dikaze se ovéem predpokladé, Ze kiivka k je kuZelosecka.
Vypustime-li tento predpoklad, pak kfivky k, které maji vzhledem
ke kruinici &’ uvedenou vlastnost, tvori skupinu kfivek, které

budeme v tomto d&lanku

zkoumati.
V roviné bud dan bod

P, t. zv. pol, a kruznice k.

o stfedu 8. Pravime, Ze (re-

alna) kiivka I' mé dseko-

vou vlastnost vzhledem

k pélu P a kruznici k, jest-

lize ke kaZdému realnému

bodu M kiivky I existuje
na kiivee I" bod M’, ktery
je soumérné poloZeny s bo-

G 4 dem M podle st¥edu tétivy,

vytaté na piimece MP kruz-
nici k (viz obr. 1).
Z této definice je ziej-

Obr. 1. ' mé

/
> :Jj
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poznamka 1. a) Tétiva, vytatd na piimce MP kruZnici k,
oddéluje na Gseéce MM’ dva useky stejné dlouhé, nebo naopak
tuseCka MM’ oddéluje stejné dlouhé tseky na tétivé.

b) Mé-li k¥ivka I" sekovou vlastnost vzhledem ke kruznici %,
mé tutéz vlastnost také ke kazdé kruZnici soustfedné s k, nebot
geometrické misto stfedd tétiv, prochazejicich bodem P, je pro
viechny soustiedné kruznice totéz.

Pii zkoumdni kiivek s Gsekovou vlastnosti je t¥eba rozliSovat
piipady P == S a P = 8; v tomto druhém piipadé se jedna o kiivky
stfedové soumérné, nebot geometrické misto stiedu tétiv, procha-
zejicich bodem P, se redukuje na bod P. V dalsim budeme zkoumati
hlavné algebraické k¥ivky prvniho druhu.

Poznamka 2. Trividlni pripady kfivek s tisekovou vlastnosti
jsou p¥imky svazku (P) a kruZnice soustfedné s k. Tyto kfivky
vyluujeme v dalsim ze svych avah.

Véta 1. Algebraicka k¥ivka I' stupné n s tasekovou
vlastnosti je vytvofena svazkem paprsku (P) a svazkem
soustfednych kruznic (8) tak, Ze si elementy obou svazki
odpovidaji v algebraické korespondenci o indexech

n—h
—2 , n—T1T),

kde h je ndsobnost k¥ivky I'vp6élu Parje polet priasediki
k¥ivky s obeenou kruznici svazku (8) v kruhovém bods.

Dukaz: 1. Usekova vlastnost se podle definice vztahuje jen
na reilné body kiivky I'. Probiha-li bod M kfivku I', probiha
bod M, soumérné poloZeny s M podle stiedu tétivy, vytaté na
primce MP kruinici k, ki¥ivku I, kterd se shoduje s I" ve viech
readlnych bodech. PonévadZ algebraickd kiivka je svymi redlnymi
body jednoznal¥ng uréena, je Iy = I', t. j. Gsekova vlastnost se
vztahuje na viecky body kfivky I

2. Obecna pifmka svazku (P) protind kiivku I" mimo pél P
v n — h bodech, které lze seskupit vz

5 b dvojic MM’', takovych,

%e kazdou z nich prochézi jedna kruZnice svazku (8). Obecna
kruZnice svazku (8) protina kiivku I"mimo kruhové body v 2n—2¢
prisedicich, které lze seskupit do » — r dvojic; z nich kazda lei
na pifmee svazku (P). Touto Gvahou dochidzime ke skutedné ko-
respondenci vzhledem k pozndmce 2. '

Véta 2. Pro P =S jsou mozné tyto korespondence:

je-li » liché:
n—1 .\ n—3 .\ .
L) 5 2o)

111



je-li n sudé:

n—2 n—4
(2 (5
Dikaz: Zvolme piimku PS za osu z, pol P za podatek sou-
stavy soufadnic. Vytvorujici svazky (P), (S) dané kiivky I' maji
pak rovnice:
(P) y—iz=0, (1)
(S) =x*+4 y*—2s8x =y, S(s,0), s +0.
Korespondence («, f) ma rovnici:

1* pp®(4) + p @A) + . .. + @A) = 0, (2
kde @g(4) jsou polynomy v 2 stupné nejvyse f a aspoil jeden z nich
je stupné f. Rovnici kfivky I' dostaneme, dosadime-li do (2) za
A, p z rovnic (1) a znasobime z8. Vyjde:

(22 + y*—282)"pp Oz, y) + (2* + y* — 2s2) D2, y) + ... +
+ pz, y) = 0, 3)
kde yg(z, y) jsou binarni formy stupné S.

Krivka (3) je totoZna s danou k¥ivkou I'. Nebot jinak
by obsahovala kiivka (3) trivialni souddsti, t. j. elementy svazka
(P), (S), a to takové, kterym neodpovidaji v druhém svazku uréité
elementy, t. j. takove které obsahuji body base druhého svazku.
To je v8ak pro svazek (S) jeding kruznice 22 + y* — 2sx = 0 a pro
svazek (P) dvojice isotropickych pifmek z* + y* = 0. Je zfejmé,
%e levé strana rovnice (3) neni délitelnd vyrazem a2 4 y”— 2sx
ani (v disledku nesoudélnosti forem yp) vyrazem 2 + y2.

-Plat{ tedy pro stupeﬁ kiivky I

. m=gstp
Jeito =1, jen < ———. Odtud plyne véta 2.

Analyticky vjrsledek ziskany v duikaze véty 2, je tento:
Véta 3. K¥ivka I', vytvofena svazky:
o (P) y—iz=0,
\ ' (8) 2%+ y*— 28z =y,
mezi nimi% je korespondence (x, #), mé rovnici:

(22 + y® — 282)* Y@ 4 (22 + y? — 282)*L M) 4 ... + P =0,
kde yp jsou formy stupné B.
~ Tato kf¥ivka je nejobecn&jif algebraickd kiivka s Gse-
kovou vlastnosti pro P == S. .

Vita 4. Pro P =S8 (kfi.vky stfedov® soumérné) jsou
mo%né tyto korespondence:

n,



~je-li m liché:

n—'l | n'—3
(o) (5

3); B & o8

jeli m sudé:
(n_2+6, 2); (n_4+a, )
2 »
kde 6=0,1,2,...; 20 < B £ n.

Dukaz: V tomto pifpadé lze totiz kratiti rovnici (3) vyrazem
(2% + y?)° za piedpokladu, Ze formy ys jsou délitelny vhodnymi
mocninami dvojélenu z? 4+ y% Po kraceni rovnice (3) vyrazem
(z* 4+ y?)° dostaneme rovnici kiivky I, t. j. pro jeji stupen plati:

n=2x—ao -+ p. '

Odtud plyne véta 4 podobné jako véta 2.

Poznamka 3. Jak zndmo, mé ki¥ivka stiedové soumérna
podle podatku soustavy soufadné rovnici, v niz se vyskytuji jen
sudé mocniny homogenisujici proménné z

. Na zakladé& téchto obecnych vysledkd prozkoumdme v dal§im .
kiivky s tisekovou vlastnosti nizkych stupnd. A

Vé&ta 6. Pro P == S neexistuji kromé& kruznic svazku (8S)
zadné kuzelosetky s isekovou vlastnosti.

Ziejmé podle véty 2.

Véta 6. Pro P %= 8 je kubika s Gisekovou vlastnosti
cirkularni a jeji asymptoty se protinaji v pélu, ktery
lezina k¥ivce. Je vytvorena projektivnimisvazky (P), (S).

Dikaz: Podle véty 2 je pro kubiku ]edma moznost korespon-
dence (1, 1). Podle véty 3 méa kubika rovnici:

(z? + y2 —2sz)(ax+by)+cx+dy=0.
Z jejiho rozboru plynou ostatnf vlastnosti.

Na obr. 2 je zobrazena kubika Iy s tsekovou vlastnosti pro
P == 8. PiHimka PS (osa x) je zvolena za jeji redlmrou asymptotu,
o0sa y za tednu (inflexni) v bodé P. Déle je kubika déna prusediky
Ay, By pHmky p, (<X px = 45°) s kruznici k, svazku (8). Ke
konstrukei je uZito projektivnosti mezi svazky (P),(S),.v niz
odpovida ose y kruznice k,, ose 2 dvojnasobné nevlastni pfimka k,®
piimce p; kruZnice k;. Libovolné dalsf kruZnici k, odpovida.]ici
primka Py S€ sestroﬁ podle rovnosti dvo;pomérﬁ Plati:

ry: — s?

(Ln 2 ,kaa k&) _—83,’ )

kde 7; je polomér kruZnice k;. Prise¢fkem: @, kruzmce ks 8 osou Y
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vedme rovnobéiku s osou z: tato protne pifmky p;, p, resp. v bo-
dech Q,, @,. Pak plati:

(¥, %, p3, Pa) =

(Qn sz, Qs QA) = %%‘
Jeito @,Q,® = r,* — s?, ply-
ne z rovnosti dvojpoméru:

Q@ - Qs =12 — s
—— (r,2 — s?) je mocnost bo-
du P vzhledem ke kruZnici
k,, dale plati PQ, = Q,Q,.
Opiseme tedy ze stiedu P
kruznici » polomérem PQ,.
Priseéik kruznic x, k, spo-
jime s pélem P a pruaseéik
této spojnice s kruznici &, je
Obr. 2. bod R, pro néjz plati PR =

- Y1v4a

Véta 7. Pro P =8 je kvartika s isekovou vlastnosti
- cirkularni a odpovida korespondenci (I, 2). P6l je dvoj-
nasobny bod kvartiky. Mimoto spliiuje kfivka jednu
z podminek:

a) jeji asymptoty (v nesing. bodech) se protinaji
v pélu; .

b) ma v kruhovych bodech singularity.

Duikaz: Podle véty 2 je jedina mozna korespondence (1, 2);
podle véty 3 je rovnice kvartiky:

(2* 4 y* — 252) @, + v, = 0, (4)
kde @, y, jsou kvadratické formy. Z jejiho rozboru plynou dalsi
vlastnosti.

Mezi témito kvartikami jsou konstruktivné zvlasté jednoduché
ty, které maji v kruhovych bodech singularity, nebot prechazejf
kruhovou inversi v kuZelosetky. Lze je sestrojiti na zdkladé vét 8, 9.

Viéta 8. Kvartika I, s isekovou vlastnosti s dvojna-
sobnymi kruhovymi body pfechdzi kruhovou inversi
o st¥fedu P v kuZeloselku, pro niz udavaji teény kvartiky
v bodé P sméry asymptot. Primér této kuzZelosedéky,
prochazejici pélem P, je polarné sdruieny se smérem
kolmym k PS.

Dikaz: Rovnice kvartiky je rovnice (4), kde ¢, = 22 4 ¢2, t.j.
‘(x4 y® — 28x) (22 4+ y?) + ax? + 2bxy +cy? = 0.
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Inverse se sttedem v P a polomérem r ¥idici kruZnice prevadi
kvartiku v kuZelosetku:

Cax? + 2bay + cy? — 2r%x 4+ r¢ =0, (5)
Osa y protina kuzelosetku (5) v bodech U, V, soumérné poloZenych
podle pélu P, t. j. bodem P prochdzi primér sdruzeny s tétivou
Véta 9. Budiz v kolmice vedené. pélem P ke spojnici PS.
Je-liinversni kuzeloseéka ke kvartice I', elipsa e, p vzda-
lenost jejiho stfedu C od pélu P, w thel X CPS, plati:
a) stfed C leZi na té%e strané (na opaéné strané) prim-
ky v jako bod 8 (nez bod 8), protina-li elipsa p¥imku v
imaginarné (realné); :
b) délka priméru sdruzeného se smérem v je: -

r!
2m = 20|/ 1 — :
08 COS

Dikaz: Stied C elipsy e ma soufadnice:

r2sc r23b

T80 o= 2, 6
A Yo A (6)
kde A =b*—ac <0, t. j. sgn ¥, = + sgn c; odtud plyne prvni
cast véty.

Je-li (x;, ;) jeden krajni bod priméru na CP, dostaneme

Ty = —

feSenim rovnice (5) s rovnici y = — at
r2c
T, — Xy = K 2 L %,
72
Yr— Y= — N 4 %’
t. ] o .
— 2 - 2 2 2 A
m= Vo — e ¥ o = VT o l/s + £

Po dosazeni za b, ¢ z rovnic (6) vychazi:

S 72
m = onz + ¥%*. Vl _8—:60.
Tuto rovnici upravime dosazenim:
Q—V“’o + Y%*, % = @ cos w.
Podobné véty lze odvoditi i pro inversni hyperbolu a parabolu.
Na obr. 3 je sestrojena kvartika I, dani imag. teSnami
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v bodé P a redlnymi prisesiky U,, V, s pifmkou v. Ne]prve se
sestro;i primér CP jako &tvrty harmomcky paprsek k danym

_ Obr. 4.

tetnam a piimce v. (Tato
konstrukce je na obrazku
vynechana.) Na tomto pri-
méru zvolime bod C (viz v&-
tu 9a). Podle Euklidovy vé-
ty sestrojime délku:

q = /=g cos w.
Podle véty 9b plati:

m :Q=Vq2-}-72:q
Vyjde nam m, r, jak patrno
z obrazku. K bodéim U,, V,
sestrojime inversni body U,
V. Elipsa je pak uréena pri-
mérem a sdruZenou tétivou
U, v.

Poznamka 4. Jezto

pfi dané inversi zavisi délka,

priméru lezictho v CP jen
na poloze stiedu C (viz vétu
9b), je mozné, lezi-li'C na

- P8, zvoliti body U, V tak,

aby elipsa e se libovolng bli-
zila kruznici, sestrojené nad

timto primérem. Inversni

kvartika se pak libovolng
malo li&f od inversni kruzni-
e (obr. 4).

Yéta 10. Pro P £ 8
je kvartika s tsekovou
vlastnosti vytvofena
svazkem kru%nic (8),
projektivnim sinvoluc{

pa.prsku o sti‘edu (P). Nebot' podle rovnice (4) je vytvoreni déno

rovnicemi:

22 + Yy — 2sx = U
bps + yp = 0.
Viéta ll. Pro P =8 ]sou dva, druhy sextik s usekovou

vlastnosti

~w)sextiky odpovida]ici korespondencl (2, 2), ma;ici

M pélu P. bod dvojnisobny;..
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b) sextiky odpovidajic{ korespondenc1 (1 4), majici
v pélu bod étyfnasobny.
Tato véta plyne z vét 2, 3. Rovnice sextik jsou:

a) (28 + y* — 232)* @y + (2% + Y2 — 282) y, + 2, = O,
b) (2% + y* — 2sx) @y + 4 = 0.

Do prvni skupiny patii kruhové konchoida jako k¥ivka s dse-
kovou vlastnosti vzhledem k pélu P a kruznici k o poloméru r,
pii ¢emz useky, o nichZ je fed¢ v poznamce la, maji konstantni
délku d. Je-li r = s (pdl lezi na kruZnici k) a - 2r, rozpada se
konchoida v kardioidu a kruZnici, coz davé priklad dvopce alge-
braickych kiivek, jez dohromady tvofi kiivku s tsekovou vlast-
nosti.

Kreslil J. Vy$in. Archiv JCMF.

*
Uber eine Verallgemeinerung der Kreiskonchoide.
(Inhalt des vorgehenden Artikels.)

In der Ebene sei ein Punkt P und eine Kreislinie k£ (mit Mittel-
punkt S) gegeben. Man sagt, daB eine Kurve I' die Abchnitts-
eigenschaft mit Bezug auf den Pol P und die Kreislinie k£ hat,
wenn zu jedem ihrem (reelen) Punkte M ein Punkt M’ auf dieser
Kurve I' existiert, so dal M’ und M zum Mittelpunkt der Sehne,
die auf der Geraden MP und in der Kreislinie & liegt, symmetrlsche
Punkte sind.

In diesem Artikel bestimmt man alle algebraischen Kurven
mit der erwahnten Abschnittseigenschaft in Fillen, wo P und 8
identische oder verschiedene Punkte sind. Man beweist den fol-
genden Satz:

Die. algebraische Kurve I' der Ordnung n mit der
Abschnittseigenschaft wird erzeugt als Ort des Durch-
schnittspunktes des Strahles im Biindel (P) mit der
Kreislinie, die den Punkt § zum Mittelpunkte hat und
dem Strahle. in der algebraischen Korrespondenz

n—h

g T entspricht.

_ Dabei bedeuten: h die Multlpthf/&t der Kurve I'im Pol P
und r die Zahl der Durchschnittspunkte der Kurve mit der allge-
meinen Kreislinie des Biindels (8) im Kreispunkte. ‘

Besonders im Falle, wo P == S, sind die Kurven der dntten.
vierten und sechsten Ordnung behandelt worden.
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Conformal Invariants in Two Dimensions II.
Harry Leyy, Urbana, Illinois.
(Received April 19, 1938.)

In a previous paper!) the author studied conformal properties
of two or three curves on a surface. Here we continue that
investigation obtaining a series of functions determined by a one
parameter family of curves on an arbitrary surface. These functions
- are relative invariants under transformations of coordinates and
absolute invariants under conformal transformations. In §2 we
obtain some relations between these functions; in § 3 we obtain
the main theorems of this paper, necessary and sufficient condi-
tions, expressed in terms of the invariants, that a given transfor-
mation be conformal, and that given one parameter families of
curves (or given orthogonal nets) be conformally equivalent.

1. Let {C;} be a one parameter family of curves on a surface V
and let {C,} be its orthogonal trajectories. We can orient the normal
to any curve intrinsically by requiring that the positive normal
lie on the same side of the tangent geodesic as does the curve
itself.2) The tangent to a curve admits of no intrinsic orientation.
But for an orthogonal net we are able to orient the tangents
intrinsically by parametrizing the curves of each congruence so
that the positive tangents of each congruence coincides with the
positive normals to the other. With this convention, the Frenet
equations become

Diif = ki - DyAg = —kyAy¢ (1)
Doyt = — kydy Dydf = kydyt, ¢ =1, 2.

where D, represents the covariant differential operator along {C.},
and %, is the (geodesic) curvature of {C,}.

If V" is a second surface in conformal correspondence with V,
and if the correspondence is established by pairing those points

1) Conformal Invariants in Two Dimensions I, Casopis. We shall
refer to this paper as I.

%) Cf. I, §4, and Hlavaty, Differencidlni geometrie kfivek
& ploch a tensorovy podet.
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on the two surfaces which have equal coordinates, the fundamental
tensors are related by the equations '

9's = ogis. (2)
Let 4’y be the oriented unit components of the family on ¥’
corresponding to {C.}, so that

A. “‘ = eaa_%la‘. (3)

where ¢t is the positive square root and where e, are each
numerically equal to unity3.)

es =+ L. (4) -
From (3) (for o« = 1) we obtain by differentiation that
k' Ay = o= kyAgt + 0jA7 A" — o), (8)
where o; = 75% log ¢ and from (3) itself ?t follows that
k') = exoH(ky — Afa;) (6)
and the analogous relation obtained from {C,}
Ky = ejo 4k, — A0j). - (7

Let us designate directional differentiation along {C,} and {C,}
by the subscripts § and N respectively, so that for example
of of .
fo=higmw In=hpg
Then equations (6) and (7) may be written
gs = k2 — ela*klz,
oy = ky — e,aik’;. (8)

We shall have occasion to refer to the well known integrability

conditions.4)
fsw — fxs = kufs — kaf v - (9)
Finally we observe, if we indicate with 8’ and N’ the correspondlng
differentiation in V’, that
fs = o ¥fs, [ = egoHfy. (10)

If we differentiate equations (8) with respect to N and S
respectively, eliminate ¢s and oy by means of (8) themselves

%) If we assign a (non-intrinsic) positive direction of rotation on each
surface by defining the directed angle frem €;-te €y by sin © = Jg } A,’I,”‘

it follows that the given correspondence is directly or inversely con-
formal aecording as e;eg = 1 or — 1.

4) Graustein, Invariant Methods in Classical Differential
Geometry, Bulletin, Am. Math. Soc. 36 {1930), p. 497.
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and a.pply the integrability conditions (9), we obtain by an im-
‘mediate calculation (in which we must also use (10)) that

eieo{(K'1)s — (K'9)w} = o= (ky)s — (ky)n}- (11)

| g =0y y (12)
there follows our previous result,’) that

Vet (ks — (ko) w}

is an absolute conformal invariant for directly conformal trans-
formations while for inversely conformal transformations

Vgt s)s — Walwy = —Vol(k)s — (kaln.
¢ If we designate by 4,1 the invariant analogous to Beltrami’s
second differential parameter

Agd = Aij g

Since

it follows that
ky = — A,4;

and consequently Vg{ (ky)s — (kg)n} is expressed explicitly in terms
of the family {C;} alone The above equations thus mterpreted
give us a conformal invariant of a single congruence (or semi-
invariant, if ee, = — 1).

Although we shall speak throughout the remainder of this
paper of the conformal invariants of an orthogonal net we must
bear in mind that the invariant is determined completely by
a single one parameter family of curves.

) 2. From the invariant of the preceeding section we can develop
a sequence of invariants in the following way. Suppose F and F’,
functions referred to V and V' respectively, satisfy the equations

F' = g—nF. - (13)
If we differentiate with respect to S or N, make use of (10), and
eliminate the derivatives of a by means of (8) we obtain that
eF', = o——iF,, . (14)
{ e’y = o—"—4F,, (15)
where ,
F _Fs—2an2, F, = Fy— 2n Fk,
a.nd F', and F' » are the same functions of the primes.-
Let us define a sequence of functlons _
’ f = (kl)S == (ka)N» ' R (16)
L f (f“l “,)S_.-—(r + 2)k f‘l (17)

‘) Cf 1, §4 and the references there given to Kasner.
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fa,...a,Z = (fa,...&,)N—‘ (1’ == 2) kl fﬂ:.-.a,- (18)

where oy, 00, .., 0p =1, 2, r=10,1,2 ... and f's 4 is defined
by (17) and (18) written with primes. Then
r+2 r+2 '
elp+1 ezq+lg' 4 /,a,.--¢r = g 4 fa,...a,., (19)
where p is the number of subscripts 1, ¢ of 2 in the set « . . . &y,
Pt+g=r.

From (19) we see that the functions f, ., as thus defined
are conformal invariants of the net (except poss1bly for sign),
and therefore of a single congruence. They are not all algebraically
independent. For if we express f. . .12 and fa. . g1 in terms
of fs.. p and its derivatives and make use of the integrability
conditions (9) we obtain at once that

fac..p13— fa...p21 = (r +2) ffa...5 (20)

where r is the number of indices «...[H. Moreover from '(20)
itself we obtain by differentiation that

fa...812y — fa...p219 = (r + 2) (ffa...89 + frfa.. ) (21)

By induction it consequently ‘follows

fa.-,ﬁ=f1--~12---z+*:

where * represents f's with fewer indices than appear in f. . 5
and 1...1 2...2 is a permutation of x...p

From (20) we observe that if all the functions f. . . with
a given number of subscripts are equal, their common value must
be zero and that finally f itself must be zero. Likewise if f».. g, = 0
and f. . .p; = 0 we obtain by applying the mtegrablhty condi-
tions (9) that f... ., must vanish.

3. In this section we shall seek sufficient conditions that
a given point correspondence between two surfaces be conformal
and that given orthogonal nets be conformally equivalent. Let us
recall that in any point correspondence between two surfaces
there necessarily exists on each surface an orthogonal net whose
transform is also orthogonal. We shall call any such net a Tissot
net of the correspondence.- We -can associate with a pair of
corresponding Tissot nets two numbers e, and e, (2 = ¢,2 = 1)
in the following way: let the Tissot, nets be parametric on each
surface and let the directions of increasing parameter on.one
surface be the intrinsic orientations of the tangent vectors of the
net. Then on the second surface the intrinsic orientations deter-
_ mined by its net may differ in sign from the directions of i mcreasmg.
parameter. Let e, and e; indicate these differences in sign. With
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this agreement the functions f and f are completely determined:
we shall proceed to prove the following theorem:

If, in a point correspondence between two surfaces,
for a pair of corresponding Tissot nets
Vg exealk's)s — (k2w is equal to Vg{(k)s — (ka)x}
the two nets. are conformally equivalent.
The linear elements of the two surfaces may be written

ds? = E du? + G do? (22)
and
' dg? = ET2du? 4 QT2 dv?, T, > 0, Ty, > 0. (23) .
The curvatures of the parametric curves of (22) are given by®)
1 0 — 1 © =
by =— V—a%log VE, &, = _ﬁ%mg V@ (24)
so that
~ 02 G
Vgi= a5y 108 VE (25)

On the surface with fundamental form (23) we will have

A= 61_’ At = 6_2_
T.JE WAl
so that we obtain in place of (24) and (25)

’ — € 0

= ———log (T E y
1 T2VG ov g( IV )
e (26)
P _ T4 o A
By = V5 % %8 (T)®)
and consequently
71 = 1og (L2 E).
el ' = —=log (Tll/ z (27)

‘By virtue of our hypothesis the left hand sides of (25) and (27)
are equal; comparing the right hand sides it follows that

‘ log T, — log T's = @,(u) — @,(v).
U

T1=Tzv

~ Consequently

®) Cf. Bianchi, Lezioni di Geometria Differenziale, Pisa (1922),
P. 267. When we take geodesic curvatures as necessarily positive the formulas
of Bianchi are valid only if the directions of incredsing direction coincide
with the intrinsic directions of the net. Cf. Hlavaty, I. c.
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where U(V) is a function of u(v) alone. Substituting this value
of T; in (23) we obtam that

dg? = (IEU2 du? + GV2dew?). (28)
Now the transformatlon

u= [Udu, v= [Vdo

which represents only a change in the parametrization of the
curves of the net shows that the parametric net on (28) is con-
formally equivalent to the given net on (22).

The linear element (28) shows that a transformation which

leaves Vg f invariant (except possibly for sign) is not necessarily
conformal. We are able however to obtain sufficient conditions
that a transformation be conformal. The theorem follows:

If in a correspondence between two surfaces, gij
gif;, and g1f, formed for a Tissot net on one surface
are equal respectively to eeg'tf, eg'lf,, and eg'?f,
formed for the corresponding net and if f+0 the cor-
respondence is conformal.

To prove this theorem it is sufficient to prove it for the linear
elements given by (22) and »

ds? = EU?2du? + GV?2dov? (29)

(where U and V are functions of # and v» alone) since the
correspondence from (28) to (29) is already conformal and cor-
responding invariants for (28) and (29) are equal.

From (24) and (25) it follows that for the parametric net of (2£2)

we have -
oM 02
gt fl_( ) {auzav ou av%} - 30
and 02M oM
E\1( 3 M 2
9! fa = (—d) {Bu ov:  ou ov W}’ ) (31)
where ‘ _ :
= logl/-%- (32)

If we compute f'; and f', for the parametric net of (29) the equations
corresponding to the hypotheses of the theorem become the
following

%U —VEZL " 77 yo—-yvy (33)
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and
d V

V_ Yo —y». (34)

We shall show that functions U and V satlsfymg these equations

are necessarily equal (and therefore constant), so that (29) is

conformal to (22). If we differentiate (33) and (34) with respect

to v and u respectively and eliminate the derivatives of U and V
by means of (33) and (34) themselves, we obtain

(VU_VV) 0 VEfl 1 VEGflfz) =

w f 2z f

7y (2 Veh  LVEGHf) _
Ju —1v) (——f__?‘_ﬁ__ = 0.
By expanding the second factor in each of these equations and
making use of the defining equations (17) and (18) we find they

are reducible to
2ff12 - 3f1f25 2.ff21 - 3/1]2

respectively. If these quantities were zero it would follow from (20)
that f would necessarily vanish. But this is contrary to our hypo-
theses and therefore the first factor in (35), namely |/U — /v
must be zero. _

4. It is well known that the vanishing of f is a necessary and
sufficient condition that a net be isothermal.?) In this section
we propose to give some examples of nets for which f, = 0, f % 0.
Let us take a linear element in the form

(35)

dg? = du? + G de? - (36)
and then it follows from (25) and (30) that
Va—fl = Ryu + Ru Ry, (37)
where
=log |/&@ : (38)

and where the subscnpts indicate partial differentiation. If (36)
were Euclidean, o SVG would be zero and it would easily fellow
that the vanishing of f, inplies the vanishing of f, so that there
exists no family of curves in the plane with rectilinear orthogonal
trajectories and such that f, =0, f &= 0. We can however find
other examples of curves for which f. = 0. We obtain from (37)
that a necessary and sufficient condition is that

'Ruuvv‘*‘ R,R, = 0. ' (39)

) Cf. Hlavaty, 1. c.
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Multiply by e and integrate with respect to u, obtaining

) uy = VCP-R, V= V(‘U). (40)
If we multiply (39) in turn by R, and %Rv (which is possible
since the vanishing of V implies that f also is zero) we obtain
0 0
T (Ru)?=—2 E (e R V), (41)
0.1 0
T (Ro)2=—2 %e—R. (42)

By making use of (40) we can integrate (41) with respect to v
and (42) with respect to w obtaining

fem 20— oo
' 1 Vo1 )
Rvp=—_§Ruz+R°V+?VVI’ (V1= Vl(v)'

We can show that for any choice of the arbitrary functions U, V, V;,
(40) and (43) are completely integrable and consequently the
system (40) and (42) is equivalent to (39).

Let us now define a function a(u) as a solution of

. @' =3 (U— (@) (44)
and let us denote by R : .
R=R—a. (45)
The first of (43) then becomes . _
Riu=—3R2—Ru'. ' (46)

Since R, cannot be zero we obtain by one integration that
etE R, = 2¢ie—a
and integrating a second time it follows that
R =&+ 2log {fe2du + B}, (47)

where x and g are arbitrary functions of ». Returning to (40) and
the second of (43) we find that for R to be a solution the arbitrary.
functions already introduced must satisfy the following conditions

V = — 2008, , (48)
" +_%~(af)2—%-a'-—% VVL—": 0. (49)
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Finally since G = 2B, it follows that
o G = e2ata) (fe—* du + B)L

Conversely if we select arbitrary functions «(v), B(v), and a(u)
(subject to the restriction that g’ 4= 0) and if we define V by (48)
it follows that f; =0, f + 0. If we introduce new parameters
along the net by the transformation u = [e—2du, v = [e*dv
we obtain the canonical form

ds? = du® 4 (u + B)* do2

The invariant f, consequently vanishes for the parametric
curves of the linear element
1
de? = ———— (du? u 4 de?). 50
= T g @ e Ao (50)
But here the parametric curves are the bisectors of a net of
Tchebychef in which the angle w of the net is given by?)

tan fo = (v + B)2
We can find an example of such a net in the plane by
requiring (50) to have zero Gaussian curvature. One solution
is B = v; then one family of the net of Tchebychef consists of
parallel straight lines and the other family is generated by the
curves whose parametric equations referred to Cartesian coor-

dinates is?)
14 1644 8a?
=] =] ——— da.
e f1—16a4d"‘ y fl-}—lﬁ(x‘ *

More generally we can show by direct computation, the
following: let a net of Tchebychef in the plane be generated by
a straight line / and a curve C; its bisectors form an orthogonal
net for which f, = 0 if and only if the angle w between C' and
the lines parallel to [ satisfies the equation

2
(((11—(:)=sinw(a+acosw+bsinw),

where a, b are arbitrary constants and s is the arc of C.

As a last example we consider a net for which f,..., =0,
where the number of indices is m. If the linear element referred
to the net is £ du® 4 @ do? then f, ..., will still be zero for the

parametric net on a surface with linear element —g— du? 4 do?.

8) Cf. Bianchi, 1. c., p. 153.
%) Cf. Bianchi, 1. c., p. 16l.
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But here the curves du = 0 are geodesics, and therefore &, = 0;
then f, ..., = 0 becomes (k,)ss...s = 0 so that a net for which
fi...1 (m indices) vanishes is equivalent to a net of geo-
desics and their geodesic parallels in which the latter
have curvature whose (m + 1) arc derivate is zero.

Institute for Advanced Study, Princeton, N. J., and University

of Illinois, Urbana, Illinois.
*

Konformni invarianty ve dvou dimensich II.
(Obsah piedeslého &¢lanku.)

Autor rozsituje vysledky predeslé price (stejné pojmenované)
na studium konformnich invariantt kongruenci kfivek na plochéach.
Naléza systém hustot, jez jsou absolutnimi konformnimi invarianty,
udava jejich vzdjemné vztahy a pouZivd jich k feSeni problému
konformni ekvivalence kongruenci.

*
Konforminvarianten in zwei Dimensionen IL.
(Auszug aus dem vorstehenden Artikel.)

Der Verfasser verallgemeinert die Resultate seiner vorigen
gleich benannten Arbeit auf die Konforminvarianten der Kon-
gruenzkurven auf einer Fliache. Er findet ein System von Dichten
auf, welche absolute Konforminvarianten sind, untersucht ihre
gegenseitige , Beziehungen und beniitzt die erhaltenen Resultate,
um das Problem der Equivalenz von zwei Kongruenzen zu losen.
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Sur le nombre des racines et des facteurs irréduc-
tibles d’une congruence donnée.
Stefan Schwarz, Praha.

Publié avec le concours de la Fondation Masaryk du Conseil national
des recherches.
(Recu le 1 décembre 1938.)
Soit
f(x) = a® + a2 + a2™2 + ... + a, =0 (mod p) (1)
une congruence de degré n», a coefficients entiers, ayant un disecri-
minant D == 0 (mod p). p soit un nombre premier.

On entend sous une racine z; de la congruence (1) un nombre
entier pour lequel la congruence (1) est vérifiée. Par j; (s = 1, . . ., n)
nous désignons les imaginaires de Galois [c’est-a-dire les solutions
imaginaires de la congruence (1)], qui sont toutes contenues dans
une extension convenable du corps des restes (mod p).1)

Posons la question quel est le nombre des racines de la
congruence (1). Notre but est de déterminer ce nombre en fon-
ction des coefficients de (1), ou en fonction des expressions, qui
sont étroitement liées aux coefficients. :

Beaucoup d’auteurs se sont occupés de ce probléme, mais la plu-
part des travaux se rattache aux diverses congruences specialisées.?)

_Quant aux considérations générales les résultats peuvent étre
partagés en deux groupes. Le premier groupe se rapporte aux
travaux des M. M. Konig, Rados, Kronecker et Gegenbauer
et son résultat principal est le théoréme suivant: La congruence

f(x) = ag2?—2 + a,2P—1 + ... + ap—2 = 0 (mod p)3) (a)

1) On peut se borner & la plus petite extension dans laquelle le poly-
ndéme f(x) se décompose totalement (mod p). :

1) On trouve une liste compléte de tous.ces travaux dans le livre bien
connu L. E. Dickson: History of the Theory of Numbers, New York 1934,
Vol. I, p. 224—233. -

%) On doit se rendre compte qu’on peut écrire chaque congruence, avec
P — 2 > n dans la forme (@) pourvu qu’on pose quelques a; (k =0, 1, ...)
égaux & zéro. Si n > p — 2 on peut au moyen de la congruence 2?1 =1
(mod p), qui a lieu pour chaque racine de (a), réduire le degré n au degré
p—2.
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[avec un discriminant D == 0 (mod p)] a précisément s (mod p)
différentes racines, si le rang de la matrice cyclique de I’ordre
(r—1 ' . '

ao al a2 « e a’;-fl ap-—z
@ Gy A3...Q0p—2 @
Ap—2 Oy Ay . . . Ap—4 Qp—3

est p—1—s.4)
Une seconde formule a été donnée par A. Hurwitz®) par
une méthode, qui est tout-a fait différente des méthodes du premier
groupe. Le nombre », des racines de la congruence -
ay + ;2 4 ... + apz® = 0 (mod p)
est donné par la relation

rl—{—lz(p—-l)!.z R

ool oy! Oip!

(mod p),*)  (b)

la somme étant étendue & toutes les solutions non négatives de

g+ 4+ ... +on=p—1
o+ 205+ ... + noy =0 (mod p— 1),

Ce théoréme a été de méme généralisé par M. Dickson?) et Cipolla.?)
Je donne une solution nouvelle du probléme posé et je resous
_un probléme plus général, c’est-a-dire, je donne des formules pour
le nombre des facteurs du seconde, troisitme etc. degré de la
congruence (1). A la fin nous ferons voir I'importance des résultats

obtenus en traitant quelques applications.

1. La formule pour le nombre des racines de la congruence (1).

-Nous partons du théoréme suivant de M. K. Petr.?) - -
Construisons au moyen de la congruence (1) — en I’élevant
successivement aux puissances diverses — les expressions

¥ = cpo + cr1® + cr2x® + ... + Cpp—2™1 (mod p)  (2)
pour £ =0,1,2 ..., n—1. . ’

4) On trouve la démonstration de ce théoréme dans les travaux cités
chez Dickson et surtout dans les: ,,Vorlesungen iiber Zahlentheorie‘‘ de
Kronecker (éd. par. K. Hensel, 1901) p. 388—415. . '

) A. Hurwitz: Archiv Math. Phys. (3), 5, 1903, 17—27.

¢) D’apreés le théoréme de Wilson on peut écrire — 1 au lieu de (p—1)!
La congruence (1) a au plus n racines. La formule (b) nous donne la classe
(mod p) dans laquelle se trouve r,; donc, si p > n la détermination de r,
par (b) est -unique. FEEt B Sae o 0

7) Bull. Amer. Math. Soc. 14, 1907—8, p. 313.

- 8) Periodico di Mat., 22, 1907, p. 36—41, . -

%) K. Petr, Casopis 66, (1937), p. 85—04.
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Si le polynéme f(x) posséde (mod p) une décomposition en
m facteurs irréductibles des degrés i, l,, . . ., Im, ’équation caracté-
ristique de la matrice (ciz) peut étre écrite sous la forme
(— 1. (Ah—1)...(Am—1), ’
c’est-a-dire, il est

€00 — 4, Co,1, cev Com—1 :

€1,0, 11— 4 ... Cla—1 = (—1)r. (Ah—1)...(Am—1)
1 (mod p). (3)

Cn—1,0; cn—},l, e Cp—1p—1 — A

On voit aisément que sous la condition p > n (mais aussi pour
quelques, autres cas) la décomposition & droite est déterminée
d’une maniére unique, c’est-a-dire, il n’existe pas deux décompo-

sitions de la forme IT (A% —1)" et IT (A% — 1)¥, sauf le cas
i i
gi = ¢’ et ry =120

Nous démontrerons tout d’abord

Lemme 1. Le nombre des racines de la congruence (1) est donné
~“par la relation

7, =¢Co0+ €11+ - ..+ Ch—1n—1 (mod p). (4)
Démonstration. Soit 7 le nombre des facteurs irréduc-

tibles (mod p) du degré k. On peut alors mettre la décomposition -
de (3) sous la forme

(— 1) (A— 1), (A2 1) (A3 — 1) . ., (4)
ou rn+ 2+ 35+ ... =mn. (4")
Le coefficient de A"—! dans le déterminant de (3) est
(— D1, (co0 + €11+ - - - + Ca—1,0—1).

De la décomposition (4’), qui peut étre mise sous la forme
(— 1) {zr-—(’ll) Al Y (R— 1) (B—1) .

on obtient pour le coefficient de A"—1= An—1+2n+3n+.. la valeur

(=1 — (’ll)
Alors |
(—1.(ego+ et .o o FCa—ap—1) = (—1)*. — (?) (mod p),

d’ou la congruence (4) résulte.

10) Voir d’ailleurs 1. ¢.?). Un exemple: pour n = p il est (AP — 1) =
=(A—1? (modp), ppur p=n—1lona (A—1)" =1 —1)(A—1)
etc.; mais pour p > n cela est impossible. Je rappelle que méme dans les cas,
ou il existe plusieurs décompositions on peut donner au produit envisagé
toujours la forme de (3).
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11 nous faut alors trouver les expressions cz; dans la rela-
tion (4). :

Lemme 2. Soit (1) la congruence donnée. Sotent sx (k=0, 1, 2,...)
les sommes des puissances k-iémes des solutions tmaginaires de (1).11)

Soit m > n. Construisons au moyen de la congruence (1) — en
Vélevant successivement au puissances (n + 1), (n + 2) ... et en ré-
duisant les puissances > (n— 1) a Paide de (1) — lexpression
™ =c¢y+ &+ ...+ cp—2™! (mod p). (5)
La congruence que nous avons ainsi obtenue
™ — cp1a"™ 1l —cp 922 — ... —cy =0 (mod p) (6)
est de la forme
So 81 oo s Op—1 1
R T T x
-1 ¢ : =0 (mod p). (7)
D 1
Sn—1 Sn ...S82m—2 X"
l Sm Sm+1+ .+ Smtn—1 ™

Le déterminant

So S . .8p—1 80,0 So,1 ... Sn—1
D . 81 82 e Sn - 81’0 S],]_ e S]"n—l
Sp—1 Sn . . . S2n—2 Sn—1,0 Sn—1,1 . - - Sp—1n—1

est le discriminant de la congruence (1).

Démonstration. La congruence (5) resp. (6) est déterminée
par la congruence (1) d’une maniére unique. C’est une congruence
de degré m & coefficients entiers, dans laquelle les coefficients
de am—1 am—2 . . a" sont égaux a zéro et qui est vérifiée (dans
un élargissement convenable) par toutes les solutions de la con-
gruence (1) de degré =». Il n’existe qu’une seule congruence de
ce genre. Soient en effet dans la congruence (6), qui est de la
forme considérée, les coefficients ¢;(t =0,1,...,n—1) des
grandeurs inconues. La condition que (6) soit vérifiée par toutes
les imaginaires de Galois j; (1 =0,1,...,m — 1) donne n con-
gruences linéaires pour c;. '

Co+ i+ i+ ...+ 1™t =4" (modp) (¢ =1,2,...,n)

et en vertu de la supposition D == 0 (mod p) ce systéme a une
solution et une seule. Pour démontrer alors que (6) et (7)

1) 11 est alors g, = Pk B . TR ¥ 1','" (mod p). On sait que c’est
un nombre entier. -
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sont ideﬁtiques, il suffit de démontrer qﬁe chaque solutibn
w(3=0,...,m—1) de (1) vérifie la congruence (7). Il résulte
d’abord de la congruence (5) pour les sommes s; prises de la

congruence (1) . :
n—1 : )
Sm+k = Z CiSi+k (mod p) (8)
1=0

pour chaque k> 0. Posons dans (7) =14 (1<7< ). En
multipliant la premiére ligne par c, la seconde par c,, etc.
_et en soustrayant de la derniére, on obtient — en vue de (5)
et (8) — sur toutes les places dans la derniére ligne des zéros et
alors (7) est égal & zéro, ce qu’il fallait démontrer.

Théoréme 1. Le nombre des racines de la congruence (1) vérifie
la re'latum

r=7 DO+ DO £ DoY) (modp),  (9)
oit Pon obtient D® du discriminant D, si l'on y remplace les éléments

de la (k + 1)-iéme ligne (k=0,...,n— 1) par les expressions
Skp, Skp+1, - + -5 Skp+n—1,12) C’est @ dire'd)

80, 81, 82. Y 81;—1
y Sk—1, Sk Sk+1, -« Sk+n—2
) = ‘
D® = Skps  Skp+1. Skp+2. .. . Skp+n—1 (mOd P)-
Sk+1. Sk+2, " Sk+3, ... Sk+n
Sn—1. Sa, Sn+1. ..., S2n—2

Démonstration. Si on pose dans (7) m = kp on obtient
d’aprés le lemme 2 la relation (2). Le coefficient de z* est

80, 81, o . oey 81.—1
Cop = — (_ l)”__1+k+1 . _L Sk—1, Sk, " oo Sk+n—2 e
’ D | spy1, Skt+2, ..y Sk+n
Skps  Skp+1. - - s Skp+n—1
1 D,

=HWmLﬁMGHW”—F(MM)

En substituant cela en (4) on obtient la formule cherchée (9).

13) On trouve aisément 8pp = 8 (mod p) (k=0,1,2,...). Cela vient
du fait bien connu, que j# est, en méme témps que 5;, une solutnon de (1).

13) Dans notre notation D9 — D,
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Remarques. 1. Pour p > n, la formule (9), comme nous
FPavons remarqué sub ¢), détermine le nombre r, d’une maniére
unique.

2. Si l’on désigne par D;; le mineur de D relatif a I’élément
Sik, on peut écrire (9) dans une forme plus simple

7 = o Spe+:Dry  (mod p). - (9)
k=0,1,..n—1
1=0,1,..n—1

2. Une autre démonstration de la formule (9).

On peut vérifier maintenant la formule (9) d’une maniére
formelle plus simple. Nous nous servirons plusxeurs fois de cette
methode dans ce qui suit.

Multlphons la relation (2) a*r = z cky2” (mod p) par 2%

: =0
par 'addition des n relations de cette forme ol I'on pose successi-
vement & = §;, Js, . . ., jn, ON obtient

n—1
Skp+1 = ch,vsv—(»l (k; l= 0) 19 ce— 1)' (10)
v=0
On a '
Bl wsmwessa o8 swsremmesmme
SILA o nws0e e Sl41 cvreeeacnn
D® = | - = n—1
oo Skpl e e ces z Ck,vSv+1
v=0
co Sl4m—1 oo cee Slgn—1coeoccnn

Si nous soustrayons de la (k + 1)-iéme ligne, la ligne (¢ + 1)-iéme
multipliée par cp;, pour tous les ¢ &= k le dernier déterminant se
reduit & czz.D. Alors D® =c;;. D et I'on obtient a l'aide
de (4) la formule (9). :

3. La seconde formule pour le nombre des racines de la congruence (1).
Outre le discriminant D = |si—1+z—1 [(I;cz i’ " ’:) considé-

Leum
1,..,n

i

rons le déterminant d = | sG—nyp+ 11| (;c ), c’est-a-dire
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80 31 82 . . e 8,,__1

Sp Sp+1 Sp+2 « .- Sptn—1
d= S2p S2p+1 S2p+2 c e 82p4n—1
S(n—1)p S(n—1)p+18(n—1)p+2 - - + Sr—)p+n—1

Le déterminant d est en relation: étroite avec le discriminant D.
Il est en effet

: So» S, ooy Sn—1s

4 — '9'.1» 3?+1s cee <5:p+n—1

f

Stn—1)p> Str—1)p+1s - - > Stn—1)p+n—1

1, L,  ...,1 1, 1, A
= jl: 7.25 ¢ sy jn ?.11’, jzpy e o0y 7'”11
jln—ly 7 n—l’ ’ 7 -l jl("_l)p’ 7'2(7!—1)1) ¢ 7 (n—1p
1, 1, ... 1, 1, 1,  ...,1 p
|k e | B |
7'1”—1, 7'211——1’ R jnn—-l jln—l’ 7‘2n—1, . jnn—l
p+1 (ll)

=1+ =D T (modp).

Pour obtenir la formule cherchée il nous faut comparer les coeffi-
cients de 4 dans la relation (3).

On voit que dans-’expression
(—Lr(A—1) . (A2 — 1) (B —1)s ... =

— (— L) (A — (’11) e N
+ (— 1‘,"—1(?) At (=1)np(A2—=1n. ..

le coefficient de 1 est égal au nombre
(— 1) . (— 1)1 ("1'1) (= D)t =
=3 (__ 1)n+1 Py — 1)r,+r,+... — (__ 1)n+v+1 .7

si 'on désigne par v le nombre de tous les facteurs irréductibles
de f(z) (mod p).

Le coefficient de 4 dans le déterminant & gauche de la
relation (3) est donné par la somme négative de » mineurs princi-
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paux de Pordre m — 1, c’est-a-dire — si l'on désigne par Ci:
le mineur de la matrice (c;;) relatif a ’élément c;p —

- (CO,O + 01,1 + “ e +_0n—1,”—-1).
Alors

(— l)”+" = Co'o —+ 01,1'—!’\- o+ Cu—l,u——l (mod p) (].2)

Les nombres Cy; sont de nouveau en relation étroite avec d resp. D.
Soit d® le déterminant formé du déterminant d, si I’on y remplace
les éléments de la (k + 1)-iéme ligne par les éléments s, Sg+1, . . -
... Sk+n—1. D’aprés la formule (10) on a

8o 81, v o sy B
Sp(k—1); Sp(k—1)+15 - - -5 Sp(k—1)+n—1
d® = Sk, Sk+1, v Sk+n—1 =
Spk+1); Spk+1)+1s - + -5 Sp(k+1)+n—1
Spn Spn+1 <o o Sprtn—1
n—1 n—1 n—1
z C0,vS, z Cop  Sytly - .- Z Coyy Sy+n—1
y=0 »=0 »=0
n—1 n—I1 n—1
Z Ck—1,»Sy, Z Ck—1,9Sv+1, + « Z Ck—1,Sv+n—1
v=0 »=0 v=0
= Sk, Sk+1, ce Sk+n—1
n—1 n—1 n—1
z Ck+1,vSy, Z Ck+1,9S8v+1, + + o z Ck+1,9Sv+n—1
v=0 r=0 =0
n—1 n—1 n—1
z Cn—1,v5, z Cn—1,9Sp41, - « « z Cn—1,9Sy+n—1
v=0 v=0 v=0

Pour obtenir la relation énoncée on doit soustraire de la ligne
(2 + 1)-iéme la ligne (k + 1)-iéme multipliée par c;z (pour tous les
1 + k). Développons le déterminant ainsi transformé suivanf les
éléments de la (k£ 4 1)-iéme ligne. On a

8k . Sko + Se+18k1 + - - -+ Skn—1Ska—1,

o1 8¢, désigne le mineur du déterminant considéré relatif & 1’élément
8x+1. Mais chaque Si; est un produit de deux déterminants:
du déterminant Ci; et du déterminant D;; (mineur du déter-
minant D relatif a 1’élément s;;). Alors
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dr =880+ ... + Sk+n—18kn—1 = Ok (58 Do + Se+1Diea + . ..
+ 8k+n—1Dipn) = Cri . D (mod p). '
En substituant cette expression dans (12) on a-enfin:

Théoréme 2. Le nombre des racines de la congruence (1) r,
et le nombre de tous les facteurs irréductibles v sont liés par la relation

fo e 1)ﬂ+v-1D- (@O 4+ d® 4 ... 4+ do=D) (modp), (13)

‘ot D est le discriminant de (1) et d® est le déterminant formé de d si
Von y remplace les €léments de la (k + 1)-iéme ligne par sg, Sg+1, - - -
o ooy Sk+n—1.

Remarque. Soit di; le mineur de d rélatif a 1’élément spp+:;
avec cette notation on peut écrire (13) sous la forme plus simple

1 t
ry=(— 1)"+”—1—) . > Se+dey (mod p).
k=0,1,... n—1
1=0,1," . a—1

4. Les coefficients du polynéme (4').

On voit maintenant la voie, qui nous rend possible de calculer
les nombres 7y, 75, ... ete. Il nous faut déterminer d’abord les
coefficients du polynéme (4’).

Soit :

(=1 (A— 1 (A2 — 1) ... = TpA" + Tp A1+ ... (14)
oo+ A+ 1
rn+2r,+3r5+ ... =n.
Tn = {— 1), 79 = (— )"+
Dans 1 et 3 nous avons trouve .
e = (=1 (B), w = (et (7).
Pour trouver t, écrivons (14) sous la forme

(—irfrn—. .+ (B) 2+ 1)
{12'-—. ot (— 1)t (?) A — 1)*-} (AB—1). ..

et il s’ensuit - -

7= (= et f 1y (3) (— 1+

e )= e ) ()

11 est
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D’une maniére analogue .on obtient
e 0+ ) () )
e+ ) )+ 6+ )

et par 'induction

T = (— 1) 743 (— D)htketoth (71;1,) (21.) . (21)

1
la somme se rapportant a toutes les solutions entiéres, non-négatives
de V'équation ok, + tgky + . .. + Gki =k, ol 4, 15 45
" Le polynéme (4') est évidemment réciproque, par conséquent,
il en résulte immédiatement la relation

Tn—k = (— 1)? 7¢ (pour chaque k=12...). (15)

5. Détermination du mombre des facteurs vrréductibles duw. second |
' degré de la congruence (1).

Le coefficient de A% dans le polynéme (4’) est

T

D’aprés (15) le coefficient de 77—2 est

e (1) )
Nous obtiendrons comme précédemment deux formules.

B

a)

Dans le déterminant caractéristique (3) le coefficient de An—2
est égal & la somme de tous les mineurs principaux du seconde

. n
degré, qui sont au nombre ( 2), alors
Cii Cik

= (— 1\n—2
2 =(—1) z Cki Chk

1=0...,n—2
k=1,.n—1

(mod p); (16)

Mais on peut exprimer, comme précédemment, ces déterminants
a l'aide du discriminant D. Soit 'D¢® le déterminant formé de D
si ’'on y remplace les éléments de la (¢ + 1)-iéme ligne par les
nombres 8;p, 8ip+1, - . ., Sip+n—1 €t les éléments de la (k + 1)-1éme
ligne par 8ip, Sip+1, - - - Skp+a—1. ON &
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8:) 8.1 W) o e 8?_1
. Sip Sip+1 ... Sip+n—1
DGk — | - : - (17)
Skp Skp+1 ... Skptn—1
Sn—1 Sn ... S2p—2
‘Remplacons les éléments s, ..., Skp, ..., par les sommes (10).

Multiplions dans le déterminant ainsi obtenu la premiére ligne
par cip, la seconde par c;; etc. [excepté la ligne (¢ 4 1)-iéme et
(k 4+ 1)-iéme] et soustrayons de la ligne (¢ + 1)-iéme, puis mul-
tiplions la premiére ligne par cxo, la deuxiéme par c;; etc. et
goustrayons de la ligne (k 4 1)-iéme.

Nous développons maintenant ce nouveau déterminant d’apres
la régle de Laplace, suivant les lignes (i + 1)-iéme et (£ + 1)-iéme.

On a
DGEbH = Z Cigst + CikSq, CiiSr + CiaSe| g
CriSt + CkpSes CkiSr + Crase| (1)
5 : ’ : 88
ou S(z,q) est le sous-déterminant complémentaire de e' S“ dans D.
7t <r ot
Ciyi Ci 1, 8 Cij, Ci
Dk = | Cid Gik z b Se| Qg = |6 Gk | D
Ch,i Ch,k s 8| (R T | enis o

D’aprés (16? D r ) :
e = (1t S e = - () + (3)} (mod )

1=0,...n—2
k=1,.n—1
i<k )
Enfin nous obtenons
Théoréme 3. Le nombre des facteurs irréductibles du second
degré de la congruence (1) r, est donné par la formule

1 —
— 17y + (;1) =5 Z DGR (mod p),
1=0,...n—2
k=1,..n—2
. . i<k .
ol r, est le nombre des facteurs linéaires, D le discriminant de la
congruence donée et la somme se rapporte & (g) déterminants DGF)

de la forme (17).

b)

Dans le déterminant caractéristique (3) le coefficient de A2
est égal & la somme de tous les mineurs principaux de la matrice
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(cix) de degré m —2. On détermine ces sous-déterminants de la
maniére suivante. Attribuons & la lettre d®® une signification
analogue & celle de DG®, c’est a dire d®® soit le déterminant
formé de d, si 'on y remplace les éléments de la (2 + 1)-iéme
ligne par s;, 8i+1,... et les éléments de la (k + 1)-iéme ligne
par s, Sg+1, . . . Nous portons les valeurs correspondantes d’aprés
la formule (10) dans toutes les lignes du déterminant d¢* excepté
les lignes (7 4 1)-iéme et (k 4 1)-iéme. Puis nous soustrayons
des autres hgnes un multlple convenable des hgnes (¢ + 1)-iéme
et (k + 1)-iéme. On peut écrire le déterminant, qu’on obtient ainsi,
comme produit de deux déterminants, du discriminant D et du
sous-déterminant principal d’ordre n» — 2, qui est complémentaire

: : Cijiy Cik
au sous-déterminant ;” c;' du déterminant | c; |. Le coefficient
(2] k
de A% est alors
e A? es Z A6k,
. n—2
o

i<k
Tenant compte de (15’) on a

Théoréme 4. Le nombre des facteurs irréductibles de la con-
gruence (1) v, le nombre des facteurs linéaires r, et le nombre des
facteurs du seconde degré ry, sont lies par la relation

—nt (3) =1y 3k mod p),

ol la somme se rapporte & toutes les (g’) combinaisons des i, k

(¢ =+ k).
6. Le résultat général.

Il est maintenant facile de généraliser les résultats que nous
avons obtenus. Tenant compte desrésultats de 4 on peut énoncer le
Théoréme 6. Soit & un nombre entier, 0 < k < n; soit 7y
(=1, 2, n) le nombre des facteurs zrre’ductzbles de la con-
gruence (1) de degré x. Soit v le nombre de tous les facteurs irre-
ductibles. Désignons par D™ *0 le déterminant formé du discri-
manant D, si U'on y remplace les lignes (4, + 1)-iéme, (A, + 1)-1éme,
o (A& + 1)-téme_ par les éléments Sip, Sap+1, - - . Shp+n—1, e€lC.
Par analogie désignons par d**» "% le  déterminant formé de d,
st Uon y remplace les lignes (A, + 1)-1éme etc. par les éléments
S SA,+15 + + «» Sa,+n—1 €lC.
Entre les grandeurs ainsi définies les rélations suivantes ont liew

i 7 ' 1
(— l)k1+..-+kl( ll)...( l) E(— l)k.__. D(l"l""ik)
: k. : D
ak.; k= . ki 2
LR L T A o (mod p), (18)
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— 1)at...+E T, L. i P 1)p+v+k l AP 2. . Ag)
S i) ) =53

1

kst gy
' :n.::,” (mod p), (19)

ol la somme a droite se rapporte a toutes.les (:) combinaisons

de.la k-iéme classe des mombres 1,2, ..., n. ,

Les formules (18), (19) peuvent étre considérées comme des
relations recurrentes; en effet, si I'on y pose £=1,2,3,...,
on détermine successivement 7y, 7g, 74, . .

Applications.

a) La congruence quadratique.
Soit 2? 4 ax 4+ b = 0 (mod p) la congruence donnée.
D’aprés (9) on a pour le nombre des racines

1 - Sy S 8y S
ri=-—" }|S S o 1
! So & { S1 Se Sp Sp+1 } (mod. g).
8 8
8 8 11 11 11
Sp Sp+1 WP 3P| g hJe
= — 1 =1 =1 =
nENT W T T T
8 S h J2 1 )2

=1+ ’ L (mod p)ay
hoJe .
—1 ‘D
Done, pour p > 2: 7, =1+ D 2 El—{—(?) (mod p).
Pourp=2:r=1+j,—jy=14j +jo =1+ a(mod 2).15)
C’est un résultat bien connu. :
Théordme 6. La congruence % 4 ax + b = 0 (mod p), p > 2

a deux ou n’a aucune racine suivant qu’il est (_1?) =1ou == 1,

ot D est le discriminant de la congruence donnée et (—3) le symbole

de Legendre. .
b) La congruence cubique.!%)

14) Quant & la signification de 7,, 7,, voir 1. :
15) (Mod 2) il n’existe que deux congruences avec D == 0 (mod 2);
cesont 2' 4 2 4 1=0, 2? + z=0; on y vérifie aisément notre résultat.
. - 1%) On trouve chez Dickson 1. c. %) p. 262—256 tous les résultats connus
pour la congruence cubique. Quelques de ces résultats sont contenus en (21).




Soit . -

28 4+ ax? + bx 4+ ¢ = 0 (mod p) (20)
la congruence donnée. D’aprés (9) on a
1 | 8081 8, 881 S S 1 S
=71 %%% + | SpSp+1Spr2| + |8 82 8 (mod (7’2)1)
8283384 8283 84 Sop S2p+182p+2
D’aprés (13) on obtient aussi
S 81 Sy Sg 8 S .
r = (— 1)3+°. DY e Se+1 Sp+2 1|81 82 83 .
S2p S2p+1 S2p+-2 S2p S2p+1 S2p+2
S S 8 (21')
+ |8p Sp+1 Sps2|p (mod p),
Sy S3 84

v=1,+ 1, + 75 _

On peut trouver facilement de ces deux expressions pour 7,
une relation intéressante entre le nombre des racines de la con-
gruence (20) et le caractére quadratique du discriminant D.

La somme du deuxiéme et du troisiéme déterminant dans (21)
est égale & la méme somme dans (21’). Nous la désignons par 6;

alors — tenant compte de (11) — on a
' rn.D=D+6
g p+1

r.D.(—13+* =D? 4+ § (mod p).

En éliminant 6 on obtient
—1

P
. [1 — (_ ]_)3+’|+’l+'l] =1—D

(mod p). (22)
Ici seulement trois cas existent » ‘
x) rg =1, ry =r, = 0, il suit de (22) (_Il)_)) = 41,
B)rs=0, ry=r, = 1, il suit de (22) (}?) 1,

p) 13 =20, r,=0, r, = 3, il suit de (22) (—3) = L

Il gensuit -
Théordme' 7. Si la congruence cubique (20) posséde trois ou me
posséde aucune racine, le discriminant de cette congruence D est
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résidu quadratique (mod p). Awu contraire, st (20) n’a qu’ wune
racine, D est non-résidu quadratique (mod p).17)

c) La théorie des congruences binomes.

On obtient de la formule (9) par des considérations simples
toute la théorie des congruences binomes.

Posons la question quel est le nombre des racines 7, de la
congruence

a"—a =0, n<p (mod p). (23)

1l suit d‘e (23) que sp=m, 8, =8=...=8—1=0, 8 =an;
de maniére plus générale s; = a™m, pour k = mt, T entier;
8x = 0, pour les autres %.

|0 0...00
00 0...0s, (n—1)(n—2)
D=|: =(—1) 2 .n. (an)1,
00 s,...00
0s,0...00

Posons Dy = D®. Le déterminant Dy ne différe du discriminant D
que par la propriété, que la (£ + 1)-iéme ligne contient les éléments
8kps Skp+1, - - -5 Skp+n—1. Soit k> 0 (pour k = 0, Dy = D). Parmi
les n nombres entiers kp,kp+ 1,...,kp+n—11il y a un et
seulement un qui est divisible par ». Si le nombre s de la
(k + 1)-iéme ligne avec l'indice ! divisible par n ne se trouve pas
dans le déterminant D; sur la méme place, ou se trouve dans D
la somme sy, il est clair, qu’un tel Dy est égal & zéro. '

L’élément de la (k + 1)-iéme ligne, qui se trouve dans D
sur la place occupée pares, dans D est

Skp+n—k-

Autrement dit, le déterminant D; ne sera différent de nul, que
pour les %, pour lesquels

kp+n—Fk =0 (mod n).
k.(p—1) =0 (modn).
Posons é = (p— 1, n), les nombres k cherchés sont alors
‘ :
n o n n
0, '3’ 2?7 L) (6_ 1)?"

- 17) Ce théoréme est bien connu. On voit dans la littérature que ce
théoréme a été plusiers fois démontré; récemment par M. Th. Skolem,
Norske Vid. Selsk. Forh. 10, p. 80—92, 1937 [Voir Zentralblatt 18, 1938,
p. 343]. Il est aussi une conséquence du théoréme 9 que nous. démontrerons
dans ce qiti suit.
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Au nombre I .— correspond .

0
r—1
1.
S, n n = 8f, p—1 =n.a ¢ .
l.—3p+n—l.7 {l.~—d--+1}n
. . n
Le déterminant D correspondant au nombre % = [ 5 est alors
(n—1) (n—2) 121
Dyn=(—1)""2" n.(an)2.n.a 3 .
"8

Le nombre des racines de la congruence (23) est donné par

1 o—1 (n—1)(n—2)
r, == T e . Z (— 1) 2 n (an)"—2
(—1)" 2 n(an)?

=0

p—1
.m.a"o ' (mod ).

=1

S

p—1
rn= »d" % (modp). o (24)
) 1=0
—
Soit @ & == 1 (mod p). La somme & droite est la somme d’une
série géometrique
. ar—1—1

i

7 = 0 (mod p).

—1
as —1

La congruence (23) n’a pas des racines.
p—1

Soit @ 5 =1 (mod p). En ce cas, il résulte directement
de (24)
6—1 _—
r = z (ad_) =
1=0

Alors, nous avons démontré le

Théoréme 8. La condition nécessaire et suffisante pour que la
congruence (23) admette des racines est qu’on ait ;
p—1
a s =1 (mod p),

d—1
1=96 (mod p)
=0

0% 0 = (p— 1, n). Cette condition étant satisfaite la congruence (23)
a exactement J racines.l8)

18) Notre démonstration du théoréme 8 est intéressante aussi au point
de vue méthodique. La théorie classique des congruences binomes est basée
sur la théorie des indices, mais — comme on voit — dans notre déduction
nous n’avons pas eu besoin de cette théorie.
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- d) Théoréme 9. (La fomiule de Pellet-Voronoi-Stickel-
berger).’®) Le nombre v des facteurs irréductibles (mod p) de la
congruence (1) & discriminant D == 0 (mod p), vérifie I'équation

D n+v
(;)_(——1)+~

ou (—11)2) est le symbole de Legendre.

. Démonstration. Il résulte des formules (18) et (19) du
théoréme 5 que pour chaque k, (0 < k < n)

(— 1)*. LZD(M,...,A;,) = (— 1)n+v+kiD . z d®v-- %) (mod p)

D
Z DA 0lg) = (_ 1)n+vz Ao Ap),

Posons & = n; on a:
Dl hp) = DO L2...n—D) = ¢ (mod p).
dOuw) = @O Leon—D) = D (mod p).
Alors d =(— 1)"+* D {mod p).
Tenant compte de (11), on a

p+1

DT =(—1p+. D

(—g) = (—1)"+?, c. q. f. d.

- %
0 poltu korefiov a nerozloZitel’nych faktorov danej kongruencie.
(Obsah predoslého &élanku.)

Nech je dana kongruencia f(z) = 2" + a2 1 4 ... 4+ ap =0
(mod p). Koretiom takejto kongruencie budeme volat celé &islo a,
ktoré tejto kongruencii.vyhovuje. Oznaéme podet nerozlozitel’nych
faktorov danej kongruencie stupfia k-tého znakom 7 podet
koretiov je teda r,. Konetne nech znadf D diskriminant poly-

19) Pellet: Comptes Rendus, 1878, p. 1071—2. — Voronoi: Ver-
* handl. d. III. Math. Kongress, Heidelberg (Leipzig 1904). Cette formule
a été récemment trouvé de nouveau par M. S. Lubelski, Acta Aritmetica 1,
p: 169—183, (1935). — Voir aussi: K. Hensel, Crelles Journal 129, 1905,
- p. 68—86 ot Hensel-Mirimanoff ibid p. 87—88, ot les auteurs donnent
I’aide de ce théoréme une démonstration extraordinairement simple de la
loi de réeiprocité. i
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nomu f(x) a v pocet vietkych irreducibilnych faktorov vsetkych
stupniov.

V élanku sme dokézali: Pre potet koretiov 7, plati vztah (9),
alebo analogicky vztah (13). Rovnako pre r; najdeme dva rekur-
rentné vztahy (18) a (19), z ktorych moino r, r;.... po rade
vypotitat.

V druhej é&iasti podali sme niekolko aplikicii vysledkov,
ktoré sme obdrzali. A to predovietkym na kvadratickt a kubicka
kongruenciu; potom sme na niekol’kych riadkach odvodili cela
teoriu binomickych kongrnencn a na koniec sme dokézali vztah
vysloveny vo vete 9. tykajuci sa kvadratického charakteru diskri-

minantu polynomu f(x).
*

Uber die Anzahl der Wurzeln und der irreduziblen Faktoren
einer gegebenen Kongruenz.

(Auszug aus dem vorstehenden A.rtikel.)
.-Die vorgelegte Kongruenz sei
fla)=2a" + a1+ ...+ a, =0 (mod p).

Als Wurzel dieser Kongruenz wird jede ganze Zahl z; bezeichnet,
welche dieser Kongruenz geniigt. Die Anzahl der irreduziblen
Faktoren der gegebenen Kongruenz vom Grad & werde mit 7
bezeichnet; also ist 7, die Anzahl der Wurzeln. Endlich sei D die
Diskriminante von f(x) und v die Anzahl aller irreduziblen Fakto-
ren iberhaupt.

Im Artikel wurde bewiesen: Fiir die Anzahl der Wurzeln r,
gilt die Beziehung (9), oder die analoge Beziehung (13). Ebenso
findet man fir 7, zwei rekurrente Beziehungen (18). (19), aus
welchen man der Reihe nach 7,, 3, .. . berechnen kann.

Im zweiten Teile haben wir elmge Anwendungen der erhalte-
nen Resultate gegeben, und zwar zunéchst auf die quadratische
und kubische Kongruenz; dann haben wir auf einigen Zeilen die
Theorie der binomischen Kongruenzen abgeleitet und endlich
haben wir im Satz 9 eine Beziehung abgeleitet, welche den qua-
dratischen Charakter der Diskriminante von f(z) betrifft.

Casopls pro p&stovéni matematiky a fysiky. 10 145



Uber einen Satz von S. Lubelski.

Stefan Schwarz, Bratislava.

(Eingegangen am 10. Januar 1940.)

Es handelt sich um einen aduBerst kurzen und von den Hilfs-
satzen des Verfassers!) freien Beweis des folgenden interessanten
Satzes: :

Es sei f(x) etn ganzes. ganzzahliges. nicht normales, irreduzibles
Polynom. Es sei ferner ¢(x) eine Galorssche Resolvente von f(x), D die
Diskriminante von @(x) und p eine rationale Primzahl, fiir die
(D, p) = 1. Dann ist @(x) mod p zerlegbar.

Beweis: Es sei K der Korper der rationalen Zahlen. Weiter
K' = K(0), K" = K(8), wo O resp. ¢ den Gleichungen f(®) = 0
resp. ¢(9#) = 0 geniigen. Also '

KCK CK".
Es sei weiter & die Galoissche Gruppe von K" beziiglich K. $ die
zu K’ gehoérige Untergruppe von &. € die Einheitsgruppe:

GO3HDE.

* Da K” normal ist. ist sein Grad zugleich Ordnung von ®. Er sei
durch n bezeichnet.

Um die Behauptung zu beweisen, schlieBen wir folgender-
massen. Ist ¢(x) mod p irreduzibel, so ist p'in K" unzerlegbar und
der Grad des Primideals (p) ist ». Fiir jede ganze Zahl w aus K"
gilt dann

o?" = o (mod p).

Die Substitution g, aus @, fiir die (unabhangig von ) die Relation
w? = g0 mod p,

fiir jedes ganze w aus K" gilt, ist bekanntlich die Erzeugende der

Zerlegungsgruppe &z zu p.?) Die Zerlegungsgruppe ist offenbar

1) Vgl. 8. Lubelski: Zur Reduzibilitdt von Polynomen in der Kongruenz-
theorie, Acta Aritmetica 1 (1936). S. 169—183; 2 (1937). S. 250—261.
) Vgl. z. B. R. Fricke: Lehrbuch der Algebra III, S. 175.
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zyklisch und ihre Ordnung ist gleich dem Grad von p. also n. Da
aber auch die Ordnung von @ gleich n ist, gilt &z = .

@ ist danach zyklisch. Da jede Untergruppe einer zyklischen
Gruppe wieder zyklisch ist, ist auch $ zyklisch, also Normalteiler.
Der zugehorige Korper K’ ist also normal, entgegen der Voraus-
setzung. Die Annahme, dal ¢(x) mod p unzerlegbar ist, ist falsch;
w.z. b.w.

Anmerkung: Es ist auch leicht einzusehen, daB dieser Satz
und sein Beweis allgemeiner fiir Polynome f(x) aus einem beliebigen
Korper K und dessen Primideale p gilt.

*
0 jednej vete S. Lubelského.
(Obsah predos§lého élanku.)

'V élanku j ]e podany kritky dokaz tejto vety.

Nech je f() celo¢iselny. nie normélny, nerozlontelny mnoho-
élen. Nech je g(x) Galoisovou resolventou f(xz). dalej D diskriminant
mnohoclenu ¢(x) a p racionilne prvoéislo, pre ktoré plati (D, p)=1.
Potom je ¢(x) mod p rozloziteIné.
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Uber die Mittelwertsiitze der Gitterpunktlehre.
6. Abhandlung.?)

Vojtéch Jarnik, Praha.
(Eingegangen am 2. Méarz 1940.)

§ 1. Einleitung.

Im Folgenden sei stets r eine natiirliche Zahl,

r

Q) = 2. cmttutty (€ = ) (1)
uy=
eine positiv definite quadratische Form mit sonst beliebigen reellen
Koeffizienten c,, und mit der Determinante D. Fiir reelles b
bedeutet £® denjenigen in der liangs der negativen reellen Achse
aufgeschnittenen komplexen £-Ebene reguliaren Zweig, der fiir
£ > 0 positiv ist. Statt €f schreibe ich auch exp &. Mit C bezeichne
ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von @ (d. h. von »
und von den c,) abhangen. Mit B bezeichne ich unterschiedslos
komplexe Zahlen. die von beliebigen Parametern abhiangen diirfen,
dem absoluten Betrage nach aber kleiner als ein C' sind. Sind &, &
zwei ganze Zahlen, die nicht beide Null sind, so sei {&, k} ihr
groBter gemeinsamer Teiler (die runde Klammer konnte zu MiB-
verstandnissen fiihren). Alle vorkommenden Integrationswege in
der komplexen Ebene sind geradlinig; fiir reelles « schreibe ich
a4t .
zur Abkiirzung | statt .
S,
Fir « > 0 sei A(x) die Anzahl der Gitterpunkte (u,, ..., %)
im Ellipsoid Q(u) < x;

1) Altere gleichgenannte Abhandlungen des Verf. sind in der Math.
Zeitschr. 88 (1931), S. 62—84, S. 85—97, 86 (1933), S. 581—617 und im
Véstnik Kral. C. Sp. Nauk 1931, 17 S. erschienen.
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n? x? .
P(x) = A(x) — RN B M(x) =fP2(y) dy'. (2)
Vor|- + 1) B ‘ o
Alle bisher gemachten Verabredungen gelten in der ganzen Arbeit;
sonstige Einschrankungen werden wir immer besonders hervor-
heben.

Es gilt folgender Satz von Cramér-Landau?): Es sei Q(u) =
= u,® + u,® (also r = 2); dann gibt es eine positive Konstante K,
sodal3

M(x) = Ka? + O(«' ™) fiir jedes & > 0.

Ein Blick auf den Beweis lehrt, dafl ein analoges Ergebnis fiir
jede Form (1) mit » = 2 und ganzzahligen c,, gilt.

Fir r > 2 (r = 1 ist trivial) werde ich zeigen:

Satz 1. Es sei r > 2 und Q habe ganze Koeffizienten c,,. Dann
gibt.es eine nur von @ abhingige positive Zahl H. sodaf folgendes
gult:

M(x) = Ha?log a + O(a?logt 2) fur r = 3;} : ()

M(x) = H2' ™" + O(g(x)) fir r> 3.

wo g(x) = % log a fiir r = 4. g(x) = a3 log? x flirr = 5, g(x) = 2’
fir r >.5.

Man beachte den besonders interessanten Fall r = 3 (log
im Hauptglied). Eine Darstellung von H wird man am Ende der
Arbeit finden. Als Erganzung zum Satz 1 beweise ich gleich fol-
genden einfachen Satz, der zeigt, daB die O-Abschitzung im
Satz 1 fiir » > 5 definitiv ist:

Satz 2. Es sei r > 2 und Q habe ganze Koeffizienten. c,,. Dann
ist

2

M(z) — H2' ™' = Q@’™™%);

allgemeiner ist fir jede beliebige von x unabhdngige Zahl H,
M(z) — Ha' ™' — Hpa"% = Q2" 7%). - (4)

Beweis. Fiir ganzesz > 0und 0 < 8 < list A(n + 0) = A (n),
also nach (2). wenn fiir einen Augenblick '

a? D_%F~1(% + 1) —K

2) Vgl. z. B. die Darstellung in E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlen-
theorie Bd. 2, S. 250—263 (Hirzel, Leipzig 1927) und die Verschirfung
des Restgliedes bis zu O (x log® ) bei A. Walfisz, Teilerprobleme, Math.
Zeitschr. 28 (1927), S. 66—88.
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gesetzt wird,
r

P(n + 8) = A (n)— K(n + 0)2,

n+d
fpz(-”)d!/=A”(n)6—2KA(n) = L (n+ )Tt —pTty 4
.. A )
+ K¥(n + oy +1 —ar+d) jr - |
Wire (4) fiir ein H,; falsch, so ware
. n+4d
[Pay) dy = M(n + 8) — M(n) = H((n +.8) " —»"™) +
" (6)

+ Hy((n + 0y —n"™%) + o(n ™)

bei ganzzahlig wachsendem » und zwar gleichmafig fiir 0 < ¢ < 1.

Vergleicht man die rechten Seiten von (5), (6), dividiert durch 2”2,

entwickelt (n + 8)° = n® ( 1+ —z— nach Potenzen von _76; und

r

beachtet, daB A(n) = O(n?), so bekommt man

Ho(r — 1) — A%n).n"+26 +
+ 2K A(n) n_?(nm + %né* + 1”2%2—) 53)—

— K? (n26 -+ %néz =+ f——(ﬁ—ﬁt—l—) 63)—> 0

fir ganzzahlig wachsendes =, gleichmafig fir 0 < d < 1. Also
miissen die Koeffizienten von 6, 62, 6° gegen Null streben (es
handelt sich um ein Polynom in 6); betrachtet man die Koeffi-
zienten von 62, 6%, so bekommt man

r

—;-Kn (ARr)n 2 —K)—>0

r

r -
FK(A(n) n 2

— &

—(r——l)K)—>();

wegen K > 0 wire also
r - 2r— 2

Am)n 2 — K und gleichzeitig A(n)n % —

was unmoglich ist.
SchlieBlich mochte ich folgendes bemerken: Erstens habe ich

K,

r—2

160



im Jahre 1930 folgendes bewiesen®): ist » = 5 und hat @ ganze
Koeffizienten, so gibt es eine nur von @ abhangige positive Zahl H’,
sodaf fiir ganzzahlig wachsendes x folgendes gilt:

’Zle(n) =H'2™" + f(x)

r ;

wo f(z) = (") und f(z) = O(z' " log &) fiir 5 < r < 7, f(2) =
=02 % log ) fiir r =8, f(x) = O(2" %) fir r > 8. Man ver-
gleiche dieses Ergebnis mit unserem Satz 1; iibrigens war damals,
da sich « diskontinuierlich anderte, der Beweis der Q- Behauptung
viel schwieriger als der heutige Satz 2.

Zweitens: Durch Welterentmcklung einer ilteren Methode
von mir?) ist es Herrn Walfisz gelungen,®) den Satz 1 fiir r = 4

mit einem etwas schwicheren Restglied O(x# log? ) zu beweisen.®)
Drittens: Als ich diese Untersuchung begonnen habe, wollte

ich hauptsichlich den interessantesten Fall » = 3 erledigen; der

Leser wird aber sehen, dafB3 es nicht viel mehr Miihe kostet, wenn

man gleichzeitig auch die Falle r > 4 behandelt. Methodisch stellt

die Arbeit eine Weiterentwicklung der Methoden aus4), 5) dar.
Viertens: Fiir r = 3 und ganze c,, folgt aus Satz 1

P(x) = .Q(ﬁ log’f z),

was fir @Q(u) = 4,2 + 4,2 + u5® vom Herrn Szego?) bewiesen wor-
den ist.

§ 2. Vorbereitende Hilfssitze.

Hilfssatz 1. Es sei ay > a;, >0, by >b,>0; A >1, p >1,
v > 1; f(s, 8') sev beschrdinkt und reguldr im Bereich

a S Rs < ay, by < Rs" < b, (7)

Dann gelten folgende Qleichungen, in welchen alle sechs Doppel-
integrale den Integranden

Ao = "l:(fs j-)s )

3) Und noch etwas mehr; vgl. V. Jarnik, Sur une fonction arithmé-
thue, Véstnik Kral. Ces. Sp. "Nauk 1930, 13 S., Théoréme 2, 3.

4) V. Jarnik, Uber die Mlttelwertsa.tze der Gltterpunktlehre 1, Math.
Zeitschr. 83 (1931), S. 62—84.

5) A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoi-
den VII, Travaux de I'Inst. Mathém. de Thilissi 5 (1938), S. 1—68.

6) Dasselbe Ergebnis hat Herr Walfisz bereits frither mit einer anderen
Methode (Heckesche Theorie der Modulformen) bewiesen; vgl. A. Walfisz,
Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden V, Acta Arithme-
tica 1 (1936), S. 222 283.

7) Beitrige zur Theorie der Laguerreschen Polynome II. Math.
Zeitschr. 25 (1926), S. 388—404.

151



haben und absolut konvergieren:

f'()f ds)ds_ff ds_f(f e

- (8)

ff . ds) ds’ ——f(f ds')dsr=f(f...ds')ds.
) a b

b, a,

Beweis. Im Beweis beschranken wir uns auf den Bereich (7).
Dort gilt (mit ¢t = Js. ¢’ = Js)

4| H(s, 8') | <

aroareparrrery @

wo @ > 0 von s, s’ unabhéngig ist. Daraus folgt erstens nach dem
Cauchyschen Satz

fH(s, 8')ds =fH(s, s') ds, fH(s, s')ds’ =fH(s,»s’.) ds’. (10)
a, as b, bs
Zweitens ist

@ o

de dt’ =
ff(1+ltl)(l+|t’l)(l+It+t’|):
dt dt”

= ff DA+ A+ [t—r1])

_3 d d¢ ae g 00210g(1‘-{— t) dt
B f(f(1+t')(1+t—c'))1+t‘ T+E+1
0 0 0

und das letzte Integral konvergiert. Daher sind die Doppelintegrale
in (8) absolut konvergent (also: Vertauschbarkeit der Integrations-
folge) und (8) folgt aus (10).

Im Folgenden gelten stets folgende Bezeichnungen: fiir
Rs > 0 ist

6(s)= > exp (—Q(m)s). F(s) =6(s) ———; (11
(m)=—a : /D 52
fiir > 0 und natiirliches » sei

My(x) = M(), Ma(a) = [Muca(y)dy (n=2,3,...). (12)
0 -

(m) bedeutet dabei das System m,, . .., my; insbesondere bedeu-
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tet (0) das System 0,....0. Z bedeutet Z und analog in éhn-

(m)=—o My .o yMp=—0®
lichen Féllen.
Hilfssatz 2. Ist a > 0. b > 0. n >0, n ganz, so ist

e F(s)F(s') et )
JlIn(-”«) - _;_n_zf(al' s s’ (S + 8')nds d8+ . (13)

+ Aon + A+ ...+ du—r ,nTﬂ“l

wo Ay nur von k.l und von Q (also nicht von a, b, z) abhangt
Beweis. Bekanntlich ist

1 F(s)F(s') "t —1
M (x) = — g f(f : ) 7((9" ) P ds’) ds.
b

a

Den Beweis findet man 1. c.4) oder 3). Dort wird zwara = b = a

_ vorausgesetzt, was aber nach Hfs. 1 keine Einschrankung bedeutet;
zweitens wird dort @ einigen Einschrankungen unterworfen (z. B.
bei Walfisz » = 4, ¢, ganz), die aber im Beweis nicht benutzt
werden. Nach Hfs. 1. ist

1 F(s)F(s") ds’
472 (f s —s’s—i—s) * 47:sz - s’} ds ==l
a b

sodafl (13) fir » = 1 gilt. Gilt nun (13) fu1 ein gewisses n = 1,
so ist (absolute Konvergenz nach Hfs. 1).

T

Myia(2) zf.M,,(y) dy =

0

_ 1 F(s) F(s) s -
= (f P (f(s—i—s’)"‘du,ds ds +
a b 0

1
+ Aoz + ...+ —Ana "

hierin ist

- eu(x-{—s‘) g ez(s-l-—s‘) _‘-‘1
E+&)r s+
0

1 F(s)F(s') ds’ :
=[S ) ff s
a b :

sodal (13) auch mit n + 1 statt » gilt.
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Von nun an setzen wir stets voraus, das die c,, in (1) ganz sind.
Sind &, k, m,, ..., my ganz, {h,k} = 1,k > 0, so setze man
k
2nih .am, + ...+ aym
Shk,om) = Z exp (— —— Q(a) — 2z 12 - ') (14)
) ' (a)=1

und speziell S“(O) = Spr. Offenbar &ndert sich iz nicht,
wenn man % um ein Vielfaches von & andert; Sy und S_,z smd
konjugiert komplex; Sy ,m = 1.

Hilfssatz 3. A. Es ist Snim = Bk® und far {k, 2D} = 1 ist

r
1 Shpm | = k2.
B. Es werde

. :
8 2 _
S = > >l (15)
1sk=)z A1 '
gesetzt, wo der Strich bedeutet, daf} nur iber die h mit {h,k} =1
summziert wird. Dann ist fiir r = 3
S(z) = Glog x + O(1),
wo G > 0 nur von Q abhingt.
Beweis. Offenbar ist

| Shtgmy |2 =
k k i b, —|— Lop
Z exp (~ 2mi % (Qa) — Q(a + b))+ 27i 11y k ok ,m,)
®)=1(a)=1
5 h 27
s Zexp (2711'% Qb) + = b + ..+ b,m,))x
(=1
k r
2aih
X Z e _k z 2Cm, ay, b’)
=1 ny=1

Hier ist die innere Summe nur dann von Null verschieden, und
zwar gleich %7, wenn

16,5k, 220,., y=0 mod k) (p=1,...7), (16)
woraus 2Db, = 0 (m(:;lk), also
lgb,,gk,’b,,zo(mod—lg—) (p=1,...7) (17)
fplgt, wenn 6 = {k, 2D}. Nun hat (17) genau & < (2D)y =
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Losungen, also (16) hochstens B Losungen. so daB | Spzm) |2 = BE'.
Ist 6 = 1, soist (17) genau fiir b, = k erfiillt und dann gilt auch (16),
also | Shp,m |2 = F.

Man setze nun r = 3, m; =m, = my; = 0 voraus. Man setze
60 = {k, 2D}, k = 6K, 2D = éA.

Dann ist (16) mit
3

1S b,k ?‘chbv:ll‘k (v=123), (18)
r=1 .
also mit
K <
1< b, <k, byzjzlww (n=1,2,3) (19)

aquivalent, wo l,, ,, [ ganze Zahlen sind und D,, die Subdeter-
minanten von D bedeuten. Also ist '

| Shr |2 = kazexp (QRZkKQ(%))’ 20)

)

wo (f) = (1. fo. ) alle ganzzahligen Systeme durchlauft, fiir welche
es ganze [, l,, I3 gibt, sodal3

3
K K
fu=2 bl VS fuS ke o fu ganz (u=1,23)

v=1

Das gibt fiir 1,, I,. I; genau folgende Einschriankungen:
3 3
1< Z’" D,, < 2D, ZI,D,N —0 (mod 4),
3 v=1 =1

sodaB der Wertevorrat von (f) nur von @ und ¢ abhéngt. Also ist,

wenn ¢ ({T) = q = q(9, (f)) gesetzt wird (g ist ganz!), nach (20), (15)

S(x) =Z %-%:ZZK%E exp(?i‘i_’;_{‘ﬁ); (21)

dabei lauft ¢ iiber alle positiven Teiler von 2D, (f) (bei gegebenem 9)
iiber alle eben beschriebenen Systeme, dann A iiber den Werte-

vorrat 0 < h < Jz, {h, 6} =1 und K iiber den Wertevorrat
h< K6 < |z, {K,hA} = 1. Also ist

&) = > 5 OROMN, (2

é 6}
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wenn man die innere Doppelsumme in (21) mit R(4, (f)) bezelchnet.
Ist k. 8. (f) gegeben. so setze man fiir ganzes m > 0

am = exp (..m;z q)_ wenn {m, Ah} = 1; sonst a,, = 0.

Up = Un(h) = Un(k, 9, (f) =Z‘”-

g =1
‘Offenbar ist ap 4458 = a;m. also :

m(k) U sns(h) + BAhO = 7}D Uonp(h) + Bh.

Ahé

Man setze Uaup(h) = ap = c\;,( (f)) und bemerke, daBl U, (k) =
= Bm, & = Bh. z ap.h% = Ba—} (alles fir x> C). Setzt

>z _
man noch y, = ;] fird >l yg=h—1fir 6 =1, yy = KTw

80 ist (der Stern bedeutet, dal nur iiber die A mit {h. 0} = 1 sum-
miert w1rd)

RS, () z* 1 Z Tm(R) — Um_'(h) _

0<h<lz m=po+1

R 1 B Uw(®) | Un(®)\ _
= Z EE( Z Lm(h)(;n—.: +E§) _—-IUO -+ 1+H1 & 1) B

o<h=)z m=pe+1
H
1 B B

_~Z (’Dh3 m.+72n—té+_h7):

0<h< z

* ah logx % an L B=
~ 32D Z log o +B= 4D BT .
0<h<Vx o<hslz :

log @ <* aa

TTaD & W 5

Wegen (22) ist also S(z) = Glogx + B, wo G > 0 nur von @
abhangt. Es ist aber @ > 0, denn nach A ist (2" lauft iiber alle &
mit

k=1 (mod2D), 0 <k <J2)

D)= > K Sult =D k> Clog x.
k k
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Hiltssatz 4. Sind b, k ganz, k> 0, {h, k} =1, Rs > 0, so st

O(s) = - i = z S).“m) exp —-LQ-}Z-%?’);- . (23)
e h 2 (m)=—w k2ls — ——
VD k-' s — 2m -l; k

wo Q, die zu Q inverse Form ust.

Beweis. Wird s = s’ + 2mi — h gesetzt, so ist

&
k ©
= Z Z e\p( a + bk) (8 + "m——)):
i k=“w 7 : ©
— Z exp (— 2 % Q(a)) Z exp ( Q (% )L’s )
(a)=1 (b)y=—w

Wendet man nun die bekannte Formel®)

o

z exp (—a Q(m + 2) S8 + 2ai (wymy + ... + wmy)) =
(m)=—c0
i1
=D 8
X Z exp (—=n Ql(m +w) S i (zymy + . ..+ 2Zmy))

(m)=—00

o] %

exp (— 27t (zywy + . . . + 2p0y)) x

auf die innere Summe mit § =z k%', z =k '@ w; = 0 an,
so folgt sofort (23) (vgl. (14)).

Von jetzt an_sei stets x> 1. Wir legen nun auf die reelle

Achse alle Briiche —;f— woh kganz, h= 0.0 <k < Vr {h,k} =1

und nennen sie Fareybruche Zu jedem Fareybruch 2 glbt es

genau ein Paar von Fareybriichen lli == (kj> 0. {h. i} =1

ky’ kz
hy h _h . hy hy .
E < T < %, sodaB zwischen k—l % genau ein

Fareybruch, namlich B, liegt. Dann bezeichnen wir mit .C-Bh,k

k’
‘ B NEI AN
das abgeschlossene ;nterval \ 7 + A bekanntlich ist

8) A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen (1903), S. 108.

fir j = 1, 2) mit
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h Ic-
Bup = L + 1<9 <1 3< 6, < 1. (29)
Nk AV AV / = -
Ist IR eine Menge reeller Zahlen und y eine reelle Zahl, so bedeutet
yIM die Menge aller Zahlen y& mit & e M. Zur Abkiirzung setze
man G = 2a2B; . Man setze
27
Q = e
Vel +1
Die Intervalle €5 iiberdecken die ganze reelle Achse und je zwei
von ihnen haben hochstens einen gemeinsamen Punkt. Insbeson-

_dere ist €1 = (— 0. ) und die Vereinigungsmenge aller Inter-
valle € mit

(25)

>0 0<bk<|a {h k=1 (26)
ist genau das Intervall (g. + o). Wir werden im Folgenden die
Formel (13) stets mit @ = b — 2~ " benutzen; dementsprechend
wird stets (mit Ausnahme einer Stelle im Beweis des Hilfssatzes 10)
s=a 4t =a  +Uitt reell) gesetzt; statt ds. ds’ schreibe
ich ¢ d¢, 7 dt’, sodaB aus (13)

472 Mo(z) = [(f LAty dt + 0@@™™) (27)
folgt, wo der nicht aufgeschriebene Integrand hier und in den
folgenden Formeln

F(s) F(s)) ™ (28)

s 8 (s+8)"
ist. Wir brauchen oft folgende Symmetrieeigenschaften: die
Funktion (28) andert sich nicht, wenn man ¢ mit ¢’ (d. h. ¢ mit ¢)
vertauscht; sie geht in den konjugiert komplexen Wert iiber,
wenn man t,t' durch — ¢, —t' ersetzt. Ebenso geht F(s), s e

und €” in den konjugiert komplexen Wert iiber, wenn man ¢
durch — ¢ ersetzt. Es sei 2 der Bereich Min (|¢], |#' |) < o und

man. setze:
A =ff c.odedes (29)
: A
Mh kb ) = ( f...dt’)dt-f—f(f...dt’)dt—i—
"Gk Cpr ke Crk —Cr'p (30)
+f( f...dt')dt+f( f...dt’)dt;
—Ch Cpr g —Cp ik —Cp p ‘
= M, kb, F), : (31)
hER K
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wo iiber alle A, k, ', k' mit (26) und
rsoocrlEa =1 Lk g

summiert wird.

N(h, k) :f( f ..aryat, P k) =f( f c.deyde,  (33)

Ch,k —Ch,k Chk Chk
8y =>P(h. k). 84 =D N(h, k), (34)
h,k h,k

wo iiber alle A, 2 mit (26) summiert wird. Nach (27) und den
Symmetrieeigenschaften von (28) ist

452 M, = 8, + 8, + 2RS, + 28, + O(an—1). (35)
Hilfssatz 6. Fir |t | < 20 st
F(S) L+_1.
—5 =Bzt 2. (36)
Beweis. Wegen s — 2~ " + ti, p — Ba—#% ist fiir || < 20
1 x
R (?) =1T¥aw O
also nach (23) mit 2 = 0. £k = 1 (wegen So,1,(m) = 1)
_;' i ( o
_1_(@(8) T r) = rC exp — 7 (m)
8§ —_— = —41 §
VDS2 S$2 T (m)¥(0)
L+1 1
Bx,2 : . Cfl' _
(1 + x2t2)4 2 (m)#$(0)
r 1
1 Ny r, 1
- S o —C% | _ g, at7
= Bx s exp |y 7] Bx ;

da die Funktion &% 7* (x > 0, y > 0) fiir 0 < & < oo beschrankt
ist.
Hilfssatz 6. Gilt (26) und. ist t € €y, > C, so ist

C%—<t<|s]<0%; (37)

| F(s) | < —— 2% _, (38)
k?(l + x t-—2n%)2 A
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< (2%, ©(39)

o>
|-

-

O(s) — Shx < Czt; (40)

VD ¥ (s — 2mi ;—?)

SR

21 < (O - . (41)
k?(l +ox t—zn%l)'
: s o R 2n
Beweis (alles fiir x > C). Nach (24) ist lt— 27— | < —=;

1 27 wh -
daraus folgt (41) und wegen - <W1 <7 auch (37), woraus
; V= ,

s 2=DBk®h 2 =Bz*,also (39) folgt. (38) folgt aﬁs (11), (39),
(40), (41) und Hilfssatz 3; und (40) ergibt sich so: man setze

2n£= p; wegen a’]t—ﬂ}_<_2’—7——'£ ist
k =%
1 z Cx
mlfz(S—iﬂ)zl'ﬁ(l+x2(t——ﬁ)2)>l;2(l+.T|t—,8|)2>0'

Nach (23) und Hilfssatz 3 ist also die linke Seite von (40) kleiner als

‘ 2% . a(my |4 ...+ m )
C— I z"‘“‘p(“c (4 x|t—p)2 )<
k2(1+x[t_7.‘3])2(m)¢(0)

T x + —Cx T
<o (k2(1+xlt—ﬁl)2)exP(k2(l+x|t—ﬂ|)2)<ox ’

da die Funktion £¢ " (x > 0, y > 0) fiir 0 < £ < o beschréinkt
ist. ‘

§ 3. Beweis des Satzes 1.

Bis zum SchluB der Abhandlung sei r > 3 und n = 2 fiir
r=3,n= 1firr> 3. Fir r > 3 sei g(x) wie im Satz 1 definiert,
fiir r = 3 sei g(x) = 23 AuBerdem werden freilich die c,, ganz-

zahlig vorausgesetzt. Wegen s = o' + #i, &' = ' + t'i ist
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1 Bx u(s+8')
= <
Py 1+x|t+t’|’e =Bfiroulz. (42)

Sind A,k bzw. b', k' mit (26), (32) gegeben, so setze man zur
Abkiirzung f = 27—+~ h , €=GChp, bzw. f = 21—, € = Cuy.

Hilfssatz 7. S, = O(g(x))
Beweis (fiir > C). Aus Symmetriegriinden geniigt es offen-
bar (vgl. (28), (29)), diese Abschétzung fiir die Integrale

20 20

I, _f(f "y dt, I, _f(f .dt') dt

—2¢ —2¢
mit dem Integranden

kl’

F(S) .F(S,) ex(ﬂ-s’)
8 s (88"
zu beweisen. Nach (42) und Hilfssatz 5 ist
20 20

—+1 an dt’
fy=2o* f(f(1+x|t+t |))dt=

—2 —2

20 t
I tn d¢’
=B 2+f(f & . )d;
= JU adFee—or !

20
Ilsz% dt = Ba?® fiir r = 3,
0

I, = Bz? flog (14 xt)dt =

1
e

Nl"'

log = O(g(=)) fir r > 3.

Im Integrationsbereich von I, ist ' > 2|t|, also nach (42) und
Hilfssatz 5, 6 (Summationsbereich: (26))

Iz‘=Bf%+-;_Z( ()dt)dt
bk G
-——1 - ;
fx R e e

~ g —2 (14|t —p?
ot zh‘”’l R (g(x))

wie man sofort nachrechnet.
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Hilfssatz 8. S; = O(g(z)). )
Beweis (fiir « > C). Im Integrationsbereich von P(h, k) ist
(vgl. (33), (34)) nach Hilfssatz 6 ¢ > Chk™, ¢ > Chk™", also

|s+8|> Chk™", also nach (42) und Hilfssatz 6 (Summations-
bereich: (26))

E\*t2 2 xdt xdt
=3 [ f -
Wk

SE KN Q+2|i—BNEA 42|t —B|)F
— er—zzh—z T 0(g()),

Bk
wie man sofort nachrechnet.

Hilfssatz 9. S, = O(g(x)).

Beweis (fiir z > C). Ersetzt man ¢, ¢ im zweiten Integral (30)
durch ¢, — ¢’, im dritten durch —¢, ¢’, im vierten durch —¢, —¢’,
so wird das Integrationsgebiet in allen vier Integralen ¢e Cpy,
t' eCuy, und | ¢ +¢'| geht in | 4 ¢ | iiber; fiir ¢ >0, ¢ > 0
ist aber |t 4 ¢ | > |t—1t'|. Nach den Symmetrieeigenschaften
von (28), nach (42) und nach Hilfssatz 6 ist also

r—2
ok " xdt y
s=5> sl [—n 7
wire " N KT Lol —p DE (0]
x di (43)
EEQQ+z|t—p])

(Summationsbereich: (26), (32)). Aus Symmetriegriinden geniigt es,
die Teilsumme 7' aller Glieder der rechten Seite von (43) mit

X

L
2

F>k (44)
zu betrachten. Wir setzen T'= 1T, + 7,, wo T, die Glieder mit
I 4 4
0<‘7~_k—'|§ﬁ, (45)
T, die Glieder mit
h K 4
N P 46
o o
enthalt. -
In jedem Glied von 7 ist
1 h K 4
méﬁ-TF;? D
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also }Jz < k' <V und - b - > C — A (den L4 >—— i ); weiter
x

k=
folgt aus (47)
|pk' — W'k | < 4; k' =a (mod k), |a| < 4. (48)
Bei gegebenen A, k hat also &’ hochstens 9 Moglichkeiten modulo £,

also hochstens CVxlrl Moghchkelten iberhaupt. Bei gegebenen
h,k, k' hat b’ nach (48) hochstens C Moglichkeiten.

Ist r & 5, so ersetze man in (43) den Faktor (1 + = |t —1¢'|)"
durch 1; das Doppehntegral in (43) ist also gleich

B T RTE
Fir r = 5 beachte man, da stets
It+alt—BDA+a|t' = NA+2|t—t])>
c(p—tl+1t—=t |+ |—FD2z|p—F|2
also ist das Doppelintegral in (43) gleich

. ff wdt. zdt : ='
N Vx (Italt—pNE(A+a|t—p |}

—00 —0

2mx 2nl/x.
e

r—2+4n — .

= Bz k- Zk' 2.ch o

Beachtet man nun, was nach (47), (48) iiber den Wertevorrat
von A', k' bei gegebenen h, k gesagt wurde, so folgt nach (43)
(wenn @ =1 fir r=5, a =0 sonst)

T, = er—2+nz k L ko 2 k' ~% (kx_%)a =
a IS bW B

r r
r—2+n _— —— — 1 =1
— Bx Zkzh—zk 2yt okt (ke Yy =
hE
5 r——3- +n—la —% +1+a

—=Brs = 2 z L
o<k<|z
und das gibt sofort in allen Fallen

T, = O(g(x)). (49)
T, ist schwieriger. In jedem Glied von T, ist wegen (46), (44)

, 8x 7 27 )
=P 1> =22 (kvx k’VE)
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- Fir te@, t' €’ ist nach (24)

t—B | < —==, |t — < —
| Bl VI ﬂl_k,v

also nach (50)
——+lt—t [ > [t—1 |>—l/3 B l=n

‘also nach (43)

L
F k|

ko xr—2 knkm
Ta= BZ R e TR — Wk

kK
mit dem Summationsbereich (26), (32), (44) (dié Bedingung (46)
lassen wir weg). Bei gegebenen &, k sei :

U=Uhk) = 2 - . (51)

K.k hlkr'f_l_'n‘ hkl . h/k in
(Summationsbereich: (32), (44)), also
a U(h k)

(Summationsbereich: (26)). Man teile U in zwei Teilsummen
U=U, + U, wo U, die Glieder mit hk' —h'k > 0, U, die-
jenigen mit Ak’ — h'k < 0 enthalt.

In U, setze man mit ganzen a, b

(52)

—1—n

e =h'k+a+bk (0<a<k b>0), (53)
also '
W — hk__z_—:ﬂ‘ > 1, k' =a (mod k); (54)
also ist
U,(h, k) Z Zk’ —gtl Vi (55)
wo

V Vih, k,a, K x 6
1=‘ 1( , K, @, )_;(hk'—a—'bk)(a—kbk)n. (5 )
-In U, setze man mit ganzen a, b

Wk=hk +a+bk (0<a<k b>0), (57)

also
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R + a4 bk

W X W = —a (modk);  (58)
also ist
Uyh, k) =ZZk’”“%“V2, " (59)
WO “ ¥
Vo= Vylh, k,a, k') = Z ' ‘ (60)

(k' + a + bk) (@ + bk)"

Fiir die folgenden Abschitzungen benutzen wir folgende wohl-
bekannte Tatsache: ist & <y, f(u) monoton und 0 X f(u) < K
fir « < u <y, soist

S fom) < ffw) du + K.

a=m=y 3

Nach (56), (60) ist (es witd iiber b summiert)

k L .
V.=RB — B . 61
! z,,k, hE' (@ + bk)" i Z o (bl — a — bk) K"k™ (61)

a+'_7k§? a+bk> >
k k :
V,= B — 4 B — 62
: ZW hk' (a + bk)" zw (@ + bk)™+! s
a+bk§—§- a+ k>_2_
Die erste Summe in (61), (62) ist (wegen 0 <a < k, b = 0)
E (1 1
BW(a—"+ 2 b"k)' e
1=b= "% ’

== 2

In der zweiten Summe von (61) lauft k' — a — bk nach (54) iiber
positive Vielfache von k, welche < hk’ sind; also ist diese Summe

log% )
k 1 k
B—— — =B——. 64
hﬂklﬂ zhk, lk h’lk/ﬂ A ( )
=<7
Die zweite Summe in (62) ist endlich -

‘ log 25K

1 du B &

Bl | —3—= = = B .
(hu+lk/ﬂ+l +f('a + uk)ﬂ+1) h.”k’” B hﬂkan (65)

a+uk>—2-
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Nach (63), (64), (65) ist also fiir j =1, 2

B 2K\ ..
hk’( + log k)furr>3

und (Wegen 0<axsk, log%Tk = Bhlc’)

Vi=

(66)

log 2 2hk’
Bk k B Lo
V= AP + — hk’( + 1) fir r =3. (67)

Nach (55), (59), (66) (67) ist also fir j =1, 2:

= ZZ ( +1og-2—};ci) fir r> 3, (68)

a=1 k' k’2

Z%iz (’Z—H) fiir 7 = 3.

(69)

Bei gegebenem a lauft £’ in (68), (69) iiber ganze Zahlen k< k<,
welche nach (54), (58) einer bestimmten Klasse modulo %4 ange-
horen; d. h. &’ nimmt nur Werte von der Gestalt ¢ + mk an, wo

m ganz, k < g + mk < VE und wo die ganze Zahl ¢ nur von &, k,

a, j abhéngt. Nun ist
Z(q.i_mk)%: x%_}_fqﬁ—uk)%du):

k=q+mi=)z kSq+uksVz
= B(at + 2tk") = B2l
Fir r > 3 ist
Dg+mky T =BE T 4 [+ k) T d
k=q+mk=|z k=<q+uk=)z
das gibt

r
Bk = fiir r> 4,

B(k‘l + g L2 ) Bl log 2‘56 fir + =4,

k

Wird schlieBlich

log q + uk
k

flu) = —
(g + uk)?
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(r > 3) gesetzt, so ist

df(u) k r —I— uk

|
(q + uk)®

Im Intervall ¥ < g + uk < co ist also die Funktion f(u) nicht

’ 2 o
negativ, steigt bis zu ¢ + uk = kexp (m), wo sie einen Wert

r
Ok 7" annimmt und fallt dann. Setzt man also zur Abkiirzung

log - it +kmlc
L= —=— (74)

k=q+mik=Vz (¢ + mk)%

80 ist
E
k<q+ulc<]/z (75)
—\2s —\ 2¢
k—i—l » k?—l

wo ¢ =1 fir r =4, ¢ = 0 fiir r > 4.
Dabher gilt nach (68), (69), (70), (71), (72), (73), (74), (75), (52):
A. Fir r = 3:

o= o £ 530 -

"B [k Bat
T e— % 1 — _ —"
YAl (az ) b
a=1
T,=B Zx%k%h 2 — 0(2?)
h,k
B. Fiir r > 3

_r 7\2
U=U,+U2=% k 2“(@#) (§-+log2h+l)=
| (76)

= lo VE
= p g% (log 2h + log k).

167



Daraus folgt fiir r > 4
. T, — B log 2k -+ log k

h2 kf—4

h.k

und das ist Ba""2 fiir » > 5, B2’ Zlog? « fiir r = 5. Fiir r = 4
ist aber nach (76), (52)

log 2h + log k 2V;: *
— 2 e ] =
T; = Bz E log A

h2
bk

— Ba*logz. » (log V’“')

k

R

= B.(logz x + Va:f (log 2v)? ;}—é-) = Bz,
1

also T, = Ba# log x. Damit haben wir auch fiir 7', die gewiinschte
Abschatzung erhalten.

Hilfssatz 10. Far h> 0, k> 0, {h, k}: 1 sei

| Sne > 7

b b = 2L

| (1)
dann ist
8o = Z(h, k) 6—1%:}—) + O(g(w)) fiir r = 3,
h,k
xr——l
8, _gzm, %) (7_—1);2(%-)
(Summationsbereich: (26).) '

Beweis (fiir « > C). Man denke sich fur einen Augenblick
zwei Zahlen h, k mit (26) gegeben und man setze (wo sich die
oberen und unteren Zeichen entsprechen)

+ O(g(x)) fir r > 3.

F(s)  Sinen®

file) == =
sKVD (s T if)%.
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fi ) = o o —haT

also s F(s) = f£(s) + f2(s) + fE(s)
Weiter setze man

V—V(hk f(ffs (8) f7 (8’ ki )dt,

c

= W(h, k) = f ( f R 1) dt (derselbe Integrand wie in V).

—0 —o

Fiir te - € ist

2
i B%(%‘i‘lt?m):B—:—’
also
Tk k2 x%_l
fil) = Bz*—, f;(6) =Byz— —y
| k(1 +2|tF B|)?
I z?

EE(1+z[tFB|)2 .

(Fir das obere Zeichen folgen diese Beziehungen direkt aus (24),
Hfs. 3 und 6; fiir das untere muBl man noch zum konjugiert
komplexen s iibergehen.) Also ist (wenn man ¢’ durch — ¢’ und
daher das Integrationsintervall — € durch € ersetzt)

N(h, k) — V(h, k) =

r
3 kz T " dt pde
o r r

24 a|t—BNEA+x|t—¢ )

x((v{-—{-%— ', xE_l = )=
B 4sle—pnT
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’ @ Kz . A ’

—+n—2 . ] .
=Bz2 , o5 z dv n+xf 1 z dv i l)"
prE? )\ JETEIDT e T Ja g ep?

—® 4n 27
YE iz
“ z dt
% r
Das ergibt fiir » = 3 : ) . I+ax|t—p)>
3 4
N(b W) — V(s by = BZ (xi + %) _ BARIT (18)

' und fiir r > 3

N(h,k)— V(h, k)= B - (x4 log  + ——log’ x), (79)
hekE k2
wo wieder ¢ = 1 fiir r = 4, ¢ = 0 fiir r > 4. Nun bezeichne man

mit £ die Menge aller reellen Zahlen, die nicht in € liegen;
dann ist nach Hilfssatz 3

Bk2 r+n—2
Vb ) — Wik, k) = = (I + 1) (80)
(man ersetzt ¢’ durch —#')

. =f(f s ) e
& Y n

T
e A+alt—pN2 A+t —BD2(1 +a|t—1"])
I, = f ( f il )xdt (derselbe Nenner wie in L).

Man beachte, daB nach (24) firt e € gilt [t — B | S fur tef

gilt [t —p|> H/: Ersetzt man 1 + x|t —¢' | durch 1, so folgt
x
%_1 r—2
11=B(i_) , 12=B(i_) : (81)
IE 7z
Fir r=5 bemerke man noch, dal im Integrationsgebiet von I,
git |t —g|> V_, also ist entweder |[t—f|> —V_ oder

|t —1t l> V~, also stets (1 +z|t—fB))(14+x|t—2t]) >
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_alz

2k °

:Bi_f(f @ dv i)xdt:B(-Ic:)%.
VeJ \J @+ 21t—BnEQ+ 2t —8|)p Ja
¢ [ ] (82)

Nach (80), (81), (82) und wegen 0 < k < |z ist also fiir r > 3

also

1+7

I o TR ( k )é‘

¥ \|z
wo n =1 fiir r = 5, = 0 sonst.
Wegen SpiS—nr = |Sui |2 B = Zxh ist nach (77)

V(h, k) — W(h, k) = (83)

k
Z(h, k o ™) g ay’
Wb, k) = 220 :

%
—o—= (s —1f)2 (s' +if)% (s + §')"
Schreibt man nun ds, ds’ statt ¢ d¢, ¢ d¢', filhrt neue Variablen s, s’
statt s —¢f, s’ + if ein und benutzt Hilfssatz 1, so bekommt
man (wenn von nun an ausnahmsweise s =2 1, 8" =2 + ¢
gesetzt wird)

z(8+8') 3. 3o
a2 W(h, k) = — Z(h, k) f f _‘5_7_353’;- (84)
Y s252(s4 &)
Nun ist bekanntlich fiir # > 0
) us E_l
L f =,
27!71 id r
2 g2 F( )

Also ist (absolute Konvergenz nach Hilfssatz 1, also Vertausch-
barkeit der Integrationsfolge)

xr—l u,(a+s)
a5 e
(r—1)r 2)

?

x(3+s )
4n’ff ds ds’ =

2 2 523’2 (s + 8

:c(s+8)
——mff 0 aar 4 B

s'2(s+¢')
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und durch nochmalige Integration ebenso

z
r u(3+8')
_;x__:_r:ﬁf(ff-#——dsds')du—l— Bar —
r\ =

r(r——‘l)l"z(g) 0 2 2 s282(s4g)

ez(a-{-a)
=—Z;z_2f —————dsds’" + B4 Bz.
F 2 s28%(s+ &)

Also ist nach (84), wenn man bemerkt, daB aus Hilfssatz 3

Z(h, k) = Bh 22 , (85)
folgt,
Wh, k) = Z(h, k) = 61“2(-3) + thk fir r=3 (86)
r—1
x

W(h, k) = Z(h, k) +‘ B %R fiir r > 3. (87)

(r—l)]"z(—%)

Aus (78), (83), (86) bzw. (79), (83), (87) folgt (Summationsbereich:
(26)) fiir 7 = 3

1 3
8, = gN(h, B = 5 ® gzm, k) +

(88)

+ B (@ 4 o kT o ok )
hk

und fiir r > 3

=SNG B gt
S, %( = (r—l)F2() ZZ(kk)-{-BZ

—2

hkh2k2

3 r—- — r+n—2 89
(x* log « + ~— log" = + (V_) T +—1,-)- e

k? - L2 k2

Der Koeffizient von B in (88) ist Bxz?®; der Koeffizient von B
in (89) ist Batlogx fir r =4, Ba®log » fiir r = 5, B2~ * fir
r> 5.

" Beweis des Satzes 1. 2’ bedeute, daB die entsprechende Sum-

mationsvariable nur iiber solche Werte lauft, die zu % teilerfremd
gind. Nach (77) und Hilfssatz 3 ist fiir r > 3

xr—lz i' Z(h, k) = Bxf—lz ih"zk—'” = 0(9());
>z h=1 r>)z k=1
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nach Hilfssatz 7, 8, 9 10 und nach (35) ist also

f—

M(-x)= Zh, k) + O ,
2n2(r—1 1‘2( )IZZ }+ Otz

womit Satz 1 fiir » > 3 mit

1-_..

H=— L3 (90)
2D(r—1)1’2( );; &

bewiesen ist.
Es sei nun r = 3. Es ist

> i Z(h, k) = ZA“‘Z | S(a. k) |=§<a+bkr2

o<k<|zh=1 0<k<V,; a=1

Aber Z(a by =gt BZ b2k = a2 + Bk nach .
b=0 -

Hilfssatz 3 und (15) ist also

Z z hk)_——G +sz~4 kok3. K2

o<k=)z h=1

und das letzte Glied ist B. Aus (35) folgt also nach Hilfssatz 7, 8;
9, 10 und wegen I'(3) = {Vﬂ

3
My(z) = 3%6(90) + Bz, (91)
Es ist (alles fiir z > C)
k
S(z) = B Z k*4z ka® = Blog z, (92)

o<k<lz @=1

Sx) —& ( ) BZPE = B. (93)

V_é_ <k<Va:

Man setze nun A = (log )% und beachte, daB M(x) = M,(x)
und &(z) nichtabnehmende Funktionen von z sind. Also ist nach
(91), (92), (93)

A My(x) > f My(y) dy = My(2) — My(ar (1 — 3)) =

2(1—2)
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=3——-]l) (22 S(x) — 2% (1 — A)® (S(z) + B)) + Bx‘_’ _

= §1'D 3234 S(x) + BA%x® S(z) + Ba?,

x(1+2)

ha M () < f M) dy < TP S(a) + Bitad S(a) + Bas.

Daraus und aus der Behauptung B des Hilfssatzes 3 ergibt sich
2
My(x) = %G(x) + Bix? S(z) + Bi 22,

M(x) = xz—%log x + Ba?logt x;

damit ist Satz 1 auch fiir »r = 3 bewiesen und zwar mit

g=S4_ LSilsSeal@

8 " k=1
wo die Bedeutung der rechten Seite aus dem Beweise des Hilfs-
satzes 3 abzulesen ist. _
Es ist noch zu bemerken, daB8 Herr Walfisz%) im Falle r = 4
den Ausdruck (90) fir H gefunden und in zahlreichen Spezial-

fallen ausgewertet hat.
*

Véty o stfedni hodnot& z teorie miiZovych bodd.
5. pojednani.

(Obsah piedeglého ¢lanku.)
Budiz P(x) mifZovy zbytek pro elipsoid

r -
z Cup Up Uy g X (x > O, 7":>__ 3, Cuy celé).
wy=1 .
Potom existuje kladné &éislo H, zavislé jen na r, c, tak, Ze plati

fpz(y) dy = Hz?*log  + O(x? 1og% z) pro r = 3,
0

[Pxy) dy = HZ ™ + 0(g(2)) pro > 3,
0

kde g(x) = a? log « pro r = 4, g(x) = a3log? x pro r = 5, g(z) =
r—2 *
= = pror> 5.
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CAST FYSIKALNI.

Messungen der atmosphiirischen Absorption auf
terrestrischer Basis.
(Vorlaufige Mitteilung.)
V. Guth — F. Link, Praha.
(Eingegangen am 30. Oktober 1939.)

Es gibt zwei Methoden, die Absorption des Lichtes durch die
Atmosphére zu bestimmen. Die erste Methode ist die astrono-
.mische, die aus den Helligkeitsbestimmungen der Sonne oder der
Gestirne in verschiedenen Hohen iiber dem Horizonte besteht.
Die Lichtstrahlen miissen durch verschieden méchtige Luftmassen
durchdringen und wir sind so im Stande den Absorptionskoeffi-
zienten auf 1km zu bestimmen. Bei der zweiten Methode — der
terrestrischen — messen wir die Helligkeit einer konstanter Licht-
quelle (einer Lampe) aus zwei recht verschiedenen aber bekannten
Distanzen; wir kénnen dann den Absorptionskoeffizienten fiir die
betreffende Meereshohe berechnen.

Jede von diesen Methoden hat ihre Vorziige und ihre Nach-
teile. Bei der astronomischen Methode haben wir die Bahnliangen
bis zu 300 km zur Verfiigung, aber die Berechnung dieser Bahnen
hangt von der Struktur der Atmosphére ab und ist fiir die Schich-
ten in der Nahe des Horizontes recht unsicher. Die Messungen
konnen nur bei klarem Wetter ausgefiihrt werden und verlangen
verhaltnismaBig viel Zeit, wahrend deren sich die Absorption
andern kann. Die terrestrische Methode ist eigentlich eine Labo-
ratorium-Methode in groBem Maa@stabe. Da die 1 km Luftschicht
nur einige Prozente der Strahlung absorbiert, sind wir gezwungen,
groBe Distanzen zu benutzen; bei diesen aber wird die Schwichung
der Strahlung durch die Divergenz der Strahlen (nach dem Quadrat-
Gesetz) weit die Absorption iibertreffen. Eine Benutzung von
Spiegel oder Linsen zur MaBigung dieser Verluste ist nicht gut
durchfiihrbar.

Fir unsere terrestrischen Messungen benutzten wir eine elek-
trische Philips-Lampe, die einen Verbrauch von 5000 Watt bei

1756



horizontaler Lichtstirke von 16.000 Kerzen hatte. Hinter der
Lampe befand sich ein kegelformiger Reflektor, dessen Innen-
flaiche mit Asbest belegt war; damit erhohte sich die Lichtstirke
um 75%; da aber die Lampe nur mit 90%, Leistung arbeitete,
kompensierte sich beinahe diese Erhohung. Die Lichtstiarke wurde
mittels eines Prézisionsampéremeters und Rheostats auf gleicher
Hohe gehalten. Bei den photometrischen Messungen benutzten
wir einen photographischen Spektralphotometer der von F. Link
projektiert und konstruiert wurde (1). Seine Einrichtung ist aus

Abb. 1. Photographischer Spektralphotometer von F. Link.

der 1. Abb. ersichtlich: Die Strahlen kommen von der entfernten
Lichtquelle in der Richtung A4S und nachdem sie das Objektiv-
prisma P und das Objektiv O passiert haben, erzeugen sie das
Spektrum der Lichtquelle auf dem lichtempfindlichen Filme S.
Die Zylinderlinse C verbreitet das fadenférmige Spektrum. Der
kippbare Spiegel G dient einerseits als VerschluB, anderseits in
Verbindung mit der Lupe V als Sucher. Mit Hilfe der Keilglas-
platte A wird sogleich das Spektralbild des Spaltes F, der sich im
Brennpunkté des Kollimators B befindet, neben dem Spektrum
der Lichtquelle abgebildet. Der Spalt ist durch einen Stufen-
filler B auf 6 Teile verschiedener Dichte, die zur photometrischen
Eichung des Filmes dienen, aufgeteilt. Der Spalt ist durch eine
kleine elektrische Lampe L beleuchtet, deren Lichtstarke auf
konstantem Werte gehalten wird. Eine Neon-Lampe N dient zur
Eichung der Dispersion des Spektrographen. Da das Prisma P
durch das Objektiv O nicht vollkommen gedeckt ist; entsteht auf
dem Filme neben den Spektern auch das direkte Bild der Licht-
quelle, das wir als Ausgangpunkt fiir die Wellenlingenmessungen
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benutzen konnen. Um die Helligkeiten der Vergleichspektern dem
beobachteten Spektrum in groflerem Maafle anpassen zu konnen,
ist es moglich, einen Zusatzfilter in dem Strahlengang bei 4 oder D
beizufiigen.

Konstruktionsangaben des Spektrographen: O Ross-Petzval
Objektiv @ 84mm, f= 244mm. P geradsichtiges Objektiv-

8% .
7 62%m ’\f\
N
6
7 ]
4 \/\/\ \\H
N
2540m N

|
|
<
(
5

TN

1 a

63 -«

Ry

0
050 052 054 056 058 060 062 064
Abb. 2. Absorption von 1 km Luftschicht in den Héhen 624 m und 2540 m.

prisma (fiir K-Linie); Dispersion fiir 0,45 4 — 0,65 p ist 2,96°, d. h.
mit dem Objektiv O ist sie auf der Platte 12,6 mm gleich.

Die Eichung des Spektrographen und die Messungen der Auf-
nahmen mit dem Microphotometer (2) wurden in dem Laborato-
rium der Prager Sternwarte ausgefiihrt.

Die Theorie der Absorptionsmessungen auf terrestrischer Basis

Casopis pro pistovani matematiky a fysiky. 12 177



ist wie folgt: Wir finden die Intensitiat einer konstanten Licht-
quelle, aus der kleineren Entfernung r, gemessen, auf I,, aus der
groBeren Entfernung r,, auf 7,. Wir nehmen an, daB im ersten
Falle der Absorptionskoeffizient a,, im zweiten Falle a, war. Das
Verhéltnis beider Intensititen ist dann folgendes:

2 ' 2
_Il == T2 . 1Qasra—ar, —— T . 1G8re—r) +(a;—ay).r,
I, \n 2 )

2

Aus diesem Ausdrucke bekommen wir fiir den Absorptionskoeffi-
zienten a, auf der Strecke 7,:

I 7
log =+ — 2log 2
.Iq r- Go —

_ 2 i 2 al
A, = — —. 7.
To—"N To— T

WO 7, >) 7y, und da auch der Unterschied a, — a, gering ist, konnen
wir uns nur auf das erste Glied beschrinken.

Die Messungen wurden in einer Hohe von 2540 m auf der
Strecke von 62 km einerseits, und in einer Hohe von 624 m auf
der Strecke von 35km anderseits im September 1938 und im
August 1939 ausgefiihrt.

Die Mittelwerte der Absorptionskoeffizienten «, sowie die
Minimalwerte an;,, als auch die theoretischen Werte «,, fiir die
betreffenden Hohen sind in der Tabelle I angegeben. Dabei sind
alle a Werte in 0,0001 auf 1km Einheiten angefiihrt.

Tabelle I.
Hohe: 2540 m 624 m 2540 m 624 m
A 2 yin % T a Amin % A a Apin % @ Qmin %
A A
5000 | 153 80 59 ¢ . . |1 5940 | 149 72 29 | 358 207 35
5200 | 151 1756 50 . = . | 5970 | 146 72 28 | 352 205 34
5400 | 1563 77 43 . 16020 | 139 65 28 | 321 185 34

5500 | 147 "70 40 | 361 222 50 | 6100 | 134 68 26 | 301 159 33
5600 | 1560 75 37 [ 361 210 46 | 6150 | 134 75 25| 298 159 30
5700 (149 72 34 | 358.199 43 | 6200 | 135 75 24 | 301 159 29
5800 | 1563 756 32 | 344 202 40 | 6270 | 134 74 23 | 304 165 27
5825 | 152 ‘70 32 | 347 199 39 | 6300 | 1356 72 23 | 304 162 27
5880 | 141 65 31 (330 179 38 | 6330 | 13¢ 69 22 | 304 170 27
5900 | 136 60 30 | 332 179 37 | 6370 | 125 59 22 | 290 148 26
5925 | 149 68 30 | 349 193 36 | 6400 | 114 51 22| 272 142 26

Die theoretischen Koeffizienten sind nach der Rayleigh-
Cabannes Formel berechnet und zeigen sich vielfach kleiner als
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die beobachteten Minimalwerte. Die Ursache ist in Anwesenheit
des Staubes zu suchen. Der Unterschied @mijn —- a; zeigt sich
auch fir die niedrigere Station grofer.

Die Resultate sind auch in der Abb. 2 graphisch wieder-
gegeben (groBle Kreise fiir Mittelwerte, kleine fiir Minimalwerte).
Aus den Messungen ist auch die Anwesenheit der O,, «" Banden
in der Umgebung von 5810 4, und des Wassers H,0O bei 5950 4
und bei 6300 4 ersichtlich. ’

Eine eingehende Analyse der a—Werte mit der Wetterlage wird
spater folgen.

Wir wollen nicht diese Gelegenheit versaumen, um unseren
besten Dank allen, die uns hei dieser Arbeit geholfen haben, ins-
besonder dem Cechischen Nationalforschungsrate der eine finan-
zielle Unterstiitzung bewiligt hat, auszusprechen.

Prager Sternwarte.
*

Méfeni atmosférické absorpce na pozemské zakladné.
(Obsah piedeslého élanku.)

Clanek obsahuje, ptedb&#né sdéleni o vysledcich méfeni atmo-
sférické absorpce na vodorovné zikladné 62 km dlouhé ve vysi
2540 m n. m. a na zakladné 35km dlouhé ve vysi 624 m n. m.
Méieni byla vykonana fotograficky spektralnim fotometrem (viz
obr. 1). Vysledky méfeni jsou znazornény graficky na obr. 2
a jsou uvedeny v tabulce I. Podrobnéjsi rozbor v souvislosti
s meteorologickou situaci bude uvetejnén pozdéji.

" Literatur:

1. F. Link: Trans. Int. Astr. Un., 6 (1939), 368.
2. F. Link: Cas. mat. a fys., Praha, 68 (1939), 198.

Kreslil F. Link. Archiv JCMF.
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O separovani slabych nediagramovych &ar K-serie.

(Nova metoda a vysledky.)
V. Dolejiek a Jar. JeZek, Praha.
(DoSlo 12. tinora 1940.)

V préci je uéinén pokus zvysiti rozliSovaci mohutnost p¥i stanoveni
slabych ¢ar zvySenim délkové disperse a zvySenim gradace jako souétu
nékolika gradaénich k¥ivek. Za tdéelem zvySeni délkové disperse bylo po-
uZito aparatury o celkovém chodu X paprska 6 m (p¥i niZ zd¥eni prochézelo
trubicemi plnénymi vodikem, aby se sniZila absorpce). Za udelem zvySeni
gradace byly snimky ,pfefotografoviny zpisobem v praci uvedenym.

Vysledky u CuK serie ukézaly, Ze timto zpiisobem lze nejen bezpeénd
rozli§iti dublet CuKay,,, nybrZ i nalézti dosud nezjisténou strukturu 8ary o,
& dosud nepozorovanou &aru «’. Na rozdil od vysledkii ziskanych krystalem
NaCl bylo u krystalu ZnS bezpeén$ zjisténo, Ze neddavé reflexi 8ary o, ad
vSechny ostatni nové &ary souhlasi s vysledky na krystalu NaCl. Uspokoju-
jici vyklad tohoto fakta nelze z dosavadnich vysledkd podati.

Celkovy vysledek ukazuje, Ze fokusaéni metoda pouZitd uvedenym
zpisobem prevySuje metody ionisaéni i metody pouZivajici poéitade.

Intensita nediagramovych éar prevySuje jen o malo poviechné
¢ernani na fotografické desce zptisobené spojitym zafenim a difusi
X-paprskii na krystalech i na ostatnich &astech spektrografu. Jak
vysledky ukazuji, je tento podklad, ktery se objevuje p¥i dlouhych
exposicich, velmi silny zvlasté pii nedokonalych krystalech a neni
rovnomérny, coz ukazuje na ruzny ,stuperi nedokonalosti‘ na
jednotlivych mistech krystalu. Vysledky ruznych autord ukézaly,
ze s nékterymi krystaly, které byly dokonalé na uréitém misté, tedy
pro uréitou vinovou délku, bylo moZno nalézti novou ¢aru, kterou
rada jinych autort s jinymi krystaly najiti nemohla. Ukéizalo se
zv1aste, Ze fadu novych nediagramovych &ar je mozno zjistiti meto-
dami fokusa¢nimi. V tom sméru poukazujeme na praci jednoho
z autorii & V. Vranského!) uvefejnénou v tomto Casopise, v niz
Kunzlova fokusaénf metoda?) s plasticky deformovanym krystalem
(v symetrickém uspofadéni podle Batkovského?) znain& zvysila

1) V. Dolejek, V. Vransky, Cas. mat. a fys. 69 (1940), 61.
2) V. Kunzl, Comptes Rendus 201 (1935), 656.
8) J. Badkovsky, Nature 141 (1938), 872.

7
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rozpoznatelnost ¢ar a dovolila najiti v8echny kvadrupolové a zaka-
zané prechody i fadu nediagramovych d&ar. Toto uspofadani je
jednim z nejsvételnéjsich, nebot jeho symetrie podle Ba¢kovského
dovoluje pouZiti mosaikovych krystala, jichz reflekéni mohutnost
je velmi znaéné a souvisi s velikosti mosaiky, jak jsme ukdazali ve
spoleéné praci s Jahodou a Rozsivalem.t) Mosaikova vada Ao se
totiz ukézala jako rozhodujici Sinitel pfevladajici viechny ostatni
faktory p#i reflekéni mohutnosti. P¥i symetrickém uspotfadan{
spektrografu se ukazalo, Ze je mozno psati pfimou umérnost mezi
reflekéni mohutnosti a mosaikou krystalu:

R = R, Ao

a ze tedy v tomto uspoiadani je mnohem vyhodnéjsi pouziti mosai-
kovych krystalii, jichz As se pohybuje v mezich nékolika minut
(sl kamenna, sfalerit, kassiterit), nezli krystali ,,dokonalych‘
(lept. kfemen) o mosaikové vadé Ao nékolika vtefin. Ponévadz ke
studiu slabych nediagramovych &ar je tieba zvlast svételné apa-
ratury, je velmi vyhodné pouziti k tomuto studiu krystali o velké
mosaice. .

Pokud se tyde reflexe pii zjistovani slabych éar vysledky uka-
zuji, Ze fotografickd registrace ddva nejlepsi vysledky, nebot byl ji
z]ji8tén nejveétsi pobet nejslabsich dar. Ackoliv se udava, %e metody
ionisaéni a metody pouZivajici poéitade jsou daleko citlivEjsi a své-
telndjsi, nebylo jimi dosaZeno v Zadném p¥ipadé téch vysledkd jako
metodami fotografickymi. Metod s poéita¢em nebylo vSak dosud
pouZito ve spojeni s metodami fokusaénimi. Pokus o spojeni metod
fokusa¢nich s metodou poéitade uéinili Dolejsek a Brandejsky,5)
v jejichZ praci bylo docileno velmi dobrych vysledku p¥i zjistovani
slabych éar, jichz vinové délky se od sebe nepatrné lisi. Zde se uka-
zala pravdépodobné vyhoda moZnosti méniti gradaci a vyhoda
velké citlivosti. Naproti tomu se Richtmyerovi a Taylorovi®) poda-
Filo ionisaén{ metodou zjistiti a odlisiti ary Cu Ku,., teprve umélym
obratem: Kdyz od celkové ionisaéni kiivky odeétli predpokladanou
kiivku pro Cu Ko,.

Jak z predchoziho vysvita, maji metody fotografické i ioni-
sa¢ni své vyhody i nevyhody. Metody fotografické maji pii dlou-
hych exposicich éar, jichz vinové délky se od sebe malo lisf, tu ne-

. vyhodu, Ze ve fotografické desce nastava rozptyl X-paprsku resp.

rozptyl elektroni vyraZenych X-paprsky z desky, takze pii zjisto-
van{ slabych stop se pak sniZuje rozeznatelnost dar blizko sebe
lezicich. Kromé toho obor kfivky gradace pfi takovych exposicich

3 4) V. Dolejsek, M. Jahoda, J. Jefek, M. Rozsival, Nature 142 (1938),
53.

8) V. DolejSek, A. Brandejsky, v tisku.

%) F. K. Richtmyer, L. 8. Taylor, Phys. Rev. 36, 1044.
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je nevyhodny a neni mozno jej méniti. Moznost zmény kiivky-odpo-
vidajici kiivce gradace je velkou vyhodou metod ionisaénich. Na-
proti tomu. prace Dolejsek-Brandejsky®) a Dolejsek-Vransky?)
ukazaly, Ze nevyhodou metod ionisaénich a metod s poéitatem je,
ze jednotlivé vady rozloZené po délce krystalu se séitaji, nebot re-
gistraéni zafizeni ukazuje statisticky stfed zafeni odraZeného po .
celé délce krystalu, aniz by bylo patrno, Ze jde o vady na jednotli-
vych mistech. _

Abychom fotografické metody ptiblizili vyhodam metod ioni-
sa¢nich, pokusili jsme se odstraniti oba Skodlivé ¢initele (vliv

Obr. 1.

rozptyleného zafeni a nevyhodny obor gradace). Za ucelem odstra-
néni 8kodlivého vlivu rozptyleného zafeni pouzili jsme velkych
vzdalenosti stérbina—krystal—fotograficka deska. RozliSovaci mo-
hutnost a dhlova disperse zustala ovSem stejna, ale zvysila se dis-
perse linedrni, takze na p¥. pfi pouziti krystalu NaCl odlehlost dar
* Cu Koy, Cinila 4,56 mm a pii krystalu ZnS dokonce 6,8 mm. Rozsi-
Teni vlivem rozptylu zafeni na desce zlstalo stejné, takie se pfi do-
cilené velké dispersi neprojevovalo rufivé a rozliSitelnost &ar se
tim zvysila. Kdyz v tomto uspofadani byla studovana zavislost
rozliSovaci mohutnosti na Sifce Stérbiny, ukazalo se, Ze zatim co
(vzhledem k velkym vzdalenostem) vliv roz&ffeni Stérbiny na sitku
gary se projevoval velmi zvolna, zkracovaly se velmi rychle doby
exposice. Tak na p¥. p¥i uziti Stérbiny o &ffce nékolika setin mili-
metri byly k' dosaZeni hlavnich éar Cu K«,,, nutné exposice 2 az
3 hodin, kdeZto pii $térbiné nékolika desetin milimetru stadila
exposice 3 az 5 minut (¢ary Cu Ka,,, byly ve vzdédlenosti 6 m justo-
vany na fluorescenénim stinitku). Naproti tomu rozliSovaci mohut-
nost pfi rozsifovani Stérbiny ztstala prakticky stejna a dosahovala-
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nejkrajnéjsich hodnot, jak ukazaly vysledky v diivéjsi nasi praci.?)
Pouzitd aparatura je znazornéna na obr. 1.

Byl to symetricky spektrograf, kde vzdélenost $térbiny od
krystalu = SK byla stejna jako vzdalenost krystalu od fotografické
desky KF a ¢inila 300 cm. Pii tak velkych vzdélenostech nastdvala.
ovSem i pro stiedni vinové délky znaéna absorbce X-paprski ve
vzduchu. Proto bylo zafeni posildno trubicemi naplnénymi vodikem.
K vili kontrole a bezpeénosti prochazel slaby proud vodiku ne-
ustale trubicemi a byl zapalen u mista P. K reflexi bylo pouzito
krystalt NaCl a ZnS, jichz velkd mosaika (pro NaCl 4o = 60", pro
ZnS Ao = 120") podmiriovala velkou svételnost aparatury, takze
exposice k ziskani Cu Ko, ., obnédgely 3 az 5 minut a exposice nutné -
k ziskani éar Cu Koy, Ginily pouzy 3 az 4 hodiny. Tato aparatura
byla tedy vzhledem k velké rozliSovaci mohutnosti a velké svétel-
nosti zvlasté vyhodna pro studium slabych éar. Provedli jsme méfe-
ni ve skupiné Cu Ku. Vysledky tohoto studia jsou sestaveny v tab. I..

Abychom také kiivku gradaéni udinili vyhodné&jsi, uzili jsme
reprodukéni techniky podle navrhu prof. V. Vojtécha. ZvySeni
gradace snimku cestou fotografickou bylo docileno timto zptisobem:
Snimky ziskané na aparatufe jsme prefotografovali ve stejné veli-
kosti, pti ¢emz z originalu jsme zhotovili dva negativy na fotogra-
fické desce. Oba negativy jsme piilozili vrstvami k sobé a opét pre-
fotografovali jako original. Negativy byly oviem viédi sobé stoéeny
0 180°. Toto stodeni vSak pfi spektralnich éarach nevadi a nékdy se
tim i do jisté miry vyrovnaji uréité nepravidelnosti zpisobené va-
dami krystalu. Tento pochod lze n&kolikrat opakovati, coz zatim
nebylo mozno provésti. Jako objektivu k prefotografovani jsme
pouzili dvojanastigmatu o ohniskové délee f = 13,5 cm.

Uspotadani je patrno z obr. 2.

-

"Obr. 2.

Jiz po prvém prefotografovani byly ziskany positivni kopie
1. stupné, na nichz je patrné zvyseni gradace. Zatim co na original-
nim snimku s vybranym krystalem NaCl lze vysledky uvedené
v tab. I zjistiti pouze odbornym pozorovanim lupou, je na kopii
I. stupné i pouhym okem dobie patrno rozlisen{ éar «y,, i nova dosud
neméfens ¢ara o’. Stejné je tomu u snimka ziskanych krystalem
Zn8, které jiz bohuzel nebyly viechny pfefotografoviny.

7) V. Dolejsek, J. JeZek, Comptes Rendus 207, (1938), 985.

183



Tabulka I.
Vysledky méfeni.

_ Amm |A2X.J.| Sitka S&ry di
sCislou Krystal | %2 — %1 ary
nimk A0 méfeno od «, mm X.J.

4,9 4,2
6,7 5,5 0,9 0,8
2751 NaCl | 4,5%) 78 65 0’9 08
8,6 7.2
4,8 4,0
6,7 5,6 0,9 0,8
2768 NaCl 4,5 7.9 6,55 0.9 0.8
8,6 7,2
7,0 3,9
2702 ZnS 6,8%%) 120 67 L2 0.1
7,1 4,0
2704 ZnS 6,8 11,8 6.6
7,0 3,9
2705 ZnS 6,8 11.8 6.6
7,0 3,9
2801 ZnS 6,8 12,0 6,7 1,4 0,8
13,0 7,2
Tabulka II.
Srovnani dosavadnich vysledkt v CuK« serii.
o — — . o dAX.J.
& o'l oglox gl —x
Autor 7 | x 1 0 %5kt :
X3 Ky
A. Dauvillier®) ..... e — 6,0 7,0 —- — —
Dolejsek, Engelmannova
19299) .. ooveirernnnnns — | 615 | 7,1 — i == ) =
Richtmyer, Taylor??) . ... — 6,15 7,15 — —_ —
Dolejsek, Engelmannové
193211) .. ... .. — 6,25 7,2 — _— —
Nafe méfenf ........... 4,0 | 5,6 6,6 72 | 08 | 08
A42=1,0 X. J.

*) Diference 44 (xs — o) je pfesnd zméfena a &ini 3,8 X. J.; tedy v tomto
pfipadé na 1 X. J. pfipadé 1,2 mm.
**) Na 1X. J. pfipadd 1,8 mm.
8) A, Dauvillier, Comptes Rendus 448, (1922), 174.
%) V. Dolejek, M. Engelmannové, Comptes Rendus 818, (1929), 188.
19) F. K. Richtmyer, 154 S. Taylor, 1. c. _
1) V, Dolejéek, M. Engelmannové, Cas. JCMF 61, (1932), 301.
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Vysledky tohoto studia nediagramovych éar ve skupiné Cu K«
piinaSeji nékteré nové poznatky. Rozdil A4 (x3— «,) souhlasi
s rozdilem diive meéfenym (t. j. &ini pfiblizné 1 X. J.). Naproti
tomu se ukazuje, Ze rozdil o; — &3 & o, — x, Vv této praci se jevi
0 0,5 X. J. mensi nez v diivéjsich pracich. Tento rozdil, jenz odpo-
vidéd 0,6 mm, je nad meze pozorovacich chyb, které zde ¢ini maxi-
malné 1 az 2 desetiny X. J. DuleZité je, Ze na krystalu soli i sfaleritu
byly ziskany tytéZ hodnoty. Bliz§i studium na Fadé snimkt ukézalo,
Ze tento rozdil proti diivéjsim pracim je zpusoben tim, Ze rozlifo-
vaci mohutnost uspofadani nami uZitého je tak velka, Ze od &ary «,
oddélila jesté uréitou slozku smérem ke kratkym vlnam, kterou
diivéjsi autofi neodlifili. Vyhodnost naSeho uspotradani ukazuje
dale skuteénost, Ze na snimcich je mezi ¢arami «; a &4, takova
odlehlost, Ze preexposice referenéniho dubletu «,,,, které se normalné
nelze vyhnouti, nevadi. To znamena, Ze halace pii preexposici nejen
nepuisobi rusivé na dublet «g,,, nybrz mezi «; a «;,, je dobie patrna
dalsi ¢ara, kterou lze pravdépodobné oznaditi za o’ méfenou u niz-
§ich prvka.

Snimky se sfaleritem ukézaly neotekdvany vysledek. Nejevila
se na nich éara «z. DFivéjsi autoii nemohli tohoto vysledku dosah-
nouti, nebot rozdéleni téchto éar nebylo nikdy tak bezpeéné. V nasi
praci samotnd Sitka Sary «, &¢ini 1,4 mm, coz odpovida 0,8 X. J.,
kdezto pii uspofadani difvéjsich autorid, kdy polomér spektrografu
nepfesahoval obvykle 20 cm, §ffka ¢ary by byla 0,1 mm a cels Sitka
dubletu Cu Koy, — 2 X. J. — odpovidala 0,2 mm, naproti 4 mm
v na#i praci. Zadména obou &ar je vyloudena, nebot jejich odlehlost
¢ini 1,8 mm. Je tedy vysledek nalezeny u pouzitého sfaleritu ne-
zvratnym faktem. Pokud by tento fakt piislusel vSem krystalim
sfaleritu (nemohli jsme jiz pouziti riznych krystali ZnS a tento
zajimavy zjev dale sledovati) znamenalo by to, Ze vznik &ar
Cu Koy, je ovliviiovan strukturou réznych krystald a Ze vyklad
téchto Gar, ktery neni dosud dosti bezpeny, je nutno hledati
v krystalech. Ové&feni téchto-fakt zatim neni mozné. Zbyva jen jeden
malo pravdépodobny vyklad, Ze neexistence linie oy pii reflexi na
sfaleritu je zpusobena selektivni absorbef Lyy hrany vzacné ze-
miny holmia. Tato vzicnd zemina se muZe ve sfaleritu vyskytovati.
Je tedy moZné, %e uvedend selektivni absorbce anuluje éaru o,
oviem jen v tom p¥ipadg, jestlize se projevi jako absorpéni &ara.
Kdyby se tato seleketivni absorbce projevila jako normalni ab-
sorpéni hrana, nutné by schazela i éara o,.

Usporadani pouzité v préci se podle vysledki ukazalo velmi
slibnym pro studium slabych &ar u daliich prvka. Prace, kterd
méla viechny nalezené vysledky verifikovati studiem piislusné
skupiny &ar u sousedntho prvku Ni, nebyla zatim skondena. Vy-
sledky docflené ve skuping Cu Ko ukazuji, Ze v tomto sméru metoda
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fotografickd ve spojeni se zvylenim gradace pfevySuje citlivost
i rozliSovaci mohutnost dosavadnich metod ionisaénich i metod
s pocitacem.

Praha, Spektroskopicky ustav Karlovy university.
E

Uber die Trennung schwacher Nichtdiagrammlinien der K-Serie.
(Eine neue Methode und ihre Resultate.)

(Auszug aus dem vorstehenden Artikel.)

. Es wurde der Versuch gemacht. das Auflssungsvermogen bei
Feststellung schwacher Linien durch VergroBerung der Lingen-
dispersion und Steigerung der Gradation durch Summierung mehre-
rer Gradationskurven zu erhohen. Zur Steigerung der Léngen-
dispersion wurde eine Apparatur benutzt, bei der Gesamtweg der
X-Strahlen 6 m betrug (dabei ging die Strahlung durch wasser-
stoffgefiillte Rohren, um die Absorption herabzusetzen). Zwecks
Erhohung der Gradation wurden die Aufnahmen ,,umfotografiert‘

nach einer im Artikel angegebenen Methode.

" Die Resultate bei der Cu-K-Serie zeigten, daB sich auf diese
Art nicht nur das Dublett Cu Kag., einwandfrei trennen laBt, son-
dern daB auch die bisher nicht festgestellte Struktur von Cu Ka,
und eine bis jetzt nicht beobachtete Linie «’ bestimmt werden kann.
Im Gegensatz zu den mit NaCl-Kristallen gewonnenen Resultaten
wurde beim * ZnS-Kristall einwandfrei festgestellt, daB er die
Linie o4 nicht reflektiert, obwohl alle anderen Linien mit den Resul-
taten an NaCl iibereinstimmen. Eine befriedigende Erklarung dieser
Tatsache laBt sich auf Grund der bisherigen Resultate nicht geben.

Das Gesamtresultat zeigt, daB die fotografische Methode, wenn
sie auf die angegebene Art angewandt wird, die Jonisations- und
Zahlermethoden iibertrifft. '

Kreslil V. Dolejiek a J. Jetek. Archiv JCMF.
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Uziti sodikového svétla pro Ramaniiv zjev.

M. Jahoda a I Simon, Praha.
(Doslo 10. dubna 1940.)

Byl hleddn zdroj pro buzeni Ramanovych ¢ar ve Zlutém oboru vino-
vych délek. Na-plamen v Lundegardhové usporadani ukézal se malo inten-
sivni, naproti tomu vhodnym zdrojem se ukdzala technické lampa Osram
Na-300. Docilend presnost v uréeni Ramamovych &ar byla ukézina na

CCly a srovnéna s phesnosti dosavadnich méfeni s Hg-lampou.
Identifikace snimk@i na trinitrofenolu (kyselina pikrova) ukizala. Ze jest
obtizné vylougiti €ary neonu, pfitomného v techmické Na-lampé. ZkouSime
uziti Na-lampy plnéné heliem misto neonu.

Pro vzbuzeni Ramanovych ¢ar se dnes uziva modrych nebo
fialovych ¢ar rtuti (4046 A, 4358 A); ve vyjimeénych pripadech
bylo uzito také ¢ar dlouhovinnych (zelené, zluté). Pro Ramanuv
zjev je nutné pouziti jednak monochromatickych, jednak inten-
sivnich svételnych zdroji vzhledem k malé svételnosti zjevu.
Fialovych nebo modrych ¢ar rtutovych se pouziva proto, Ze inten-
sita Ramanovych éar stoupa se ¢étvrtou mocninou kmitoctu budi-
ciho svétla. Z tohoto duvodu bylo by vyhodnéjsi uziti ultrafialo-
vych &ar, avSak ty jevi jiZz u vétSiny latek fotochemické ucinky
a jsou jimi znacné absorbovany. Proto je uziti zminénych car
rtuti pomérné nejvyhodnéjsi. V okoli téchto éar se vSak vysky-
tuje fada slabs8ich ¢éar, které pfi dlouhych exposicich mohou vzbu-
diti silné ¢ary Ramanovy. .

Kromé rtutového oblouku pouzil R. W. Wood!) zdroje helio-:
vého. Jako filtru uzil skla barveného kysliénikem nikelnatym a
propustného pro éaru 3889 A. P. Krishnamurti?) uzil kadmiového
oblouku se silnymi ¢arami 4800, 5086 a 6439 A. Studoval sirany
Fe a Ni, pFfi nichZ se buzenim rtutovym Ramanovy éary ab-
sorbuji. v .

Z podobného divodu, abychom totiz mohli zkoumati i latky
_ absorbujici modré paprsky, pouZili jsme svétla sodikového. Teo-
reticky ma sice byti exposice (5893/4358)* = 3,3krat delsi pro
Zluté sodikové svétlo nez pro modrou ¢aru rtutovou. Nevyhoda
je ovSem vyvaZena tim, Ze na Zluty sodikovy dublet pfipada témér
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v8echna energie viditelného spektra, zatim co pri uZiti rtuti se
svételna energie déli na vétsi pocet silnych ¢ar. Z toho na ptiklad
pripada na cast Zlutou pouze asi 11% veSkeré energie.

Ve viditelném sodikovém svétle je znaCné nejsilnéjsi zluty
dublet (5889,97 a 5895,93 A), ktery lezi pomérné daleko od velmi
slabého zeleného dubletu 5682,8
a 5687,3 A a také daleko od velmi
slabého dubletu na strané erve-
né 6154,4 a 6160,8 A. Tim také
odpada pro cisté sodikové svétlo
pouziti filtrt. Pro systematiku
Ramanova zjevu ma zluté budici
svétlo znaény vyznam,nebot mezi
organickymi slou¢eninami nalé-
zame praveé zlutych latek mnoho.
s Uziti normalni osvétlovaci

sodikové lampy je vSak spojeno
s obtizi, Ze velmi cetné ¢ary neo-
nové naplné padaji pravé do obo-
ru Ramanovych éar (viz obr.1.).
Proto pokracujeme v dalsi praci
se sodikovou lampou plnénocu
5893 heliem. P
Zkouseli jsme i uziti sodiko-
vého plamene podle Lundegard-
ha, avSak exposice jsou nejméné
dvacetkrat delSi nez pii technic-
ké lampé Osram Na-300.
o K posouzeni nové aparatu-
5686 ry pro l%amar’lova §pektra by\‘r'a
brana néktera z latek s dobrie
- definovanym a intersivnim Ra-
©Obr. 1. Ramanovo spektrum CCl, Manovym spektrem.
v sodikovém svétle. K posouzeni principielni uzi-
telnosti sodikového svétla pro
Ramanova spektra uZili jsme fadou autorii proméfené latky €Cls.

ewr wr

-Pro nejintensivnéjsi ¢ary Ramanova spektra CCl: jsou uve-
deny v literatufe hodnoty, sestavené Kohlrauschem?®) v tabulku
- pro vinoétové rozdily Ar:

Bylo uzito normalni sodikové osvétlovaci lampy typu Osram
Na-300 (56 W), ktera svou osou leZela v ohniskové p¥imce valco-
vého eliptického reflektoru. V jeho druhé ohniskové piimce se
nachézela vodou-chlazen4 trubice se zkoumanou kapalinou. Stér-
bina a osa uZitého Hilgerova spektrografu byly pokradovanim osy

188



Tabulka I.

Autoii | 1 2 3 4 5 | .6 7 8 9 | 10 | 11 | Stfed §

dv, | 217]219|210(216 (216|216 | 219 | 214 ( 219 | 217|218 | 217
dvy | 315(312|310( 313|313 |313|314 (315|379 313|313| 316
Avy | 458 | 457 | 460 | 460 | 457 | 459 | 459 | 459 | 453 459 | 460 | 458 |

1. Pringsheim-Rosen, ZS. f. Phys., 50 (1928), 741.
2. Raman-Krishnan, Proc. Roy. Soc. Lond., 122 (1929), 23.
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r vz

trubice s kapalinou. Disperse ve zluté casti spektra je priblizné
60 A/mm a exposi¢ni doby vzhledem k pomérné malé svételnosti
uzitého spektrografu nejméné 24 hod. pro CCl,.

Pfi buzeni Ramanovych car Zlutym natriovym dubletem budi
kazda z obou stejné intensivnich car piislusnou Ramanovu ¢aru,
které tedy pri dostatecné dispersi tvori také dublety, jak je patrno
z obr. 1. To je vyhodné i pro rozpoznavani Ramanovych car
a také pii proméfovani dostavime — prihlizime-li k t. zv. anti-
stokesovym ¢aram — pro kazdou Ramanovu ¢éaru ¢étyfi hodnoty
vinoéti. Timto zplsobem ziskané vinoctové rozdily A» jsou uve-
deny v tabulce II. :

Tabulka II.
Céra C. 1. ¢. 2. C. 3.
216,2 312,5 458,8
A — 314,3 457,3
L 218,0 315,7 4590
217,1 313,9 458,6
St¥ed 217,1 314,1 458,4

Snimek byl proméfovan ze zvétSenin a misto za deseti-
nou tefkou je v mezich chyb méfeni. K tomu lze uvésti, Ze p¥i
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t. zv. precisnich méfenich, na pi. u benzenu, uvadéji néktefi autofd

Av aZ na zarucené setiny, zatim co Udaje ruznych autord se lisi
Casto aZ i v jednotkach. PFi vSech nasSich méfenich s uvedenou
aparaturou jevi se prumérny rozptyl v Ay asi +1,5 A. Tato pres-
nost jest obvykla pri vyéislovani Ramanovych spekter a vysledek
ukazuje, Ze uziti sodikového zdroje dovoluje dociliti urcité téze
‘presnosti, jaka je udavana autory pii uziti svétla rtutového.

Snimky, které jsme obdrzZeli pro jiné zZluté zbarvené latky, na
‘priklad pro trinitrofenol (kyselina pikrova), nemohli jsme dosud
‘bezpecéné promeériti, vzhledem k ruSivym ¢aram neonu. Proto bu-
deme meéreni opakovati se sodikovou lampou, plnénou heliem
‘misto neonem.

Za umoznéni prace, za cenné rady a pokyny, za zapujéeni
pokusnych zatizeni dékujeme srdeéné panu prof. Dr. V. Do-
lejskovi, rediteli Spektroskopického ustavu Karlovy university
v Praze. '

Literatura.
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3. K. V. F. Kohlrausch: Der Smekal-Raman Effekt (1932).
Spektroskopicky ustav Karlovy university.
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- Verwendung des Natriumlichtes fiir Ramaneffekt.
(Inhalt des vorstehenden Artikels.)

In vorliegender Arbeit wird die Moglichkeit, gelbes mono-
<chromatisches Natriumlich zur Erregung von Ramanspektren
zu verwenden, versucht. Gewonnene Wellenzahldifferenzen fiir
CCl, werden mit Resultaten, die von mehreren Autoren unter
Verwendung des blauen Hg-Lichtes gewonnen wurden, verglichen
und die Genauigkeit neu gemessener Werte erwiesen. Das neue
‘Verfahren eignet sich besonders zur Ermittlung von Ramanfre-
quenzen intensiv gelbgefarbter Stoffe die im Blauen und Violetten
starke Absorption besitzen.

Kreslil M. Jahoda. Archiv JCMF.
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Metoda bez Sté€rbiny o velké svételnosti ke studiu
polykrystalitia paprsky X.
A. Kochanovska a J, Broz, Praha.
(Doslo 10. dubna 1940.)

Je popsdna metoda o velké svételnosti ke studiu jemné struktury poly-
krystalith paprsky X. Tato metoda zdleZi v tom, Ze misto Sté&rbiny se po-
uZije pfimo ¢arového ohniska technické X-trubice. Rovinnéd refleksni plo-
cha zkoumaného polykrystalitu se umisti do stfedu kruhového spektro-
grafu, na jehoZ obvodu se nachdzi ohnisko X-trubice a fotograficky film.
Uhel dopadu stiedového paprsku priméarniho svazku se voli roven Brag-
govu thlu prislusné Debyeovy &ary. Metoda se hodi pro krdtkost exposi¢-
nich dob (1 vt. pfi 16 MA a 40 KV) k registrovini zmén struktury a zrna
polykrystalith pri chemickych a fysikdlnich pochodech.

Jeden z nas') udal metodu o velké svételnosti k ziskani De-
bye-Sherrerovych snimkii polykrystalickych materiali. Tato me-
toda na rozdil od metod dosud béznych, pracujicich se svazkem
rovnobéznych paprski X, pouZivid mirné rozbihavého primarniho
svazku vymezeného jedinou ¢arovou Stérbinoii. Vhodnym uspo-
radanim polohy §té€rbiny, zkoumaného polykrystalitu a fotogra-
fického filmu se pak dociluje fokusace rozhihavych odraZenych
svazkll paprskii, odpovidajicich jednotlivym Debyeovym éaram.

V citované praci je teoretickym vypoctem i experimentalné
prokazano, ze Debyeova €ara je nejostiejsi, t. j. fokusace nejlepsi,
Je-li reflektujici rovinna plocha polykrystalitu umisténa praveé ve
stfedu kruhového spektrografu, na jehoZz obvodu se nachazi li-
nearni Stérbina a fotograficky film, takZe plati rovnost vzdale-
nosti Stérbina — material a material — film, a dale je-li ihel do-
padu stbedového paprsku primarniho svazku pravé roven prislus-
nému Braggovu uhlu dotyéné Debyeovy éary. Tento nejvyhod-
néjsi ptripad je zndzornén v obr. 1. Diskuse ostatnich moznych
pfipadu jest uvedena v citované praci.

TamtéZz jest ukazano, Ze v praksi, kde se vétSinou jedna
o ziskani pokud moZno ostrych éar ve vétSim Ghlovém rozmezi

1) A. Némejcové-Kochanovskd, Cas. mat. a fys., 68 (1939), 214—-2é8.
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a kde tudiz nelze splniti podminku rovnosti ihlu dopadu a prislus-
ného whlu Braggova pro cely zkoumany obor uhlovy, staci
k ziskani dostatecné
ostrych car splniti tuto
podminku pouze pro jed-
nu éaru celého zkouma-
ného oboru, nejlépe pro
éaru s nejmensim Brag-
govym uhlem. Jak patr-
no z reprodukovaného
snimku v obr. 2, staéi
exposice 1 min pri 16
MA a 40 KV k dosaZe-
ni pomérné intensivniho
snimku.

Pii této fokusacni
metodé se sice zuzitkuje
z vystupniho svazku pa-
prskii X znaCné vétsi
¢ast nez pri metodach
O, oy (chmito Junwle) o poufvaliit rovnohi
;aprselg dopg.g;jiciil;n svaailfu, sinstyz t;)apr}: nych svaZZku’ pl"O'Eoz'e s.e
sek po reflexi,  Braggfiv Ghel pfislusné De- vymezeni provadi jedi-

byeovy &ary, la &ifka Debyeovy &ary. nou Stérbinou a nikoli

systémem Stérbin, avSak
z daleka se nevyuZije celého vystupniho svazku plné. Snahou je
samoziejmé vyuZiti z celého vystupniho svazku paprskd X co
mozZné nejvetsi cast.

Autoriim se podafilo jesté dale zvétsSiti svételnost této me-
tody a dociliti vice neZ 20nasobného zkraceni exposi¢ni doby tim,
Ze misto Carové Stérbiny pouZzili
¢ primo c¢arového ohniska technic-
vt "~ ké X-trubice pro jemnou struk-
turu. Ukazalo se totiz, Ze Carové
ohnisko technickych X-trubic je
dosti zké v porovnani se Sirkou
Debyeovych ¢ar, takze piimé po-
Obr. 2. Jemmozrnny plech Cu, UZti ohniska misto ¢arové Stér- -
fokusadni metoda se Stérbinou, biny neni na ujmu ostrosti car.

exposice 1 min. Timto zptisobem vyuzili autofi

plné celého rozbihavého svazku

paprskia X vysﬂa.nych trubici. Ostatni usporadani zistava stejné

jako u popsané metody, t. j. reflektujici plocha polykrystalitu

jest umisténa ve stiedu kruhového spektrografu, na jehoZ obvodu
se nachazi ohnisko X-trubice a fotograficky film.

Podstatné sniZeni exposiéni doby, kterého se timto zptisobem

\
b M
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dosahne, je patrno ze snimku reprodukovanych v obr. 3. Repro-
dukovany jsou snimky Cu-plechu, zhotovené touto metodou tech-
nickou trubici s Cu-anodou pii zatieni 16 MA a 40 KV. Expo-
siéni doby jsou 1 aZ 10 vtefin. Pro srovnani jsou reprodukovany
odpovidajici snimky, ziskané fokusaéni metodou se $térbinou pfi
stejnych exposicich a pFi exposici 20 vt. Je patrno, Ze snimek

20 vt.

10 vt.

5 vt.

1 vt.

L

Obr. 3. Jemnozrnny plech Cu. Srovnéni intensity snimkf ziskanych foku-
sa¢ni metodou: a bez 5térbiny, b se Stérbinou.

s exposici 1 vt. bez stérbiny odpovida exposici delsi nez 20 vt. se
Stérbinou a Ze exposice 1 a 2 vt. se Stérbinou se nachézeji pod
prahem citlivosti filmu, teprve pti 5 vt. exposici dostaivame slabé
stopy éar. S )

Casopls pro pistovni matematiky a fysiky. 13 i 193
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Rozbihavost svazku paprskii nami pouZivané technické X-
trubice s ¢arovym ohniskem umisténym vertikalné, byla v hori-
zontalnim sméru 7° 23’. Pri tak velké rozbihavosti dopadajiciho

a b
Obr. 4. Jemnozrnny plech Cu, fokusaéni metoda bez Stérbiny: a velka
plocha, b tzky prouzek.

a b
Obr. 5. Hrubozrnny plech Cu, fokusa¢ni metoda bez Stérbiny: a velka
plocha, b Gzky prouZek.

a b
Obr. 6. Hrubozrnny plech Al, fokusaéni metoda bez Stérbiny: a velkd
' plocha, b tzky prouZek.

Obr. 7. a hrubozrnny plech Cu, exposice 1 min.,
b hrubozrnny plech Al, exposice 1 min.
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primarniho svazku a pfi pomérné malém Braggovu uhlu krystalo-
grafickych ploch s malyrm indexy, je samozrejmé i.Sitka plochy

polykrystahtu zasazena paprskyX po-
mérné velika. Z toho divodu je také
vyhodno, aby rovinna plocha zkouma-
ného polykrystalitu byla dostateéné
Sirok4, aby se mohl uplatniti dopada-
jici primarni svazek v celé Sifi. Ze pri
tak veliké reflektujici ploSe jsou éary
pomérné uzké, toho je docileno praveé
vhodnym usporadianim vzajemné po-
lohy ohniska, materialu a fotografic-
kého filmu?).

Dopadajici primarni svazek obsa-
huje vSak také paprsky rozbihavé ve
sméru vertikalnim. Pro tyto paprsky
oviem v tomto usporadani nenastava
fokusace. To se projedi u materialu
jemnozrnného na snimku zvétSenim
spojitého Cernani pozadi, u materialu
hrubozrnného pak vystoupi na snimku
struktura materialu, nékdy dokonce
tak silné, Ze mizi vlastni polohy car.

Ucinek paprskd rozbihavych ve
vertikalni sméry lze v pripadech, kdy
je na zavadu (na pf. u jemnozrnného
materialu, nebo i u hrubozrnného ma-
terialu pokud se nejedna o strukturu,
nybrz jen o polohu Debyeovych car),
vylouciti tim, Ze se reflektujici plocha
zkoumaného materialu vymezi vhodné
co do vysky. Odstrani se tak do zna¢-
né miry -spojité ¢éernani podkladu
u materialu jemnozrnného, jako jest
patrno z obr. 4, kde je reprodukovan
snimek jemnozrnného Cu-plechu, a to
jednak velké plochy (obr. a), jednak
vhodné uzkého prouzku (obr. b). Po-
uZije-li se téhoz zpusobu u materialu
hrubozrnného, odstrani se stopy jed-
notlivych krystalkdi, za to vymkne
tlm vxce poloha jednotlivych car, jak

<

Obr. 8. Rekrystalisace
plechu Cu a tvorba ky-
sliéniku.

2) Presny vypoéet Sifky &ary ukézal, Ze v tomto pripadé lze pfes
pomérné veliké rozbihavosti primarniho svazku pouZiti jeSté pro vypocet
Sitky &ary aproximovaného vzorce, uvedeného v citované préci.

13*
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jak patrno z obr. 5a, b a 6a, b, kde jsou reprodukovany snimky
jednak velkych ploch, jednak tizkych prouzkt hrubozrnného Cu a
Al-plechu. Snimky tychZ dvou materiald, ziskané vSak fokusaéni
metodou se stérbinou, jsou reprodukovany v obr. Ta, b.

Popsana metoda bez stérbiny se hodi pro svou velkou svétel-
nost a z ni plynouef zkraceni exposi¢ni doby ke studiu zmén ma-
terialu béhem riznych chemickych a fysikalnich pochodi. V obr.
8 jsou reprodukovany snimky, ziskané touto fokusaéni metodou
bez Stérbiny pfi rekrystalisaci Cu-plechu. Rekrystalisace byla
zpusobena spojitym zvySovanim teploty. Ze snimku je patrny
poc¢atek rekrystalisace (snimek 5), postupny rust krystalkid a
tvorba kysliénikd (snimky 6 a 7, kde jsou patrny nové ¢ary na
kratkovinné strané).

Spektroskopicky ustav Karlovy university v Praze.

*

Methode ohne Spalt grofler Lichtstirke zum Studium
der Polykrystallite durch Rontgenstrahlen.

(Inhalt des vorstehenden Artikels.)

Es wird eine Methode von grofler Lichstirke zum Studium
der Feinstruktur der Polykrystallite mit Hilfe der Rontgenstrah-
len beschrieben. Diese Methode besteht darin, daB3 an Stelle des
Spaltes direkt der Strichfokus der technischen Feinstruktur-
rontgenrohren benutzt wird. Die ebene Reflektionsfliche des
untersuchten Polykrystalliten wird in der Mitte des Kreisspektro-
graphen an dessen Umfang der Fokus der Rohre und der photo-
graphische Film sich befindet, angebracht. Der Incidenzwinkel
des Mittelstrahles des Primirbiindels wird gleich dem Braggschen
Winkel der entsprechenden Debye-Linie gewidhlt. Mit Hilfe dieser

- Methode konnen infolge der Kiirze der Expositionszeiten (1 sec.
bei 16 MA und 40 KV) Anderungen der Struktur und der Koérnig-
keit der Polykrystallite bei verschiedenen chemischen und physi-
kalischén Processen registriert werden.

Kreslila A. Kochanovské. Archiv JCMF.
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Zavislost modulu pruZnosti ocelf a niklu na teplotg.
J. Simonovﬁ-()el‘ovské, Praha.
(Doslo 17. dubna 1940.)

Ukolem této prace bylo stanoviti zavislost modulu pruznosti
na teploté u riznych druhi ocelf a niklu. K uréovini modulu
pruznosti £ bylo pouzito dynamické metody: byl poéitan ze vzorce
pro kmitoéty podélnych (longitudinalnich) kmitd pravoihlych
a kruhovych tyéi. ' ‘

K rozkmitavani tyéi bylo pouzito magnetostrikénich vlast-
nosti zkoumanych latek. Tyde z magnetostrikénitho materialu
mohou totiz byti uvedeny do mechanickych kmitt st¥idavym
magnetickym polem. To po prvé ukdzal J. H. Vincent (1), nadez
- W. G. Pierce (2) sestrojil prvni magnetostrikéni oscilitor. Magneto-
strikénich vlastnosti oceli a niklu pouzili k buzeni kmita desti¢ek
také H. Dorffler (3), B. Pavlik (4), I. Simon (5) a F. Kohl (6).

Podélnymi kmity tyéi rozumime kmity, pii nichZ elasticka
posunuti se déji pouze ve sméru délky. Pro kmitocet zakladniho
kmitu ,,nekoneéné tenké tyce“ plati vzorec:

1|/E :
h=al 2 (1)

kde [ je délka tyde, p hustota a E modul pruznosti v tahu.
Z tohoto vztahu plyne

E = al% . f. : )

Vzorec (1) neplati zcela piesné, jezto nepfihlizi k pfiénym rozmérim
vySetfované tyde. Protoze viak Rayleighova korekce (7) byla pro
vySetfované tydinky mensi nez chyby méfeni, bylo pii vypoétu
modulu E uzivéino pt¥iblizného vzorce (2).

Pro nikl byl modul pruZnosti uréovan z kmité tydinky kruho-
vého prifezu; u oceli znadek Victrix Special, CM4, 1555 a AK5M
od firmy Poldina Hut byl modul pruZnosti uréovan na tyéinkich
kruhového i ¢tvercového prifezu. Piiblizné chemické slozeni stu-
dovanych oceli je podle idaji Poldiny Huti sestaveno v tabulce 1.
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Tabulka 1.

1 ¢ - « ;
Znatka | o0 | oM | %Si | %Cr | %Ni | %Mo
g‘c"".“ 0.15 | 0,50 | 0.25 1 37 | 035

pecial g
CM4 034 | 060 | 025 11 | — | 020
. 1555 012 | 040 | 030 | 50 | — | 055
AKSM | o042 | 050 | 025 | 15 | — | 1.80

Rozméry ty¢inek a hustota o jsou uvedeny v tab. 2.

Tabulka 2.

Znatka | Znacka .

materialu | tyéinky Imm |a=bmm| r mm | g g/cm

Vietrix 2; 3 39,98, | 3,98, - 7.85,
Special 3; 3 40.15, - 2.49,

CM4 2: 1 39,92, 3.98, 7.88,
3; 1 39.77, — 2,52,

1555 2: 1 39.84, | 4.01, — 7.78,
3; 1 39.47, - 2,504

AK5M 2; 1 40,31, | 3.98, — 7.79,
3; 1 40.31, — 2.50,

Ni 6 39,45, — 2,49, 8.86,

Ocelové tyéinky byly v dilndch Poldiny Huti vybrouseny ze
zakaleného a vyZihaného (zuSlechténého) materidlu. Niklova ty-
¢inka byla zhotovena z béiného niklového dratu.

Jezto vysetfované tyéinky byly zhotoveny z magnetostriké-
nich latek, lze buditi jejich podélné kmity v magnetickém poli
oscilaéni civky vysokofrekvenéniho generatoru. V generdtoru v tii-
bodovém zapojeni bylo pouzito vysilaci lampy Telefunken RS 282
o max. anodové ztraté 100 W p¥i anodovém napéti 1000 V.

Pii vlastnim méfeni bylo postupovano takto: VySetfovana
ty¢inka byla rozkmitana v oscilaéni civce generatoru. Piislusny
kmitodet generatoru byl uréovan volné spfazenym vinomérem
znatky Telefunken typu K. W. 61,1 ocejchovanym s piesnosti 1°/,.
K zjistovani, Ze ty¢inka kmitd a jaké kmity kond, bylo za obydej-
nych teplot uZivano metody Chladniho obrazci (s plavuni). P¥i
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vysSich teplotich bylo nutno pouziti jinych indikadnich metod.
Jsou to: -

1. Metoda Giebe-Blechschmidtova (8). Jeji princip je patrny
ze schematu na obr. 1. V magnetickém poli oscila¢ni civky L
jsou umistény dvé stejné civky L, a L,. Do civky L, je vlozena
zkoumana magnetostrikéni tyéinka. Civky se zapoji tak, aby
indukovand napéti byla opa¢né fize, takze detektorem netece
prakticky zadny vysokofrekvenéni proud a galvanometr neukazuje
zadnou vychylku. Nastane-li resonance vlastnich kmit ty¢inky

vysila¢
4
|
' ' S
L L L SH=C I LI =&
a,

L

e LS e
7 f

Obr. 1. Obr. 2.

s elektromagnetickymi kmity vysilade, vznikaji v tyéince perio-
" dicka elastickd napéti, jimiz se zméni jeji magnetické vlastnosti,
takZe rovnovaha se porusi a galvanometr ukaze vycthylku.

2. Metoda zdrezové Erivky. Do civky samostatného oscilaéniho
obvodu je vloZzena magnetostrikéni ty¢. Zafezova resonanéni kiivka
magnetostrikénich resonatoru (9), (10) je do jisté miry analogicka
zafezovym kiivkam piezoelektrickych destiéek [D. W. Dye (11),
V. Petriilka a A. Zaéek (12)]. Experimentalni usporadani této
metody je schematicky znazornéno na obr. 2.

Hodnoty samoindukece L, a kapacity C, jsou voleny tak, aby
vlastni kmitodet oscilaéniho obvodu II byl blizko vlastniho
kmitoétu f magnetostrikéni tyée. Ménime-li postupné kondensa-
torem C kmitoéet vysilade a méfime-li proud v obvodu L, a C,
dostavame oby¢ejnou resonanéni kfivku, na niz je u resonanéniho
kmitodtu f ostry zafez. Tento zéfez je zplsoben tim, Ze pfi reso-
nanci tyéinky se z dané energie oscilaéniho obvodu pouzije &ast
energie na mechanické kmity a pouze zbytek se pfenasi do
obvodu II.

3. Mikrofonni metoda. Tato metoda, které zde bylo.po prvé
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pouzito, vyuziva zmény odporu mezi uhlikovou. podlozkou a na
ni leZici tydinkou, jeZ nastane, kdyZ se tydinka rozkmité.
* Magnetostrikén{ ty& spod¢iva volné na dvou zafezech, vypilovanych

Obr. 3.

A miliampérmetr, P asbestova picka

T s topnym dratem, T thermodlanek,

U uhlikové podloZzka, V vySetfovana
ty¢.

v uhlikovych podlozkach. Podlozkami a tyéinkou protéka proud
asi 80 mA ze étyivoltové baterie (obr. 3).

Nekmita-li ty¢inka, miliampérmetr 4 ukazuje piiblizné stalou
vychylku. Jestlize se tyéinka rozkmita, porusi se kontakt uhlik-
tyé, odpor zaffzeni vzroste a na miliampérmetru pozorujeme ostry
pokles proudu velikosti asi 10—15 mA.

Celé zaiizeni je uloZeno v asbestové picce. v niz je také thermo-
¢lanek. Teplota destitky byla méfena thermodélankem zelezo-
konstantan; jako zakladnich bodu p#i cejchovani bylo pouzito
bodu varu vody. bodu tani chemicky &istého cinu a zinku.

Vysledky méfeni na jednotlivych vzorcich téhoz materialu
u tyéinek étvercového a kruhového priifezu dobie souhlasi, jak je
patrno z grafu 1 a tab. 3. ,

Pii stanoveni zavislosti modulu pruznosti £ na teploté bylo
u vzorki z oceli a niklu pfihlizeno ke korekeci vzhledem k délkové
roztaznosti a k zméné hustoty s teplotou. V tab. 4. jsou uvedeny
hodnoty koeficientu délkové roztaznosti « .107 (u oceli podle
udani Poldiny Huti).

Tabulka 4.

Znacka - o o o o o o ) 2 ) o o o
materiglu 20°—100°|20°—200° {20°—300° |20°—400° [20°—500° |20°—600
Vietrix 111 112 .| 116 125 131 135
Special

CM4 130 132 137 142 147 151 |

1555 . 122 123 126 129 132 134
AK5M 95 103 107 112 113 115
Ni (13) 0—100°| 0—200°| 0—300°] 0—400°| 0—500°

145 285 434 591 756
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Z grafu 1 je patrny celkovy pokles modulu pruznosti E
s teplotou u oceli, u niklu na grafu 2. Pro temperaturni koeficienty
modulu pruZnosti materidlu Vietrix Special, CM4, 1555, a AK5K
v rozmez{ -20°—500° C, u niklu v rozmezi 20°—380° C, kdy za-
vislost je téméf linearni, byly na zédkladé méfeni vypoéteny tyto
hodnoty:

Victrix e = — 0,000€¢, 1/grad
CM4: e = — 0,0007; 1/grad
1555: e = — 0,0007; 1/grad

AK5M: e == — 0,0007; 1/grad

Ni: e = — 0,0006, 1/grad

Zavislost modulu pruznosti £ na teploté u raznych ferro-
magnetickych latek byla studovana jiz dfive v celé radé praci
(14—27) jak statickymi, tak i dynamickymi metodami. O. Engler
(23) méfil zavislost modulu pruznosti £ u niklu na teploté a na
intensité magnetického pole. Z jeho grafu je patrna znaéni za- .
vislost temparaturniho koeficientu modulu elasticity £ na inten-
sité magnetického pole. Pfi nulové intensité magn. pole modul
pruznosti £ u niklu s rostouci teplotou prudce klesa, asi od 180° C
mirné stoupd, az ke Curieovu bodu (ca 370° ()., nadez znovu
rapidné klesd. Pfi intensité magnetického pole 40 Oe modul pruz-
nosti téméf linearné klesa.

Ackoliv nase méfeni modulu pruznosti byla provedena v mag-
netickém poli intensity asi 15 Oe, nebyly nalezeny vysledky shodné
s vysledky Englerovymi. Rozdilnost vysledkt dala by se snad
vysvétliti ponékud odlisnym slozenim a zpracovanim pouZzitého
materidlu. O. Engler uzival chemicky ¢&istého niklu, zatim co nase
méfeni byla provedena na technickém niklu. Naproti tomu se
viak nafe vysledky shoduji s vysledky méfeni F. Fostera
a W. Kostera (24) (viz graf 2), podle nichz modul pruznosti E
niklu klesa s teplotou témér linearné.

Price byla provedena ve fystkalnim Gstavu Karlovy univer-
sity. Rediteli Gstavu prof. dr. A. Zadkovi d&kuji za propijéeni
experimentalnich prostfedkii, za popud k této praci a cenné rady.
jimiZz podporoval moji praci. Panu doc. dr. V. Petrzilkovi dékuji
za laskavou pomoc. Firma Poldina Hut poskytla velmi ochotné
pokusny materidl, zadez ji patii nas§ dik.

*

Temperaturabhiingigkeit des Elastizititsmoduls von Stihlen
und Nickel.

(Inhalt des vorstehenden Artikels.)

In dieser Arbeit wird Temf)eraturabhingigkeit des Elasti-
cititsmoduls verschiedener Stahlsorten und -eines Nickelstabes
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gemessen. Das Elasticititsmodul E wird aus der Frequenz von
Longitudinalschwingungen der Stabe berechnet. Die Stibe wurden
im magnetischen Felde der Schwingspule eines Oszillators zu
mechanischen Schwingungen erregt. Zum Feststellen der Schwin-
gungen wurde eine Indikationsmethode. die auf einer Art Mikro-
phonerscheinung beruht, angewendet. Das Elasticitatsmodul nimmt
mit der Temperatur ab und zwar bei den Stahlstaben im Bereich
20°—500° C fast linear. '
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