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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY-A FYSIKY

SAST MATEMATICKA

O racionilném kanonickém tvaru linedrnf substituce.
K. Petr, Praha.
(Doglo dne 24. za¥ 1939.)

V nésledujicim budu uvaZovati linearni substituci (resp. line-
arnf vztahy mezi proménnymi z;, X,) tvaru

Xi = @i % + Qs + ...+ GinZa, 1 =1,2,.. ., 0 (1)

Pro tuto substituci byl podén raciondlny kanonicky tvar;
jednoduchym zpisobem odvodil jej v poslednich letech L. E. Dick-
son. Vyklad o tom najde &tenaf v jeho ,,Modern Algebraic theories,
které pod titulem ,,Hohere Algebra‘‘ vyily v némeckém preklad®
(r. 1929); viz str. 80 a ndsl. tohoto pirekladu. Nez postup Dicksontv
Ize jekt& velmi podstatné zjednodusiti; ve tvaru, ve kterém na cit.
misté byl poddn, neni tak snadno piistupny porozuméni; obtfZe
zejména pri jeho postupu vznikajici nut{ autora my3lenkovy
pochod z velké &asti pouze naznadovati. Zavedenim operadniho
symbolu, ktery niZe oznaduji- pismenem A, stivaji se velkeré
avahy jasné, zcela elementérni a ziskdvaji na strudénosti.
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- Nejprve zavedu n&které predpoklady a oznadeni. Cisla ay v (1)
necht’ jsou prvky télesa (komutativniho) K. Obecné budou viecka
&sla v nasledujicim uZivanad a znadend pomoci pismen a,b,c,d
prvky télesa K. Pismena pak z, y, z budou znaky pro proménné
linedrnich forem v nask. se vyskytu]icich

Matici &sel ag v (1) oznadime A4; ]ednotkovou matici n-tého
stupnd E.*) Determinanty n-tého stupné z matice 4 resp. matice
A — AR znadeny budou | 4 |, | A — AE |. Obdobné oznadeni ne-
budou v nésledujfeim zevrubnéji vysvétlovana. Dile necht znadf

[2] matici o ]ednom sloupci a n Fédefch; v ¥idku i-tém necht se

*) E bude v pozd&jiich odstaveich znaditi jednotkovou matiei i ]mych

stupiifi; o ktery stupeit p¥i tom Jde, snadno se pozné z vyrazu, ve kterém ;m
omadeni to poufito.

- Mw pro platovén! matematiky a fyaiky. 2 . 9



-psati ve tvaru

nachézf z;; obdobny vyznam maji [X 1. [y] atd. Pak vztahy (1) lze

[X] = A[x]. ()

Transformace proménnych, jez v (1) budeme provadéti, jsou
pro z a X kogredientni; t. j. obé fady x. X se transformuji touz
lineédrni substituci. Na pi. klademe

[#] = C[y] a soudasné [X] = C[Y]. (2)

kde C jest matice &fsel ¢y, 1.k =1.2.....n a |C| == 0. Touto

substituci se zméni (1) ve vztahy
[¥Y] = Bly], kde B — C—AC. 2)

Determinant | A — AE | jest polynom n-tého stupné v para-
metru A. Explicitné jej budeme vypisovati a znaéiti ve tvaru

(— 1P [A% — apdm ! — A2 — ... — @] — @, 2% = (— )" {(A).
(3)

Obydejné se ve &lenu poslednim zavorky na levé strané (t. j..
v — a,A°) Ginitel 1° potladuje tim, Ze se klade 1% = 1; k vili zjedno-
duseni vykladu nasl. to vSak nebudu éiniti.

Nejvétsi spoleénd mira v3ech subdeterminanti stupné n — 1
v determinantu | 4 — AE | budiZ polynom stupné n — s’ v para-
metru A, ozna¢ime ji f,(4) stanovice soudinitel pfi A»—* rovny 1.
Polynom tento jest délitelem mnohoélenu f(1) a lze tedy psati

TH(A) = f,(A) g'(A). kde g'(A) = A — by A¥—1 —. .. —bA—b2% (4)

pFi tom ovsem jest s’ &islo celé > 0. Jestlize n = s’, klademe f,(1) =
= A"=1 a jest f(1) = g'(4). '

Netieba snad ani podotykati, Ze mnohodlen f(4) jest invariantni
vidi linearni transformaci (2), nebot z rovnice (2') nasleduje téz

B—AE=C1A—AE)C atedy |B—AE|=|A4—AE|.
Rovnéz f,(A) jest invariantem; to vyplyva ze vztahu
B—AE=C-1A—1E)C. A— AE =C (B— AE) C,

ze kterych nasleduje na podkladé znamych vét o determinantech, ze
determinant r-tého stupné utvofeny z prvki matice B'— AE jest
linedrni formou determinantd 7-tého stupné utvofenych z prvka
matice 4 — AE, a naopak. Jsou tudiZ také invarianty polynomy
f(A), r=1,2,3,... kde f(4) jest nejvétsi spoleénd mira subdeter-
minanti v | A — AE | stupné n — 7.

Operace 4, o kterou v nasledujicim se budu opfrati, vztahuje
ge na linearni formy proménnych z;; jest definovédna rovnicemi

Axy = agx, + Gty + ... + G2 1 = 1,2, ..., 10 -(5)
A(cw;) = ¢ Ax,
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A + ché + .t Catn) = ¢ ATy + ¢ ATy + ...+ o Ap,
Na Ada; lze opét provésti operaci 4; obdriime A(Ax;) = A%x;.
Obdobné jasny vyznam maji operace A3x;, Adx;, ...; A° znaditi
bude operaci identickou, pro kterou tedy A% = z;; 4° muiZeme
. bez zavady nahrazovati 1 a jakoZto &initel vynechavati. Dale budiz,
znac¢ime-li pfi proménném A mnohoélen
dgi™ + d,Am—=1 4- ... + dpA® znakem @(4),

@(4) L =dy AL + dy AL + ...+ dnL, L linedrni forma v z;.
V disledku predchazejiciho jest, je-li y(4) jiny polyndm v promén-
né 2a y(2) = @(2) p(2) = 9(2) ¢(4). z2(2) = @(4) + w(2).

w(4) [p(4) L] = y(4) L = (4) [yp(4)] L.

definice souc¢inu operaci ¢(4), y(4);

@(4) L + p(4) L = z(4) L.

definice souétu operaci p(4). p(A4).
Pro operace vyznadené symboly ¢(4), w(4) jest tedy definovano
sé¢itani a nasobeni a jsou platny pro tyto dva tkony tataz pravidla
jako pro séitani{ a nasobeni polynomu o jedné proménné s koefi-
cienty v K. Nasobeni_dvou operaci ¢(4), y(4) znaéi tady oviem
sled t&ch operaci v libovolném pofidku po sobé provadénych na
linearni formy v x;.

Na zékladé symbolu 4 lze psati (1) ve tvaru

Xi = Ax,'. 1 =1, 2. .. L n. (6)

Spodiva tedy operace 4 provedend na formu L v podstaté v tom,
Ze se ve formé L proménné x; nahradi proménnymi X; vztahy (1)
definovanymi. i
Rovnici (1) lze dile dati tvar

[4z] = A[«]. (7)
ze které, nahradime-li v ni z-vyrazem Az, nasleduje ihned
[42x] = A?[x] a stejné [A3%x] = A%x]; obecné [A7x] = A'[x]. (7')
Jelikoz proménné y definované rovnicemi (2) jsou linedrni formy
proménnych x;, podriuje operace A i vzhledem k proménnym y
svij vyznam a jest odividné

Ay.'iyi, 1::1,2....,7’&

aneb v oznateni maticovém

[4y] = Bly]. kde B = C—14C.



s II.

Rovnici (1) miZeme (se zietelem k (6)) psati ve tvaru

AT + apx, + ... (@ — A) xi 4+ ...+ Gigzy =0, (17)
1=1,2,...,n
Oznaéme v determinantu | 4 — AE |, ktery jest mnohodlenem
v 4 stupné& n-tého a rovnym (— 1)* f(4) — viz (3) —, minory, jez
%n,rti'i k prvkim prvého sloupce po fadé ¢, (4), gu(4), . . ., @u(4).
ovedme pak na (1”) operaci ¢;;(4); obdrzime
@y pu(4) x1\+ ap@u(d) 2+ ...+ (@is— A) pu(A) 2+ ... +
+ ai" ¢il(A) x” = O, 1: - 1, 2, . e oey n.
Séftame-li tyto rovnice poétem n. dostaneme v diisledku elementar-
nich vét o determinantech
(— 1) f(4) , = 0 aneb f(4) x, = 0.
Stejné dostavame
fA)xi=0; 2=1,2, ... n (8)
Koeficienty, jez pii provadéni operace 4 na proménné x; se vysky-
tuji, twoi{ matici 4. Stejné koeficienty, jez se pii provadén{ operace
“f(d)na z,2=1,2,...,n vyskytuji tvoli matici; tato matice jest

patrné f(A4)*) — klademe pii tom A° = E. Ma-li viak byti sp]néno
*(8), musi tato matice byti matici nulovou a jest tedy

f(4) = o, (8)

pH demZ 0 na pravé strané této rovnice znaéi matici nulovou

_ (kvadratickou, n-tého stupné).

- Kdybychom svrchu misto, abychom nisobili rovnice (1”)
minory ¢ (4), nasobili témito minory délenymi nejvétsi spoleénou
mirou viech minori piisluinych k elementim determinantu
| A— AE | — kterouito spoleénou miru jsme oznadili svrchu

- fi(4) — byli bychom dostali obdobné&

g'(A4) 2 = 0, pfi tom f(4) = f,(4) . g(A) 1,2,...,m, (9)
“ze které’ nasledu]e stejné : _ .
g'(4) =0. (9)
Doké.ieme pak, Ze existuje polynom stupné& s-tého g(4) takovy,

~ #e jeou splnény rovnice

gld) =0, 1=1,2,. .. o N (10)
pfi 8emZ neni Zidny polynom stupné niZiiho ne% s, ktery by mél

o ~ tuto vlastnost. Déle, %e k tomuto polynomu lze sestrojiti lineédrni

*) Viz rovnice (7).



formu L(x) proménnych z;, pro kte'rou sice jiz v duisledku (10) ‘jest
platna rovnice g(4) L(z) = 0, avSak neni Zadny polynom stupné
niZz§fho nez g, pro ktery by byla platna obdobnd rovnice.

- Nejprve jest patrno, Ze — je-li L,(«) libovoln4 lineadrni forma
proménnych #; s koeficienty z télesa K — v fadé forem

Ly(x). AL\(x). A2Ly(). . . .. A*Ly(). .

jest jenom koneény podet na sobg lmea,rné nezawslych (nejvyse n)
Budtez tedy formy

Ly(x), AL(x), A2Ly(x). . . .. A™—1L,(x)

na sobé linearné nezavisly; forma vSak A7L(z) na vypsanych line-
arné zavisla, takze jest

 ATLy(x) = ¢ A™1L\(x) + ¢p—y A™ 2L (2) + ... +

+ 2 iLy(2) + €3 Ly(%).
Pak jest platny vztah ‘
hy(4) Ly(x) = 0. kde hy(A) = A" — cpA™—1 — . . . —cd —¢; (11) .

a neni polynom stupné nizsiho nez r, pro ktery obdobny vztah byl
splnén.

Polynom #,(4) jest polynom ne]mzéiho stupng, pro né&jz vlast-
nost (11) ]est platna, a budeme Fikati, Ze hl(}.) prisluél k L(z)
aneb téz, ze L,(x) prislusi k hy(4).*) Kazdy jiny polynom h(}.),
pro ktery h(A) Ly(x) = 0, jest oividné délitelny h,(4).

Ze hy(2) ptislusny k L,(x) mé soudasné s L,(x) soudinitele
z télesa K, jak oznadenim bylo vytknuto, jest v disledku znamych
vét o determinantech bezprostiedné patrno. O koeficientech line-
arnich forem (a tudiz i p¥isluSnych k nim polynomid) v tomto
odstavci dale v Gvahu branych &inim rovnéz predpoklad, ze jsou
vesmés v télese K.

Dale lze tvrditi: Piislusi-li Ll(x) ku %,y(4) ‘a Ly(x) ku h,().), kde
hy(A) a hy() jsou bez spoledné miry, pak L,(x) + Lg(x) ptislusi
k hy(4) . hy(A). Nebot z predpokladu ndsleduje, Ze hy(4).hgA4).
. (Ly(z) + Ly(x)) = 0; prislusi-li tedy Ly(x) + Ly(x) ku h(1), jest
h(A) délitelem soudinu h,(2) hy(4); t. j. B(4) = A’ (4) B'5(R), kde A';(A)
resp. h'y(4) jest délitelem polynomu k(1) resp. hy(A) a jest tedy
W'y(4) B'y(4) [Ly(x) + Lo(x)] = 0 8 té2 hy(4) A’ (A) [Ly() + Lz(x)]—' .
= hl(A) h'y(4) Ly(x) = 0; jelikoz pak dle posledni rovnice h,(4).

h'y(A) jest délitelno hz(l), jest nutn& A’y(1) = hy(4) a obdobns
h'l(}.) = hy(4), éimZ% véta dokazana.

Avsak i kdyZ polynomy h,(4), hy(A) piislusici k linedrnim formém
Ly(x), Ly(x) maji spoleénou miru, lze na zéklads L,(x), Ly(x) sestro-

*) Budeme, aby polynom hy(4) pheluﬁny k Ly(x) byl Jednoznaéné st.a~,
noven predpoklédati, Ze koeficient p¥i nejvyssi moening parametru 4 jest 1.

3
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jiti linearni formu L,(x), jez patri k ne]menmmu spoleénému na-
sobku polynomu hy(4), ho(4). Budiz nejv. sp. mira téch polynomiu

m(3); pak hy(2) = ky(2) m(2), hy(2) = ho(2) m(A); Ty(R) @ hy(2). jsou
bez spoleéne miry. Rozlozme m( 1) operacemi shodnymi s témi, jez se
pouzivaji pr1 hledéni spoledné miry dvou polynomd, ve dva faktor}
my(4), my(4). V prvém necht se nachdzeji vSecky v K irreducibilni

faktory z m(2), jez d&lf té ,(2); v druhém pak viecky irr. fakt., jez
jsou té% v hy(2). Ty irreducibilni faktory z m(4), je# nedéli ani hy(4),
ani hy(2), budte# na pf. vesmés v m,(4). Utvoiime potom tyto dvé
linedrni formy .
Ln(z) = my(4) Ly(2). Ly(x) = my(4) Ly(2);

prvni pat¥i k polynomu #,(4) m,(2), druha k hy(4 ) my(4). Oba tyto
polynomy jsou bez spoleéné miry a patii tudiz Ly(x) + Ly(x)
k polynomu () hg(A) my() me(A) = hy(R) hao(R) m (2.), coZz jest nej-
mensi spolecny nasobek polynomu hy(4). hg( ) oznacme ten nasobek

sV

Gasné plat1 _
hs(4) Ly(z) = 0. hy(A) Ly(z) = 0

a k némuz piisluina linedrni forma existuje a jest Ly(x) = L,(x) +

.+ zz(x)- »
Timto zptsobem postupu]lce vychazime od nejjednodussich
linearnich forem z,. z,, z,, 2y. k nimZ necht postupné patii

polynomy g()(4), g(2)(}.) g(s)( ) ... ¢™(4); dospéjeme tak k poly-
nomu g(4),*) pro néjz plati (10) a k linearni formé L(x), jeZ patii
ku g(4); polynom g(4) jest polynom nejnizifho stupné, pro néz jsou
splnény (10) a jest g(4) nejmensi spoleény nasobek mnohodlent
gO(4), gB(4), . . ., g™ (4).

Béhem vyvodu vlastnich dosp&jeme k vysledku, Ze polynom
g(4) se shoduje s polynomem g’(1) ve (4) definovanym.

Polynom g¢g(4), k némuz jsme dospé&li. vypisovati budeme
explicitné ve tvaru

G(A) = 20— bde—t — by j—2 — . —bi—b0.  (12)

II1.

Obratime se nyni. kdyz -jsem vylozil potiebné pomicky.
k transformaci linedrnich vztahu (1) kogredientni linearni substi-

. *) Napfed sestrojime na podkladd z,, z, linearni formu, je¥ pat¥i
k nejm. sp. nés. polynomi git)(1), g@(4). K této linedrn{ form& phbereme T,
& sestrojime linearni formu, je¥ put¥f k nejm. sp. nés. g((4), g(®(A), g(‘)(}.)
K posledni linedrni form& pfibereme z, atd. Zpravidla postup se znain&
zjednodusi. Je-li na pf. g(1) = g®)(d) = ... = gln(1), lze za lmeé.ml
formu L(zx) zvoliti na pf. z; anebo jinou promé&nnou.
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tuci za proménné z resp. X. PouZijeme k tomu cili linearn{ formu
L(x) sestrojenou ke konci predchoziho odstavee a patiici k poly-
nomu g(4). Zavedeme téchto s novych proménnych y:

Y = L(%), yo = AL(x). y, = A2L(2). . . .. ys = A*—1L(x). (13)

Proménné Y,, Y,...., Y, dostaneme z vyrazi pro ¥, ¥, ..., Y
kdyZ v nich misto x; zavedeme Xj: t. j. kdyZ na tyto vyrazy pro-
vedeme operaci 4; obdrZime

Y, = AL(2)."Y, = A2L(x), Yy = A3L(=x), . .., Y, = A*L(x).
Tim ziskdme mezi Y,, ... Y, a y,. .. .. ys tyto vztahy

Yi=0. Y, =y Ys=ys.... Yeuuu1 = .

Yo =byyy + bots + .. . + bsys. (14)
Posledni vztah jest vypsani vztahu g(4) L(x) = 0 v jiném tvaru.
Linearni formy proménnych x; v (13) pro y;, ys, . . .. ¥s jsou

na sobé linedrné nezdvisly v diisledku predpokladu, Ze g(1) piislusi
k L(x), a jest tedy aspoi jeden determinant s-tého stupné z matice
soudiniteli téch linedrnich forem rizny od nuly; necht to jest deter-
minant obsahujici soudinitele pii x,. x,, ..., 2. Néasledkem toho
mizZeme &, &y, . .., ¥ vyjadiiti pomoci &1, Tsta. . . .. Tn, Y1, Yo,

. Ys. Ze vztaht pak (1) mizZeme proménné z,, x,. . . ., 25 a rovnéz
proménné X, X, ... X, pro né jest platno stejné vyjadieni
pomoci Xgyq,... X4 Y,,....Ys eliminovati a obdrzime touto
transformaci novy tvar pro rovnice (1). Prvych s rovnic tohoto
tvaru jest vypsano ve (14). Zbyvajicich » — s rovnic (jez dosta-

neme, dosadime-li do poslednich n — s rovnic (1) za ;. 2,. . . .. 7,

VYTazy vV Zsii1. ..., Tn. Yy . . .. Ys) Ma pak tento tvar

Xovi =iy + Cpp¥s + ... + ¢Ys + bj@ey1 + bjggre + ... +
4 Ojmstty, F=1.2.... n—s. (15%)

Prislusné vyrazy pro Ay, .... Ays Axsyq, ..., Ax, dostaneme

z (14) a (15'), piseme-li tam misto Y,. .. .. Y,, X,,; po fadé pravé

Ay, ..., Ays, Ay
Rovnice (15’) lze vSak dale transformacemi linedrnimi zjedno-
dusovati. Kladme nejprve

Tytj = sty + Cjslfs—1 a tedy Xeti= X's4j+ i1 =
=Xyit+Cuys, 1=12...,.0n—s;

rovnice (15") zfskaji ihned tvar (j =1,2,..., n)
Xerj=C"nth + "t + ... +
+ ¢"ju—1Ye—1 + bj1®'5 41 + bjpx’je 4+ ... F by n—e'n,

5



v nich% se nevyskytuje jiZz y, Zcela stejné odstranime po Fadé
Ye—1, Yo—2, - - - Yp, Yo. Tak dospéjeme koneéné k proménnym, jez
" oznadime y,.; resp. Y,y j = 1.2,...,m—s, které jsou viziny
rovnicemi tvaru

Yers = Corithy + bir¥ss1 + bpolhsra + . . . + bjn—syn:  (15)
‘ =12 ...,n—s.

Av8ak soudinitel c,4; pii y; v této rovnici jest nutné rovny nule;
nebot y,+; jakoito linedrni forma =y, z,....,&s hovi rovnici

9(4) Yo+i =0 a ,
AYs+i = Yori = Cors¥h + (Yes1, Ystz. - . -, Yn),
A*Ysr; = Co4iYa + (Y15 Ys+15 - - o= Yn)s + + -
Ay = Coti¥s—1 + (Y1 Yo - - o> Ys—2, Ys+1. - - -+ Yn),
AYs15 = Cati¥s + (Y1 Yor - - > Yo—1, Ys+1: Yat2: - - o> Yn).

Dosadime-li pak tyto vyrazy do rovnice g(4) y,4j = 0, dostaneme
vztah

‘ Ce+iYs + (?/1, Yoy « - o5 Ya—1, Ys+15 Ys+2- - - - ?/n) = 0.

Pfi tom kulaté zavorky znamenaji linedrni formy proménnych
v nich se nachazejicich. Jelikoz viak y,, ¥,, . . ., ¥n jest n promén-
nych na sobé linearné nezavislych, jsou soudinitelé pfi jednotlivych
proménnych v posledni rovnici vesmés rovny nule a tak jest

C+j=0proj=12...,n—s,
¢imz dostavame koneény tvar rovnice (15”)

Yl+i = bj1Ys+1 + bjeYsr2 + ... + bin—etn, 1=1,2,..., n_—s(l")
9
. Tak jest proveden linearni substituci rozklad zakladnich rovnic
poétem 7 ve dvé skupiny rovnic. V prvni (14) vyskytuji se na levé
i pravé strand proménné y, ¥ o indexech 1, 2, ..., 8. V druhé (15)
. jsou pak na obou strandch proménné o indexech s + 1, s + 2,..., n.
Prvé skupina (14) mé pro nds tvar definitivnf, rovné% i druha (15),
jestlize matice &isel by, j, k = 1,2, ..., n— s jest tvaru cE (kde E
jest jednotk. matice st. » — s); neni-li viak matice ta toho tvaru,
pak se zfetelem 'k tomu, Ze systém (15) se-lidf od (1) pouze tfm
(nehled® k oznadenf), e misto » nastupuje jakoZto podet rovnic
&fslo n — 8, 1ze na (15) uziti vysledku prave docfleného a takovymto
zpisobem tak dlouho postupovati, az bud dosp¢jeme k matici
tvaru cE, aneb pfevedeme viech n proménnych na definitivni tvar,
‘ve kterém se soustava rovnic rozpadé na nékolik skupin, v nich%
zévislosti na obou stranéch jsou upraveny dle vzoru skupiny ve (14).

~ K tomu jest jenom pfidiniti jednu pozndmku. K transformaci -
‘systému (15) jest pfedeviim nutno nalézti mnohoélen g,(4) spliujict
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n — 8§ rovnic
() Yer5=0,5=1,2,...,n—s (16)
co nejnizstho stupné. Mnohotlen g(1) svrchu pouZity spliuje

rovnice
gDy =0, k=1,2,...mn,

tedy téZ i rovnice (16), kdybychom v nich misto ¢,(4) psali g(4);
‘musi tudiZ g,(4) byti délitelem mnohodlenu g(4).

Vedle toho nez vyslovim koneény vysledek, zavedu pro strud-
nost néktera oznadeni. Matici soustavy rovnic (14) oznaéim M,;
mé tento tvar (vypisuji je k vili zfetelnosti pro piipad s = 5)

0,1,0,0,0

-

) e

My =

coo

0, 1
0, 0,
0, 0,

o;—-o
oo

b b

by, by, by, by, b

Determinant s-tého stupné pfislusny k této matici jest (— 1)*—1b,.
Matice jest hodnosti s-té, je-li b, = 0. Je-li b; = 0, jest hodnosti
s — 1. Charakteristicky determinant k této matici pFisludny (t. j.
determinant | My— AE |) jest (— 1)* g(1). Nejvétsi spoleéna mira
minord patticich k jednotlivym prvkum determinantu | M, — AE |
jest 1.

Matice My necht lisi se od M, tim, Ze podet sloupcu i ¥adku
jest s (misto s) a Ze prvky v poslednim Fadku jsou b@®, ¢ = 1, 2,
... 8 K vuli struénosti i p¥i M, misto b;, s, g(1) budu obsirng&ji
psati b9, 8y, go(4). JestliZze sy = 1, pak matice se redukuje na jediny
prvek b,®; M = {b,®

Méme tak tento vysledek (vysledné proménné oznadim  z;,
t =1, 2, ..., n): Linedrni transformaci (kogredientni) lze vztahy (1)
mezi proménnymi Xj;, x; pievésti na vztahy mezi Z;, z;, pfi nichz
matice souéinitelti ma tento tvar

Mo a5 5y emngy s
. 15 e :+ soer o :
B—_— ° 3 .,Mg‘.... - e (.17)
Matice My, k£ =0,1,2,..., 7, nachazejici se v diagondle jsou

matice kvadratické o s; Fadefch, jichi vyznam byl svrchu vy-
loZen; silné tedky jsou matice nulové pravotthelnfkové, na p¥. tedka
v tietim sloupci druhém ¥4dku zastupu]e matici nulovou o s, ¥adeich
a s, sloupcich Celkem mé matlce B tadki (a sloupcii) s, + 8, +

.t S =n.
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Jelikoz
| Mp| =L 0,®, | My — AE | = = ga(4),
jest .
| B| = = b,9,MWb,2. . . b, | B— AE | = -+ go(2) 94(A) . . . go(2).

Pri tom jest gi(4) délitelno gp41(d), A =0,1,2,....r—1.
V disledku toho jest nejvétsi spoleéna mira viech minora prislus-
nych k prvkim determinantu | B— AE | rovna soudinu g¢,(4).
. go(A) . .. gr(A) & go(A) (jez jsme diive znadili ¢(4)) vskutku rovno
(nehledé k znaménku) determinantu | B — AE | délenému tou nej-
véts§i spoleénou mirou, ¢imz dokazan vyrok ke konci odst. II.
uvedeny. Stejné vyplyva. ze g,(1) jest rovno podilu nejvétsi spo-
le¢né miry vSech minori pfislusnych v | B— AE | k jednotlivym
prvkim a nejvétsi spoleéné miry viech minora toho determinantu
piislusnych k jednotlivym subdeterminantim druhého stupné.
Obdobné véty plynou pro g,(2), gs(4). . . .

" Vysledek uvedeny jest platny v obou moZnych piipadech
svrchu vytknutych. Predevsim, kdyZ postupnym provadénim do-
kazané transformace nedospéjeme nikdy k matici tvaru bE,.
AvSak i v tom piipadsé, kdyz dospivam k matici bE,, zachovava
platnost. Piedpokladejme k vali jednoduchosti, Ze dospéjeme
k matici bE, o tfech fadcich a sloupcich. Pak v (17) jsou posledni
tii matice M, o M, . M, matice o jediném prvku rovném b,
M, o=M, =M, =1{b}, | M,— AE | = b— ), atd.

Polynomy g¢,. ¢,, . . . jakoZto invarianty vzhledem k linearni
transformaci (viz piisl. pozn. v odst. I) muZeme pifmo podéitati
z matice 4 — AE. kde 4 jest matice patfici ke vitahim (1).

Predchazepciml vyvody tukol, ktery jsem si predsevzal, jest
splnén. P¥ipojim jenom ]esté nekolik uvah, abych naznaéil uZi-
teénost symbolu 4.

IV.

Vztahy (1) jsme racionalnymi operacemi a linedrni transfor-
maci s koeficienty v K prevedli na vztahy mezi z;, Z;, pri ¢emz
matice B z koeficientd v téchto poslednich vztazich jest vypsana
ve (17). Av8ak vztahy tyto racionalnymi prostiedky lze jesté dale

" zjednoduSovati, jsou-li nékteré z polynomi gz(4) reducibilni v K.

UvaZujme na pf. vztahy z poéatku odst. II1

Yy =¥ Yy =9s.... Y1 = yo. Ya=byy +bypa+. . .+ bsys, (18)

k nim% pifslusi charakteristicky mnohoélen g(1) = A* — bgAs—1 —
— — b,A — b,A°, a budiz g(/l) reducibilni. Necht jest g(4) =
= h,(}.) h,(/l) kde h (Z) a hy(2) jsou bez spole¢né miry a kde jest

hy(d) = M — dy it — . — @0,
ho(A) = Ats — d'ype=1— . —d' 20,



/7

ty+ 1ty =3, 4 >0, t, > 0. Uvazujme tyto linearni vyrazy v w,. y,,
.o Ys (ataké v oy, x,, .., ap):

hy(4) yy. Aby(A) yy. A2he(A) 3y, . . .. A—1hy(A) yy; (19)
hy(4) Y1: Ahz(ﬁ) Y. A%hy(A) Yo -« - At‘_lhz(A) Y-

Jak otividno, jsou na sobé linedrn& nezavisly; miZzeme je tedy
misto yy. Y. . . .. Ys zavésti jakoito nové proménné a oznatiti po
Fad® 2y, 2,. . . ., 24, 2441. - . .. 2,. Mezi novymi proménnymi z a pH-
slusnymi Z jsou pak tyto relace

Z] = 2. Z2 =28 o s oy Zg,_l = 2, Zt‘ = d’lzl + d’222 + ...+ d’g’zt’.
Zt’+1 = 24y +2: ¢ o o Zg__.l = Zs. Zs = (llz,2+1 + ¥ e % + d,lzs. (20)
Specidlné. kdyby he() = (A—b)t (tudiz Ay(b) + 0, t, =1),
mohli bychom misto prvni ¥adky ve (19) voliti za nové proménné
tyto linearni vyrazy

hy(A) g1 (A —b) (M) gy (4 — ) (D) . . . ., (4 — by hl<?l>9q)1
a obdrZzeli bychom (znaéime-li je opétné z,. z,. . . ., z;) tyto \;ztahy
Zy=bzy+ 2. Zy =b2y + 25, ..., Lyy = b2y + 24 Zy = bz, (21)

Posledni z téchto vztahi jest prepis rovnice (4 — b)t hy(A) y, =
= (0, jiz lze psati patrné ve tvaru .

A (A —=b)= y(4) yy — b (4 — b)—1 by(4) y, = 0.

Jsou-li nulové body polynomu g(2) vesmés v télese K, rozpadaji se
vztahy (18) vesmés ve vztahy tvaru (21); pfi tom jsou z;, z,, . . ., 2
linedrni formy (na sobé& nezavislé) proménnych y, y,, . . ., ¥
Soustav tvaru (21) bude pak tolik. kolik jest nulovych bod& mnoho-
¢lenu g(4) mezi sebou riznych.

Takovyto rozpad zakladnich vztaht (1) v soustavy vztahové
tvaru (21) nastane oviem i tenkrite, kdyz k télesu K adjungu-
jeme nulové body mnohoé¢lenu g(4) (ktery jsme ve III také znaéili
go(4)). Soustava (21) se obydejné pak nazyvi elementarni d&-
litel soustavy (1). Cislo b sluje v nasledujicim multiplikator ele-
mentarniho délitele (21); ¢ stupeii el. dé&l.; 2, linedrni to forma pro-
ménnych x,, x,, . . ., , zdklad elem. délitele. Pojmenovani tato
zavadim tu pouze z té pFiéiny, abych mohl, pokud mozno struéns,
uvésti jeSté nékolik vét, které na zdkladé avah predchézejicich
téméf bezprostfedné vyplyvaji. Téleso ¢iselné, jehoz prvky nyni
budu oznadovati pismeny a.b,c,d. necht jest v nasledujicim
téleso K roziitené adjunkei nulovych bod& polynomu go(4). -

Chei totiz vedle vztahi (1), k nimZ pat¥{ matice 4 a operace 4,
uvaZovati vztahy, k nimz pat¥i matice 4,, kde

A, = 0,451 + g, 42 4 . .| + a,A°
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Vztahim témto mizeme uZivajice oznadeni odstavce I uzitého

na pf. v rovnici (1’) dati tvar
[X'] = 4,[=]. (22)

ponechavajice pro zakladni proménné z,, z,, . .., x, tytéZz znaky
jako jsou v rovnicich (1). Pro proménné ze zakladnich odvozené na
zakladé vztahd (22) — kterézto proménné nejsou na sobé ne-
zévislé, neni-li 4, hodnosti n-té — uzili jsme oznadeni X'y, 1 = 1,
2; ..., n, abychom je i oznaéenim rozlisili od proménnych X; vyply-
vajicich z (1).

Operace 4, piislusnd k 4, jest v dusledku (7’) z I

4y = a, A1 + a2 + ... + a,;
nebot’ jest
[4,2] = [(a, 4% + @, 42 + . .. + a,)x] = a,[A*1x] + a,[4*—2x]+
+ ..t a 2] = (0,45 + @, 42 4L+ ay) [2] = 4[]
Utivati budu v nésledujicim oznaéeni
A 4 a2 L a,A0 = y(A);

pek jest 4, = y(4), 4, = y(4). _

Zavedeme nyni misto proménnych z; proménné z; tak, aby se
soustava (1) rozpadla v elementarni délitele tvaru (21), a budeme

vySetfovat, jak zavisi na z; jim na zakladé vztaht (22) ptifazené
vyrazy Z's. Jest nejprve

Z'.' = AIZ.'. } = l, 2, P (D
Ddle jest v dusledku toho, jak byly definovany z,, z,. . . .. 2, vysky-
- tujici se v elementarnim déliteli (21)
(A—0b)z =25, (A—b)zy = (A—b)22 = 25,...,(A—b)t—12,=2.
(A i b)‘ 2 = 0
a tedy
Z'y = Az =y(d)z =
= v(0) 2, + [p(4) —p(b)] 2y = 9(b) 2, + dozp + dazg +. .. + dtf"'{r
nebot dle znamé identity jest
9(4) —y(b) = . .
= (A—b) §/(b) + 5 (A—b)* ¢"(6) + 3 (A—DP* . 9" () + ..., -
kde 9'(4), ¥"(A), . . . jsou prva, druhd, . .. derivace polynomu y(4);

, dg, . . . pak se rovnaji ¢'(b), 4¢"(b), . . . Obdobné vztahy vyply-
vajf pro Z’;, Z', . . ., takze vcelku mame tento vysledek
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