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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY-A FYSIKY

SAST MATEMATICKA

O racionilném kanonickém tvaru linedrnf substituce.
K. Petr, Praha.
(Doglo dne 24. za¥ 1939.)

V nésledujicim budu uvaZovati linearni substituci (resp. line-
arnf vztahy mezi proménnymi z;, X,) tvaru

Xi = @i % + Qs + ...+ GinZa, 1 =1,2,.. ., 0 (1)

Pro tuto substituci byl podén raciondlny kanonicky tvar;
jednoduchym zpisobem odvodil jej v poslednich letech L. E. Dick-
son. Vyklad o tom najde &tenaf v jeho ,,Modern Algebraic theories,
které pod titulem ,,Hohere Algebra‘‘ vyily v némeckém preklad®
(r. 1929); viz str. 80 a ndsl. tohoto pirekladu. Nez postup Dicksontv
Ize jekt& velmi podstatné zjednodusiti; ve tvaru, ve kterém na cit.
misté byl poddn, neni tak snadno piistupny porozuméni; obtfZe
zejména pri jeho postupu vznikajici nut{ autora my3lenkovy
pochod z velké &asti pouze naznadovati. Zavedenim operadniho
symbolu, ktery niZe oznaduji- pismenem A, stivaji se velkeré
avahy jasné, zcela elementérni a ziskdvaji na strudénosti.
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- Nejprve zavedu n&které predpoklady a oznadeni. Cisla ay v (1)
necht’ jsou prvky télesa (komutativniho) K. Obecné budou viecka
&sla v nasledujicim uZivanad a znadend pomoci pismen a,b,c,d
prvky télesa K. Pismena pak z, y, z budou znaky pro proménné
linedrnich forem v nask. se vyskytu]icich

Matici &sel ag v (1) oznadime A4; ]ednotkovou matici n-tého
stupnd E.*) Determinanty n-tého stupné z matice 4 resp. matice
A — AR znadeny budou | 4 |, | A — AE |. Obdobné oznadeni ne-
budou v nésledujfeim zevrubnéji vysvétlovana. Dile necht znadf

[2] matici o ]ednom sloupci a n Fédefch; v ¥idku i-tém necht se

*) E bude v pozd&jiich odstaveich znaditi jednotkovou matiei i ]mych

stupiifi; o ktery stupeit p¥i tom Jde, snadno se pozné z vyrazu, ve kterém ;m
omadeni to poufito.

- Mw pro platovén! matematiky a fyaiky. 2 . 9



-psati ve tvaru

nachézf z;; obdobny vyznam maji [X 1. [y] atd. Pak vztahy (1) lze

[X] = A[x]. ()

Transformace proménnych, jez v (1) budeme provadéti, jsou
pro z a X kogredientni; t. j. obé fady x. X se transformuji touz
lineédrni substituci. Na pi. klademe

[#] = C[y] a soudasné [X] = C[Y]. (2)

kde C jest matice &fsel ¢y, 1.k =1.2.....n a |C| == 0. Touto

substituci se zméni (1) ve vztahy
[¥Y] = Bly], kde B — C—AC. 2)

Determinant | A — AE | jest polynom n-tého stupné v para-
metru A. Explicitné jej budeme vypisovati a znaéiti ve tvaru

(— 1P [A% — apdm ! — A2 — ... — @] — @, 2% = (— )" {(A).
(3)

Obydejné se ve &lenu poslednim zavorky na levé strané (t. j..
v — a,A°) Ginitel 1° potladuje tim, Ze se klade 1% = 1; k vili zjedno-
duseni vykladu nasl. to vSak nebudu éiniti.

Nejvétsi spoleénd mira v3ech subdeterminanti stupné n — 1
v determinantu | 4 — AE | budiZ polynom stupné n — s’ v para-
metru A, ozna¢ime ji f,(4) stanovice soudinitel pfi A»—* rovny 1.
Polynom tento jest délitelem mnohoélenu f(1) a lze tedy psati

TH(A) = f,(A) g'(A). kde g'(A) = A — by A¥—1 —. .. —bA—b2% (4)

pFi tom ovsem jest s’ &islo celé > 0. Jestlize n = s’, klademe f,(1) =
= A"=1 a jest f(1) = g'(4). '

Netieba snad ani podotykati, Ze mnohodlen f(4) jest invariantni
vidi linearni transformaci (2), nebot z rovnice (2') nasleduje téz

B—AE=C1A—AE)C atedy |B—AE|=|A4—AE|.
Rovnéz f,(A) jest invariantem; to vyplyva ze vztahu
B—AE=C-1A—1E)C. A— AE =C (B— AE) C,

ze kterych nasleduje na podkladé znamych vét o determinantech, ze
determinant r-tého stupné utvofeny z prvki matice B'— AE jest
linedrni formou determinantd 7-tého stupné utvofenych z prvka
matice 4 — AE, a naopak. Jsou tudiZ také invarianty polynomy
f(A), r=1,2,3,... kde f(4) jest nejvétsi spoleénd mira subdeter-
minanti v | A — AE | stupné n — 7.

Operace 4, o kterou v nasledujicim se budu opfrati, vztahuje
ge na linearni formy proménnych z;; jest definovédna rovnicemi

Axy = agx, + Gty + ... + G2 1 = 1,2, ..., 10 -(5)
A(cw;) = ¢ Ax,
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A + ché + .t Catn) = ¢ ATy + ¢ ATy + ...+ o Ap,
Na Ada; lze opét provésti operaci 4; obdriime A(Ax;) = A%x;.
Obdobné jasny vyznam maji operace A3x;, Adx;, ...; A° znaditi
bude operaci identickou, pro kterou tedy A% = z;; 4° muiZeme
. bez zavady nahrazovati 1 a jakoZto &initel vynechavati. Dale budiz,
znac¢ime-li pfi proménném A mnohoélen
dgi™ + d,Am—=1 4- ... + dpA® znakem @(4),

@(4) L =dy AL + dy AL + ...+ dnL, L linedrni forma v z;.
V disledku predchazejiciho jest, je-li y(4) jiny polyndm v promén-
né 2a y(2) = @(2) p(2) = 9(2) ¢(4). z2(2) = @(4) + w(2).

w(4) [p(4) L] = y(4) L = (4) [yp(4)] L.

definice souc¢inu operaci ¢(4), y(4);

@(4) L + p(4) L = z(4) L.

definice souétu operaci p(4). p(A4).
Pro operace vyznadené symboly ¢(4), w(4) jest tedy definovano
sé¢itani a nasobeni a jsou platny pro tyto dva tkony tataz pravidla
jako pro séitani{ a nasobeni polynomu o jedné proménné s koefi-
cienty v K. Nasobeni_dvou operaci ¢(4), y(4) znaéi tady oviem
sled t&ch operaci v libovolném pofidku po sobé provadénych na
linearni formy v x;.

Na zékladé symbolu 4 lze psati (1) ve tvaru

Xi = Ax,'. 1 =1, 2. .. L n. (6)

Spodiva tedy operace 4 provedend na formu L v podstaté v tom,
Ze se ve formé L proménné x; nahradi proménnymi X; vztahy (1)
definovanymi. i
Rovnici (1) lze dile dati tvar

[4z] = A[«]. (7)
ze které, nahradime-li v ni z-vyrazem Az, nasleduje ihned
[42x] = A?[x] a stejné [A3%x] = A%x]; obecné [A7x] = A'[x]. (7')
Jelikoz proménné y definované rovnicemi (2) jsou linedrni formy
proménnych x;, podriuje operace A i vzhledem k proménnym y
svij vyznam a jest odividné

Ay.'iyi, 1::1,2....,7’&

aneb v oznateni maticovém

[4y] = Bly]. kde B = C—14C.



s II.

Rovnici (1) miZeme (se zietelem k (6)) psati ve tvaru

AT + apx, + ... (@ — A) xi 4+ ...+ Gigzy =0, (17)
1=1,2,...,n
Oznaéme v determinantu | 4 — AE |, ktery jest mnohodlenem
v 4 stupné& n-tého a rovnym (— 1)* f(4) — viz (3) —, minory, jez
%n,rti'i k prvkim prvého sloupce po fadé ¢, (4), gu(4), . . ., @u(4).
ovedme pak na (1”) operaci ¢;;(4); obdrzime
@y pu(4) x1\+ ap@u(d) 2+ ...+ (@is— A) pu(A) 2+ ... +
+ ai" ¢il(A) x” = O, 1: - 1, 2, . e oey n.
Séftame-li tyto rovnice poétem n. dostaneme v diisledku elementar-
nich vét o determinantech
(— 1) f(4) , = 0 aneb f(4) x, = 0.
Stejné dostavame
fA)xi=0; 2=1,2, ... n (8)
Koeficienty, jez pii provadéni operace 4 na proménné x; se vysky-
tuji, twoi{ matici 4. Stejné koeficienty, jez se pii provadén{ operace
“f(d)na z,2=1,2,...,n vyskytuji tvoli matici; tato matice jest

patrné f(A4)*) — klademe pii tom A° = E. Ma-li viak byti sp]néno
*(8), musi tato matice byti matici nulovou a jest tedy

f(4) = o, (8)

pH demZ 0 na pravé strané této rovnice znaéi matici nulovou

_ (kvadratickou, n-tého stupné).

- Kdybychom svrchu misto, abychom nisobili rovnice (1”)
minory ¢ (4), nasobili témito minory délenymi nejvétsi spoleénou
mirou viech minori piisluinych k elementim determinantu
| A— AE | — kterouito spoleénou miru jsme oznadili svrchu

- fi(4) — byli bychom dostali obdobné&

g'(A4) 2 = 0, pfi tom f(4) = f,(4) . g(A) 1,2,...,m, (9)
“ze které’ nasledu]e stejné : _ .
g'(4) =0. (9)
Doké.ieme pak, Ze existuje polynom stupné& s-tého g(4) takovy,

~ #e jeou splnény rovnice

gld) =0, 1=1,2,. .. o N (10)
pfi 8emZ neni Zidny polynom stupné niZiiho ne% s, ktery by mél

o ~ tuto vlastnost. Déle, %e k tomuto polynomu lze sestrojiti lineédrni

*) Viz rovnice (7).



formu L(x) proménnych z;, pro kte'rou sice jiz v duisledku (10) ‘jest
platna rovnice g(4) L(z) = 0, avSak neni Zadny polynom stupné
niZz§fho nez g, pro ktery by byla platna obdobnd rovnice.

- Nejprve jest patrno, Ze — je-li L,(«) libovoln4 lineadrni forma
proménnych #; s koeficienty z télesa K — v fadé forem

Ly(x). AL\(x). A2Ly(). . . .. A*Ly(). .

jest jenom koneény podet na sobg lmea,rné nezawslych (nejvyse n)
Budtez tedy formy

Ly(x), AL(x), A2Ly(x). . . .. A™—1L,(x)

na sobé linearné nezavisly; forma vSak A7L(z) na vypsanych line-
arné zavisla, takze jest

 ATLy(x) = ¢ A™1L\(x) + ¢p—y A™ 2L (2) + ... +

+ 2 iLy(2) + €3 Ly(%).
Pak jest platny vztah ‘
hy(4) Ly(x) = 0. kde hy(A) = A" — cpA™—1 — . . . —cd —¢; (11) .

a neni polynom stupné nizsiho nez r, pro ktery obdobny vztah byl
splnén.

Polynom #,(4) jest polynom ne]mzéiho stupng, pro né&jz vlast-
nost (11) ]est platna, a budeme Fikati, Ze hl(}.) prisluél k L(z)
aneb téz, ze L,(x) prislusi k hy(4).*) Kazdy jiny polynom h(}.),
pro ktery h(A) Ly(x) = 0, jest oividné délitelny h,(4).

Ze hy(2) ptislusny k L,(x) mé soudasné s L,(x) soudinitele
z télesa K, jak oznadenim bylo vytknuto, jest v disledku znamych
vét o determinantech bezprostiedné patrno. O koeficientech line-
arnich forem (a tudiz i p¥isluSnych k nim polynomid) v tomto
odstavci dale v Gvahu branych &inim rovnéz predpoklad, ze jsou
vesmés v télese K.

Dale lze tvrditi: Piislusi-li Ll(x) ku %,y(4) ‘a Ly(x) ku h,().), kde
hy(A) a hy() jsou bez spoledné miry, pak L,(x) + Lg(x) ptislusi
k hy(4) . hy(A). Nebot z predpokladu ndsleduje, Ze hy(4).hgA4).
. (Ly(z) + Ly(x)) = 0; prislusi-li tedy Ly(x) + Ly(x) ku h(1), jest
h(A) délitelem soudinu h,(2) hy(4); t. j. B(4) = A’ (4) B'5(R), kde A';(A)
resp. h'y(4) jest délitelem polynomu k(1) resp. hy(A) a jest tedy
W'y(4) B'y(4) [Ly(x) + Lo(x)] = 0 8 té2 hy(4) A’ (A) [Ly() + Lz(x)]—' .
= hl(A) h'y(4) Ly(x) = 0; jelikoz pak dle posledni rovnice h,(4).

h'y(A) jest délitelno hz(l), jest nutn& A’y(1) = hy(4) a obdobns
h'l(}.) = hy(4), éimZ% véta dokazana.

Avsak i kdyZ polynomy h,(4), hy(A) piislusici k linedrnim formém
Ly(x), Ly(x) maji spoleénou miru, lze na zéklads L,(x), Ly(x) sestro-

*) Budeme, aby polynom hy(4) pheluﬁny k Ly(x) byl Jednoznaéné st.a~,
noven predpoklédati, Ze koeficient p¥i nejvyssi moening parametru 4 jest 1.

3
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jiti linearni formu L,(x), jez patri k ne]menmmu spoleénému na-
sobku polynomu hy(4), ho(4). Budiz nejv. sp. mira téch polynomiu

m(3); pak hy(2) = ky(2) m(2), hy(2) = ho(2) m(A); Ty(R) @ hy(2). jsou
bez spoleéne miry. Rozlozme m( 1) operacemi shodnymi s témi, jez se
pouzivaji pr1 hledéni spoledné miry dvou polynomd, ve dva faktor}
my(4), my(4). V prvém necht se nachdzeji vSecky v K irreducibilni

faktory z m(2), jez d&lf té ,(2); v druhém pak viecky irr. fakt., jez
jsou té% v hy(2). Ty irreducibilni faktory z m(4), je# nedéli ani hy(4),
ani hy(2), budte# na pf. vesmés v m,(4). Utvoiime potom tyto dvé
linedrni formy .
Ln(z) = my(4) Ly(2). Ly(x) = my(4) Ly(2);

prvni pat¥i k polynomu #,(4) m,(2), druha k hy(4 ) my(4). Oba tyto
polynomy jsou bez spoleéné miry a patii tudiz Ly(x) + Ly(x)
k polynomu () hg(A) my() me(A) = hy(R) hao(R) m (2.), coZz jest nej-
mensi spolecny nasobek polynomu hy(4). hg( ) oznacme ten nasobek

sV

Gasné plat1 _
hs(4) Ly(z) = 0. hy(A) Ly(z) = 0

a k némuz piisluina linedrni forma existuje a jest Ly(x) = L,(x) +

.+ zz(x)- »
Timto zptsobem postupu]lce vychazime od nejjednodussich
linearnich forem z,. z,, z,, 2y. k nimZ necht postupné patii

polynomy g()(4), g(2)(}.) g(s)( ) ... ¢™(4); dospéjeme tak k poly-
nomu g(4),*) pro néjz plati (10) a k linearni formé L(x), jeZ patii
ku g(4); polynom g(4) jest polynom nejnizifho stupné, pro néz jsou
splnény (10) a jest g(4) nejmensi spoleény nasobek mnohodlent
gO(4), gB(4), . . ., g™ (4).

Béhem vyvodu vlastnich dosp&jeme k vysledku, Ze polynom
g(4) se shoduje s polynomem g’(1) ve (4) definovanym.

Polynom g¢g(4), k némuz jsme dospé&li. vypisovati budeme
explicitné ve tvaru

G(A) = 20— bde—t — by j—2 — . —bi—b0.  (12)

II1.

Obratime se nyni. kdyz -jsem vylozil potiebné pomicky.
k transformaci linedrnich vztahu (1) kogredientni linearni substi-

. *) Napfed sestrojime na podkladd z,, z, linearni formu, je¥ pat¥i
k nejm. sp. nés. polynomi git)(1), g@(4). K této linedrn{ form& phbereme T,
& sestrojime linearni formu, je¥ put¥f k nejm. sp. nés. g((4), g(®(A), g(‘)(}.)
K posledni linedrni form& pfibereme z, atd. Zpravidla postup se znain&
zjednodusi. Je-li na pf. g(1) = g®)(d) = ... = gln(1), lze za lmeé.ml
formu L(zx) zvoliti na pf. z; anebo jinou promé&nnou.

14 -



tuci za proménné z resp. X. PouZijeme k tomu cili linearn{ formu
L(x) sestrojenou ke konci predchoziho odstavee a patiici k poly-
nomu g(4). Zavedeme téchto s novych proménnych y:

Y = L(%), yo = AL(x). y, = A2L(2). . . .. ys = A*—1L(x). (13)

Proménné Y,, Y,...., Y, dostaneme z vyrazi pro ¥, ¥, ..., Y
kdyZ v nich misto x; zavedeme Xj: t. j. kdyZ na tyto vyrazy pro-
vedeme operaci 4; obdrZime

Y, = AL(2)."Y, = A2L(x), Yy = A3L(=x), . .., Y, = A*L(x).
Tim ziskdme mezi Y,, ... Y, a y,. .. .. ys tyto vztahy

Yi=0. Y, =y Ys=ys.... Yeuuu1 = .

Yo =byyy + bots + .. . + bsys. (14)
Posledni vztah jest vypsani vztahu g(4) L(x) = 0 v jiném tvaru.
Linearni formy proménnych x; v (13) pro y;, ys, . . .. ¥s jsou

na sobé linedrné nezdvisly v diisledku predpokladu, Ze g(1) piislusi
k L(x), a jest tedy aspoi jeden determinant s-tého stupné z matice
soudiniteli téch linedrnich forem rizny od nuly; necht to jest deter-
minant obsahujici soudinitele pii x,. x,, ..., 2. Néasledkem toho
mizZeme &, &y, . .., ¥ vyjadiiti pomoci &1, Tsta. . . .. Tn, Y1, Yo,

. Ys. Ze vztaht pak (1) mizZeme proménné z,, x,. . . ., 25 a rovnéz
proménné X, X, ... X, pro né jest platno stejné vyjadieni
pomoci Xgyq,... X4 Y,,....Ys eliminovati a obdrzime touto
transformaci novy tvar pro rovnice (1). Prvych s rovnic tohoto
tvaru jest vypsano ve (14). Zbyvajicich » — s rovnic (jez dosta-

neme, dosadime-li do poslednich n — s rovnic (1) za ;. 2,. . . .. 7,

VYTazy vV Zsii1. ..., Tn. Yy . . .. Ys) Ma pak tento tvar

Xovi =iy + Cpp¥s + ... + ¢Ys + bj@ey1 + bjggre + ... +
4 Ojmstty, F=1.2.... n—s. (15%)

Prislusné vyrazy pro Ay, .... Ays Axsyq, ..., Ax, dostaneme

z (14) a (15'), piseme-li tam misto Y,. .. .. Y,, X,,; po fadé pravé

Ay, ..., Ays, Ay
Rovnice (15’) lze vSak dale transformacemi linedrnimi zjedno-
dusovati. Kladme nejprve

Tytj = sty + Cjslfs—1 a tedy Xeti= X's4j+ i1 =
=Xyit+Cuys, 1=12...,.0n—s;

rovnice (15") zfskaji ihned tvar (j =1,2,..., n)
Xerj=C"nth + "t + ... +
+ ¢"ju—1Ye—1 + bj1®'5 41 + bjpx’je 4+ ... F by n—e'n,

5



v nich% se nevyskytuje jiZz y, Zcela stejné odstranime po Fadé
Ye—1, Yo—2, - - - Yp, Yo. Tak dospéjeme koneéné k proménnym, jez
" oznadime y,.; resp. Y,y j = 1.2,...,m—s, které jsou viziny
rovnicemi tvaru

Yers = Corithy + bir¥ss1 + bpolhsra + . . . + bjn—syn:  (15)
‘ =12 ...,n—s.

Av8ak soudinitel c,4; pii y; v této rovnici jest nutné rovny nule;
nebot y,+; jakoito linedrni forma =y, z,....,&s hovi rovnici

9(4) Yo+i =0 a ,
AYs+i = Yori = Cors¥h + (Yes1, Ystz. - . -, Yn),
A*Ysr; = Co4iYa + (Y15 Ys+15 - - o= Yn)s + + -
Ay = Coti¥s—1 + (Y1 Yo - - o> Ys—2, Ys+1. - - -+ Yn),
AYs15 = Cati¥s + (Y1 Yor - - > Yo—1, Ys+1: Yat2: - - o> Yn).

Dosadime-li pak tyto vyrazy do rovnice g(4) y,4j = 0, dostaneme
vztah

‘ Ce+iYs + (?/1, Yoy « - o5 Ya—1, Ys+15 Ys+2- - - - ?/n) = 0.

Pfi tom kulaté zavorky znamenaji linedrni formy proménnych
v nich se nachazejicich. Jelikoz viak y,, ¥,, . . ., ¥n jest n promén-
nych na sobé linearné nezavislych, jsou soudinitelé pfi jednotlivych
proménnych v posledni rovnici vesmés rovny nule a tak jest

C+j=0proj=12...,n—s,
¢imz dostavame koneény tvar rovnice (15”)

Yl+i = bj1Ys+1 + bjeYsr2 + ... + bin—etn, 1=1,2,..., n_—s(l")
9
. Tak jest proveden linearni substituci rozklad zakladnich rovnic
poétem 7 ve dvé skupiny rovnic. V prvni (14) vyskytuji se na levé
i pravé strand proménné y, ¥ o indexech 1, 2, ..., 8. V druhé (15)
. jsou pak na obou strandch proménné o indexech s + 1, s + 2,..., n.
Prvé skupina (14) mé pro nds tvar definitivnf, rovné% i druha (15),
jestlize matice &isel by, j, k = 1,2, ..., n— s jest tvaru cE (kde E
jest jednotk. matice st. » — s); neni-li viak matice ta toho tvaru,
pak se zfetelem 'k tomu, Ze systém (15) se-lidf od (1) pouze tfm
(nehled® k oznadenf), e misto » nastupuje jakoZto podet rovnic
&fslo n — 8, 1ze na (15) uziti vysledku prave docfleného a takovymto
zpisobem tak dlouho postupovati, az bud dosp¢jeme k matici
tvaru cE, aneb pfevedeme viech n proménnych na definitivni tvar,
‘ve kterém se soustava rovnic rozpadé na nékolik skupin, v nich%
zévislosti na obou stranéch jsou upraveny dle vzoru skupiny ve (14).

~ K tomu jest jenom pfidiniti jednu pozndmku. K transformaci -
‘systému (15) jest pfedeviim nutno nalézti mnohoélen g,(4) spliujict
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n — 8§ rovnic
() Yer5=0,5=1,2,...,n—s (16)
co nejnizstho stupné. Mnohotlen g(1) svrchu pouZity spliuje

rovnice
gDy =0, k=1,2,...mn,

tedy téZ i rovnice (16), kdybychom v nich misto ¢,(4) psali g(4);
‘musi tudiZ g,(4) byti délitelem mnohodlenu g(4).

Vedle toho nez vyslovim koneény vysledek, zavedu pro strud-
nost néktera oznadeni. Matici soustavy rovnic (14) oznaéim M,;
mé tento tvar (vypisuji je k vili zfetelnosti pro piipad s = 5)

0,1,0,0,0

-

) e

My =

coo

0, 1
0, 0,
0, 0,

o;—-o
oo

b b

by, by, by, by, b

Determinant s-tého stupné pfislusny k této matici jest (— 1)*—1b,.
Matice jest hodnosti s-té, je-li b, = 0. Je-li b; = 0, jest hodnosti
s — 1. Charakteristicky determinant k této matici pFisludny (t. j.
determinant | My— AE |) jest (— 1)* g(1). Nejvétsi spoleéna mira
minord patticich k jednotlivym prvkum determinantu | M, — AE |
jest 1.

Matice My necht lisi se od M, tim, Ze podet sloupcu i ¥adku
jest s (misto s) a Ze prvky v poslednim Fadku jsou b@®, ¢ = 1, 2,
... 8 K vuli struénosti i p¥i M, misto b;, s, g(1) budu obsirng&ji
psati b9, 8y, go(4). JestliZze sy = 1, pak matice se redukuje na jediny
prvek b,®; M = {b,®

Méme tak tento vysledek (vysledné proménné oznadim  z;,
t =1, 2, ..., n): Linedrni transformaci (kogredientni) lze vztahy (1)
mezi proménnymi Xj;, x; pievésti na vztahy mezi Z;, z;, pfi nichz
matice souéinitelti ma tento tvar

Mo a5 5y emngy s
. 15 e :+ soer o :
B—_— ° 3 .,Mg‘.... - e (.17)
Matice My, k£ =0,1,2,..., 7, nachazejici se v diagondle jsou

matice kvadratické o s; Fadefch, jichi vyznam byl svrchu vy-
loZen; silné tedky jsou matice nulové pravotthelnfkové, na p¥. tedka
v tietim sloupci druhém ¥4dku zastupu]e matici nulovou o s, ¥adeich
a s, sloupcich Celkem mé matlce B tadki (a sloupcii) s, + 8, +

.t S =n.
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Jelikoz
| Mp| =L 0,®, | My — AE | = = ga(4),
jest .
| B| = = b,9,MWb,2. . . b, | B— AE | = -+ go(2) 94(A) . . . go(2).

Pri tom jest gi(4) délitelno gp41(d), A =0,1,2,....r—1.
V disledku toho jest nejvétsi spoleéna mira viech minora prislus-
nych k prvkim determinantu | B— AE | rovna soudinu g¢,(4).
. go(A) . .. gr(A) & go(A) (jez jsme diive znadili ¢(4)) vskutku rovno
(nehledé k znaménku) determinantu | B — AE | délenému tou nej-
véts§i spoleénou mirou, ¢imz dokazan vyrok ke konci odst. II.
uvedeny. Stejné vyplyva. ze g,(1) jest rovno podilu nejvétsi spo-
le¢né miry vSech minori pfislusnych v | B— AE | k jednotlivym
prvkim a nejvétsi spoleéné miry viech minora toho determinantu
piislusnych k jednotlivym subdeterminantim druhého stupné.
Obdobné véty plynou pro g,(2), gs(4). . . .

" Vysledek uvedeny jest platny v obou moZnych piipadech
svrchu vytknutych. Predevsim, kdyZ postupnym provadénim do-
kazané transformace nedospéjeme nikdy k matici tvaru bE,.
AvSak i v tom piipadsé, kdyz dospivam k matici bE,, zachovava
platnost. Piedpokladejme k vali jednoduchosti, Ze dospéjeme
k matici bE, o tfech fadcich a sloupcich. Pak v (17) jsou posledni
tii matice M, o M, . M, matice o jediném prvku rovném b,
M, o=M, =M, =1{b}, | M,— AE | = b— ), atd.

Polynomy g¢,. ¢,, . . . jakoZto invarianty vzhledem k linearni
transformaci (viz piisl. pozn. v odst. I) muZeme pifmo podéitati
z matice 4 — AE. kde 4 jest matice patfici ke vitahim (1).

Predchazepciml vyvody tukol, ktery jsem si predsevzal, jest
splnén. P¥ipojim jenom ]esté nekolik uvah, abych naznaéil uZi-
teénost symbolu 4.

IV.

Vztahy (1) jsme racionalnymi operacemi a linedrni transfor-
maci s koeficienty v K prevedli na vztahy mezi z;, Z;, pri ¢emz
matice B z koeficientd v téchto poslednich vztazich jest vypsana
ve (17). Av8ak vztahy tyto racionalnymi prostiedky lze jesté dale

" zjednoduSovati, jsou-li nékteré z polynomi gz(4) reducibilni v K.

UvaZujme na pf. vztahy z poéatku odst. II1

Yy =¥ Yy =9s.... Y1 = yo. Ya=byy +bypa+. . .+ bsys, (18)

k nim% pifslusi charakteristicky mnohoélen g(1) = A* — bgAs—1 —
— — b,A — b,A°, a budiz g(/l) reducibilni. Necht jest g(4) =
= h,(}.) h,(/l) kde h (Z) a hy(2) jsou bez spole¢né miry a kde jest

hy(d) = M — dy it — . — @0,
ho(A) = Ats — d'ype=1— . —d' 20,
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ty+ 1ty =3, 4 >0, t, > 0. Uvazujme tyto linearni vyrazy v w,. y,,
.o Ys (ataké v oy, x,, .., ap):

hy(4) yy. Aby(A) yy. A2he(A) 3y, . . .. A—1hy(A) yy; (19)
hy(4) Y1: Ahz(ﬁ) Y. A%hy(A) Yo -« - At‘_lhz(A) Y-

Jak otividno, jsou na sobé linedrn& nezavisly; miZzeme je tedy
misto yy. Y. . . .. Ys zavésti jakoito nové proménné a oznatiti po
Fad® 2y, 2,. . . ., 24, 2441. - . .. 2,. Mezi novymi proménnymi z a pH-
slusnymi Z jsou pak tyto relace

Z] = 2. Z2 =28 o s oy Zg,_l = 2, Zt‘ = d’lzl + d’222 + ...+ d’g’zt’.
Zt’+1 = 24y +2: ¢ o o Zg__.l = Zs. Zs = (llz,2+1 + ¥ e % + d,lzs. (20)
Specidlné. kdyby he() = (A—b)t (tudiz Ay(b) + 0, t, =1),
mohli bychom misto prvni ¥adky ve (19) voliti za nové proménné
tyto linearni vyrazy

hy(A) g1 (A —b) (M) gy (4 — ) (D) . . . ., (4 — by hl<?l>9q)1
a obdrZzeli bychom (znaéime-li je opétné z,. z,. . . ., z;) tyto \;ztahy
Zy=bzy+ 2. Zy =b2y + 25, ..., Lyy = b2y + 24 Zy = bz, (21)

Posledni z téchto vztahi jest prepis rovnice (4 — b)t hy(A) y, =
= (0, jiz lze psati patrné ve tvaru .

A (A —=b)= y(4) yy — b (4 — b)—1 by(4) y, = 0.

Jsou-li nulové body polynomu g(2) vesmés v télese K, rozpadaji se
vztahy (18) vesmés ve vztahy tvaru (21); pfi tom jsou z;, z,, . . ., 2
linedrni formy (na sobé& nezavislé) proménnych y, y,, . . ., ¥
Soustav tvaru (21) bude pak tolik. kolik jest nulovych bod& mnoho-
¢lenu g(4) mezi sebou riznych.

Takovyto rozpad zakladnich vztaht (1) v soustavy vztahové
tvaru (21) nastane oviem i tenkrite, kdyz k télesu K adjungu-
jeme nulové body mnohoé¢lenu g(4) (ktery jsme ve III také znaéili
go(4)). Soustava (21) se obydejné pak nazyvi elementarni d&-
litel soustavy (1). Cislo b sluje v nasledujicim multiplikator ele-
mentarniho délitele (21); ¢ stupeii el. dé&l.; 2, linedrni to forma pro-
ménnych x,, x,, . . ., , zdklad elem. délitele. Pojmenovani tato
zavadim tu pouze z té pFiéiny, abych mohl, pokud mozno struéns,
uvésti jeSté nékolik vét, které na zdkladé avah predchézejicich
téméf bezprostfedné vyplyvaji. Téleso ¢iselné, jehoz prvky nyni
budu oznadovati pismeny a.b,c,d. necht jest v nasledujicim
téleso K roziitené adjunkei nulovych bod& polynomu go(4). -

Chei totiz vedle vztahi (1), k nimZ pat¥{ matice 4 a operace 4,
uvaZovati vztahy, k nimz pat¥i matice 4,, kde

A, = 0,451 + g, 42 4 . .| + a,A°
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Vztahim témto mizeme uZivajice oznadeni odstavce I uzitého

na pf. v rovnici (1’) dati tvar
[X'] = 4,[=]. (22)

ponechavajice pro zakladni proménné z,, z,, . .., x, tytéZz znaky
jako jsou v rovnicich (1). Pro proménné ze zakladnich odvozené na
zakladé vztahd (22) — kterézto proménné nejsou na sobé ne-
zévislé, neni-li 4, hodnosti n-té — uzili jsme oznadeni X'y, 1 = 1,
2; ..., n, abychom je i oznaéenim rozlisili od proménnych X; vyply-
vajicich z (1).

Operace 4, piislusnd k 4, jest v dusledku (7’) z I

4y = a, A1 + a2 + ... + a,;
nebot’ jest
[4,2] = [(a, 4% + @, 42 + . .. + a,)x] = a,[A*1x] + a,[4*—2x]+
+ ..t a 2] = (0,45 + @, 42 4L+ ay) [2] = 4[]
Utivati budu v nésledujicim oznaéeni
A 4 a2 L a,A0 = y(A);

pek jest 4, = y(4), 4, = y(4). _

Zavedeme nyni misto proménnych z; proménné z; tak, aby se
soustava (1) rozpadla v elementarni délitele tvaru (21), a budeme

vySetfovat, jak zavisi na z; jim na zakladé vztaht (22) ptifazené
vyrazy Z's. Jest nejprve

Z'.' = AIZ.'. } = l, 2, P (D
Ddle jest v dusledku toho, jak byly definovany z,, z,. . . .. 2, vysky-
- tujici se v elementarnim déliteli (21)
(A—0b)z =25, (A—b)zy = (A—b)22 = 25,...,(A—b)t—12,=2.
(A i b)‘ 2 = 0
a tedy
Z'y = Az =y(d)z =
= v(0) 2, + [p(4) —p(b)] 2y = 9(b) 2, + dozp + dazg +. .. + dtf"'{r
nebot dle znamé identity jest
9(4) —y(b) = . .
= (A—b) §/(b) + 5 (A—b)* ¢"(6) + 3 (A—DP* . 9" () + ..., -
kde 9'(4), ¥"(A), . . . jsou prva, druhd, . .. derivace polynomu y(4);

, dg, . . . pak se rovnaji ¢'(b), 4¢"(b), . . . Obdobné vztahy vyply-
vajf pro Z’;, Z', . . ., takze vcelku mame tento vysledek

\



Z:x = p(b) 2, + dyzg + dozs + . . . + dez, '

Z'y =y(b) 2, + dazg + . . . + de—rs.

Z'g =yb) 2z + ... + disz, (23)

Zlg = 'lp(b) 2t. -
Zavisi tedy Z',, Z', . . ., Z'y vyhradné na 2z, 2,, ..., 2 a stejné je
tomu tak i u ostatnich z; (a jim p¥isludnych Z’;) v jinych elementér-
nich délitelech se nachézejicich. Oznaé¢ime-li matici z koeficienti
linearnich vyrazi na pravé strané rovnic (23) znakem D, jest

| D— AL | = (— 1)! (A — (b))

Jestlize dy, = 9'(b) = 0, jest nejvétsi spoleénd mira subdetermi-
~ nanti stupné ¢ — 1 v determinantu | D — AE | rovna 1. V disledku
toho soustava (23), zavedeme-li vhodné linearni formy promén-
nych 2z, 2z, ..., 2, se di zméniti na tvar (21)*) a jest pfifazen
v tomto pripadé elementarnimu déliteli (21) pFislu$nému k (1) ele-
mentarni délitel téhoz stupné, ofividné téhoz zakladu z; a o multi-
plikatoru y(b).

Jestlize viak d, = ¢'(b) = 0, p"(b) & 0 a ¢ > 1, jsou dva line-
arni vyrazy a to 2, z—;, pro které jest

(4, — (b)) z2e = 0, (4, — (b)) 2—1 = 0

: Z'y =yb)z, Z's = y(b) 24
a jsou tudiz z;,, 2; dva zaklady pro elementarni délitele soustavy
(23) a snadnym vySetfenim matice D — AK zjistime, Ze soustava
(23) se rozpada ve dva elementdrni délitele oba o multiplikdtoru
y(b), o stupnich 3¢, ¢ resp. (¢t + 1), 4(t — 1), je-li t sudé Tesp. liché,
a o vytknutych zakladech.
Obdobné vysledky jsou platny pro pkipad dy = 0, dy = 0,
dy =0 a ¢t > 2. Tu lze prevésti soustavu (23) ve tii elementérni
délitele, vesmés o multiplikatoru y(b), o zdkladech z;, 2,—, 2,2 atd.

a tedy

Resumé.

Autor podava prevedeni vztahd (1) na raciondlni kanomcky
tvar. Pfi tom uZiva s vyhodou operace 4 definované v rovnici (5)

*) Je-li na pf t = 4, staéf na p¥., je-li dy & 0, voliti misto z,, 25, 23, 2, '
line4drn{ formy 21 2 2g 2, dané na p¥. vztahy
dy’2, = 2y, A2y = dyzy + dyzy + dze, ¥y = dyzy + 27, 24 = 2
abychom misto (23) ziskali tvar
Z'y = y(0) % + % 2’y = 9(b)%s + T, Z's = 9(0) % + %0 Z' = 9(b) 7,
shodny 8 tvarem (21), norméalnim to tvarem elem. dél. Ze jsem volil t = 4,

ginil jsem jenom k vili uspofe mista a v&td{ pFehlednosti; pro obecné ¢
Vj'poéet pFisluinych vyrazh naznaé&iti nedini pra%ddné obtiZe.
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Rationale kanonische Form einer linearen Substitution.
. (Auszug aus dem vorstehenden Artikel.)

Der Verfasser gibt in der Abhandlung eine Uberfiihrung der
linearen Substitution (1) in ihre rationale kanonische Form.an.
. Er beniitzt dazu im wesentlichen den Weg, den L. E. Dickson in
seinem Buche ,.Modern Algebraic Theories* angegeben hat. (Siehe
S. 80 der deutschen Ubersetzung des Buches, die unter dem Titel:
.,Hohere Algebra‘‘ erschienen ist.) Er fithrt dabei den Operator 4
ein, der durch (5) definiert ist. Die Ableitung der kanonischen Form
aus der urspriinglichen Substitution gewinnt dadurch sehr an
Einfachheit, Verstindlichkeit und rechnerischer Schoénheit.
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W-Projektionen totalisotroper Flichen ILY)
M. Pinl, Praha.
(Eingegangen am 30. Oktober 1937.)

§5. u = 2, n="17; euklidische Flichen; Hauptkurven.
Beschrankt man sich in der Theorie zweidimensionaler Flachen
eines euklidischen (n — m)-dimensionalen Raumes R, ,, auf die
Elemente erster und zweiter Ordnung, so erscheint bekanntlich
erst die Theorie zweidimensionaler Flachen g*(u,.u,) des R; mit
den Komponentengleichungen
l ox ox, oz ox, cx:
* * . . . 1 2 3 4 5
xl = xl(’ul,uz).. D O :lt5 = ls(ux. 16_2), l] "8*1;. 87,-‘,’ -aTL—‘;. —aa:, %;Ia (l)
(v =1, 2) vom Rang 2

als allgemeiner Fall, da fiir » << 5 stets lineare Abhéngigkeiten
zwischen den finf ersten und zweiten Ableitungen g 1,
(o, B = 1, 2) des Kurvenvektors g* bestehen. Gerade dieser allge-
meine Fall n = 5 wurde denn auch in der neueren Literatur wieder
bevorzugt?) und neue Resultate fiir die Theorie allgemeiner Flachen
mit fiinfdimensionalem von den Vektoren r}, r,. 1, £1, &5, auf-
gespannten Schmiegraum gewonnen. )

Sind dann allgemein
x; = z;(ul, (29 R x;,_,m = x;_m(ul, uy) und y; = ¥, (%, Uy), - . .,
Ym = Ym(Uy. Ug), B —m = 2, m > 2 (2)

zwei isometrische Fliachen aus einem R, ., bzw. aus einem R,
von der bindren quadratischen Metrik

1) vgl. M. Pinl, W-Projektionen totalisotroper Flichen I, Casopis 66,
(1937), 95—102; die Kenntnis dieser Note wird hier nicht vorausgesetzt.

%) vgl. E. Bompiani und E. Bortolotti, Ricerche sulle superficie
dello spazio a cinque dimensioni e nuove caratterizazione della superficie
di Veronese, M. Z. 42, (1937), sowie die dort angegebene Literatur.
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(n—m)
ds?_ =da?4...+dz?  =gpdutduf = -

(n—m) -
(m)
= gap dutdwf = dgf + ... + dy? = ds?, (3)
und der totalisotropen ,,Darstellungsfliche‘‘3)
x] = (g, Ug), . ., &, =T (U, Uy); Zn—m+1 = 141 (%, Ug), - . .,
T =i ymluwy, w) (i =]—1), (4)

- 80 erhalt man umgekehrt aus der Theorie der totalisotropen Fli-
chen: (4), auf welchen '

dzi? + ... +dz?  4-da?_ | 4 ...+ de2 =0, {4, %}, (5)

offensichtlich erst fiir n > 7 Beitrige fiir die Flichentheorie des Rj.
Dabei entspricht n = 7, m = 2 dem Fall ,,euklidischer Isometrien,
sofern man dann (4) stets in der Parameterdarstellung

x; = x;(al, 722), e ey x; = x;(dl, 'Izz), x‘ = i"zl, Ty = iaz (6)
ansetzen kann.
Fir die Funktionalmatrix ||gy, £a, &1, 212, Ta2 | der Fliche (6)
ergibt sich

| 8 & G Uy Gy -
| &15 L2» T11s T1as tel = t,, 0, 0, 0, 0 |, (7)
0, z, 0, 0, O

wenn wir 5-komponentige Vektoren zum Unterschied gegeniiber
7-komponentigéen mit Sternen * versehen.

Besitzt die Matrix ||z}, £3, £1,, £15> £5o | den Rang fiinf, so
besitzt auch die Matrix |z, £a, &1, £1, £2s | den Rang fiinf. Dies
bedeutet: : ’

Jeder euklidischen Flache eines By mit fiinfdimensio-
nalem nichtausgeartetem Schmiegraum entspricht eine
totalisotrope Darstellungsfliche eines R, mit nicht aus-
geartetem fiinfdimensionalen Schmiegraum.

Weniger trivial erscheint die Umkehrung: :

Jede ,,W-Projektion“ einer totalisotropen Flach
eines komplexen R, mit fiinfdimensionalem nicht aus-
gearteten Schmiegraum auf einen beliebigen Koordi-
naten-R; ist eine euklidische Fliache dieses Ry mit fiinf-
dimensionalem nicht ausgearteten Schmiegraum!

Beweis. g(%,, ,) sei eine totalisotrope Fliche in R, mit fiinf-

3) vgl. den Begriff der ,,superficie ﬁgumtive“ (del problema di defor-

mazione assegnato) bei E. Bompiani, Geometrie riemanniane di specie
superiore, Reale Accademia D’Italia, 6, (1935), Capitolo V, 315 ff.
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dimensionalem Schmiegraum *) v, w seien zwei beliebige (kon-
stante) Hilfsvektoren, ¢ und G* mogen die Gramschen Determi-
nanten |

By fulbn &‘11&2
Tils 83 Lasla |,
Tasbus Tesbns op

* L .

7;1’ 311312’ 511322
311512’ 312’ ’12322
T1itoe Liglan 123
bezeichnen. Dann gilt nach Voraussetzung®)

Lalp = !a&'ﬁv =0, (1, L2 L1p Lras Lany 0, W)? =

G = Gty L12 L22) =

G* = G*(¥)), By Bap) =

— g (o uw (8)

=G. !gzb, £210 l =% 0, {ul, Uy 0, m}

somit also, da (1,0) (r;) = (x;w) (¢ry9) nicht identisch in » und w

verschwindet _ -
: G =Gy, 012 T2) =0, {uy, %} (9)

Fiir die euklidische W-Projektion ¢* gilt nach (6)

(6) (5) (6)
I;z = gll(ala "7'2) = l’ s;&; = 912(1‘7'1’ 722) = 0’ g;2 = 922(721, "7'2) = l: .
o, =0, {xpy=12)k (10)
Damit erhalt man fiir das Determinantenquadrat (g3, £3, £1,> £12> £20)*
der Projektionsfliche g* in Ry mit Riicksicht auf (7) und (8)

. e _» . . 1,0 ; . . .
(€ 8 110 Bip B39)" = 0,1 ) LG Bl Bag) =

=G* = G(Eip Tisr L22) 0 {0y, u,}. (11)
Die Vektoren g}, ¢}, 13, 312’ %, sind also linear unabhéngig und der
Schmiegraum, welchen sie aufspannen, fiinfdimensional.

Nach dem Vorhergehenden lassen sich somit alle euklidischen
Flachen des Ry als ,euklidische Komponenten totalisotroper
Flachen in R, auffassen. Die Existenz solcher abwickelbarer |
Fliachen in Ry mit fiinfdimensionalem Schmiegraum und diejenige
totalisotroper Flichen in R, mit fiinfdimensionalem Schmegraum
bedingen einander wechselseltlg

- Man erhilt auf diese Weise neue Klassen abwickelbarer

¢) Die Existenz solcher Flichen belegen im folgenden z. B. die Fliachen
(15), (39) und (60); vgl. M. Pinl, Zur Existenztheorie und Klassifikation
totalisotroper Flichen, Composmo mathematica (5), (1938), 208—238.
725’ 8) vgl. z. B. J. Lense, M. Z. 84, (1932), 721—736, insbesondere 722,
728. : :
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Flachen des Ry, die weder Torsen (mit dreidimensionalem Schmieg-
raum) noch Regelflichen, noch Schiebflichen (mit vierdimensio-
nalem Schmiegraum) darstellen, obwohl ihre Gauss’sche Kriim-
mung identisch verschwindet.

Um die Fruchtbarkeit dieser Methoden zur Untersuchung der
Flachen in hoéheren euklidischen R#éumen zu demonstrieren,
untersuchen wir im Folgenden die sgn. ,,Hauptkurvennetze‘ auf
einigen euklidischen Komponenten in R; totalisotroper Flichen
.in R,. Dazu betrachten wir zundchst eine allgemeine Kurve auf
einer Fliche des Ry Die Grenzlage der Tangentialebenen an die
Flache in zwei benachbarten Kurvenpunkten bestimmt im allge-
meinen einen vierdimensionalen linearen Raum, den sgn. Bitangen-
tenraum.®) Fiir gewisse ausgezeichnete Richtungen erscheinen die
Bitangentenrdume der Flache als , Tritangentenrdume*, d. h.
bestimmt durch die Grenzlage dreier benachbarter Tangential-
ebenen.?) Die Flachenkurven mit diesen ausgezeichneten Richtun-
gen bilden das sgn. Hauptkurvennetz. Bestimmt man die Koeffi-

zienten C7%?, (7% aus den fiir die dritten Ableitungen g;, der

Fliache r* in R; bestehenden Ableitungsgleichungen
b= OBt Cre, (P.g.781=12), - (12)
so bestimmen sich die Hauptkurven auf z* aus der Differential-
gleichung fiinften Grades?®)
A4 da3 + Bdat dd, + C da? dag + D da? dad +
+ E da, dag + F das = 0, (13)
deren Koeffizienten 4, B, C, D, E, F aus C;7t gemill der Relatio-
nen?) :
A =C2, B =302 —2C;12 C = Cj!1 —6C;12 + 30722

11’ 112 11’ 111 12 122 (14)
F = Cg B =300 —205; D =GR — 60338 + 3011

gebildet werden. Es handelt sich also im allgemeinen um fiinffache
Kurvennetze. Ein besonderer Fall liegt vor, wenn die Bitangenten-
raume langs jeder Kurve einer einparametrigen Schar auf der
Flache zusammenfallen. Dann sind diese Kurven notwendig
Hauptkurven und bestehen nach einem Satz von E. Bompianil?)
entweder aus einer Schar ebener Kurven oder verlaufen in den
dreidimensionalen Schmiegriumen einer allgemeinen Raumkurve,
die also im allgemeinen in R; eine Hypertorse einhiillen. Im

%) vgl. 2) insbesondere 412.
7) vgl. 2) insbesondere 413.
®) vgl. ®) insbesondere 419.
?) vgl. %) insbesondere 419.
19) vgl. 2) insbesondere 416.
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zweiten Falle wird man unmittelbar auf eine Methode géfiihrt,!1)
Flachen mit einem dreifachen Hauptkurvennetz mit festen Bitan-
gentenrdumen zu konstruieren. Dariiber hinaus hat sich aus den
Untersuchungen von G. Bol'?) auch eine Fliche mit einem fiinf-
fachen derartigen Hauptkurvennetz ergeben.

Im Folgenden wollen wir nun einen Beitrag zum ersten Fall
von Fliachen mit ebenen Hauptkurven geben.
§ 6. Euklidische Flichen in Ry mit ebenem Haupthurvennetz.

Wir betrachten die totalisotrope Fliche g(u;, %,) in R, mit den
Komponentengleichungen .

1 o 1
& = 4 (U + 2uul), x;= )

1 1 X5 = -+ i]/?iulu,,
Ty =or (0 — 20uqu3), x, = )

(15)
E=V=0.

T =5 (ud + i),

Fir die Matrizen | g3, £ |y || €1 L1a: Ean b || S1100 Luizs Eroes Lan | aus den
ersten, zweiten und dritten Ableitungen ergibt sich nach (15)

[ 1 . 1 . . :
t 7 (1 + 20u3). 5 (I — 20u2), 20u,u,, — 2u,%;,
- : ' 1 TR | o
b 20U, Uy, — 2u,u,, 5 (I + 2wu3), o (1 — 2u2),
Ve ; ! 16
=1 V2m2, — WUy, T Uy | (16)
|
+ V—27u1, Ug, + VUy
w| | o 0, 2w, — 2u,, 0, —i, F 1|
Tio | = | 20%g, — 2uy, 20w, — 2u,, +:)2, o, of (17).
T [20m,. — 2w, O. 0, 0, 1, -+l

1) vgl. %) insbesondere 417, ‘

12) vgl. G. Bol, Hamburger Abh. 11 (1936), 387—393; W. Blaschke,
Hamburger Abh. 9 (1933), 313—317; ®) inshesondere 417. ‘ ;
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b 0’ 0! . 0’

tin 0 0,0, 0
Tus| |0 0, 2, —2,0,0,0 )
&'us B 21:, _23 0: O, 0, 0: 0 (18)
Loz 0, 0, 0, 0,000
Aug (16) und (17) folgt
Gop =Lalp = 0, g1 = G112 = G120 = Joooe = 0., Juze = — 21,
(Fapys = Taplys), G(E11, L1a, T2e) = — 8¢ F 0. (19)

Demnach ist g totalisotrop (ges = 0) und tragt fiinfdimensionale
Schmiegraume (G == 0).
Die biquadratische Grundform
Gapys Au® dwf dur du? = 12s du? du? «, 8,7, 6 =1,2 (20)

reduziert sich auf das Quadrat einer quadratischen Form mit
konstanten Koeffizienten. Es liegt also eine Minkowskische totaliso-
trope Fliche vor.1®) Die Nullinien der Form (20) bilden auf der
Flache ein ebenes, zweifaches und zweifach isotropes Kurvennetz
=22 =0, fasa =0, & =1,2).1)

Als Koordinatenraum der W-Projektion g* der Flache g
wihlen wir den Ry der =z, z,, . . ., 2¢.2%) Fiir die ,,Determinante
der Projektion* erhalten wir aus (16)

—iw, Fouy | _
! i + 2u1u,# 0. | r21)

Dann lauten die Gleichungen der Projektionsfliche r* in den
urspriinglichen ,,isotropen‘‘ Parametern

L1 , .1 .
=5 (u + 2iuul), a3 = 5 (U + 20u3u,), .

(6
Fiir die quadratischen Fundamentalkomponenten g.; der Projek-
tionsfliche g* bekommen wir:

L e ® .., W ) . ®
_ 8 =00 (W, %) =0, £its = Gia(th, Up) = — 20U%;, T5° = Gas (%, ;) =0.
: - (23)

d' ; ;())svgl. L. Berwald, Journ. f. Math. 156 (1927), 191—222, insbeson-
ere 3 :

) vgl, M. Pinl, Proceedings Amsterdam 85 (1932), 1181—1188,
insbesondere 1183. -
: 1) bei dieser Wahl, die wegen (21) erlaubt ist, sind %, und u, auch
auf ¢* isotrope Parameter.



iir die zweiten und dritten Ableitungen t.; und g7, ergibt sich
5l =t St =0, 53 = - 2, Bty =85 =0,
Ty = Lo = 0. o (24)

Ersetzen wir die Parameter %, u, in (22) durch orthogonale 4, %,
vermoge der Transformation

1 : 1. .

?21 = — —2—' (u? -+ ’bug), 122 = 4 ? (ué + "u’f)’
(%, hg) (26)
a(uly uZ) o :l: 2“"“2 $ 0’

so entsteht aus (23)
(5) ®)  du, Oug B L, k=1
= 9% a, ow M {o,k#l’
Somit ist r* abwickelbar euklidisch und der von den Vektoren
&1 B3 E1ps £1g» Ly, aufgespannte Schmiegraum infolge des parameter-

relativinvarianten Verhaltens der Gramschen Determinanten G
und G* fiinfdimensional. Wir bemerken noch: der Schnitt der
Fléache g* mit der einparametrigen R, — Schar x} = const. ist

die ebene Kurvenschar u, .u, = ¢, deren Vektorgleichung

1 21c?) 1 213\ 1 {c .
p*(uy,c) = { ( = “Z)y Z("h — o, )» ‘?(1—‘—1' += 21'0'“1),
-%(-2- — 7zcu1), + zcv2z} (27) .

gegeben ist. Fiir die ersten drei Ableitungen des Kurvenvektors p*
erhilt man:

x Bk, l=1,2. (26)

D"z - p— 54_w_2
- 2
ul

Uberdies gilt:

L4 " 3 4
L9 =09 =—u%? (28)

p*e = 2ic?. (29)

Es handelt sich also fiir ¢ == 0 um eine einparametrige Schar ebener
hypersphéarischer Kurven mit isotroper Hauptnormale, fiir ¢ = 0
um das isotrope Geradenpaar g*(uy, 0), £*(0, %,).2%)

Nunmehr betrachten wir die Ableltungsglemhungen (12) in
unserem Sonderfall (22). Zufolge (24) verschwmden von vorn-
herein

O =02 =03 =02, pg= l, 2. ~'(30)

18) fiir g‘(ul, 0) ergibt sich aus (15) z,® + 2 = 0, x, = @z, = x; = 0,
fir g*(0, u,) analog z? + 22 =0, @, = 23 = z; = 0.
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Somit verblei‘benb die beiden Relationen -

Tae = Ol + Oilatyy Tie= O35, + Oty ¢ =12 (31)
Wir multiplizieren skalar mit g}, 2], 5, und erhalten mit Riick-
sicht auf (23) und (24):

20u,C;2, = 0, — 2iC}32 = 0, 2iu,C3}, = 0 baw. 2:u,07%, = 0,

— 202 = 0, 2,0, = 0. (32)

Somit verschwinden iiberdies:

1 (2 (L (%2 . (I*12 (%12
0112 - 0112 - 0122 - 6122 — C'112 - 0122 - (33)

Multiplizieren wir skalar mit g} bzw. g;, so entsteht

21,0328 = 0, 2iu,CllL = 20 baw. 20032 = %, 2,034 = 0, (34)

also
1 1
*]11 __ 122 __ L o8 5
Ofl=— O =0 Ol =0. O} =~ (35)
2 s 1

-~

Nach (30), (33) und (35) reduzieren sich demnach die Koeffizienten
(14) auf die speziellen Werte

A—F—B—E—0C=>p=2 (36)

u, Uy
und die Differentialgleichung (13) der Hauptkurven der Flache y*
lautet:

du? dug (% e %) —~0 (37)

u, Uy
mit den Integralen | )
Uy = Cp, Uy = Cg, Uylhy = C, (Cy, Cy, ¢ beliebige Konstante). (38)

Mit Riicksicht auf (19), (20), (23), (24), (26), (29), (37) und (38)
haben wir so das Resultat erhalten:

Die W-Projektion (22) der totalisotropen Flache (15).
deren biquadratische Fundamentalform durch das Qua-
drat einer quadratischen Differentialform geben ist (mit
konstanten Kopeffizienten), ist eine abwickelbar eukli-
dische Fliche in R; mit fiinfdimensionalem Schmieg-
raum und dreifachem Hauptkurvennetz. Samtliche
Hauptkurven sind ebene Kurven. Zwei der drei Haupt-
kurvenscharen bestehen aus ebenen zweifach isotropen
Kurven, die dritte fiir ¢ &0 aus ebenen hypersphari-
s¢hen . Kurven mit isotroper Hauptnormale, fiir ¢ =0
aus einem isotropen Geradenpaar.'?)

17) vgl. 18),

l
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§ 7. Allgemeinere Fiille.

Die totalisotrope Flache (15) ist ein Vertreter des speziellsten
Typus totalisotroper Flachen in R, mit fiinfdimensionalem Schmieg-
raum, dessen biquadratische Grundform F zwei invarianten Bedin-
gungen geniigt: Verschwinden der Diskriminante @; und Proportio-
nalitat zur Hesseschen Kovariante H:

@s = @3 "‘"#‘@? = O, @2H_@1F = 0.
LafBt man die zweite dieser Bedingungen fallen und beschrankt
sich auf totalisotrope Flichen mit verschwindender Diskriminante,

so ergeben sich W-Projektionen allgemeineren Charakters, wie das
folgende Beispiel zeigt:

1 1
== (1"2_""%“2% xs=? (“%‘l‘ug), _ o
I . 1 % —-il/2u1u2 + 2
xzzji‘ (uy 4 u?“e)s 3—'4:3{ (2uyus + u§V2), -
) i (39)
) To = Uy — u o1
6 1T | 5
1 ] y
T =g\t + 5 T i)

Auf dieser Fliche g(u,, u,) des R, gilt, wie man analog (18), (17), (18)

durch Berechnung der Elemente der Matrizen | gy, &3 ||, || £11: £12: £22 Il

[T111: Tuz, Eroe Loz ' eTkennt:

Gop =88 =0, g1 =L, G112 =0, Jruse = 1, Graee = 0, g0 = 0,
(Gapys = Taplys): G(B11; Tra Tae) = — L. (40)

Demnach ist ¢ totalisotrop (gus = 0) und tragt fiinfdimensionale
Schmiegraume (G == 0). Die biquadratische Grundform

Gopys du® duf dur du® =du3 (du? + du3), «,8,p,0=1,2 (41)

reduziert sich auf das Produkt zweier quadratischer Formen
konstanter Koeffizienten, ihre Diskriminante verschwindet.1®) Es
liegt also eine Minkowskische totalisotrope Flache vor.1?)

Als Koordinatenraum der W-Projektion g* der Fliche p
wihlen wir den Ry der z,. a,, . . ., #;. Fir die ,,Determinante der

J1pv J11 Jiss
91119 J1120 J1298
1129 J1228) T332
— 49111391223 T 39%na) = 6, @ = 6} — O] =0,
vgl. z. B. R. Weitzenbock, Invariantentheorie, § 11, S. 54, Groningen
(1923).
1) vgl, 13),

18) man erhilt @, = 6 = —6, 6; = 2 (gufsm —
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Projektion“ erha,lten wir aus || g, sl

1 1 i
g On|_|g(—ui—ud g tuitu) _
' au ER .
— UyUy, — Uy Uy ‘
= —duu (U2 +u)E0, oa=12 {42)

Somit lauten die Gleichungen der Projektionsfliche g* in den

|

- u?
2=+ 2uu, + ?2 ] (43)

urspriinglichen Parametern:

L ] 1 L] l
zl=?(u2—u§u2), =5 (wf + ),

1 .1 -
a:;=2—1. (g + uluy), :11:4=§—2.-(.‘2'141u2 + u§V2)_.

(6)
Fiir die quadratischen Fundamentalkomponenten g¢,.; der Projek-
tionsfliche g* bekommen wir:
(6) (6) (56) '
Iu = u? + U, g9 = w Uy, gar = 0. (44)

Fiir die zweiten und dritten Ableitungen g, t},,

Bi=Latn =0 gt =2 =1 it =0 1} =
Tinn = E11p = Ege9 = 0.

Die Projektionsflache ist euklidisch abwickelbar, wie das Verhalten
®)
VOn g,g in orthogonalen Parametern zeigt.?®) Ferner ist der von den

Vektoren g}, 13, £}, £1g Lp aufgespannte Schmiegraum fiinfdimen-
sional (G* == 0). Nunmehr betrachten wir die Ableitungsgleichun-
gen (12) fiir den Spezialfall (43). Wegen (45) verschwinden von
vornherein:

ergibt sich:

(45)

0111 =0 =0x=CF =08=0%=0 pg=12. (46)

Somit verbleibt die Relation: - ' X
the = O188L,, + Ot mg=12 (47)
_Zar Bestlmmung der Koeffizienten 07?2 und C}?, multiplizieren

o 20) got; _J u
) setzen wir uy = %(MI—T—U{IL,), u,————— u1+ +u,u,),
. 0y, ug) —
) e F O

so entsteht aus (44):
6) 6y Ou, dug _ { 1Lk =1

Ekl=g,,ﬂa—l_‘;-5-a—‘=6u= 0,k=i=l. k,l,a,ﬁ=-1,2.
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wir skalar mit g),, ¥je, &3, &1 &, und erhalten mlt Ruckmcht auf

(44), (45) (und weitere aus diesen durch Differentiation hervor-
gehende Identitaten)

¥t =Chiz-1 + 0120 +C18.1 + Cljwy +Cj3,.0 0 =0, (48)

thetie =C13.0 +C73.1 + C153.0 + Cfu, +033,.0 =0, (49)

Lhebee = Crii-1 +O115.0 + 035 0 + 0112'"'1 +01%;.0 =0, (50)
(5)

fhet] = Cllz-w 1 Cli3-u. + C135. “1+Cuzgu+ 12-012=0.  (51)

Eimgz ““O 11 -0 +CH§ 0 +C;21’§0 J 0112912+Cu2 0 =—1 (52)

Subtrahieren wir (50) von (48), so folgt C}%2 = 0. Fiir die rest-
lichen Koeffizienten erhalten wir:

*11 12 .1 . 1 oy LM
Che = 0;12 = 0112 T Uy Ol = T (o)
Die Koeff1z1enten (14) erhalten in diesem Falle also die Werte:
A—B-F—F=0,C=—" D=2 (54)
U Uy

Somit reduziert sich die Differentialgleichung (13) der Haupt-
kurven fiir die Flache (43) auf

' du, 2du
2 du2 2 1)
3 du? du} ( = w ) (55)
mit den Integralen
Uy = Cy. Uy = Cy, Uy = Caul, (pa + 0). (56)

Zwei Hauptkurvenscharen fallen also mit den ebenen Parameter-

kurven der Flache zusammen (gm = L3900 = 0). Die dritte erhilt
die Vektordarstellung (p = cul, ¢’ = 2c3u;, ¢" = 2¢5, ¢" = 0)
p*(u,) = ¥ (uy, p(uy)), D*' —= 31_ + &‘,‘P 2
P =1y, + AL et e ' I

) " . . ' « « i » (57)
p* = Lin T 3&‘11,,?’ + 3@1.,"7 - 3§W.¢ 7, |

PV = 6&;12'7’"” =+ 3@;2‘1’”2’ p°vV = 0. }

Da y°V identisch verschwindet, liegen die Kurven dieser Schar
hochstens in einem R,. Andererseits folgt aus der Annahme

Y+ B0 Ay AT =0, () - (58)
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durch skalare Multiplikation mit g7, bzw. g}

b= A=Ay =1, = 0. (59)
Die Kurvenschar p*(u,, ¢;) liegt also mindestens in einem R,.
Damit hat sich das Resultat ergeben:

Die W-Projektion (43) der totalisotropen Fliche
(39), deren biquadratische Fundamentalform durch (41)
gegeben ist (mit konstanten Koeffizienten und iden-
tisch verschwindender Diskriminante), ist eine ab-
wickelbar euklidische Flache in B; mit fiinfdimensio-
nalem Schmiegraum und dreifachem Hauptkurvennetz.
Die Kurven zweier der drei Hauptkurvenscharen be-
stehen aus ebenen Kurven, diejenigen der dritten lie-
gen in einem festen vierdimensionalen Raum,

Ein weiteres noch allgemeineres Beispiel erhalten wir durch
W-Projektion der totalisotropen Fliche

1 4 1 4
By (ul —3 ud — 2u1u§). Ty =57 (u1 + 3 u$ + Qulug),

1 9
Y= (uy — 2“11"'“2 + ug), by = 5 (4 + 2uiuy — ug),

1 1 ) (60)

:_;(:F V2u-+ Qu,uy - 7 u;) xy = F tul,
4.])/5
Ly = 5 u + uyuy — —T/_ 2, J

mit den (konstanten) Fundamentalkomponenten
9up = 0, g =4, G112 = 0, Grioe = 2, G1one =0, Jozoe = — 3, (61)

6, = 2(9111192222 + 3¢%122) = 0.

Hier handelt es sich um eine (Minkowskische) totalisotrope Fliche
- mit nichtverschwindender Diskriminante.??) Die Nullinien der
Fundamentalform g.sys du® duf dur du® liegen wegen 6, =0
_ aquianharmonisch. Wahlt man den R; der 3, z,,..., 2, zum
Koordinatenraum der W-Projektion g*., so verschwinden die
Ableitungen g;,, und g}, identisch, desgleichen also die Koeffizien-

ten C¢ und O'2¢ der Ableitungsgleichungen fiir g7, und r;,,.

111 122
Mit 0;%‘1’- verschwindet insbesondere wieder der Koeffizient A

der Differentialgleichung der Hauptkurven, deren eine Schar also
durch die ebenen Parameterkurven u, = const gegeben ist (¢},,=0).
Eine genauere Untersuchung der iibrigen Hauptkurvenscharen
solcher aquianharmonischer Fille muB ihrer rechnerischen Kompli-

21) man erhdlt 6, =0, G, = — 192, 6, == 0.



ziertheit wegen einer eigenen Bearbeitung vorbehalten bleiben.
Dasselbe gilt auch fiir die aus dem 'Ry und Ry bekannten totaliso-
tropen Flachen mit fiinfdimensionalem Schmiegraum jedoch ins-
gesamt oder teilweise identisch verschwindenden Invarianten der
biquadratischen Grundform und ihre Verwertung fiir die Fliachen-
theorie in B, und R; durch 4- bzw. B-Projektionen.2?)

%
W-projekee totalné isotropnich ploch. II.
(Obsah predeslého &lanku.)

W-projekce ¢* totalné isotropnich ploch g euklidovského pro-
storu R,, t. j. integralnich ploch rovnice

da? + dag + ...+ daZ = 0

na libovolny R; jsou euklidovsky rozvinutelné plochy v tomto Rj.
Nejsou-li oskula¢ni prostory S*(x’, g;é), odpovidajici prvnim
a druhym derivacim g, Ly V kazdém obecném bodé takové
plochy ¢* degenerovany (t. j. neexistuje-li Zadny linearni vztah
mezi vektory g7, ;;ﬂ), plati totéz také pro oskulaéni prostory
S(ga; tag) plochy r a naopak. Z existence takovych totélné iso-
tropnich ploch ¢ v R, vychézi tedy jako pfispévek k teorii ploch
v euklidovském R; existence euklidovsky rozvinutelnych ploch
s pétidimensiondInimi oskulaénimi prostory.

Jako takové W-projekce vychazeji specidlné euklidovsky
rozvinutelné plochy v R, se systémem rovinnych hlavnich ¢éar
ve smyslu C. Segre-E. Bompianiho, mezi nimi jeden piiklad roz-
vinutelné euklidovské plochy s hlavnimi Sarami pouze rovin-
nymi, které tvofi na ploSe trojnasobnou sit.

7 ”)val. 1), insbesondere S. 96.
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Uber H-abgeschlossene und bikompakte Riume.
Miroslav Katétov, Praha.
(Eingegangen am 2. Juni 1939.)

Die vorliegende Arbeit zerfiallt in drei Teile. Im § 1 werden
(neben anderen Satzen) zwei notwendige und hinreichende Be-
dingungen fiir die Bikompaktheit eines Raumes gegeben (Sitze
1.6 und 1.7). Der Satz |.7 ist nicht neu; er wurde von Herrn
M. H. Stone!) mit Hilfe der Theorie der Booleschen Ringe bewie-
sen; hier gebe ich einen anderen Beweis. Im § 2 wird fiir jeden
Hausdorffschen Raum die Existenz einer H-abgeschlossenen Hiille
(siehe dort die Definition) bewiesen und einige ihre Eigenschaften
untersucht. Im § 3 wird fiir die bikompakte Hiille [dieser Begriff
und der betreffende Satz sind aus den Arbeiten von Herren
M. H. Stone!) und E. Cech?) bekannt] ein auf den Ergebnissen
von §1 und 2 beruhender Existenzbeweis gegeben.

Vorbemerkungen.

Zuniachst erklaren wir einige im folgenden beniitzte Bezeich-
nungen; sonst stimmt die Terminologie mit der von Alexandroff
und Hopf?) iiberein. -

Ist R eine Menge und ist jeder Menge M C R eine Menge
uM C R zugeordnet (also ist — wenn R das System aller Teil-
mengen von R bezeichnet — eine Abbildung » von 9R in R defi-
niert), so heilt » eine topologische Zuordnung oder eine allgemeine
Topologie auf R; (R, u) heiBt ein allgemein-topologischer Raum.
Man schreibt gewohnlich, wenn daraus kein Miverstindnis ent-
stehen kann, R anstatt (R, ) und M anstatt M.

1) M. H. Stone, Applications of the Theory of Boolean Rings
tso g}eger&l Topology, Transactions of the Amer. Math. Soc., 41 (1937),
. 375ff.
.%) E. Cech, On bicompact spaces, Annals of Math., (2), 88 (1937),
S. 823—844.
%) P. Alexandroff uwnd H. Hopf, Topologie, I. Band; Springer,

. Berlin 1935.
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Sind % und v allgemeine Topologien auf R und ist stets
uM C vM, so sagt man, u sei schwdcher als v und v stdrker als u.t)
Ist PC R, so setzt man fir M C P upM = P .uM; wup ist dann
eine allgemeine Topologie auf P. (P, up) heilt ein Relativraum
(in bezug auf R); man sagt auch, (P, up) sei in (R, u) eingebettet
und (R, u) umfasse (P, up).

Ist MC R, M in dem Raum (R, u) offen, bzw. Umgebung
eines Punktes usw., so sagen wir M sei wu-offen, bzw. eine
u-Umgebung usw. Wenn f eine Abbildung einer Menge A4 in eine
Menge B und M C A ist, bezeichnen wir mit fy die Abbildung
von M in B, welche entsteht, indem fiir x e M fy(x) = f(z) ge-
setzt wird.

Ein allgemein-topologischer Raum (R, ) heiBit ein Hausdorff-
scher Raum und u heilt eine Hausdorffsche Topologie (wir schrei-
ben: H-Raum, H-Topologie), wenn folgende Axiome erfiillt sind
(dabei bezeichnen A4, B Teilmengen von R):

I up=9. II. ACuA. I1I. u(ud)=ud. IV. w(4+ B)=uAd + uB.

V. (Hausdorffsches Trennungsaxiom.) Je zwei verschiedene Punkte
aus R besitzen disjunkte Umgebungen.

Nun fithren wir einige bekannte Satze an, die im folgenden
beniitzt werden. Sie rithren meistens von Alexandroff und Urysohn®)
her; siche auch das erwihnte Buch von Alexandroff und Hopf.

0.1 sind @, M Teilmengen eines H-Raumes, @ offen, so ist
GM = GM.

Definition. Ein H-Raum heit H-abgeschlossen, wenn er in
jedem ihn umfassenden H-Raum abgeschlossen ist.

0.2. Ein H-Raum R ist dann und nur dann H-abgeschlossen,
wenn jede seine offene Uberdeckung endlichviele Elemente G

m
mit D Gy = R enthilt.

i=1 : ,
Definition. Ein H-Raum heit bikompakt, wenn jede seine
offene Uberdeckung eine endliche Uberdeckung enthilt.

0.3. Ein H-Raum R ist dann und nur dann bikompakt, wenn
folgendes gilt: ist F ein (nichtleeres) System abgeschlossener Teil-
mengen von R und ist der Durchschnitt endlichvieler Elemente
von @& stets nichtleer, so hat @ einen nichtleeren Durchschnitt.

0.4. Jede abgeschlossene Teilmenge eines bikompakten H-Rau-
mes ist bikompakt (als Relativraum). )

4) Also auch wenn uw = v.

. 8) P. Alexandroff et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topo-
logiques compacts, Verhandlingen der Kon. Akademie Amsterdam,
Deel XIV, No. 1, 1929. N )
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- 0.5. Jede schlichte stetige Abblldung eines blkompakten
H-Raumes auf einen H-Raum ist eine Homoéomorphie.

Definition. Ein H-Raum heillt reguldr, wenn je zwei dls-
junkte abgeschlossene Teilmengen von R, von denen eine ein-
punktig ist, disjunkte Umgebungen besitzen.

0.6. Ein H-Raum ist dann und nur dann bikompakt. wenn
er H-abgeschlossen und regular ist.

Definition. Ein H-Raum heilt normal, wenn je zwei dis-
junkte abgeschlossene Teilmengen von R dlﬂunkte Umgebungen
sitzen.

0.7. Jeder bikompakte H-Raum ist normal.
0.8. Ist R ein normaler H-Raum, 4 C R abgeschlossen und

ist in 4 eine beschrankte stetige Funktion f definiert, so gibt es
eine in R definierte stetige beschrankte Funktion F mit ¥, = f.

Definition. Ein H-Raum hei3t vollstindig regulir,®) wenn es
zu jeder abgeschlossenen nichtleeren M C R und jedem Punkt
ze R— M eine in R definierte stetige Funktion f mit f(x) = 0,
f(M) = (1) gibt.

Offenbar ist jeder normale H-Raum vollstandig regular, und
jeder vollstandig regulare H-Raum regular.

§1.

I.1. Ist der Raum R H-abgeschlossen, | seine stetige Abbildung
auf einen H-Raum S, so ist auch S . H-abgeschlossen.

Beweis: @ sei eine offene Uberdeckung von §. Dann bilden
die Mengen f~1((), G € &, eine offene Uberdeckung von R; daher

gibt es nach 0.2 G;e® (: = 1,...m) so daB Zf—l = R, also

i=1
z ! = R, ZG = § gilt. Die H- Abgeschlossenhelt von S

folgt ]etzt aus 0 2

1.2. Ist der Raum R H-abgeschlossen, M C R offen, so ist
auch der Raum M H-abgeschlossen.

Beweis: Ist @ eine offene Uberdeckung von @ = M, so
sei fir jede Ge® @* in R offen und G*Q:G’ Dann ist

2G* + (R — Q) = R, also mit geelgneten Gie® Z G*+R—Q=

=1

%) A. Tychonoff, Uber die topologxsche Erweiterung von
V.Rﬁumen, Math. Ann. 102 (1930), S. 544.
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m

’ m m
= R und daher D G;* D M. folglich wegen M .> G* = M .D G4*
‘ =1

i=1 i=1

' m
(nach 0.1) Z Gi D M = Q, woraus die H-Abgeschlossenheit von M
i=1

folgt.
Definition. Eine H-Topologie « auf R heilt maximal. wenn
keine von wu verschiedene H-Topologie auf R stirker als u ist.

1.3. Ist der Raum (R.u) H-abgeschlossen, so gibt es eine und
nur etne maximale H-Topologie v auf R, die stirker als w ist. Diese
Topologie besitzt folgende Eigenschaften:

(1) et QC R. uQ = R. (Q, ug) regulir. so ist ug = vg;

(2) besitzen in (R, u) je zwei verschiedene Punkte disjunkte
abgeschlossene Umgebungen, so st (R, v) reguldr,

(3) st f etne stetige Abbildung des Raumes (R, u) in einen regu-
liren Raum, so ist f auch als Abbildung von (R, v) stetig. .

Beweis. I. Mit 2 bezeichnen wir das System aller R — uG,
G wu-offen, und definieren eine Topologie v auf R, indem wir
U fiir eine Basis des Raumes (R, v) erklaren. Sind «,y ver-
schiedene Punkte aus R, so sei U eine u-offene Umgebung von =,
ynoneulU; setzt man @ = R— w(R —uU), I'=R—uU, so
ist G bzw. I' eine v-Umgebung von z bzw. y und GI'= @, also
das Trennungsaxiom erfiillt. Offenbar geniigt v auch den iibrigen
Axiomen und ist also eine H-Topologie und dabei stirker als wu.
Nach I.l ist der Raum (R, ») H-abgeschlossen.

w sei jetzt eine H-Topologie auf R und starker als . Ist
AeU, soist A=R—B, wo B=uG, G u-offen ist. Nach [.2
und |.l ist dann der Raum (B, wp) H-abgeschlossen. also B in
(R, w) abgeschlossen, A w-offen. Daraus folgt, daB w schwicher
als v ist; also ist v die (einzige) maximale Topologie auf R, die
starker als w» ist.

II. Ist Q C R, uQ = R, (Q, uq) regulir, so sei ze @, U eine
Umgebung von z in (R, u). Da (@, uq) regulir ist, kann man eine
u-offene Umgebung V von x finden, fiir die @ . w(VQ) C UQ gilt.
Setzt man G = R — u(R—uV),s0ist xe VC G@C uV, G v-offen,
also eine v»-Umgebung von z; nach 0.1 ist »(V@Q)y = »V und daher
QG C Q.u(VQ)C QU. Hiermit ist die. Behauptung (1) bewiesen.

III. Nun setzen wir voraus, daB in (R, %) je zwei verschiedene
Punkte disjunkte abgeschlossene Umgebungen besitzen. Es sei
ze R, U eine v-Umgebung von z. Nach der Definition von v
gibt es eine wu-offene Menge 4 mit x e R— uAd C U. Zu jedem
y € B = uA kann man u-offene Umgebungen Gy und G(y) von z
bzw. y so finden, daB u@y . uG(y) = O ist.

Nach (.2 ist B H-abgeschlossen; da BG(y) eine offene Uber-
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deckung von B bilden, éilt nach 0.2 mit geeigneten y; ¢ B
m m s

% 2. Q(y) D B. Setzt man G =16, I'=R—uwR—u®), so
=1 i i=1

ist ze @ DI, I' v-offen, also eine v-Umgebung von z; ferner ist

m m
wegen | [u Gy, . 2. uG(y:) = 0 auch B. u@ — @, also, da u@G v-ab-
i=1 i=1

geschlossen, I'C u@ ist, v'CuQ@ C R— BC U , woraus die Regu-
laritdt von (R, v) folgt.

IV. Ist f eine stetige Abbildung von (R, ) in einen reguléaren
Raum 8, 80 sei ze¢ R, U eine Umgebung von y = f(x) in 8,
ferner V eine offene Umgebung von y, ¥V C U. Dann ist
zef~1 (V) C R —u(R—uf~Y(V)) Cuf~YV)C f~*(V) C f1(U),
also f—1(U) eine »-Umgebung von z. Daraus folgt die Behaup-
tung (3).

I.4. Eine H-Topologie u auf R ist dann und nur dann mazimal,
wenn (1) (R, ) H-abgeschlossen ist; (2) das System aller R — u@,
G offen, eine Basis von (R, u) ist.

Beweis. 1. sind beide Bedingungen erfiillt; und definiert man
die maximale Topologie v wie in 1.3, I, so ist infolge der Bedin-
gung (2) v = u.

II. Ist (R, u) H-abgeschlossen, gilt aber (2) nicht, so ist v
offenbar stirker als % und von w« verschieden.

III. Ist (R, u) kein H-abgeschlossener Raum, so sei (R, u)
in einen H-Raum (8, v) eingebettet und vR — R + .

_ Man wihle £¢evR— R und a e R und setze ¢(&) = a und
fir ze R g(z) = x; @ ist dann eine Abbildung von @ = R + (&)
auf R. Wir bestimmen eine Topologie v auf R durch die Fest-
setzung: M C R ist dann und nur dann v-offen, wenn Y (M)
in @ offen ist. Man beweist leicht, daB » eine H-Topologie, stirker
als 4 und von u verschieden ist.

I.5. Bin H-Raum (R, u) ist dann und nur dann bikompakt,
wenn (1) je zwei verschiedene Punkte aus R disjunkte abgeschlossene
Umgebungen besitzen; (2) die Topologie w maximal ist.

Beweis. I. Sind die Bedingungen erfiillt, so folgt aus (2)
nach 1.4 die H-Abgeschlossenheit von (R, u). Konstruieren wir

C 0 die H-Topologie ‘v auf B wie in 1.3, I, so ist erstens v starker

als u, also gleich u, zweitens folgt aus (1) nach 1.3, Behauptung (2),
daB (R, v), also (R, u) regular ist. Daraus folgt nach 0.8 die Bikom-
paktheit von (R, u). ,

1L Ist (R, u) bikompakt, so ist (1) nach 0.6 und (2) nach 0.5
erfiillt. .

1.6. Jedes monotone (michtleere) System nichileerer H-abge-

schlossenen Teilmengen eines H-Raumes hat einen mnichileeren
Durchschnitt. - '
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Beweis. I. Es sei & ein solches System von Teilmengen
eines H-Raumes R. Man kann offenbar voraussetzen, daf R
H-abgeschlossen ist.

Es sei Fe® xeR—F. Fir yeF sei U(y) eine

offene Umgebung von y, xnon e U(y) ). Da F H-abgeschlossen
ist, gilt nach 0.2 fiir geeignete y;e F ZFU (%) D F. Setzt man
i=1

G(F ZU(y,) so ist G(F, x) offen, FG(F,z) D F und
H GF x) F, da a non € G(F, z). '

z e R—F

II. Es sei FyeF, e R—Fi(i=1,...,n), F;DFiq
n
((=1...n—1).Ist 1 <r <nund F, [[G(F: 2;) + 6, so ist

i=r

n
auch F,_lnG F;, ;) +9, also nach I F,_,Q(Fy—;, 2,—;) H G(Fi,x;) +

i=r $=1'

%+ 0, also, da HG’(F;, z;) offen ist, F,_, l—I G’(F,, x;) &= 0. Nun

1=f——

folgt aus F,G(Fy, z,) = 0 durch Rekursion HG(F,-, ;) £ 0.
ITI. Man nehme an, [ | F sei leer. Dann 1st auch n G(F, z) =

Fsﬁ
zsR—F
= 0, also Z R —'G(F, 2)) = R. Nach 0.2 gilt dann mit geeigneten
:ceR—-F ’
—_— n
FieGF, 2;e R—F; ZR GF:, ) =R, O (R—G(Fy, z)) = R
=1 =1
HG(F,;, x;) = @, wobei infolge der Monotonie von & noch F;D
i=1
DFipr1(=1,...,n—1) vorausgesetzt werden kann. Das ist

aber nach II ein Wlderspruch

1.7. Ein H-Raum ist dann und nur dann bikompakt, wenn
jede seine abgeschlossene Teilmenge H-abgeschlossen ist.

Beweis. 1. Die Bedingung ist nach 0.4 und 0.6 in jedem
bikompakten Raum erfiillt.

II. Ist sie in einem H-Raum R erfiillt, so sei § ein (nicht-
leeres) System von abgeschlossenen Teilmengen von R mit
n

[1Fs =90 fir FeeF(i=1,...,m). Man nehme an, es sei
im1

'FHF = . Dann gibt es die kleinste Zahl «, fiir die eine trans-
«F

Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky. 4 41



finite Folge {F¢}, & <a, mit Fee G, HFe— § existiert. Die

Zahl « ist unendlich; wire sie isoliert, so kbnnte man durch eine
geeignete Umordnung aus {Fg} eine Folge {F'p}. £ < B, B < «,
bilden, was aber ein Widerspruch ist. Die Mengen A, =I—IF,, (0<

<¢
< & < &) sind abgeschlossen, also H-abgeschlossen und nicht-
leer; fiir 0 < & < & < o gilt A D A4e,; da « keine isolierte
. Zahl ist, gilt [[ 4¢ =] #: = 0. Das ist nach 1.6 ein Wider-

0<é<o E<a

spruch; also l—!;F £+ @. Nun folgt aus 0.3 die Bikompaktheit
Fe

von R.
§ 2.
2.1. Zu jedem H-Raum R gibt es einen H-Raum S mit folgenden
Eigenschaften: _
(1) R ist in S eingebettet. R = 8; (2) S st H- abgeschlossen

(3) st f eine stetige Abbildung von R in einen H-Raum Q, f(R) = Q.
s0 gibt es eine Teilmenge M von S und thre stetige Abbzldung F
auf Q, fir die RC M, Fgr=f gilt.

Ist @ bikompakt, so kann man M = S wihlen.

Besitzt ferner ein H-Raum S8 die Eigenschaften (1)—(3) in
bezug auf einen H-Raum R’', so existiert zu jeder Homoomorphie f
zwischen R und R' eine Homdomorphie zwischen S u'nd S’, welche
auf R mit | zusammenfdllt.

Definition. Einen H-Raum §, welcher die erwahnten Eigen-
schaften (1)—(3) besitzt, nennen wir eine H-abgeschlossene Hiille
von R : ' ;

Beweis des Satzes. Ist B H-abgeschlossen, so kann man
8 = R setzen. Daher setzen wir voraus, R sei nicht H-abgeschlos-
sen. In dem ganzen Beweis bezeichnen die Buchstaben 4, B, G
offene Teilmengen von R, . B. B Systeme solcher Mengen.

I. A heiBle ein «-System, wenn (x1) A == 0; (x2) Pnon e A;
(oc3)istB3A ‘A eUsoist BeU; (x4)sind 4;eA (2 = 1....., m),

so ist HA eA; (ab) IIA = 0. A heile ein [-System, wenn
eA

2 ein oc-System aber keme echte Teilmenge eines x-Systems ist.
Da R kein H-abgeschlossener Raum ist, g1bt es eine offene Uber-

deckung B von R, welche keine B; mit ZB R enthalt. Mit U
i=

1
bezeichnen wir das System aller 4, zu denen es B;e B mit

m -
R — 2 B; C A gibt. U besitzt offenbar die Eigenschaften x1 — a4;
i=1
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wegen 1—[ ACT[R BC[_I R—B) =90 ist also U ein a-

BeB
Svstem
II. Es sei ein «-System QU gegeben. Wir wollen die Existenz
eines QY umfassenden p-Systems beweisen. {Bg}, & <y, seieine .
(transfinite) Folge aller x-Systeme. Man setze Q, = AU und fiir
0< &<y U = B, falls B; DD Ay sonst aber As = 291,,,
n<é

ferner setze man & = ZQ[,E ® geniigt offenbar den Bedmgun—

é<
gen «1 und «5. Bleibt 2 zeigen, dafl &2, 3, x4 erfiillt sind.
Ad «2. Ware e @, so gibe es die kleinste & <<y mit @ € Ue;
es wire dann :}:ZQ[,,, also A: = Be. P e Be; das ist aber

unmoglich, da B, e1n «-System ist.
Ad «3. Ist BD A, A «®, so wihle man die kleinste & mit
AeUe. Ist £ =0, soist A eUy=A, also BeAC G. Ist £ > 0,

so ist Ae 4:2;21,,, also We = Be. AeBe. BeBe =AU C'B.

<
Ad «4. ',Sind Aie® (¢t = 1,...,m), so wihle man die klein-
ste Emit A;eUe (@ =1,....m). Ist £=0, so ist 4;eAU, = A
m

G=1,...,m), also [[44eUAC @. Ist £>0, so ist offenbar
. i=1

Ae + Zé‘zlm also AUe = Ve, 4ie ‘Be,nAi eB; =AU C G.
n< =

@ ist also ein a-System. Ist B ein «-System, B D @, so
gilt fir eine geeignete & <y By= B DG DD A, nach der

n<é
Definition von Q¢ ist also U = BVe. Daher ist B =@ und
somit & ein p-System.

III. Sind U, Q, verschiedene p-Systeme, so kann offenbar
nicht A, DA, sein. Es sei also G e, — A;. Mit A’ bezeichne
man das System aller 4, fiir die mit geeigneter B e, 4 D BG
gilt. Dann ist A’ DAy, Q[ + Ay; A ist also kein «-System.
A’ besitzt aber offenbar die Eigenschaften x1 und 3 — a5 und
kann daher die Eigenschaft 2 nicht besitzen; also PeA, folghch
gibt es 4 €A, mit AG = 0.

IV. Jedem f-System QI sei jetzt ein in R nicht liegender Ge-
genstand 7() zugeordnet und zwar verschiedenen [ verschie-
dene (). Mit 7' bezeichnen wir die Menge aller (?); nach I
und IT ist 7" nichtleer. Wir setzen § = R 4 7' und definieren eine
Topologie u auf S wie folgt; fiir (/) = = € S sollen alle (z) 4 4
mit 4 e, fir xeR alle 4 mit ze 4 als Umgebungen von z
gelten, Man beweist leicht, daB (S, %) ein H-Raum ist (z. B. das
Trennungsaxiom folgt aus IIT und der Eigenschaft «5 der
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p-Systeme). Ferner ist klar, da R in (S, %) eingebettet und
uR = 8 ist.
V. Man nehme an, S sei kein H—abgeschlossener Raum. Dann
gibt es einen § umfassenden H-Raum V so, daB § in ¥V nicht
abgeschlossen ist. Man wihle ¢ 8 — 8 und bezeichne mit |
~ das System aller RU, wo U eine offene Umgebung von zin V ist.
A ist, wie man leicht zeigen kann, ein x-System; also gibt es
nach IT ein g-System B mit B D A. Da V ein H-Raum ist, gibt

- es disjunkte offene Umgebungen U und U’ von z bzw. y = ©(B).
Wegen UR € A C B ist nach der Definition von (S, u) UR + (y),
also auch (UR + (y)).U’'S = (y) eine Umgebung von y in 8
Das ist aber ein Wlderspruch da ye R— R, also kein isolierter
Punkt ist. Daher ist S H-abgeschlossen.

VI. f sei eine stetige Abbildung von R in einen H-Raum @,
f(R) = Q. Fiir y € @ bezeichnen wir mit Q(y) das System aller 4,
welche das Urbild einer Umgebung von y (in @) enthalten, und
mit D(y) die Menge aller z(2A), wo U alle A(y) umfassende
B-Systeme durchlauft. Sind y,, y, verschiedene Punkte aus @, so
seien U, bzw. U, disjunkte offene Umgebungen von ¥, bzw. y,.
Dann gilt [~YU,) e U(y1), [~HU,) € AU(y,). Gabe es ein f-System
A mit ADA(y), AD A(y,), so wiire [~(U,) e U, f~1(Uy) e AU,
also P e ; das ist aber nicht méglich. Daher sind @(y,) und P(y,)
disjunkt. Ist ferner y e @ — f(R), so kann man zu jedem ze R
eine offene Umgebung, U von y so finden, daB f(x) non e U, also
znon € [~Y(U) C f~(U); daher ist dann, da (y) offenbar auch
die Eigenschaften «l — a4 besitzt, Q(y) ein «-System, also nach
IT &(y) + 9.

Demzufolge ist, wenn M = R + z D(y), fir xe R F(:v)

= f(z) und fir x e P(y) F(x) =1y gesetzt wird, ¥ eine Abbildung
won M auf Q. Dabei ist RC M C S und Fn—f

Bleibt zu zeigen, daB F stetig ist. Ist z e R, U eine offene
Umgebung von F(z) = f(x) in @, so ist F—Y(U)DF—YU).R
= f~3(U) eine offene (infolge der Stetigkeit von f) enthaltende
Teilmenge von R, also nach der Definition von § (siehe IV) eine
Umgebung von « in §, also auch in M.

Ist 7(A)=2eM — R und U eine oiffene Umgebung von

= F(z), so ist F—I(U) D(x) + F-Y(U).R = (x) + f—l(U)

(z) + f~YU) ist aber eine Umgebung von z in &S, f— U)e
€ A(y) C AU ist. Daraus folgt' die Stetigkeit von F.

VII. f sei jetzt eine stetige Abbildung von R in einen bikom-
pakten H-Raum @, f(R) = Q. Fiir jeden Punkt z = 7(U) e § — R
withle man ein ye I_Lf_(ﬁ) (das geht, da dieser Durchschnitt

Ae
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nach 0.3 nichtleer ist). Ist U eine offene Umgebung von Y. S0
ist fiir jede Menge AeA f(A).U + 9, also A . ~1(U) =+ @.
Das System Q’ aller B, fiir die mit geeigneter 4 ¢ B D AfFYU)
gilt, ist offenbar ein Q| umfassendes a-System; also U’ = A und
daher f~Y(U)eQl. Also gilt (mit den Bezeichnungen von VI)
AU(y) C A, = = 7(A) e D(y). Daraus folgt. daB die in VI defi-
nierte Menge M gleich S ist, w. z. b. w.

VIII. Nun gehen wir zum Beweis der letzten Behauptung
des Satzes iiber. Zunichst beweisen wir einen Hilfssatz:

Sind R, @ H-Réume, M C R, M = R, f und g stetige Ab-
bildungen von R in Q. fy = gu, so ist f=g.

Beweis des Hilfssatzes. Gibe es xe R mit f(x) + g(2),
so wiren fiir beliebige Umgebungen U von f(z) und V von g(z)
f~4U) und g—Y(¥). also auch f~Y(U) . g—Y(V) Umgebungen von =z
und daher j~YU).g—Y V)M = 3 (U) -9 (V) = f;;4(UV) = 9,
also UV + 0, was aber dem Hausdorffschen Trennungsaxiom
widerspricht. .

R, R, 8. 8 seien jetzt Raume mit den in der letzten Be-
hauptung des Satzes vorausgesetzten Eigenschaften. Es sei f eine
topologische Abbildung von R auf R’, ¢ die Umkehrung von f.

Es sei RC M CS. F eine stetige Abbildung von M auf &,
Fr={; ferner R'C M’ C 8, @ eine stetige Abbildung von M’
auf 8, Pp' = @. Setzt man fiir x ¢ M, — F—1(M') 9(x) = O(F(x)),
so ist g eine stetige Abbildung von M, auf S und gp eine identi-
sche Abbildung. Nun folgt aus dem Hilfssatz, daB g eine identische
Abbildung und daher M, =S, M = 8, F schlicht und @ eine
Umkehrung von F. also F eine Homoomorphie ist. Hiermit ist
der Beweis des Satzes 2.1 vollendet.

2.2. Ist S eine H-abgeschlossene Hille eines H-Raumes R, so
gilt: (1) R ist in S offen; (2) der Relativraum S — R ist isoliert;
(3) st G C R offen, a e @ — R. so ist (a) + G eine Umgebung von a; -
(4) wst AC R in R nirgendsdicht, so ist 4 C R. '

~ Beweis. Da (4) aus (3) und (1), (2) aus der Konstruktion des
Raumes 8 in 2.1, IV unmittelbar folgen, brauchen wir nur (3) zu -
beweisen. Ist G C R offen, a ¢ G, anon € R, so ist fiir jede Um-
gebung U von @ URG + ¢. Daher ist, wenn man mit Qf das.
System aller UR, mit Q' das System aller B bezeichnet, wobei B
alle URG enthaltende offene Mengen, U alle offene Umgebungen
von a durchlauft, Q ein g-System, Q' ein «-System (siehe 2.1, I)
cund A’ DA. Daraus folgt. daB A = A, G e, also () + G
eine Umgebung von a ist (siehe 2.1, IV). '

23. (R, u) und (S,v) seien H-Riume, R in S eingebettet,
vR = 8. Far die Existenz einer S umfassenden H-abgeschlossenen

-
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Hulle von R st jede der jolgenden Bedingungen notwendzg und hin-
reichend:

(1) R ist in S offen; ist G C R offen, x ¢ G — R, so ist (x) + @
eine Umgebung von x;

(2) 28t w eine H-Topologie auf S, die schwicher als v ist, und
18t dabei wR = S, wp = vp = u, so ist w = v.

Beweis. I. Kann man S in eine H-abgeschlossene Hiille
von R einbetten, so folgt aus 2.2, Behauptung (3), daB die Be-

. dingung (1) .erfillt ist.

II. Ist diese Bedingung erfillt, so sei w eine H-Topologie
auf S, w schwicher als v, WR = 8, wp = vg =u. Esseiae S — R
und U eine w-offene Umgebung von a; dann ist offenbar a e w(UR) C
C v(UR). Da UR in (R, wg), also in (R vg) offen ist, folgt aus (1),
daB (a) + UR, also auch U, eine v-Umgebung von a ist. Daher

ist. w=v, also die Bedingung (2) erfiillt.
.. III. Jst diese Bedingung erfiillt, so sei 7' eine H-abgeschlos-
sene Hiille von R. Nach 2.1 gibt es eine Menge M C 7' und eine
stetige Abbildung F' von M auf S, so dafl RC M und fir xe R
F(x) = « ist. Fir jedes y e § — R wihle man einen Punkt = =
= @(y) e M mit F(x) =y, bezeichne ferner mit P die Menge
aller ¢(y) und setze @ = R + P. Dann ist g = Fgq eine schlichte
stetige Abbildung von @ auf 8. Nun folgt aus (2), daBl g eine topo-
logische Abbildung ist. Hiermit ist der ganze Satz bewiesen.

2.4. Fur ¢ = 1, 2 ses R; ein H-Raum mit folgender Eigenschaft:
28t ae R; nicht isoliert, so qibt es eine offene Menge G C R;, so daf
a €@, aber (a) + G keine Umgebung von a ist.

Unter diesen Voraussetzungen sind R, und R, dann und nur
dann homéomorph, wenn thre H-abgeschlossene Hzlllen homdomorph
sind.

Beweis. Ist R1 mit R, homoomorph, so wende man 2.1,
letzte Behauptung. an. Sind ihre H-abgeschlossene Hiillen S,
bzw. 8, miteinander homoomorph, so sei f eine topologische
Abbildung von 8, auf S,. Ist a e R, isoliert, so ist a_auch in 8,
isoliert, also f(a) in 8, isoliert und daher, da S, = R,, f(a) € R,
Ist a € R, nicht isoliert, so sei G C R, offen, a e G, (a) + _g_ keine
Umgebung von a. Dann ist f(G) in S, offen, b = f(a) € {(&), also
nach 0.1 be R,f(Q), aber (b) + R,f(G) keine Umgebung von b,
also nach 2.3 b € R,. Daher ist f(R,) C R, und, da analog f—(R,) C R,
ist, f(R,) = R,, also R, mit R, homomorph.

Bemerkungen zu dem Satz 2.4. 1. Nach 2.1 ist jedem
H-Raum bis auf Homéomorphie eindeutig seine H-abgeschlossene
Hiille zugeordnet. Der Satz 2.4 zeigt, daBl diese Zuordnung bei
gewissen Voraussetzungen eineindeutig ist. Die Voraussetzungen
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des Satzes sind dafiir nicht nur hinreichend, sondern auch in
einem gewissen Sinne notwendig: aus 2.3 folgt namlich, daB,
falls sie in einem H-Raum R nicht erfiillt sind, kann man seinen
echten Teilraum finden, welcher mit R gemeinsame H-abgeschlos-
sene Hiille besitzt. :

2. Die Voraussetzungen des Satzes 2.4 sind insbesondere in
folgenden Fillen, wie man leicht zeigen kann, erfiillt:

a) wenn R ein geordneter Raum ist;

b) wenn man zu jedem nichtisolierten @ ¢ R eine unendliche
abzahlbare M C R so finden kann, daB jede Umgebung von a
hochstens endlichviele x e M nicht enthalt.

§3,

3.1. Zu jedem wvollstindig reguliren H-Raum R gibt es eimen
H-Raum S mit folgenden Eigenschaften: (1) R ist in S eingebettet,
R = 8; (2) 8 ist bikompalkt; (3) ist f eine stetige Abbildung von R
in einen bikompakten Raum Q, f(R) = Q, so gibt es eine stetige
Abbildung von S auf Q, die auf R mit f zusammenfdllt.

Besitzt ein H-Raum 8’ die Eigenschaften (1)—(3) in bezug auf
einen H-Raum R', so existiert zu jeder Homdomorphie f zwischen R
und R’ eine Homdomorphie zwischen S und S’, die auf R mit f zu-
sammenfdllt.

Definition. Ein H-Raum 8, welcher die erwithnten Eigen-
schaften '(1)—(3) besitzt, heiBt eine bikompakte Hulle von R.

Beweis des Satzes. I. P sei eine H-abgeschlossene Hiille
von R. Jedem z ¢ P sei ein Gegenstand o(z) zugeordnet und zwar
so, dal} fir xe R o(x) = «, fiir ¢ P— R o(x)non e R ist und
fir xe P— R, ye P— R o(x) = o(y) dann und nur dann gilt,
wenn fiir jede stetige Abbildung f von P in einen bikompakten
H-Raum f(x) = f(y) ist. Mit S bezeichnen wir die Menge aller
o(z); dann ist RC S und o eine Abbildung von P auf S. Wir
definieren eine Topologie w auf S wie folgt: M C S soll dann und
nur dann als u-abgeschlossen gelten, wenn o—1(M) in P ab-
geschlossen ist. Offenbar ist dann R in (S, u) eingebettet, uR = 8,
o eine stetige Abbildung.

IT1. Ist ¢ eine stetige Abbildung von P in einen bikompakten
H-Raum @, so setzen wir fiir « e P f(o(z)) = ¢(z). Da aus o(x) =
= o(y) stets @(x) = @(y) folgt, ist dadurch eine Abbildung f von S
in @ definiert. Ist 4 C @ abgeschlossen, so ist o—1(f—i(4)) =
= ¢g—!(4) in P, also f~}(4) in (8, u) abgeschlossen. Daher ist f
stetig; offenbar f(8) = @(P), fr = @r.

III. Zum Beweis, daB (8, ) ein H-Raum ist, geniigt es zu
zeigen, daB das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillt ist, da
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(8, u) offenbar den iibrigen Axiomen geniigt. Es sei also z €S,
yeS, z +y. Wir unterscheiden drei Fille:

a) Ist x ¢ R, y e R, so folgt aus der vollstindigen Regularitit
von R, indem man den Satz 2. anwendet, da es eine stetige
Abbildung ¢ von P in das Intervall [0, 1] gibt. fiir die ¢(z) = 0.
P(y) =1 gilt. ]

b) Ist z € R, o(b) = y € S — R. so sei U eine Umgebung von b
in P, xnone U. Man kann, da R vollstandig regular ist, eine
. Abbildung  von R in das Intervall [0, 1] so finden, daB y(z) = 0,
p(UR) = (1) ist. Es gibt dann nach 2.1 eine stetige Abbildung ¢
von P in [0, 1] mit ¢ = v und daher g(x) = 0, ¢(b) = 1.

c) Ist o(a) =2xeS—R, o(b) =yeS— R, so gibt es nach
der Definition von o eine stetige Abbildung ¢ von P in einen
bikompakten Raum, fiir die ¢(a) == ¢(b) ist.

In jedem der drei Fille bestimme man f wie in IT; fist dann
eine stetige Abbildung von (S, #) in einen bikompakten H-Raum,
f(z) =+ f(y). Daraus folgt, daB in (S, %) je zwei verschiedene Punkte
disjunkte abgeschlossene Umgebungen besitzen.

IV. Nach I. III und [.l ist (8, u) ein H-abgeschlossener
Raum und R ist in (S, u) eingebettet. Konstruiert man die
H-Topologie v wie in .3, so ist (8,v) nach III und (.3, Be-
hauptung (2), regular, also, da v starker als % ist, nach |.lI und
0.6 bikompakt. Aus der Behauptung (1) des erwihnten Satzes
folgt ferner, dafl R in (8, v) eingebettet ist; offenbar ist vR = 8.

V. Ist y eine stetige Abbildung von R in einen bikompakten

Raum @, y(R) = @, so sei ¢ eine stetige Abbildung von P auf @,
or = y (sieche 2.1). Konstruiert man f wie in II, so ist fg =
und f nach .3, Behauptung (3), eine stetige Abbildung von
(8, v) auf Q.

VI. Bleibt noch die letzte Behauptung des Satzes zu be-
weisen. Haben R’, 8§’ und f die in dieser Behauptung erwahnten
Eigenschaften, und bezeichnet ¢ die Umkehrung von f, so gibt es
stetige Abbildungen F von 8 auf 8’ und @ von 8" auf § so, daBl
gilt: Fr=f, ®p = ¢. Setzt man fir zeS g(x) = P(F(x)), so
ist g eine stetige Abbildung von 8 auf § und gr eine identische
Abbildung. Daher ist nach dem Hilfssatz aus 2.1, VIII, auch ¢
eine identisché Abbildung, also F schlicht und daher eine Homéo-
morphie.

3.2. (R, u) und (S,v) seien vollstindig regulire H-Rdume,
R in 8 eingebettet, vR = S. Dann ist jede der folgenden Bedingungen
fur die Existenz einer S umfassenden bikompakten Hiille von R not-
wendig und hinreichend:

(1) Ist f eime in R definierte stetige beschrinkte Funktion, so
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kann man eine in dem Raum S definierte stetige beschrinkte Funk-
tion F so finden, daf3 Fr = f gilt.
(2) Ist w eine H-Topologie auf S. (8, w) vollstindig reguldr.
wR = 8, w schwicher als v, wg = vgp = u, S0 18t W = v.
Beweis. I. Kann man § in eine bikompakte Hiille von R
einbetten, so ist (1) offenbar erfiillt.

IT. Ist (1) erfiillt, so sei w eine H-Topologie auf S mit den
in (2) vorausgesetzten Eigenschaften. Ist M C § w-abgeschlossen
und nichtleer, x ¢ 8 — M, so sei die Funktion f in S definiert,
in bezug auf (8, w) stetig und beschrankt, f(x) = 0. f(M) = (1).
Es gibt dann eine in § definierte beschrankte. in bezug auf (8, v)
stetige Funktion g mit gg = fg. Nach dem Hilfssatz aus 2.1.
VIII ist dann ¢ = f. woraus « non e vM folgt. Also ist M auch
v-abgeschlossen und daher w = v, also (2) erfiillt.

III. Gilt (2), so sei S in einen bikompakten H-Raum 7' ein-

gebettet, § = T'. ferner P eine bikompakte Hiille von R. Nach
3.1 gibt es eine stetige Abbildung f von P auf 7 so, daB fg die
identische Abbildung ist. Wahlt man fiir jedes y € S — R einen
Punkt = = ¢(y) € f~1(y), bezeichnet mit M die Menge aller ¢(y)
und setzt @ = R + M, so ist fq eine stetige schlichte Abbildung
von @ auf S. Nun folgt aus (2), daB fo eine Homdomorphie ist.
Hiermit ist der Satz bewiesen.

*
0 absolutné uzavienych a bikompaktnich prostorech.
(Obsah piedeilého &lanku.)

V §1 se dokazuji m. j. tyto véty:

K tomu, aby AHU-prostor, jehoZz kazdé dva rizné body
jsou O-oddélené, byl bikompaktni, je nutno a stasi, aby kazdé
jeho prosté spojité zobrazeni na 4 HU-prostor bylo homeomorfni.

AHU-prostor je bikompaktni, kdyZ a jen kdyZz kazda jeho
uzaviena ¢ast je absolutné uzaviena.

Hlavnim vysledkem §2 je tato véta: ke kazdému AHU-
prostoru R existuje 4HU-prostor S s témito vlastnostmi: (1) R je
vnoien do S. R = 8; (2) S je absolutné uzavf'eny prostor; (3) je-li
f spojité zobrazeni B do AHU-prostoru @, f(R) = @, pak emstu]e
M C 8 a spojité zobrazeni F M na @ tak, Le RcM =.1.
Je-li @ bikompaktni, Ize klast M = 8.

V §8 se pouziva vysledkd §1 a §2 k dikazu znamé véty
o bikompaktnim obalu.
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Conformal Invariants in Two Dimensions L
Harry Levy, Urbena, Illinois.
(Received February 4, 1938.)

The conformal geometry of Riemannian spaces has been
studied by Hlavaty, Cartan, T. Y. Thomas, Schouten, and others
who have developed various algorithms for » > 2. In particular,
Hlavaty!) has found the generalized conformal curvatures of
a curve. But for » = 2 a single curve has no conformal invariants
since any two surfaces are conformally equivalent. Here we shall
obtain some invariants of two or more curves in the two dimensional
case.
1. Let ¥V, and T”, be two Riemannian spaces in conformal
correspondence so that the coefficients of their linear elements

ds? = g, da? dar ds'? = ¢, da? da# (1)

can be taken in the relation
gllll = Ug“l‘ (A ® = 17 21 ¥ 8 ey n) (2)
The reciprocal elements g* and the determinant ¢ = | g4, | (which

we assume to be different from zero) then satisfy

. g =o-lgh ¢ =g 3)
The Christoffel symbols of the second kind, which we designate
by {:v} will satisfy the relation .

AV _ 4
{v“ } - {/41’} + 0u 6,* + 0, 6, — gy 0%, (4)
_where o =gMo# and o, = 5 5 log a?).

We assume that V, and V', are analytic so that g, and g’z
1) Zur Conformgeometrie, Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 88
(1935), pp. 281, 738, 1008.
2) Cf. Eisenhart, Riemannian Geometry, Princeton University
Press (1926), p. 89.



’

(and therefore o too) are continuous and have continuous derivatives
of all orders.

Let C be an analytic curve and C’ its transform. The unit

components of the tangent vectors, A;* and A'sy* respectively,
satisfy

Ayt = o= Agy* (%)

and we obtain by a direction computation that the components
of the principle normal (if defined) satisfy

Ky Noff = o= (ky dey* + 0, A1) Ay — 0¥), %) (6)
‘where k, and k’; are the first curvatures of C' and ¢’ respectively.
From equations (3) we have that ¢ = (¢’/g)V/» and therefore that
1 ¢ .,
Oy = 5-=—log (g'/g). M

If we eliminate o from (6) by means of (7) we obtain that C*#
defined by

1 . 0 3
Cr = gl {701 Aoy + 5 (9" — Ay Ayy") P log 9} (8)

is invariant under conformal transformations.

2. Henceforth we assume n» = 2. In this case there is a unique
direction normal to a given direction, and consequently we must
have

Nof =07ty  (r,s=1,2), 9
where the ambiguity in sign can be regarded as incorporated
in ¢~ itself. From (2) and (3) it then follows that

gV G e = g Aoy G (10)
and multiplying the right hand sides of (8) and (10) and contracting
we obtain that the expression I,, defined by

1 0
L=k + 5 of gz loga) (11)

is invariant under conformal transformations.
It will be convenient to write u” for 15" and simply A* for A;)
and
4 0
=9 =59
so that (11) may be written _
I, =gk + @ru'. ] (12)
'3) Cf. Modesitt, Some Singular Properties of Conformal

Transformations between Riemannian Spacés, Am. Journ. of
Math., 1938.’ ‘

51



Ny

We obtain a sequence of functions I, (x =1,2,3,...) from
(12) by differentiation with respect to the arc s of the given
curve and multiplication by ¢,

d

I“ — (pa_sla__l (a == 2, 3, 4, o ) (13)

and clearly I, is (for all values of x) invariant under conformal
transformations. We can readily obtain by means of the Frenet
equations that the values of I, for « = 2, 3 are given by

d
Iy=¢* b+ @oru 2, (14)

dz d .
L=dgah TWel Qb+ otm@p—2ink+ o

+ @ (Prat + @ Pers) AT A,

where @,.. 4 is obtained from ¢,  , by the formal process of
covariant differentiation with respect to the g's,

0 U
Prs = 3 Pr— Pups
ete.

We can prove by induction that I,, for an arbitrary value
of «, has an expansion of the following form

Ia — ‘pa ]C(a—l) + Ux (pa——-l @r Zr k(a-—2)
+ {ba ™2 (@A) + (Ca + 1) @* s 7 2° -+ @ pre u” it (16)
+ da (pa—l (p,/.tr k} ka—-—l + *

where a,, b,, ¢,, ds are the constants given by

ﬂ.=—;—(a—2)(cx+l), b,=%(a—l)(rx——2)(a—3)(3a+4),
1 L (17)
c,=ma.(zx+ 1) (x—4), d“———?}—!(a—&) (62— 4),

and the * represents a polynomial in A%, u", @, @, ..., @r,.
kE.E, ... K9,
We can prove further by induction by means of (13) that

 Pys

I, regarded as a function of ", &k, k', . . ., >~V is an odd function
of these variables taken together, that is .
Io(—u, —k,—k, .., —k* D)= —1,, kL,...*§kD),

3. Let Ci (i = 1, 2, 3) be three curves concurrent in a point P,
of the surface V,, and let A;* be the contravariant components
of their unit tangent vectors and y; of their unit normal vectors.
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Choose a positive direction of rotation about P, and let ©; be
the directed angle from ;i1 to pite.4)

Three directions at a point in two dimensions are necessarily
linearly dependent, and it follows directly that the coefficients
of dependence for the normal directions are the sines of their angles,
so that '

,u])' sin @1 —I— ,uz)' sin @2 + Us) sin @3 = 0. (18)

If we write (12) for each of the three curves and evaluate at
their common point P, multiply each of these three equations
by the corresponding sin ®; and add, the terms in 4 drop out by
virtue of (18) and we obtain

2I,sin® = ¢ Lksin O, (19)

The left hand side is invariant under conformal transformations
and the right under coordinate transformations. We have con-
sequently the following theorem:

If three curves C; on a surface are concurrent and
if K; are the values, at their common point, of their
(geodesic) curvatures and 6,, @,, O, the directed angles
. from the normals to Cy, C4, C; to the normals to C, C), C,

4 —
respectively, then Vg (ky sin @ + k, 8in @, + kysin @) is an
absolute conformal invariant. ‘

TLis theorem has a particularly simple geometric interpretation
in the Euclidean plane; if we assume that k,k,k; == 0, the sum
with which we are concerned differs by a factor from

RyRysin @, + R,R, sin 6, + R,R, sin 0,

where the R’s are the radii of curvature, reciprocals of the K's
and we observe that this expression represents the area of the
triangle formed by the three centers of curvature. In particular,
it thén follows that if the centers of curvature for a com-
mon point of three curves in the Euclidean plane are
collinear, they remain collinear under conformal trans-
formations of the plane into itself.

The above results can be extended by writing in place of (18)
the linear equations satisfied by the A5 and by the products A,.
Let us assume for the sake of definiteness that the positive direction

of rotation has been chosen so that the angle from ;) to u;)is + i;—

Then @, and — O, are the directed angles from u;) to ug) and ug
respectively and we have that

4) It is of course understood that by Hyy we mean u, g if b > 3.
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Mgy’ = e (cos @4 Ayy" + sin Oz uyy7),
Ay’ = P (cos Oy A3y — sin O, uyy"),
ugy = —sin Oy A1) + cos Oguyy",
/43)' = sin 02 11)' -+ cos @2 /ll)',
where e(€) is + 1 according as- Ag), ug) (4s), u3y) and Ay, w1y have
the same or opposite orientation.
It follows by direct computation, by means of (20), that

sin 91 }.1)' + e sin 62 12)' 4+ € sin @3 13)’ =0 (21)

(20)

- and, denoting by S the symmetric part, that is

S {sin 20, 43y p1)® + e sin 260, Ag)" ugy* + € sin @4 43)" us*} = 0. (22
) #1)

We can now write (14) for each of the three curves, multiply
each I, by the appropriate 4 sin 20 and add the three products.
The terms in Ax drop out by virtue of (22) leaving

I,M gin 20, 4 ¢ 1, sin 20, + & I,® sin 20; =
= @? (k'y sin 20, + e K’y sin 20, + € K'; sin 20,).
Hence we have the theorem:

1f three curves C; on a surface have a common point
and if &'; is the value there of the derivative of the
(geodesic) curvature of C; with respect to its arc, if 6
is the directed angle from the normal to Ciy1) to the
normal to Ci;2 and ¢ and € are + 1 (as above defined),
then Vg (£, 8in 260, + ek'ysin 260, + ek'y sin 20,) is invariant
under conformal maps of the surface.5)

4. In the determination of the curvature of a curve an
ambiguity may arise in the choice of sign. Let us assume that
we take the (geodesic) curvature as always non-negative and that
thereby a positive normal is determined in accordance with the
Frenet equations.®) If we introduce normal coordinates at P,
and find the expansion of the coordinates of the points of a curve
in a neighborhood of P, we see that the given curve and its positive
principal normal lie on the same side of the geodesic tangent at P,
to the curve. Hence if two curves are tangent and lie on the same
side of their common tangent geodesic they have the same principal
normal whereas if they lie on opposite sides of their common
tangent geodesic their normals are directed oppositely.

5) If a conformal transformation of ¥V, into itself interchanges C,
and C, and leaves C, invariant this and the preceding theorem reduce to
special theorems obtained by Kasner in the plane. Cf. Geometry of
Conformal Symmetry, Annals of Math., 2nd series, vol. 88 (1937)
pp. 876—877. :

%) See, for example, Eisenhart, 1. c., p. 1086.
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Suppose C, and C; are tangent to each other but not to C,
and that their tangent vectors have the same direction. Then e
and € of equations (20) will have the same or opposite signs
according as C, and C, lie on the same or opposite sides of their
common tangent geodesic.  But in either case sin @, = 0 and
gin 20, = —sin 20; while sin @, = T sin @;. The preceding
theorem reduces to the following special case:

4 ]

Vg (ky F k) and Vg (k'y F ¥'3) are absolute conformal
invariants of two tangent curves where the F is to be
taken according as the curves lie on the same or opposite
sides of their common tangent geodesic.

4

The derivation of the result that Vg (ky F k) and Vg (B'y F Fy)
are absolute conformal invariants was communicated to the
writer by Professor Hlavaty who obtained it by methods only
different from the above. Others have obtained somewhat similar
results.?) :

If two curves are tangent and have contact of order A > 1
either &, = ky, &'y = k'p, . . ., by®® = [,»=2 and they lie on the
same side of their common geodesic tangent so that the positive
direction of their normals coincide or k, =k,=k';=. . .=k =0
in which case the positive directions of their normals need not
coincide. It follows from (16) and the remarks in the paragraph
following (17) that the functions I, for x = 1, 2, ..., h — 1 formed
for one curve are equal, except possibly for sign, to the corresponding
functions for the other curve and that the functions Iy differ only
in the first term so that '

I = [® = qv" (lcl(""'” 4 kz("—")),

where the I sign is to be taken according as the normals coincide
or are oppositely directed. Hence we have the result:

4—
If two curves have contact of order &,|/gh (k,*—DF k1)
is an absolute conformal invariant.

Equations (14) yield one final result. If C' and €’ are two
curves intersecting orthogonally, the pairs of directions 1), .,

?) Cf. Kasner, Conformal Geometry, Proceedings, Fifth Int.
Cong. 2 (1912) p. 81; Ostrowski, BeriihrungsmaBe, nullwinklige
Kreisbogendreiecke und die Modulfigur, Jahresb. Deut. Math.-
Verein. 44 (1934) p. 656; and Kasner and Comenetz, Conformal Geo-
metry of Horn Angles, Proceedings, Nat. Ac. Sciences (Washington) 22
(1936) p. 303. These writers restrict themselves to conformal transforma-
tions of the Euclidean plane into itself and naturally find only the relative
invariants &, — k, and k’; — k’;. Comenetz, Conformal Geometry on
a Surface, Bull. Am. Math. Soc. 42 (1936) p. 806 extends the results of '
Kasner and Comenetz to surfaces and notes that (', — k’y)/(k, — ky)? is an
absolute invariant. . :
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for C and g, ,,) for C' differ at most in orientation. If they have
the same orientation .

Ay = = pg), ) = F Ao
whereas the signs are reversed if they have opposite orientation.

Writing equations (14) for each of the two curves and adding in
the first case, subtracting in the second gives the following theorem:

If two curves intersect orthogonally, Vg?(lc'1 + k') is
an absolute conformal invariant.8)

Institute for Advanced Study, Princeton, N. J., and Umverszty

of Illinois, Urbana, Illinois.
E

Konformni invarianty ve dvou dimensich I.
(Obsah ptfedeslého élanku.)

Autor nalézd algoritmus, kterym lze sestrojiti konformni
invarianty kfivek na plose rekurentnimi formulemi. To mu dovoluje,
mezi jinym, studovati konformni invarianty dvou kfivek na ploge,
jez v daném bodé maji styk libovolného radu.

*
Konforminvarianten in zwei Dimensionen I.
(Auszug aus dem vorstehenden Artikel.)

Der Verfasser findet einen Algorithmus, mit welchem es ge-
lingt, die Konforminvarianten der Kurven auf einer Flache durch
rekurrente Formeln anzugeben. Dies ermoglicht ihm, die Konform-
invarianten von zwei Kurven zu studieren, wenn sich diese
Kurven in einem Punkte in beliebiger Ordnung beriihren.

%) Kasner, Annals 1. c. p. 879 shows that in the plane the sign of
k’y + k4 is a conformal invariant of a general right angle. .
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Eine Bemerkung zur Gitterpunktichre.
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Eingegangen am 27. Januar 1940.)

Es seir > 4 ganz; S, sei die Menge aller Punkte a= (a‘?,...,a®)
mit a® >0, ...,a" > 0. FiraeS,, 2 > 0 sei Vs(z) das Volumen
des r-dimensionalen Ellipsoids aMu,2 + ... + a®u2 < 2, 4,(x) die
Anzahl der in diesem Ellipsoid liegenden Gitterpunkte (u,, . . ., %),

Pa(2) = Aa(@) — Va(@), Ma(x) = Pa(y) dy.
0

R, sei die Menge aller a € S, mit rationalen Koordinaten a®, ..., a®.
Fiir jedes a € S, sei 4, die Menge aller Werte von aMu,2 4 ...+ a®u,?
fiir ganzzahlige u,, ..., u,, sodaB ‘s keinen Haufungspunkt im
Endlichen besitzt. Es gilt: ) -

I. Fir jedes feste a ist Py(x) (und offenbar auch Mg(z)) als
Funktion von z in jedem Punkte x > 0 rechtsseitig stetig.

II. Ist b e S, und liegt xz, > 0 nicht in 45, so ist Pg(z,) als
Funktion von e im Punkte b stetig.

III. Sind > 0 und b e S, gegeben, so gibt es in §, eine
Umgebung U von b, sodafl P;(y) im Gebiet 0 < y < x, a e U be-
schrankt ist. C

IV. Ist a € R,, so sind alle Zahlen von A; rational.

V. My(z) ist bei festem x eine stetige Funktion von a.

I bis IV sind klar. V folgt so: ist z > 0, ay—> a, so ist die

Folge P,,(y) fiir 0 < y < « nach III gleichméBig beschriankt und

strebt nach II fiir fast alle y gegen Pa(y). Daraus folgt bekanntlich

JPow) dy— JP(y) dy.

VI. Es ist
.. Ma(x . M
lim i 552> 0, lim sup 2 < o )

1) V. Jarnik, Math. Zeitschr. 88 (1931), 62—84,

€asopis pro péetvvéni matematiky a fysiky. 5 < o7



und fiir r > 4 auch

| Pa(2) |

lim sup —- < 0<>,~2) — (2)
VII. Fir a e R, ist
ll;ﬂ :onf M,( 1) > 0Y) (3)
und fiir 7 > 4 auch
li:cn tf_anf f—f—(-—l <0< ]uil“sup i’( o ) (4)

VI1I. Es glbt eine Menge N,C §,, die alle Punkte von S,
mit Ausnahme einer Menge vom Mal} Null enthalt, sodaf fiir
Jedes a € N, gilt?)

: M, (x)
i SUP 2 (fog 2o+
Ich mochte nun auf eine in der Punktmengenlehre iibliche
Weise zeigen, dall es solche a gibt, fiir welche Py(x), M4(z) die
nach (1), (2) groBtmoglichen Schwankungen ,fast® erreichen
(rechnerische Beweise einiger verwandten Sétze liegen bereits vor):

Satz. Es ses r = 4 ganz, f(x)—~ oo fir x— oo. Dann gibt es
in S, eine Menge B mit folgenden Eigenschaften:

E,. Die Menge S, — B 1ist von erster Kategorie (in S,), also
e8t B nicht leer.

E,. Fir aeB gilt:

< oo. (5)

a(x) _ Ma(2)
¥1!’x;1=iup f(x) = oo, hm 1nf 2 (log 2"+ 5 f(z =0
und fir r > 4 auch
lim sup To)- f(a) = + e, lim inf Lo (a) =
z=0 g=0 X
Beweis. Fur k=1,2,... sei C; die Menge aller a€S,, zu

welchen es eine irrationale Zahl x und im Falle » > 4 noch zwei
weitere irrationale Zahlen ¢, » gibt mit

2> b, 22 y0)> ks

—:’i%(_t—Z—f(t)>lé;u>k P;,(ul flu) <—k.

%) V. Jarnik, Bull. Internat. de 1’Acad. des sciences de Bohéme,
1928, 1—10; oder V. Jarnik,” Math. Annalen 101 (1929), 136—146 und
V. Jarnik und A Walfisz,. Math -Zeitschr. 82 (1930), 162—160.

%) Z. B. V. Jarnik, Math. Zeitschr. 27 (1927), 154—160.

‘) V. Jamik, Math. Zeitschr. 83 (1931), 85—97.

t> k,




Weiter sei Dy die Menge aller a € S,, zu welchen es ein w mit
M, (w) 1
wi +1 (log w)3+3 f(w) = &
gibt. Jeder Punkt von R, ist nach I, (8), (4) ein Punkt von O}
und zwar nach II, IV, V ein innerer Punkt von Cj; jeder Punkt

von N, ist nach (5), V ein innerer Punkt von D;. Also (da R,, N,
dicht in 8, sind) enthalt Cy und ebenso D; eine in S, dichte offene

Menge. Setzt man B = H CxDy, also S,— B =Z (S — Cy) +
k=1 k=1

w> k,

-+ “2 (S — Dg), so sind S, — C, Sy— Dy, also auch S,— B von
¥=1

erster Kategorie. Weiter hat B offenbar die Eigenschaft E,.°)

Ich habe hier den Beweis dieses Satzes gegeben, da ich diesen
Satz in der Einleitung einer anderen Arbeit ohne Beweis ange-
tiihrt habe. In jener Arbeit habe ich folgenden Fall untersucht:

r=1 4 1y 1 = 6,7, > 6,6, > 0, a0y > 0, — irrational, (6)

aV = ... =d"n) =g, a®t) = =g =y, (7)

&
&

sodal} es sich um Ellipsoide

o (w4 oo w2+ o (U .+ uw) < x

handelt. Es seien % (v=1,2,...) die positiven Naherungsbriiche
?
von 2 und man setze
X

o B 1 . go+1mn\"

z = Min (r,, 7,), H(z) = %:"%'WMIH(I’(—T_) ),
wobei (bei festcm v) m bzw. # iiber alle positiven Teiler von p,
bzw. gy lauft. Und ich zeige: 2"—1 H(z) stellt M,(x) so genau dar,
daB :

e Ma(x) . Ma(x)

In einer dritten Arbeit untersuche ich P4(x) selbst und zeige
unter anderem (unter denselben Voraussetzungen (6), (7)): es

< oo.

%) In B liegen auch Punkte (a(V), ..., a(?), welche fiir keine ganz-
zahligen ¢o, ¢4, . . ., ¢, den Beziehungen a(‘)cl + ...+ a(')c, + ¢ =0,
|yl + ...+ ]c, | > 0 geniigen; denn die Punkte, welche irgendeiner

solchen Bedingung geniigen, bilden auch nur eine Menge erster Kategorie
(Vereinigungsmenge von abzéhlbar vielen Hyperebenen).
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_ seie>0,0< u<1; dann gilt fiir alle z, die groBer als eine nur
von 7y, ra, &;, Xy, €, u abhéngige Zahl sind: es ist

| Pa(2) | < atr—t+e [ H{(z)
und es gibt zwei Zahlen x;, x, mit por < 2, <z, pr < 2, < 2,
Pa(,) > aytr—1—* VH (@), Pa(ay) < — appr—1—|/H{z,).

Die verhaltnisméBig einfache Gestalt von H(x) erlaubt uns,
verschiedene Schliisse iiber ihren Verlauf zu machen; die Beweise
der angefiihrten Satze sind aber ziemlich kompliziert.

*
Poznamka k teorii m¥iZovyeh bodi.
(Obsah predeslého &lianku.)

A

Je-li 7 celé > 4, znadi-li Ps(z) obvykly miiZovy zbytek pro
x
elipsoid aWu,? + . .. + a®y? < =z, je-li déle [ Pa¥(y) dy = My()
0

a je-li kone¢né f(x) - + oo pro x > + oo, potom existuji systémy
a=(a®,... a") (a® > 0), jez maji vlastnost vytéenou v E,;
ony systémy, jeZ tuto vlastnost nemaji, tvoii dokonce pouze
mnozinu 1. kategorie.



CAST FYSIKALNI.

O L-serii prvka Ta, W a Pt.
Vielav Dolejiek (Praha) a Viktor Vransky (Sofia).

Podény vysledky studia L-serie Ta, W a Pt, za uZiti fokusaéni metody
Kunzlovy s plasticky deformovanym mosaikovym krystalem NaCl uZitym
na zéklad® vysledkh Badékovského o podmince pro vyloudeni vlivu
mosaiky. .

gl?:vé nalezené &ary nediagramové a nékteré quadrupolové klasifiko-
véany. Ukézéno, Ze na rozdil od K-serie, kde nebyly dosud nalezeny pfe-
chody 4l = Aj = 0, tyto pFechody v L-serii existuji a rovn&¥ prechody
l->14+3aj—>7+3.

Srovnénim nové nalezenych &ar nediagramovych s vysledky p¥ed-
chozimi ukézéno, %e pFi uZiti experimentdlniho uspo¥ddéni v této
préaci uvedeného bylo docileno takové svételnosti, Ze mez dokazatel-
nosti charakteristického zéfeni X-spekter je déna poviechnou ptirozenou
nedokonalosti krystald. Nedokonalosti krystalt je zpdsobovéano difusni
zafeni, které nelze rozeznat od zé¥eni charakteristického.

Podle klasické teorie X-zafeni jsou z moZnych piechodi mezi
energetickymi niveaux atomu dovoleny pouze ty, pro které jsou
splnény kvantové podminky:

41 RS
1131 j—>14 3
(| j—1

Jiz pfi pouziti metod s rovinn)’rm-krystalem byly nalezeny
nékteré &ary, které se shodovaly s hodnotami nedovolenych pie-
chodii, na pi. kvadrupolovych nebo nediagramovych.

Naproti tomu jiz v K-serii nékteré nedovolené ptechody, na p¥.
pfechod K—L;, aé byly usilovnd hleddny, nepodafilo se najiti.
Pomoc{ metod fokusaénich podafilo se sice najiti v K-serii kvadru-
polové &ary Kf, a Kp, a nékteré nové linie nediagramové, aviak
prechod K—Lj ani pfechody podobné K—M; a K—Nj ani kvadru-
polovy pifechod K—Nyr, vir nalezeny nebyly ani pfi uziti fokusag-
nich metod. V L-serii méfil Kaufman!) prvn{ znadny podet kvadru-
polovych &ar u tézkych prvka a také prvni podal jejich klasifikaci.

- 1) 8. Kaufman, Phys. Rev., 46 (1934), 385, Phys. Rev., 456 (1934),
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Kaufman nalezl tyto ¢ary metodou s rovinnym krystalem, pii
dem? jednotlivé exposice trvaly 10—30 hod., tedy za experimen-
talnich podminek velmi obtiZnych.

Pouzitim fokusaénich metod byl nalezen v L-serii tézkych
prvka podobné jako v K-serii dalsi poéet kvadrupolovych éar. Jsou
to zvlasté prace Cauchoisové,?) 3) Allaise,) Hulubeia®) a Paratta®)
pro prvky Re, Pt, Ra, Hg.

Témito pracemi byly u nékterych prvku ziskany skoro véechny
éary kvadrupolové a rovnéz iada novych nediagramovych &ar,
jichZz klasifikace v L-serii je pro jeji komplikovanost pfirozeng
velmi obtiZna. Zvlasté je patrna obtfZnost klasifikace z toho, Ze na
pi. L-serie W, kterd byla dosud méfena vice neZ 20 autory, neni
bezpeéné klasifikovana. Wolfram je méfen autory: Barnes,?) Hull
a Rice,8) Compton,?) Siegbahn %) Siegbahn a Friman 1) Gorton,!2)
Dershem,’?) Overn,’*) Duane a Patterson,®) Coster,'®) Hoyt,?)
Yoshida,!®) Auger a Dauvillier,!?) Rogers,2) Crofut,?!) Friman,?)
Jdei,?3) Kaufman 24)

Tantal byl dosud méfen autory: Moseley,®) Siegbahn a Fri-

3) Y. Cauchois, C. R., 201 (1935), 598.

8) Y. Cauchois, C. R., 200 (1935), 1314, C. R., 201 (1935), 598,
C. R., 204 (1937), 255, C. R., 206 (1938), 344.

4) Y. Cauchois et M. L. Allais, C. R., 200 (1935), 1314.

5) H. Hulubei, C. R., 208 (1936), 399, C. R., 208 (1936), 665, C. R.,
208 (1936), 542.

¢) L. Paratt, Phys. Rev., 54 (1938), 99.

7) J. Barnes, Phil. Mag., 30 (1915), 368.

8) A. W. Hull and M. Rice, J. Franklin Inst., 182 (1916), 403. "

) A.H. Compton, Phys. Rev., 7 (1916), 646 Phys. Rev., 7 (1916), 498.

10) M. Siegbahn, Verh. dtsch. physik Ges., 18 (1916), 39, Phys. Zs.,
14 (1919), 137.

11) M. Siegbahn und E. Friman, Ann. d. Phys., 49 (1916), 616.

12) W. S. Gorton, Phys. Rev., 7 (1916), 203.

18) E. Dershem, Phys. Rev., 11 (1918), 461.

14) 0. B. Overn, Phys. Rev., 14 (1919), 137.

15) Duane and R. A. Patterson, Phys. Rev., 15 (1920), 328, Phys.
Rev., 15 (1920), 526. v

1¢) D. Coster, Zs. f. Phys., 4 (1921), 178.

17) Hoyt, Phys. Rev., 18 (1921), 331.

18) U. Yoshida, Mem. Coll. Sci. Kyoto Imp. Univ., 4 (1921), 343.

19) P. Auger et A. Dauvillier, C. R., 176 (1923), 1297. :

39) J. S. Rogers, Proc. Cambridge phil. Soc., 21 (1923), 430.

31) O, B. Crofut, Phys. Rev., 24 (1924), 9.

) E. Friman, Zs. f. Phys., 89 (1926), 813.

2) §. Jdei, Sci. Rep. Tohoku Imp. Univ., 19 (1930), 559. :

#) §. Kaufman, Phys. Rev., 45 (1934), 385, Phys. Rev., 45 (1934), 613.

%) H. G. Moseley, Phil. Mag., 27 (1914), 703. .
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man,?) Hjalmar,2?) Coster,28) Auger a Dauvillier,??) Wenner10£ ,80)
Jdei,?!) Kaufman,®) Cauchoisova.33)

Platina je méfena dosud autory: Moseley,*) Slegbahn a Fn-
man,®) Siegbahn,®) Coster,3”) Dauvillier,3) Rogers,?®) Lang%)
Friman,4) Jdei,*?) Hoyt,*3) Kaufman,®) Cauchois.®)

A prévé L-serie wolframu neni dosud méfena Zadnou fokusaéni
metodou. Ve spektru W rizni autofi dasto méfili dary, které pozdéji
druzi autofi nezjistili, jak je patrno z tabulky 1 :

ES

Experimentdlni uspofddéani. Obecné lze ¥Fici, Ze pro
L-serii dosud bylo uZito fokusaéni metody Cauchoisové, ) ktera
nalezi do skupiny metod asymetrickych s fokusaci vertikalni.47) 48)

Fokusaéni metoda Kunzlova,t?)3) které bylo uZito v této
praci, podle . uvedeného rozdéleni patii do fokusaénich metod
symetrickych s vertikdlni fokusaci. Lze tedy v této symetrické
metodé pouziti mosaikovych krystalt, jak ukdzal Baskovsky,®)
pii éemz rozliSovaci mohutnost v takovém symetrickém usporadani
je stejnéd jako p¥i uziti ide4dlné dokonalych krystali. To bylo veri-
fikovano na ¢&afe Cu K« Badkovskym a Dolejskem®) za pouZiti
krystalu soli plasticky deformovaného, zpisobem, ktery vypraco-

26) M Slegbahn und M. Friman, Ann. d. Phys., 49 (1916), 616.
27) 'E. Hjalmar, Zs. f. Phys, 7 (1921), 314.
28) Coster, Zs. f. Phys., 6 (1921), 185.
29) P, Auger et A. Dauvillier, C. R., 176 (1923), 1297.
30) Wennerlof, Zs. f. Phys., 41 (1927), 524, Ark. f. Mat. Ast. o. Fysik,
22 (1930),-¢. 8.
31) 8. Jdei, Sci. Rep. Tohoku Imp. Univ., 19 (1930), 559.
32) 8. Kaufman, Phys. Rev., 45 (1934), 385, Phys. Rev., 45 (1934), 613.
33) Y. Cauchois, C. R., 202 (1936), 2068.
) H. G. I. Moseley, Phil. Mag., 27 (1914), 703.
3%) M. Siegbahn und E. Friman, Phys. Zs., 17 (1916), 17.
36) M. Siegbahn, Verh. dtsch. physik. Ges., 18 (1916), 150.
37) D. Coster, Zs. f. Phys., 4 (1921), 178, C. R., 112 (1921), 1176.
38) A. Dauvillier, C. R., 174 (1926), 443.
39) J. S. Rogers, Proc. Cambridge phil. Soc., 21 (1923), 430.
. 4) K. Lang, Ann. d. Phys., 75 (1924), 489.
‘1) E. Friman, Zs. f. Phys., 89 (1926), 813.
. %) 8. Jdei, Sci. Rep. Tohoku Imp Univ., 15 (1930), 559.
43) Hyot, Phys. Rev., 18 (1921),
4) §. Kaufman, Phys. Rev., 45(1934), 385, Phys. Rev., 46 (1934), 613.
45) Y. Cauchois, C. R., 201 (1935), 598.
46) Y. Cauchois, Journ. de Phys. et e Radium, 7 (1932), 320.
47) V. Dolejiek-M. Tayerle, C. R., 205 (1937), 605.
48) V. Dolejsek-M. Tayerle, Journ de Phys., 9 (1938), 465.
49) V, Kunzl, C. R., 201 (1935), 656.
© 80) V., Kunzl, Zs. f. Phys., 99 (1936), 481. :
51) J, M Baékovsky, Nat 141 (1938), 872. . ¢
‘”) J. M. Bagkovsky-V. Dole_]éek Cas. mmat. fys., 67 (1938), 211.
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vali Ba¢kovsky a Neprasova.5?) Krystal soli kamenné je proto velmi
vhodny ku zvySeni vykonnosti symetrické fokusaéni metody
Kunzlovy a skytd nové moznosti pro hlubsi studium spekter X.
V K-serii ukazali vykonnost takového uspofadani- Backovsky
a Neprasova pii studiu Mo. Souvislost idedlni mosaikové struktury
s reflekéni mohutnosti dana vztahem Aopp/R, = konst, kde
R, = reflekéni mohutnost krystalu v sym. metodé, Aomin =
idealni mosaika, jak bylo prokazano ve spoleéné praci Dolejdka.
Jahody, Jezka a Rozsivala,’) ukazuje, Ze bylo vyhodne]si pouziti
" misto krystalu NaCl na p¥. krystalu ZnS, ktery ma v symetrickém
uspofadani jesté vétsi reflekéni mohutnost nei krystal NaCl. Dosud
v tzk nenf vypracovina metoda pro deformaci tohoto krystalu,
7e nelze jej zatim pro fokusaéni metody pouzm Vykonnost
uvedeného uspofadani byla takové, Ze na pr. p¥i studiu Ta vy-
+ stoupily, jako znediSténina Ta, vsechny dosud méfené iry Os:
&y &g, Py, Ps, Ba @ P (jak znamo spektrum Os Ize velmi tézko ziskat
a dalsf dary, znamé u sousednich prvki v L-serii, u Os zndmy dosud
nejsou). Vinové délky nami mé¥ené u Os udava tabulka 1.

Vzhledem k uvedené vysoké vykonnosti metody ukazalo se
nutnym ziskati co mozno nejdistsi spektra. To se zatim podafilo
u zkoumanych prvka Ta, W a Pt tim, Ze kromé normalnich nej-
pedlivéjsich opatieni bylo pouzito katod ze stejného materidlu jako .
antikatody zkoumanych latek (u Wa, Ta).®) Pii studiu Pt bylo
pouzito jako piimo Zhavené katody molybdenové spiraly. Data
o specifické emisi byla pouzita z knihy Espe a Knoll.*)

Vysledky. S timto uspofddénim u uvedenych prvki Ta,
W, Pt, obdrzeny byly vSechny ¢ary dosud méfené a fada novych
¢ar, jak kvadrupolovych, tak zvlasté nediagramovych. Prehled
obdrzenych vysledki je uveden v tabulkach 2, 3, 4, 5, 6, 7 a 8.

U kazdého prvku byly ziskdny minimalné 4 serie snimki téhoz
oboru a to s riznymi krystaly NaCl. Hodnoty pro dipolové dary
neuddvame, byly v3ak viechny proméfeny za tudelem vyloudeni
riznych koincidenci.

U Ta objevily se jako zneéisténiny éary niklu, ktery patrné
-zbyl ze sintrovéni Ta, dale éary Os, Cu, Fe, Zn. U W objevily se
éary téchto prvki rovnéi a na sary prvku Os a Fe. U Pt objevily
se ¢ary Cu, Zn a Ir a dary K-serie Mo. Vétsmou jich bylo pouzito
jako &ar referentmch pro klasifikaci.

) J. M. Badkovsky a M, Neprafova, Cas. mat. fys, 87 (1938), 176.

8) Dolejlek, Jahoda., JeZek, Rozsival, Nature, 142 (1938), 253.

88) Zajimavé je, %e tantalové katody se osvédéily jako velmi vhodné
a zdé& se, Ze pfitomnost tantalového karbidu na povrchu spirély znatnd
zvySuje emisi, a také Zivotni doba tantalovych spirdl byla stejn® dlouha
jako wolframovyeh.

%) W. Espe und M. Knoll, Werkstoffkunde der Hochvakuumtechnik,

Berlm 1936.
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Tabulka é&is. 1.
Pritomnost osmia v tantalu.
MgéFeni nékterych dar osmia.~ |

} |
€ | Vinovadélka, | g ad |
£ difusnost, in- | . ° Vv -~ Disperse | 4A Niveau
s tensita | s m. m.
% |
i | na06 (1) oy | 407 7,18 | 50 |LimOrv, v—
| ; (Y1) f
h | 11405 (1) | oy, | +07 6,96 4,9 | —éra B,
‘ (Y172)
Ste. | 11406 (1) no ,
|
ITf 1165,0 d (1) vs | +07 7,73 5,4 | LitNv—
§ (71ys) —<éra f,
II"g| 11655 d (1) vs 1 —0,7 6,96 4,9 |
! (y175) i i
T'h 1164,6 (1) vs |1 —0,85 682 - 58
] (Y175) -
ITh | 1164,5 d (1) vs  —0,8 7,32 59
(7175) i
IV’h | 1166,3 d (1) vs  —05 8,29 4,1 |
i (717s5) \
Sté. | 1165,2 d (1) s i
m | 11763 (1) vs | +08 | 7,42 5,5 | LiMm—
| (75Ps) 1 —tara fy
II1"g| 1176,3 (1) Vs 40,85 | 6,96 5,9
f (71%5) b
T'h 1175,9 (1) s +08 | 6,82 5,5
. !
| (7aps)
Ith | 1176,3 (1) s +08 | 7,38 | 59
(vsBs) | !
IV’h | 1176,9 (1) Vs +0,8 8,08 | 6,5
(v585) i
Str. | 11763 (1) s |
| IIf 1193,4 d (2) s +3,1 7,42 23,0 | LuMiv—
, (7sBs) —&ara
II"g| 1194,8 d (2) s +3,5 6,96 24,4
(717s)
I'h 1194,2 d (2) Vs +3,5 6,82 23,8
(v175)
IV’h | 1193,8 d (1) s +2,9 8,08 23,4
(vsBs)
Stk | 1194,2 d (2) Vs
e | 12145 () Bs | +52 7,44 | 38,6 | LiMo—
(?uﬂp) —<déra B,
II'h | 12139 (1) Bs +52 | . 7,65 39,2
(vsby) )
IV’h | 1214,3 (1) Bs | +4.8 8,08 38,8
(¥58s)
Sté. | 12142 (1) Bs




§ | Vinovadélka, | o Ad
8 difusnost, in- | ¥o - v Disperse | A Niveau
u‘:) tensita m. m.
v | 13994 (1) | CuXp, | +1,35 - 842 . 10,0 | LirMiv—
| , Cu
vrg | 14001 (1) | CuKg, | +1,25 (;; C5Kﬂl 10,7 | —dhra oy
! , bu
VIg | 13995 (1) | CuKp,  +125 (5‘ CoKﬂ’) 10,1
, u
VIg| 13994 (1) | CukKp | +115 ﬂ‘ CvKﬁ‘ 10,0
! , bu
voh | 13993 (1) | CuKB, | +1,05| © 9,44 Ay
; (Bs Cu KB,)
Str. | 13996 (1)  CuKp, |

Tabulka &. 2.
Kvadrupolové &ary u L-serie tantalu.
Stfedni hodnoty. '

Niveau 4, dif. int. If{)f B ViR Cizi m&Feni
LMy 1079,0 (1) |660,6|660,8 | 25,71 -
LiN1 11148 (2) |818,6|817.8 | 28,60 [1114,8 — Kaufman
LiNtv,v | 1081,3 d (4) |843,0| 8428 20,03(1079.7
!

10812 Kaufman
LiNvi, vii 1065,0 d (1) | 858,5| 855,7| 29,25 1066,3 — Kaufman

LiO1 1065,0 d (1) | 855,2| 855,7 | 29,25 (1066,3 — Kaufman
LiO1v, v 1068,8 (2) | 860,7 | 858,7| 29,30 (1059,6 — Kaufman
'LyMix 1427,8 (1) | 638,5| 638,2 | 25,26 —
LM 1383,7° (2) .{658,6| 658,6| 25,66 1383,2 — Auger a

Dauvillier
LiMyv 1315,1 (1) |692,5|692,9]| 26,33 |1316,3 — Kaufman
LNt 1161,2 (2) |[786,1|784,8| 28,01 —
LNt 1152,3 (3) |790,5]790,5| 28,12 (1152,5 — Kaufman
LMy — vehm blizko u — 1135, 58

LnNvy vir | 1114,3  (2) | 818,8| 817,8 28,60 -
Ly1Om, 111 1114,3 (2) |817,4|817,8 28,60 1114,8 — Kaufman

LN 1315,1 (1) | 693,5|692,9] 26,33 |1313,5 — Kaufman
LNz . — velmi blizko u — 1304,19
LirOrr, mx 1260,0 (1) | 724,8]| 723,2]| 26,89 (1261,3 — Auger a

. Dauvillier

1257,6 — Kaufman

¢ " Jak je patrno z tabulky 3, pokud se ty¢e kvadrupolovych
¢ar Ta, byly v této préci nalezeny chybgjici kvadrupolové prechody

' LyNi—LiMy, LpNyg— a LNy v,



Tabulka &. 3.
Jiskrové Gary u L-serie tantalu.

St¥edni hodnoty.

Vinové délka

dit.. int. /R V»/R Cizi m&feni
1069,5 d (1) | 852,1 | 29,19 —
1090,6 d (1) | 835,6 | 28,91 —
1109,4 (1) | 821,4 | 28,36 —
1115,8 (2) | 816,7 | 28,58 —
1129,4 (3) | 806,9 | 28,41 | 1129,0 — Auger

a Dauvillier
1129,56 — Kaufman

11456 (2) | 7956 | 28,20

1173,4 (2) | 776,6 | 27,87 —
1179,6 (1) | 772,4 | 27,79 —
1204,4 (0) | 756,6 | 27,51 —
1209,2 d (1) | 754,8 | 27,45 —
1240,0 (1) | 7345 | 27,11 —
12651 (0) | 720,3 | 26,84 o
1272,9 (1) | 7159 | 27,76 | 1273,3 — Kaufman
12756 (3) | 714,86 | 26,73 | 1275,2 — Kaufman
1355,3°d (1) | 672,4 | 25,93 —
1364,0 (1) | 668,1 | 25,85 —
1369,8 (1) | 6652 | 2579 —
1445,6 (1) | 630,37 | 25,11 —
1457,4 (1) | 6253 | 25,01 _
1557,8 (1) | 5850 | 24,19 —
1565,7 d (1) | 582,0 | 24,13 —
1653,9 (1) | 551,0 | 23,47 e
1663,7 (1) | 547,7 | 23,40 —

¢imz byly nalezeny viechny kvadrupolové piechody u tohoto
prvku. ,

U W, kde jiz'rovinnym krystalem byl méfen znaény pocet
kvadrupolovych 8ar, oviem riznymi autory, nalezli jsme v této
praci vSechny hodnoty jiz diive méfené a vedle Fady novych
diagramovych &ar, o nichZ se zminime aZ pozdé&ji, nalezli jsme novy
kvadrupolovy pfechod L;—O;. Pfechody L;—N; a Ly—Nn
" nemohli jsme rozlifiti od normélnich dipolovych prechod#, prvy
od Li—Og,m a druhy od Ly—My. Naproti tomu nemohli jsme
najiti chybéjici pfechod Ly—Ny. U Pt, kde méfeni Kaufmanovo
bylo doplnéno métenim pomoci fokusadéni metody Cauchoisové®?).
nebyly dosud méfeny t¥i otekdvané pfechody kvadrupolové a sice
Liy—My, Li—My a Lir—Ny, které viechny jsme nalezli v této

87) Y. Cauchois, C. R., 201 (1935), 598.
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Tabulka ¢. 4.

Kvadrupolové 8ary u L-serie wolframu.

Stf¥edni hodnoty.

Niveau 2, dif., int. g{) lg z;{g Vv/R Cizi méfeni
LiM1 1335,0 d (2) | 683,5| 682,7| 26,13 | 1336,6 — Dershem
1334,4 — Dauvillier
1335,9 — Kaufman
LiNT 1075,0 dd (2) | 847,5| 847,7| 29,12| 1070,5 — Dershem
1074,8 — Crofut
1075,2 — Jdei
1075,1 — Kaufman
LiNv 1044,2 (3) | 872,11 872,7| 29,64| 1044 — Overn
1 1043,9 — Dauvillier
1043,8 — Rogers
1044,4 — Crofut
1043,7 — Jdei
1044,4 — Kaufman
LINv 1042,8 (4) | 873,2| 873,9| 29,56 1044 — Overn
1043,9 — Dauvillier
1043,8 — Rogers
] 1044,4 — Crofut
1043,7 — Jdei -
1043,5 — Kaufman
LiNvr. vii — velmi blizko u — 1026,2
Li01 1030,4 (1) | 884,4| 884,4 | 29,74 —
LiO1v, v 1022,8 (2) | 890,8| 891,0 29,85| 1023,0 — Kaufman
LM 1381,0 (1) | 660,6 | 659,9 | 25,69 | 1373,5 — Rogers
LM 1335,0 d (2) | 682,4| 682,7| 26,13| 1336,6 — Compton
. 1334,4 — Dauvillier
1335,9 — Kaufman
%ng’lv 1269,1 dd (1) | 717,0| 718,1| 26,80| 1270,2 — Kaufman
TINII = = —_ —_ — .
LuN1r 1112,3 d (2) | 818,1| 819,3| 28,62 1113 — Barnes
1113,8 — Rogers
LpNv 1090,3 (3) | 832,3 | 835,8| 28,91| 1095 — De Broglie
1088,7 — Dauvillier
1086,2 — Rogers
LuNvr, viz| 1075,0 dd (2) | 847,9| 847,7| 29,12| 1074,8 — Crofut
. 1075,2 — Jdei
1075,1 — Kaufman
LN 1269,1 dd (1) | 715,3 | 718,1| 26,80 | 1270,2 — Kaufman
LmNm 1269,1 dd (1) | 719,6| 718,1| 26,80 | 1264,6 — Kaufman
-LmOnr, mx | 1217,5 (2) | 748,8 | 748,5| 27,36 | 1218,6 — Kaufman

Na zaklad® nagich vysledki mozno Fici, Ze pro uvedené prvky

skuteénd existuji v L-serii viechny pifechody mezi jednotlivymi
energetickymi niveaux a to i takové prechody kvadrupolové, které

se v K-serii nevyskytuji. U W, Ta, Pt nalezené linky odpovidaji

" prechodim
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" Tabulka &. 5
Jiskrové ¢ary u L-serie wolframu.
St¥edni hodnoty.

Vinova délka »/R Vi'_/l—%

BN izi méfFeni
dif., int. X

1050,7 (1) | 867,3 | 29,45 —
1082,1 d (2) | 8421 | 29,02 | 1080 — Jdei
11342 d (1) | 8034 | 28,34 —
1141,9  (0) | 798,0 | 28,25 ! -
\
\

1173,4 (0) 766,6 | 27,87
1176,1 (2) 774,8 27,84
1188,7 (0) 766,6 27,69
1194,9 (1) 762,6 27,62 1193 7— Ixaufmann
-1205,7  (3) | 752,3 27,42

1227.3  (2) 742,5 27,25 .| 1221 —De Broglie

. 1224,4 — Dauvillier

11230 — Rogers

| 1228,0 — Kaufmann
12355 (6) | 737,6 | 27,16 1235 — Overn

{ 1235,4 — Coster
11236 — Hoyt
|

1177,3 — Dershem

1235,8 — Yoshida
| 1236,0 — Dauvillier
. 1235,5 — Rogers
' 1236,4 — Crofut
| 1235 8 — Jdei
1 1236,1 — Kaufmann
1310,4 d (0) | 695,9 26,38 |1312 — Barnes
1320,9 (0) | 689,9 26,27 | 1321,2 — Rogers
1409,0 (1) | 646,8 | 2543 —
1450,9 (3) | 628,3 25,07 | 1450,3 — Rogers
15013 (1) | 607,0 | 2664 | -
1515,3 (1) 601,4 24,52 |

1+ 3 j+3
Tk 2 j+2
11 1+ 1 j>{j+1
l J
1 j—1

Kromé prechodt I -1+ 3 a j— j + 3. jichZ existence v K-serii.
neni dosud jistd a které se v L-serii objevuji, vyskytuji se tedy
v L-serii ur¢ité v K-serii marn& hledané piechody typu K—Xjy
pro né&z Al = Aj = 0.

Regulérni dublety tvo¥i tyto nalezené kvadrupolové-&éry:

Ll:!Mn—t LyMmr—s. LyMyv—2,;, LnNn—LmNn. NuNpnr—Lm N
-Lan*ﬂz, LiNvr.vi—NmNvr.vm LiOmmr—LaOmn.
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Tabulka é. 6.

Kvadrupolové &4ry u L-serie platiny.
Stfedni hodnoty.

Niveau | A, dif., int. ;{fg_ JE VTR Cizi mdfent
LiMi 1171,6 (1) | 779,3| 777,8| 27,89 | 1175 — Cauchois
LiN1 9940,9 (0,5) | 969,0| 968,5| 31,12 9944,6 — Rogers

943,7 — Cauchois
LiN1v, v 912,6 (3) | 999,0| 998,5| 31,60 912,2 — Kaufman
LiNvr, vix 900,2 (1) {1012,9(1012,3 | 31,82| 897,3 — Cauchois
L1Ox 900,2 (1) |1014,9(1012,3 | 31,82 897,83 — Cauchois
LiO1v, v 892,1 (2) (1021,3{1021,5( 31,96 | 891,4 — Kaufman
. 89,6 — Cauchois
- 892,5
LiMix 1207,4 (1) | 754,8| 764,7| 27,46 —
LM 1162,6 (1) | 782,8| 783,8|28,00| 1164,6 — Kaufman
1164,3 — Cauchois
LMy 1109,3 (0,56) | 821,4| 821,5| 28,66 —
LuN 980,0 (2) | 932,71 929,9| 30,49| 980,56 — Cauchois
LuaNm 969,4 (1) | 939,4| 940,1| 30,65| 969,9 — Kaufman
969,78 — Cauchois
LNy 959,1 (1) | 954,8| 950,1| 30,82 —
LgNvy, vim| 960,7 (1) | 972,2| 972,9(31,19| 967,2 — Dauvillier
937,46 — Cauchois
LuOir, 1 936,7 (1) | 973,4| 972,9|31,19| 937,2 — Kaufman
937,46 — Cauchois
LN 1131,2 (2) | 806,9( 805,6|28,38| 1129,1 — Kaufman
LNz 1121,7 (0) | 813,6( 812,4( 28,60 1120,1 — Kaufman
1 LmxOm, 1x | 1076,2 (3) | 847,6| 847,8(29,10| 1075,2 — Rogers
1077 — Hoyt
1076,3 — Kaufman
1073,09

Irregulerni dublety tvoii tyto &éary:

LiMi—n, B¢—LuMn, fs—LuMm, fy—LmMy, LiNi—ys,

ye—LnNn, ys—LuNm, LiNiv—y,;, LiNy—LnNy,
LiNvr,yi—LnNvi v, LiOr—ys, y4—LnOmmr, LuOwv,v—ys.
Jak je v8ak z uvedenych tabulek patrno, byla u téchto prvka
méfena hlavné velkd Fada &ar nediagramovenych. Klasifikaci
nékterych dar nediagramovych a to Lf'y, Bs—pB.Y1, 91, ¥'s, ¥"s podali
Richtmayer a Kaufman.58) ’ :
Nékteré z téchto éar byly méfeny u tézkych prvki fokusaéni
metodou. A to pro at. 6. 88 Hulubei®®) a pro at. ¢. 68, 70, 71, 73,
75, 78 a 80 Cauchoisovou.®) Pro Pt mérili jsme v této praci viechny
88) F. K. Richtmayer and 8. Kaufman, Phys. Rev., 44 (1933), 605.
5) H. Hulubei, C. R., 208 (1936), 665.

%) Y. Cauchois, C. R., 208 (1936), 398, C. R., 202 (1938), 2068,
C. R., 204 (1937), 255, C. R., 201 (1935), 598, C. R., 200 (1935), 1314,
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Tabulka &. 7.
Jiskrové ¢éary u L-serie platiny.
Stfedni hodnoty.

4 int. dif. /R VR Cizi méfeni

\\

905,8 d (1) | 1006,11 | 31,72 —
922,2 (1) 988,2 31,44 922,9 — Kaufman
946,3 (1) | 963,1 31,03 —
950,5 (1) 958,7 30,96 950,3 — Dauvillier
966,0 (1) | 943,3 | 30,71
992,7 (1) 918,0 30,30
999,6 (1) 911,6 30,19
1006,5 (1) 905,4 30,09 .
1011,3 (1) 901,1 - 30,01
1014,2 (1) 898,6 29,98
1030,7 (1) 884,1 29,73
1036,8 (1) 878,9 29,65
1047,8 (1) 869,7 29,49
1049,2 (1) 868,5 29,47 —
1055,5 (2) 863,4 29,38 | 1053 — Hoyt
1057,0 — Cauchois
1061,9 (1) 858,2 29,30 iggg:(l) — Koutman
‘ 1064,0 — Cauchois
1064,1 (2) | 856,4 | 29,06 |1063,1 — Dauvillier
1065,7 — Kaufman
1065,7 — Cauchois
1080,7 (8) 843,5 29,04 |1080,3 — Rogers
10843,7 (1) 839,4 28,97 1085,8 — Cauchois
1087,8 (1) 8317,7 28,94 |1087,8 — Kaufman
1092,8 (8) 833,9 28,88 |1092,6 — Kaufman
1092,9 — Cauchois
1094,8 (10) 832,4 28,85 |1092,8 — Coster
1094,1 — Dauvillier
1093,6 — Rogers
1094,4 — Jdei
1094,2 — Kaufman

1094,4 — Cauchois
1149,4 (2) | 792,8 | 28,16 —
1171,6 (1)°| 777,9 | 27,89 |1175 — Cauchois
1183,1 d (1) 770,3 27,75
1211,8 (1) 762,0 27,42
1230,5 (1) | 740,6 | 27.21
12351 (1) | 737,8 | 27.16
1249,6 d (1) | 729,3 | 27.01
1254,1 (1)- 726,6 26,96
1266,5 (1) 719,6 26,82
1297,8 (1) | 702,1 | 26,50
1302,3 (1) | 6998 | 26.45 =
1305,2 (4) 698,2 26,42 | 1303,8 — Coster

1304,9 — Daauvillier
1444,9 (1) 630,7 25,11 —
1471,1 (1) 619,5 24,89 —
1473,6 (1) 618.4 24,87 —

FEETET

FEETETT

-
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Tabulka &is. 8.

Dipolové a kvadrupolové

Wolfram-serie.

Niveau 1) 2) 3) 4y | 3) 6) 7) 8)
LiM1 — — 11336,6| — — —_ — —
LiMn 1296 | 1300 | 1298,6 | 1296 | 1292 | 1297,7 | 1298,7 | 1298
LiMinx 1258 | 1260 | 1260,2 | 1258 | 1256 | 1256,6 | 1260,0 | 1259
LiMiv — — — — — 11209,8| — 1209
LiMvy — — — — — — | 1203,1| 1202
LiN1 — — e — — 11070,5| — —
LiNx s 1065 | 1065,3 | 1064 | —— | 1064,8|1065,8| 1065
LN — | — |1058,4| 1058 | 1057 | 1058,7.| 1059,7 | 1059
LiNiv = s — = = e 1044
LiNv — | — — — | — |1042,7| — | 1044
LiNvr, vit = = — == ||l == s ==c ==
L101 — [ == = = || == e — ==
L1011, 111 — 1033 [ 1025,1| — | 1025 |1025,3|1026,5| 1026~
LiPL, 11 = | = == = | == == = S
LitM1 — ] — | — | — | — |14168|1417,7| —
LM = | = = = || = = = =
LM — — [ 1336,6 | — — — — -
LuMrv 1277 | 1280 | 1279,2| 1278 | 1275 | 1278,4 | 1279,2 | 1279
IAHMV - R I — — - - e
LuN1 — | — | — | — | — |1129,7]1128,4! 1130
LuNn — — — i | — — —
LN 1113 | — — — — — — —
LuNiv 1082 | 1100 | 1096,5 | 1095 | 1094 | 1095,3 | 1095,5 | 1096
LiNv o | am | ] — =T — | 1095
LnNvr, vix — | = — = — " — —
153 {0) — — — — — — — 1079
LuOm, m ==l == —= =l = s == =
LiPr, i1 — | 1073 — — — — — 1072
LmMi — — -—  |1677,1] — — 1675,1| —
LMo — — — — — — — —
LimMm = [ == == e )l e ~= — ==
LinMrv- — | 1480 | 1484,6 | 1481 | 1476 | 1482,8 | 1484,5| 1483
LMy 1477 | 1468 | 1473,6 | 1471 | 1466 | 1472,2 | 1473,5 | 1473
LmuN1 — | — | — | — |12831286,8|1287,1| 1287
LmNn = 1 — == =i — — — =
LinNm —_— - — — — - ~— —_
LioNiv == | = == o o == =
LmNv — | 1242 | 1242 | 1241 | 1237 | 1241,6 | 1241,9| 1243
LmiNvy, vix — | — o= = == oo - ==
LmO1 — | — |1218,7| — | — |1220,2]|1220,5| 1221
LmiOn1, 11 —liN= — = il == == o= =
LmrPr, o —— — == — — — {1211,8( 1213

SRS RPUNEY (RSN DRI I R — | 1080
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a jiskrové &ary.

‘Wolfram-serie.

9) 10) {11)] 12) | 13) | 14) 15) | 16)%) 17) | 18)
—_ ] — — — |1334,4] — — — —_ 1335,0
1298,9 — — (1297,7/1298,5| 1298,7 |1292,8| 1298,79( 1298,79| 1298,79|
1260,5 — — 11259,5|1259,8(1260,1 |1260,2|1259,92(1259,92( 1259,9
— — (1209| — |1210,6] — 1209,9f — 1209,6 |1209,27
1204,4 — (1201]1201,0(1203,4| 1202,1 ({1202,7|1202,5 |1202,3 |1202,3
—_— — — — —_ —_ 1074,8) — 1075,2 |1075,0
1065,9 |1065,8| — [1064,8/1065,6|1065,0 |1065,9| 1065,88| 1065,88| 1065,88|
1059,9 — — [1058,5|1059,2| 1059,0 [1059,9| 1059,87| 1059,87| 1059,87
— — —_ — |1043,9/1043,3 (1044,4] — 1043,7 [1044,2
— — — — |1043,9({1043,3 (1044,4] — 1043,7 [1042,8
— | — =] = | =] = | =] = — |1026,2 |
—_ —_ — — — — — — — 1030,4
1026,4 — — (1025,1{1026,2(1025,6 |1026,6|1025,8 | 1025,8 |1026,21
— — - — — — — — — 1022,8
1418,1 — — |1414,3| — |[1417,3 | 1418 | 1418,1 |1418,1 |1418,33]
—_— — — — |1373,5 — —_ — 1381,0
—_ — —_ — |1334,4] — — — — 1335,0
1273,34| — — |1279,2/1278,8| 1279,05|1279,3| 1279,17( 1279,17( 1279,17
— — — — — — —_ — — 1269,1
— — — (1128,8({1128,8/1129,2 [1129,9] — 1129,8 [1129,66
— — — — — |[1113,8 — — — 1112,3
1096,44] — — |1096,2(1095,5| 1095,53{1096,4| 1096,30| 1096,30| 1096,30]
— —_ — — - |1088,7| 1086,2 — —_ — 1090,3
—_ — - — — — 1074,8] — 1075,2 [ 1075,0
—_— — — — |1078,5/1078,0 (1078,6f — 1079,1 [ 1078,80) |
— — — — — — 1074,8) — 1075,2 (1076,0
— 1072,0) — (1071,1{1072,1|1071,5 |1072,3] — 1072,1 |1072,23
— 1676,2| — — — —_— — 11675,0 [1675,0 |1675,0
— — — — |(1621,6] — —_ — — 1621,4
— — —- — 11561,0f, — — — — 1559,6
1484.,4 — — |1484,56] — |1484,3 |1484,4|1484,38| 1484,38| 1484,38,
-1 1473,565| — — |1474,0) — |[1473,27(1473,3|1473,36|1473,36| 1473,3
—_ — — (1287,6/1288,3| 1287,6 |1287,5|1287,0 |1287,0 |1287,38
— — — — — — —_ — —_ 1269,1
. — — —_ — — — — — —_ 1269,1
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Pokradovani tab. 8.
‘Wolfram-serie.

~

Niveau 1) | 2 3 4) | 5) 6) 7) 8)
1177,3 _
1221
1235
1254

NRRRRREINRRREN
NRRURRNRRARREN
NERRRRRRRRNRRY
EERRERRRRRRRRY
NERRRRERRARREN
RERRERRERRREE

RERRRRRNRRRERE

LEETTTT

|

1) Barnes 1915 — 2) Hull a Rice 1916 — 3) Compton 1916 —
4) Siegbahn a Friman; Sieghahn 1916 — 5) Gorton 1916 — 6) Dershem
1918 — 7) Siegbahn 1919 — 8) Overn 1919 — 9) Duane a Patterson 1920

uvedené &ary, jak je patrno z tabulky ¢. 1, a nové &aru g,VII, kterd
pro tento prvek dosud méfena nebyla. Nemohli jsme rozlisiti éary
y'1 a 9’ pro priliSnou preexposici hlavnich dar. Rovnéz pro W jsme
nemohli oddélit ¢aru B,Y od dary fy. U Ta a W rovnéz jsme nemé¥ili
garu 9, naproti tomu »", byla méfena u viech 3 prvka.

Piehled téchto nami nalezenych éar podava diagram. V dia-
gramu je ud¢inén pokus o ukazani, Ze tyto dary vyhovuji u studo-
vanych prvka Moseleyovu zakonu. Nékteré z téchto ¢ar mohou se
piifadit jako satelity k daram p, nebo y,, nékteré jako satelity
ke y; a By, jiné ke B,, B, a koneéné lze nékteré oznadit jako satelity o
a ] dar. Takové prifazeni lze nejlépe provésti u dar f'y a p”,, které
u viech t¥i prvka Ta, W a Pt vyhovuji v mezich pfesnosti Mosg-
leyovu zdkonu. U W hodnota &ary B’y souhlasi s darou, kterou jiz
diive nalezl pro tento prvek Dershem (loc. cit.), ktera vSak ne-
mohla byt difve klasifikovana; ponévadz u jinych prvku az dosud
méfena nebyla.

Grafické znazornéni Moseleyho zakona pro &ary f'y a B4 pro-
bihé paralelné s grafem pro &aru f§,X, ktery vSak protind skupinu
grafi pro satelity &ary y, a y, a proto éara g,X byla pfifazena
- k 8a¥e B, Cara B,X u Ta vitbec méfena nebyla. Pro Pt souhlasi
hodnota této &ary s &arou, kterou d¥fve nalezli Cauchoisové
& Kaufman. T¥i trabanty dary g, spliiujf Moseleytv zikon tplné
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Pokradovéani tab. 8.
Wolfram-serie.
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— 10) Coster 1921 — 11) Hoyt 1921 — 12) Yoshida 1921 — 13) Dauvillier
1922 — 14) Rogers 1923 — 15) Crofut 1924 — 16) Friman 1926 — 17) Jdei
1929 — 18) DolejSek-Vransky 1939.

*) Hodnoty pfesného méfeni Frimanova vyznadené dvéma desetinnymi
misty jsou prejaty.Jdeim (17) i nami (18) j:io referentni &éry.

stejné jako trabanty éary f,. S vyjimkou gy, u W, kterou jiz roku
1916 méfil Barnes, viechny ostatni ¢ary aZ dosud méfeny nebyly.
Tato klasifikace je naprosto bezpetna. Z trabantd &ary y, je zaji-
mavs 8ara ygX, kterd tvoii pro tyto 3 prvky s &arou 8"y irregulerni
dublet, jak plyne z Moseleyho grafu. Grafy pro ostatni trabanty
&ary yg nejsou paralelni s grafem pro ¢aru yX, nybrz protinaji jej
a jsou paralelnis grafy trabantii éary y,. U W nebyla éara % pivodné
v této prici nalezena a teprve po piifazeni pomoci Moseleyho
zékona byla hledana. Nebyla v8ak nalezena. Hodnota trabantu yg*
pro W souhlasi s hodnotou, kterou d¥ive nalezl pro tento prvek
Jdei. Cara y¢ u Ta byla hledédna a nalezena dodatednd a% pii
klasifikaci novych nediagramovych &ar. Z trabantd &iry p, je
zajimava d&ara 'y, kterou Kklasifikoval jiz diive Kaufman jako
¢aru 9',. Tuto ¢aru jsme viak nenalezli ani u jednoho ze zkouma-
nych prvku. (Patrné u té&chto prvka je y’, p¥ili§ blizko u y, nebo y,.)

Na kratsi strané éary «, méfili jsme trabanty « a «; Hod-
nota «¢ pro W byla hledana a nalezena dodate&n&. Z téchto tra-
banti je zajimavy o, ktery tvof{ irregulérni dublet s g”,. Dale
byly méfeny trabanty «'y, &", a «”y. Tyto t¥i &4ry byly naméfeny
u v3ech tif prvki. Pro platinu ale hodnoty «", a «", splyvaji
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s hodnotami trabanti «® a «'#, méfenych Cauchoisovou pro Ta,
Re a Bi a Hulubeiem pro Ra. Koneéné lze pfifadit éafe I satelity
U a 1", mé&Fené u Ta a Pt. Hodnota I’ pro W. splyva s éarou ¢, a 1"
pro tyZ prvek nalezena nebyla.

Jak je vidét z uvedeného grafu, zistava u Pt jedté znadny
potet &ar, které nelze zatim klasifikovati, nebot, jak bylo uvedeno
jiz dfive, platina je prvek velmi vhodny pro spektroskopické
studovani a proto lze snadnégji obdrZeti jeho spektrum,

Jak ukazuje srovnani nasich vysledki na p¥. pro W (viz tab. 8)
s vysledky ostatnich uvedenych autort, byly nalezeny témér
viechny &ary, které na riznych mistech mnohymi autory jsou uda-
vény.®l) Velmi pfekvapujici byl fakt, %e se nepodafilo nikomu po-
moci rovinného krystalu tyto slabé linie ziskati v8echny. Tento fakt
Ize vysvétliti z poznatku udinéného b&hem nasi prace, kde pii
pouziti fokusaéni metody mohli jsme pro kratsi doby exposi¢ni
ziskati vét8f podet snimku pro tyz obor spektra. Ukazalo se, Ze ke
zjisténi nekterych &ar bylo nutno voliti exposice ne s maximélni
hustotou ¢ernani fotografické desky, které nase usporddani dovo-
lovalo. Nebot difusni podklad, vznikajici vadami krystalt p#i
krajnich exposicich piekryval charakteristické slabé éary i pii
pouziti riznych exemplait krystali. Tento faktor — difuse zafeni
: na krystalu — zd4 se ndm, uréuje pii nasem fokusadnim fotogra-
fickém uspofddénf hranice stanovitelnosti slabého charakteris-
tického zafeni.

Spektroskopicky ustav Karlovy university, Praha.

*

1) Prehled t&chto vysledki udén je v knize M. Siegbahn: Spektro-
skopie der Rontgenstrahlen, 1932.
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Uber die L-Serie von Ta, W und Pt.
(Inhalt des vorhergehenden Artikels.)

Wellenléingen der L-Serie von Ta, W und Pt wurden gemessen.
Die Messung wurde nach der symmetrischen Fokusationsmethode
nach Kunzl mit einem auf die von Batkovsky angegebene Art
plastisch deformierten NaCl-Kristall vorgenommen. Es zeigte sich,
daBl diese Anordnung sehr vorteilhaft ist.

Einige neue Quadrupletts wurden beobachtet und klassi-
fiziert. Es wurde auch gezeigt. daB die Uberginge 4l = A5 = 0,
welche in der K-Serie nicht gefunden wurden, in der L-Serie dieser
Elemente existieren. Auch die Ubergiinge I —1[ + 3und j — j + 3
wurden beobachtet. :

Viele nicht diagrammatische Linien, welche bis jetzt von an-
deren nicht registriert waren, wurden beobachtet und ihre Wellen-
lingen gemessen, wie die Tabellen 2 bis 8 zeigen. Eine Klassifi-
zierung dieser Linien wurde vorgenommen.

Die gegenwiirtigen Resultate wurden mit friiheren verglichen.
Es zeigt sich, daB verschiedene Autoren verschiedene Linien fanden,
welche bis jetzt nicht bestitigt waren; da, wie aus den gegen-
wiartigen Resultaten ersichtlich ist, die Grenze fiir die Registrierung
der charakteristischen Linien sichtlich durch die Unvollkommen-
heit des als Gitter verwendeten Kristalls herabgesetzt wird. Als
Ergebnis zufilliger Unvollkommenheiten der Kristalle entsteht
eine diffuse Strahlung, welche die Linien iiberdeckt, so daB die
schwachen Linien in der durch die diffuse Strahlung verursachten
Schwirzung verschwinden.

Spektroskopisches Institut der Karls-Universitit, Prag.

.
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Absolute measurement of mercury vapour pressure
at temperatures from 7° to 25°C, and the verifica-
tion of the Knudsen’s law of molecular streaming.

Swami Jnanananda, Narendra Nagar (India).

Mercury vapour pressure at temperatures 7° to 25° C. The measuring
appliance of the apparatus has been the phlegmatic liquid filled gauge of
Badkovsky-Slavik.

The method and the procedure of measurement of mercury vapour
pressure have been such that the results have been quite independent of
the influence of certain inherent objectionable conditions, thereby rendering
the measurement of mercury vapour pressure not only absolute but also
precise. The attained precision, being high, enables one to test the validity
of Knudsen’s mercury vapour pressure measurements.

A comparision of the present results with those obtained by streaming
method as well as with those obtained by directly measuring with the
absolute gauge has shown that the results by streaming method are more
precise than those obtained by measurement with the absolute gauge.
By the confirmation of the present results with those obtained by stream-
ing method, the Knudsen’s law of molecular streaming has been verified.

Introduction. Measurement of the lowest attainable pres-
sures of gases has certain obstacles which are not easy to overcome.
In the measurement of these pressures, it is required to clear of
any gas adhering to the walls of the enclosure and the gauge.
This is usually done by thoroughly heating the enclosure as well
a8 the gauge while speedly exhausting them by high vacuum
pumps. It has been shown already by Shrader!) that such heat
treatment, if sufficiently done, is capable of removing the gases
as well as the vapours adhering to the surfaces of the instruments.
But such heating and the subsequent cooling the gauge back to
the normal temperature cause it to act as a ,,getter in as much
as the walls reabsorb the gases in the enclosure. In the former
case our pressure readings are higher and in the later case they
are lower in value than that of the real pressure.

In the case of the measurement of the lowest attainable
vapour pressures there are more obstacles and they are even

" 1) Shrader: Phys. Rev., 18 (1919), 434.
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more difficult to overcome than in the case of the measurement
of the highest attainable gaseous pressure. The only gauge which
is claimed to be capable of measuring low vapour pressures
absolutely is the original model of Knudsen,?) whose function
is based on the radiometric action. But it is by no means easy
to construct a true absolute gauge as that of Knudsen, for it is
very difficult to realise a very small distance between an oscillat-
ing system and a fixed plate. In almost all the later models,
constructed for certain practical purposes, the mentioned distance
is not small, unlike that in the original model of Knudsen, com-
pared with the mean free path. Since Knudsen’s equations apply
only when the distance between the fixed and the oscillating
systems is considerably small compared with the mean free path,
these later models, though based on the radiometric action, cannot
be used as absolute manometers. West3) has shown that when the
distance between the oscillating system and the fixed system is
not small compared with the mean free path, the nature of the
gas effects the functioning forces As such the later models of
radiometer gauges are lack of “absoluteness”.

With the absolute gauge, it is required to measure quite
precisely the temperature of not only the hot plate system but
also that of both the sides of the cold plate system. Knudsen
made provision for the temperature measurement of even both
the sides of the cold plate system. It is however very impracticable
to make such a provision for the temperature measurement of
both the sides of the suspended system which at the same time
can permit heat treatment to clear of any gas sticking to the
surfaces. If the heat treatment is not properly done, the pressure
measurement cannot be precise. If suitable provision is not made
for the temperature measurement of both the sides of the
suspended system, the temperature of the suspended system
cannot be directly measured. In the absence of the direct
measurement of the actual temperature of the cold plate system,
as in the case of most of the radiometer gauges, there is always
a certain amount of uncertainty in the values of the pressure
measurements. Therefore they can be deemed to be neither
absolute nor precise. In spite of all these objectionable and
difficult features, Knudsen somehow constructed an absolute
gauge and measured with it the saturation vapour pressures of
mercury at temperatures ranging from — 10° to 25° C.%)

Prior to the invention of the mentioned absolute gauge,

?) Martin Knudsen: Ann. der Phyk., 82 (1910), 809—842.

3) G. D. Weat Proe. Phys. Soc., 27 (1918), 259; 81 (1919), 278;
82 (1920), 166; 88, (1920), 222. ;

4) M. Knudsen: Ann. der phyk., 82 (1910), 838.
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Knudsen also gave an ingenious method for the measurement
of the saturation vapour pressure of mercury, based on the
application of the Knudsen’s law of pure and steady molecular
streaming through a tube wherein a plate with a circular hole is
fixed, which is given by?®)

T pl_p” b ow G(I’VI—{'- u/”)
G_VQ’W1+W2'tOrp P = V-é-l,t :

where @ is the mass of gas or vapour, g, the density at a pressure
of 1dyne per cm2, W, and W, the resistance” of the tube and
the opening respectively and ¢ the time through which the gas
or vapour streams down through the tube system. He-arranged
his apparatus in such a way that the mercury vapour streams down
a tube through a small hole and becomes condensed in a cold
graduated bulb. He determined the mass of vapour streamed for
a time ¢ by weighing the distilled mercury. From the dimensions
of the tube and the hole he determined the ’'resistance’” W, and W,.
As the initial pressure was very low, its value could be taken as
zero. Introducing the experimentally determined values of G at
different temperatures in the equation 1, Knudsen determined
the saturation vapour pressure of mercury from 0° upto 154,4° C.
Having compared his results with the theoretically calculated
values as well as with the results of the former authors, he
estimafed the precision of his measurements by his method. The
estimated precision was found to be nearly 0,5%, which may be
considered the highest attainable precision by any method of
measurement of low vapour pressures. Knudsen’s results however
have not been so very well verified so as to enable us to confirm
to his verification of the law of steady molecular streaming by
direct and absolute measurements. This method which would
serve more to verify the law of steady pure molecular streaming
rather than to directly measure vapour pressures, though very
" precise, is indirect, slow in operation and does not seem very
practicable for the low vapour measurements.

Besides the said Knudsen’s direct measurements of low
vapour pressure of mercury with the absolute gauge. all investiga-
tions on lew vapour pressures have been carried by indirect
methods involving rate of diffusion, viscosity, ionic conductivity
etc. which are in a way based upon assumptions concerning the
structure and degree of association of the vapour. The only direct
and the most suitable method with which saturation pressure of -
mercury could be measured is by means of an apparatus in con-
junction with a McLeod gauge, known as tensimeter, elaborated

) Martin Knudsen: Ann. der Phyk., 20 (1909), 179—192.



and developed by Hickman.®) It has been used for the meas-
urement ~of vapour pressures ranging from atmospheric pressure
to 0,056 mm Hg. He points out that his apparatus does not provide
satisfactory means for determining vapour pressures lower than
the mentioned limit. This method however extends the lower
limit than ordinarily recorded -and is quite practicable and more
convenient than that of Knudsen’s absolute manometric meas-
urements of mercury vapour pressure. With this method, Hickman
measured saturation vapour pressures of some high boiling organic
liquids as well as that of mercury. As far as mercury is concerned,
the lowest limit of his measurement of the saturation vapour
pressure was 0,08 mm Hg which cdrresponds to the vapour pres—
sure at a temperature of 80°C.

Now it may be mentioned that the required experlmental
equipment for the measurement of vapour pressure by the in-
direct method of molecular streaming as well as the Hickman’s
tensimeter permit a more suitable heat treatment for clearing
_ of the surfaces from the occluded and the surface gases than the
Knudsen’s absolute gauge, because the surfaces of the later are
more complicated than those of the former. The liquid filled
gauges, in this respect, are very advantageous as the heat treat-
ment for degassing need not be so high as in the case of the
instruments with the metallic parts, where the heat treatment
for degassing must be such that it would, in coming back to normal
temperature, act as a “getter”.

Having realized that the saturation vapour pressures of some
of the high boiling organic liquids are much lower than that of
mercury and that the coefficient of friction of these liquids is
much lower than that of mercury with the walls of the glass
tubes, Hickman and Sanford?) conceived the use of some of these
high boiling organic ones as gauge filled liquids. Consequently
with one of these liquids whose vapour pressure is very low, they
constructed a gauge?) the precision of which was said to be
0,001 mm Hg. They did not however use their gauge for the meas-
urement of vapour pressure. .

Subsequently some authors made use of these phlegmatic
' liquids in their gauges. But none seemed to have attempted to
measure vapour pressures with their gauges. Backovsky and
Slavik®) however have shown that certain kinds of the phlegmatic
liquid filled gauges could be utilized for the measurement of

%) K. C. D. Hickman: Jour. Phys. Chem., 84, (1930), No. 3, 627—636.

’) K. C. D. Hickman and C. R. Sanford: Jour. Phys. Chem., 84,
(1930), No. 3, 651.

8) J. M. Backovsky and J. B. Slavik: Cas. pro p&t. mat..fys., 66
(1936), 67—84.
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vapour pressures by actually measuring the saturation vapour
pressure of mercury at 24° C. From the description of their form
of the gauge, it seemed that it could be possible to absolutely
measure with it the low vapour pressures of mercury very precisely,
for the limit of observation depends upon certain factors which
are technically possible to adjust. In using this gauge for the
measurement of the saturation vapour pressure of mercury,
certain practical difficulties however have been encountered and
in trying to surmount them a certain procedure has been taken
80 as to utilize the gauge for the absolute and the precise meas-
urement of the saturation vapour pressures of mercury from
25° C down to 7° C. To the requirements of the mentioned proce-
dure, we have constructed our equipment. shown in the Fig. 1,
S0 as to increase the sensitivity and thus raise the precision of the
measuring appliances of our equipment.

The equipment and experimental procedure.

The equipment consists of a double chambered vacuum en-
closure, exhausted by a high speed paraffin condensation pump,
which is backed by a suitable auxilary rotary pump, two phleg-
matic liquid filled gauges, joined to either one of the chambers
of -the vacuum enclosure. which can be simultaneously used for
pressure measurements to minimize the accidental errors, a McLeod
gauge joined with one of the chambers by means of a side tube
‘not only to measure the pressure of high vacuum before the
eommencement of the experiment but also to serve as a source of
mercury vapour, a mercury bulb, as an auxillary source of mercury
vapour, connected to the vacuum chamber by means of a tube
which can be either closed or opened according to the requirements
and three thermometers to record the inner and the outer temper-
atures of the double chambered vacuum enclosure. When re-
quired, the vacuum enclosure can be easily converted into mercury
vapour reservoir by opening it to the activated and functioning
sources of mercury vapour. The two gauges. one filled with
Triocresylphosphate, and the other with Butyl benzyl phthalate,
form the principal part of the equipment for measuring low vapour -

pressures of mercury. (Fig.1.)

The entire equipment together with the two mentioned
phlegmatic liquid filled gauges has been exhausted by means of
a paraffin condensation pump. The obtained vacuum when meas-
ured by a McLeod manometer and tested by a high tension
electrical discharge, has been found to be of a pressure lower than
10—%mm Hg. The pump speed has been such that the presence
of mercury vapour in the vacuum enclosures could not be detected
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even when the connection between vaccum enclosure and the
McLeod gauge or the mercury reservoir has been opened. In this
state the readings of the two phlegmatic liquid filled gauges have
been simultaneously taken. Again after once more closing the
connection between the vacuum enclosure and the McLeod gauge
or the mentioned mercury reservoir, the readings of both the
phlegmatic liquid filled gauges have been again taken simultane-
ously. In both the cases the manometric readings have been found
to be remaining stationary so long as the temperature in both
the cases remained constant, thereby indicating that in both
cases there has been no detectible presence of mercury vapour.

a . Fig. 1. b

When the temperature of the apparatus is changed. we have .
however found a change in the readings of the said gauges. In
order to ascertain wheather or not the changes in the mano-
metric readings have been due to the variation of the angles of
inclinations of the manometers which could be caused by the
dilatation of the stand of these gauges through the temperature
variation, we have observed the angular inclinations of these
gauges by viewing reflections of fixed positions in mirrors attached
to each one of the gauges with a seperate telescope. It is im-
portant that there has been no observable change in the said
angular inclinations of the manometers due to temperature varia-
tions. There has been, however, a considerable change in the
position of the meniscus with the change of temperature.- When
the variations of the positions of the meniscus of the gauge filled
liguid with the changes of temperature ranging from 7° to 25° C
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have been observed, they have been found to be of such magni-
tudes which would support a pressure of about 10— mm Hg in
one manometer and 10— mm Hg in the case of the other mano-
meter, filled with a different kind of phlegmatic liquid. Since
these variations of the position of the meniscus of the gauge
filled liquid are much greater than what could be expected from
the considerations of the low saturation vapour pressure of each
one of the gauge filled liquids at this temperature range, it can
be stated that these changes which are unexpectedly great in
value could be mainly due to the pressure of the products of
cracking of these liquids during the heat treatment. We have
found that even a careful heat treatment could introduce an error
of the order 10— to 10—*mm Hg and that the heat treatment
would attack only the parts wetted by the liquids, especially the
bulb part of the closed limb of the manometer.

We have found that even with this kind of heat treatment
which would cause discripancy in the pressure readings due to
the pressure exerted by the products -of cracking, it is possible
to directly measure the true pressures by taking manometric
zero positions for different temperatures. After thoroughly ex-
- hausting the whole vacuum enclosure together with the phlegmatic
filled gauges, when we are sure that there has been no detectable
- presence of vapours and when the pressure of the attained vacuum
is Jower than 10~¢ mm Hg, we have read at a certain temperature
the position of the meniscus in the opened limb of each one of the
manometers by means of a microscope. This reading of the position
of the meniscus of each one of the manometers at the temperature
is taken as the zero position of each one of the gauges for that
particular temperature. We have changed the temperatures and
for each temperature we have taken the zero positions. Thus we
have actually determined the zero positions of each one of the
‘phlegmatic filled gauges at temperatures between 7° C and 25° C.

In order to measure the inner and the outer temperatures of
the apparatus, we have inserted one thermometer in the vacuum
enclosure and a couple of thermometers outside quite close to the
vacuum enclosure. It has been necessary to wait till the inner
and the outer temperatures have come to equilibrium for fixing
the zero positions of the manometers. Such waiting for temperature
equilibrium causes considerable delay. We have waited for tempe-
rature equilibrium in the case of fixing the zero positions of 'the
mentioned gauges at different temperatures. But we have not done
so where it has not been quite so necessary.

With this arrangement and after determining the zero posi-
tions of the said gauges as described above, we have measured the
saturation vapour pressure of mercury at temperatures from 25° C
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down to 7° C in the following manner.- After introducing mercury
vapour into the vacuum enclosure till complete saturation is
attained, we have taken manometric readings from both gauges
at different temperatures which can be seen from the graph I
and the graph II. In the graph I, it can be noted that the zero
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Graph I.

positions of one manometer at 25°C and 9°C are 42,5 and
61,0 divisions respectively and when the graphical positions of
these two values are joined together we obtain the curve of the
manometric zero positions. for all temperatures between 9°C
and 25°C. Also it can be seen that there are two series of mano-
metric readings for saturation vapour pressure of mercury at
the mentioned temperature range. The manometric readings of
saturation mercury vapour pressure marked ° in the curves of the
graphs Nos I and II, signify that these readings are those, taken
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with the gradual lowering of temperature. while the rest that are
marked in the curve are taken with the gradual rising of temper-
ature. The rising and lowering of temperatures have been effected
by faning and regulated ventilation through windows in winter.

From the graphs I and II it can further be noticed that the
curve of the readings with the lowering of temperature is slightly
displaced from that of the readings with the rising of temperature
through the same temperature-range in both the cases, so that
we obtain two readings for each temperature through this range
with a difference of 1 to 2 divisions for each given degree of
temperature of the mentioned range. Such a difference can be
explained by the fact that we have not waited until there is
a temperature equilibrium in and out of our apparatus. We have
however plotted a mean curve through the middle points of
the mentioned curves at each position corresponding to every
degree of temperature from 25° down to 10°C, and this gives
the mean values of the manometric readings of the mercury
vapour pressure at the mentioned temperature range. Similarly
the graph II gives the mean values of the manometric readings
at the same temperature range by the second phlegmatic liquid
filled gauge.

The angle of inclination of the Triocreoylphosphate filled
gauge is 1° 23’ 275" and the specific gravity of this gauge filled
liquid is 1.178 at 24° C. Each division of this gauge corresponds
to 8.992 x 10—°mm Hg. The angle of inclination of Butyl-benzyl
phthalate filled gauge is 2° 43’ 30". The specific gravity of this
gauge filled liquid is 1.109 at a temperature of 20° C. Each division
of this gauge corresponds to 8.661 X 10—° mm Hg.

Now since each manometric division corresponds to 8.992 X
X 10— mm Hg in the case of Triocreoylphosphate filled gauge
and 8.661 X 10—5mm Hg in the case of Butyl-benzyl phthalate,
the different divisions between the Zero-curve and the mentioned
mean curve of each one of the manometers at any given temper-
ature give the measured saturation vapour pressure of mercury
by each one of the gauges. In this way we have obtained a seperate
series of measured values of the saturation vapour pressure of
mercury at all degrees of temperature from 25° down to 10°C
by each manometer and the two series of measurements by the
gauge one and the gauge two are given seperately in the third
columns of the table 1 and table 2 respectively. Owing to differ-
ences of temperature in the different regions of the apparatus,
there could be a slight influence of thermal efflux upon our
readings. We have however corrected the readings for this influence
and obtained the actual pressure values which are given in the
final columns of the tables 1 and 2 and in the Ist and the IInd
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columns of the table 6. We have further taken the mean of these
two corrected values obtained seperately by each of the two
gauges for each degree of temperature and these mean values
of corrected pressures are given in the last column of the table (6).

Table 1.

1. Tri-o-creoylphosphate filled gauge.
1 division = 8.992 X 10—° mm mercury.

Saturation vapour pressure of mercury from 10° C to 25° C mea-
sured in the unit 10— mm Hg by the manometer 1.

Temperature | Divisions l\gf::;ff: pz"gg:lire
10,0°C 4,8 0,432 0,440
11,0°C : 5,9 . 0,531 0,543
12,0°C | 64 . 0575 0,589
13,0°C ' 7,5 0,674 = 0,690
14,0°C | 7,2 0,634 . 0,648
150°C ' 7,9 . 0,712 0,731
16,0° C 92 ' 0,827 0,852
17,0°C 9,6 0,863 0,890
18,0°C | 11,0 | 0,989 1,021
19.0°C = 11,5 1,034 1,070
20,0° C 12,5 1,124 1,166
21,0°C 13,5 1,214 1,262
22,0°C 14,5 1,304 1,358
23,0° C 15,6 1,403 1,463
24,0°C- 17,0 1,529 1,598
25,0° C 18,3 1,646 1,723

It is very useful to record the vapour-pressure-temperature
relation by plotting the logarithms of the pressures against the
inverse of absolute temperature, for it enables us to easily judge
the precision of the individual values. So we have plotted the .
individual values, given in the tables 1 to 4, obtained seperately
by the two gauges in the mentioned sort of graph III, so as to
show the precision of our individual readings. For comparison the
Knudsen’s measurements of the saturation pressure of mercury
at temperatures from 0° C to 25° C by the method of molecular
streaming on the one hand and the measurements by the absolute
ga,u e on the other have been plotted in the graph and they are

arked with 4+ and X respectively. For further comparison we
have also plotted the mercury vapour saturation pressure values



Table 2.
2. Butyl-benzyl phthalate filled gauge.
1 division = 8.661 X 10—° mm mercury.

Saturation vapour pressure of mercury from 10°C to 25°C,
measured in the unit 10—* mm Hg by the manometer 2.

Temperature | Divisions 1\}{;:::1:1-63 pgsr::r o
10,0° C 5,8 0,502 0,511
11,0°C 5,9 0,511 0,521
12,0° C 6,5 0,563 0,575
13,0°C 7,0 0,606 0,620
14,0°C 7,5 0,650 0,667
15,0°C 8,7 0,754 0,774
16,0° C 9,5 0,823 0,847
17,0°C 10,0 0,866 0,893
18,0°C 11,9 1,031 1,064
19,0°C 13,3 1,152 1,191
20,0° C 13,56 1,169 1,211
21,0°C 14,8 1,282 1,330
22,0°C 15,5 1,342 1,395
23,0° C 16,5 1,429 1,488
24,0°C 17,5 1,506 1,571
25,0° C 19,0 1,646 1,720

. Table 3.

1. Tri-o-creoylphosphate filled gauge.
1 division = 8.078 X 10—5 mm mercury.

Saturation vapour pressure of mercury from 7° to 8°C measured
in the unit 10— mm Hg by the manometer 1.

oo Measured True

Temperature | Divisions pressure pressure
7,1°C 4,1 0,336 0,345
8,0°C 5,05 0,409 0,420

for the temperatures from 0 to 25°C given in the international
critical tables.?)

%) International Critical Tables of numerical data, Vol. 3, page 206,
Ist Edition, (1928).
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Table 4.

2. Butyl-benzyl phthalate filled gauge.
1 division = 7.856 X 10—5 mm mercury.

Saturation vapour pressure of mercury from 7° to 8° C, measured

in the unit 10— mm Hg by the manometer 2.

Temperature | Divisions Iggz’::l:sg Prr’g;;l‘fr ”
' 1,1°0 4.5 0,350 0,360 E
8,0°C — — — |
Table 5.

Mean values of the saturation vapour pressure of mercury from

7° to 8°C, given in the unit 10— mm mercury.

By Gauge Mean
Temperature |By Gauge I. 1I. pressure
7,1°C 0,345 0,360 0.353
8,0°C 0,420 — 0,420
Table 6.

Mean values of the saturation vapour pressure of mercury from
-10° C to 25°C, given in the unit 10— mm mercury.

Temperature By Gauge I. By I(%fzuge p}g::’;e
10,0°C 0,440 0,511 0,476
11,0°C 0,643 0,521 0,637
12,0°C 0,689 0,575 0,582
13,0°C 0,690 0,620 0,655
14,0°C 0,648 0,667 10,658
15,0°C 0,731 0,774 0,753
16,0°C 0,852 0,847 0,850

-+ 17,0°C 0,890 0,893 0,892
18,0°C 1,021 1,064 1,042
19,0°C 1,070 1,191 1,130
20,0°C 1,166 1,211 1,188
21,0°C 1,262 1,330 1,296
22,0°C 1,358 1,395 1,376
23,0° C 1,463 1,488 1,476
24,0°C 1,698 1,671 1,684
25,0°C 1,723 1,720 1,722




Critical observations.

It can be seen in our graph III that our individual measured
values do not show any systematic variation from the calculated
values given in the International Critical Tables for the range of

* Irtm from INternational critical trbles
 Tri-otresylphosphale filled gruge

~ Butyl-benzyl phthrlale filled gruge
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temperature from 0°C to 25°C in the limits of the obtained
precision. The cause of the small differences between the readings
of the two gauges is to be attributed to the differences in temper-
ature equilibrium. The individual differences, so caused, are
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irregularly higher in some cases and in some lower than those
of the International Critical Tables and the measurements of one
gauge are not systematically higher or lower than those of the
other, so that the mentioned differences must be considered to be
accidental. From these accidental minor deviations, the limit of
precision of our absolutely measured values of the vapour pres-
sure of mercury with the mentioned phlegmatic liquid filled gau-
ges, can be easily ascertained.

We have taken the manometric readings at every two minutes
at a constant temperature between 7° and 8°C for about half
an hour while keeping the reservoir fully opened to both the
functioning sources of mercury vapour. During the period the
gauge readings have been constant thereby indicating that the
reservoir has been full to saturation with mercury vapour. These
saturation vapour pressure readings at temperatures 7° to 8°C
given in the tables 3, 4, and 5 fall on the pressure-temperature-
relation straight line of our values of vapour pressures of mercury
at all other degrees of temperature till 25° C. Therefore it can
be considered that at each one of the rest of our pressure meas-
urements, the reservoir has been full to saturation with mercury
vapour.

The two mercury vapour pressure values at 7,1° C, obtained
by the two mentioned phlegmatic liquid filled gauges do not
differ more than by nearly 59,. These pressure values as well
as those of ours at temperatures 11,1°, 15,7°, 20,6°, and 24,4°C
agree fairly well with the values for the same range of temperature
obtained by the method of molecular streaming. Similarly the
vapour pressure value for 0°C, extrapolated from our measure-
ments at other temperatures agrees with the value for the same
temperature obtained by the said molecular streaming method.
But the pressure value for 0° C obtained by measuring with the
* Knudsen’s absolute gauge is higher by 189, than that by the
molecular streaming method as well as our mentioned extra-
polated value. This difference can be said to be much higher
than the limit of our attained precision. The other values of the
vapour pressure measurements by the absolute gauge are in fact
systematically higher than our values as well as those by the
method of molecular streaming method and are percentually
increasing with the increasing temperature.

Since the measurement of the saturation vapour pressure
with the absolute gauge is direct, the above mentioned difference
of about 189, between the pressure values obtained by the direct
measurement with the absolute gauge and those obtained in-
directly by the method of molecular streaming might lead one
to the conclusion that the streaming method and the law of pure



and steady molecular flow, given in the expression 1 (page 3a),
on which the method is based, are not quite rigorous. To show .
that this sort of conclusion is not valid, we plot our mean pressure -
values given in the last columns of the tables (5 and 6), those
obtained by the method of molecular streaming and finally also the
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pressure values obtained by the direct measurement with the abso-
lute gauge in the graph No. IV, recordj.ng the pressure-temper-
ature-relation for general comparison and further judgment. In
the graph IV, it can be seen that the curve of our directly meas-
ured absolute mercury-vapour-pressure values, in the limit of
our attained precision, coincide on the one hand precisely with
the pressure values obtained by the ‘indirect method of molecular



streaming and on the other considerably differ from the values
. .obtained by the direct measurement with the Knudsen’s absolute
gauge.

In this connection we may point out that the values of the
constants 4 and B, occuring in the equation!?)

logyep = — 52,28 5 + B (2)

calculated from our directly measured absolute pressure values
of mercury vapour are A = 61,943, and B = 8,1166. Now
on introducing these values and the absolute temperature
value for 0°C in the above mentioned equation (2), we obtain
0,18433 X 10— mm Hg as the saturation vapour pressure of
mercury at a temperature of 0°C, calculated from our directly
measured values for other temperatures. This value 0,18433 X
X 16— mm Hg, calculated from our values of the constants 4
and B, for the temperature of 0° C indeed agrees quite well with
the value 0,1846 X 10— mm Hg for the same temperature,
obtained by the streaming method and differs actually by nearly
18%, from the pressure value for 0°C obtained by the direct
meagurement with the absolute gauge.

Thus our directly and absolutely measured, calculated, as
well as our extrapolated values, in agreeing well with the results
obtained by the method of molecular streaming and in widely
differing from the values by the absolute gauge, show that the
former are more precise than the later mentioned values by the
absolute gauge. We may go even a step further and say that the
pressure-values obtained by direct measurement with the absolute
gauge aye in fact not so precise as those of ours as well as those
obtained by molecular streaming, because the pressure-values
with the Knudsen’s absolute gatige, being corrected empirically,
have such corrections which, as Knudsen pointed out on the
page 838, Ann. der phyk., volume 32 (1910), would introduce
an uncertainty in the pressure values. So our direct and absolute
megsurements, in disagreeil;% with the results by the absolute
gauge and in thoroughly confirming with the results obtained by
the method of molecular streaming in a way verify the method
and the law of molecular streaming on which the method is based.
In this connection it may be pointed out that the mercury vapour
saturation pressure value for 0° C, 0,1846 X 10— mm Hg, obtained
by the streaming method or our value 0,18433 X 10— mm Hg,
obtained from the mentioned constants 4 and B derived from our
actually measured values, must be rightly taken as the standard
value to be used as the constant to calculate the values for the

) International Critical Tables of Numerical Data, Volume III, 204.

Y ,



mercury vapour pressure-temperature-relation curve, and also to
calibrate the ionization gauge for the relative measurements of
vapour pressure of mercury at low temperatures as was done
in the case of the modified ionization gauge with which Poindexter!1)
measured mercury vapour pressure at low temperatures.

In concluding this work, I beg to offer my heartiest thanks
to Prof. Dr. Véiclav Dolejsek Esq. not only for the arrangements
which he has made for my Research in the Spectroscopical Insti-
tute Laboratory of the Charles University but also for his un-
bounded kindness which he has been pleased to so lavishly bestow
upon me during my stay in this kind and hospitable land of the
Czechs. My thanks are due to my Czech friends and fellow rese-
arch scholars for their kind help during the research. Finally it
is my great privilege to tender my deepest gratitude and grate-
fulness to His Highness Sri Maharaja Sir Narendra Shah, the
ruling chief of Tehri-Garhwal State (India) for His Highness’s
interest in my philosophic and scientific pursuits.

Absolutni mé&Feni napéti rtufovych par za teploty 7° aZ 25° C
a ovéfeni Knudsenova zikona o molekularnim proud¥ni.

Obsah piedeslého élanku.

Autor podava pifmé absolutni mé&feni tlaku par rtuti v roz-
mezi teplot 7° az 25° C, které v laboratofi lze ziskati bez zvlastnich
opatfeni (na pf. v zimé pfi normalnim topeni a pfi otevieni oken).
Absolutni méreni tlaku par Hg v tomto oboru bylo dosud docileno :
pfimo Knudsenem, jeho absolutnim manometrem, a nep¥imo
(rovnéZ absolutng) rovnéz Knudsenem, za uZiti jeho vzorci pro
molekularni proudéni.

Autor pouzivéd absolutniho manometru s flegmatickou kapa-
linou,” ktery udali Badkovsky-Slavik. Propracovanim postupu
pracovniho, na p¥. vyloudenim mozného vlivu krakovan{ kapaliny
manometru, zavedenim kontroly manometru a vyloudenim vlivu
diniteld, které vidycky s timto manometrem jsou spjaty a omezujf
presnost a absolutnost vysledki, dociluje autor takové presnosti,
Ze muZe porovnanim obdrzenych vysledkt ukézati, zda z Knudse-
novych méfeni jsou spravny jeho vysledky pomoci nepi{mé me-
tody za uZit{ zdkoni molekularniho proudéni, &éi vysledky pomocf
absolutnfho manometru. Vysledky obdrZené pomoci téchto Knudse-
novych metod li#f se asi o 209, :

Vysledky autora, udané v této- préci, souhlasi v rozmezf
2 a% 4% s Knudsenovymi hodnotami obdrzenymi pomoc{ metody
molekuldarnfho proudéni. .

" 1) F, E. Poindexter: Phys. Rev., 26, (1925), 850—868.



Tim jsou verifikoviny Knudsenovy vzorce pro molekuldrnf
proudéni p¥fmym absolutnim méfenfm. Pokud se tyde vyhod-
nosti v této praci pouZitého manometru typu Badkovsky-Slavik
‘k'méfen{ tense par, je nesporné, %e pfi stejné precisnosti absolut-
nfho méfen{ je tyz zna¥né vyhodné&jsf, ne# aplikace neptimé abso-
lutnf{ metody Knudsenovy, jejiZ jednotlivé méfeni trva na pt.

13 dna. Praha, Spektroskopicky dustav Karlovy university.
Foto a kresby S. Jnanananda. - Archiv JCMF.

Absolute Messung der Quecksilberdampfspannung tiir Temperaturen
7°—256° C und Bestiitigung des Knudsenschen Gesetzes der Mole-
kularstrémung. .
(Inhalt des vorstehenden Artikels.)

Der Autor gibt direkte absolute Messungen der Quecksilber-
dampfspannung im Temperaturbereich von 7°—25° C, welche im
Laboratorium ohne besondere Vorkehrungen zu erreichen sind
(z. B. im Winter bei normaler Heizung und bei getffneten Fen-

_stern). Die absolute Messung der Hg-Dampfspannung in diesem

Gebiet wurde bisher von Knudsen direkt mit seinem absoluten
Manometer und indirekt (ebenfalls absolut) unter Benutzung seiner
Formeln fiir die Molekularstrémung vorgenommen.

Der Autor benutzt das absolute, mit phlegmatischen Fliissig-
keiten gefiillte Manometer nach Balkovsky-Slavik. Durch Aus-
arbeitung des Arbeitsgangs, z. B. Eliminierung des moglichen
Einflusses des Crackens der Manometerfliissigkeit, und AusschluB
des storenden Einflusses der immer mit diesem Manometer ver-
bundenen Faktoren, welche die Genauigkeit und den absoluten
- Charakter der Resultate einschrinkten, erzielt der Autor eine
solche Genauigkeit, dal er durch Vergleich der erzielten Resultate
zeigen kann, ob Knudsens Resultate nach der indirekten Methode
unter Benutzung der Molekularstromung, oder die mittels des
- absoluten Manometers erzielten richtig sind. Die mittels dieser
beiden Methoden von Knudsen erzielten Resultate unterscheiden
sich ungefihr um 209%,.

" Die in dieser Arbeit angefiihrten Resultate des Autors stim-
men innerhalb eines Spielraums von 2—49%, mit Knudsens Resul-
taten nach der Methode der Molekularstromung iiberein.

Dadurch wurden Knudsens Formeln fiir die Molekularstro-
mung nach einer direkten absoluten Methode verifiziert. Was die
Vorteile des bei dieser Arbeit benutzten Manometertyps Batkovsky-
Slavik betrifft, ist dieser zweifellos bei gleicher Genauigkeit vor-

teilhafter als die Anwendung der indirekten absoluten Methode
 Knudsens, deren einzelne Messungen z. B. 13 Tage dauern.

1
...



Nazvy a znacky
elementarni matematiky

8% 24 str. 1939 Bro?. K 4,80
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